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�������(����� ������������ �����()* ���������)* +���%
(����* � ��*�(����* ���,�����j �����)* � ���������-)�� ���������j ��������
� �����)� �������� U��������)� ���������-)� ������) r����� �����������%
) � �����()* �������(����* � �������)* �������* ���� ����*�������- �����%
���� � �������-�$� ��������� ���������-)�� ���,������ ��� ����������)%
��j ��� � $���()�� ������������� n ������-�� ����(�j ��r��. ������� ���%
��.� ������ ��$�� ������������� h&x&'i �� �������� (���� ������.� ����(�
$���(�$� � �������-�$� ���������j �������j ��$�� �J� �$���������- ����%
�� �����. kJ������.l +���� �������� 
����������� � ��������� �����%
(����* ������j ����)����)* ��� ��)����)�� ��++���,���-)�� �������%
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��j ��� � ��������� � (���)�� ��������)��j � �����J���()�� ��������� n
������ ����������� ��������� � ��������� ������ ��������� ����������.
����* ����( �����/�)j �������j �����) h&&x&1i 

V �����/�� ����-� ��������������� ����(� �������-�$� $���(�$� �������%
�� ���������� ����) ���/���� � ���* ��,�* � ����)�� ��(����� +��%
,�� ���$��� � �����J���()� �����) ������ � � ��������� ��(�����j ����)�
� ���� �����J���� ������ #� �������� � ����(� ��������� ����������)��
������������� � ����)�� $���()�� ��������� � � ����/-. ������ ���������
������)* n � ����(� �������-�$� ��������� ��)����)* ��++���,���-)*
������� � ����)�� �(��-)��j ���()�� � ��$���(�()�� �����J���()%
�� ��������� 
������ ������� ������� ��� ��������-)* (���� ����)* $3�����
�������) �������-)� $���()� ��������� ����(�)� �����-���) ���.����%
���� ������)� ������ 

�� ���������� ����!�� ����- �������� ������������ ���������-�� �����%
�) k���)� ������()� �������� ������� ����)lj � � �������� �� ��������
���������j ����)��.��� +��,��� Q (x, t)j 0 � x � lj 0 � t � T j ������� ���(����%
�� ��� 0 < x < l � t > 0 �������� ������.

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
k&l

� �(��-)�� ���������

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), 0 � x � l, k0l

� $���()�� ���������

Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 � t � T, k!l

� �����)* +��,�� μ(t) � ν(t) n $���()� ��������� 
V ������� k&l a2 = T0

ρ j $�� T0 n ���J��� ����)j ρ n �������- ��%

������ ����) ��������$�����j (�� +��,�� Q (x, t) ∈ C2(ΩT ) � ��J�����
ΩT = {(x, t) : x ∈ [0, l] , t ∈ [0, T ]} 

����- � ������)� �����J���()� �����) ������ tk (k = 1, ...,m)

0 = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 = T

����) ��(��� +��,�� ���$��� ����)

Q(x, ti) = ϕi(x), 0 � x � l, i = 1, ...,m. kIl

q���(� $���(�$� �������-�$� ��������� ���������� ����) � ����)��
��(����� +��,�� ���$��� � �����J���()� �����) ������ �������� �����.%
/�� �������t ����� �����J)* ��������� μ(t) � ν(t)j 0 � t � T j ��������� ����
�������-)� ���������j ��������/�� ������� �� �����$� �(��-�$� ��������
k0lj ������������ �����J���()� �������� kIlj � ���(�� ��������

Q(x, T ) = ϕT (x) = ϕm+1(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x) = ψm+1(x), 0 � x � l, kLl

� ���������./�� +��,����
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⎡⎣ T∫
0

(
μ2(t) + ν2(t)

)
dt

⎤⎦
1

2
. k'l

v���� ��������$��-j (�� +��,�� ϕi(x) ( i = 0, 1, ...,m, m + 1) �������J��
����������� C2[0, l]j � +��,�� ψ0(x) � ψT (x) n ����������� C1[0, l] 

#������j (�� ��� ��� � �����-)� �����J���()� �����) ������ tk (k =
1, ...,m) ����) ���-�� ��(��� +��,�� ���$��� kIl ����)j �� �����-�����- ���%
*�� ��m����$� ��r��� ����(� �������-�$� ��������� � ,����������� ��m��%
�� � ������ ������$����� ����� ���*�� ��r��� ����������� ����(� �������-�$�
���������j � ������� �(��)������ ���,�+��� �����J���()* ������� kIl 
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���!���� ���������� ���
��� $���()� ������� k!l �������)j ��r��� ���������� ����(� ������ � ��%
��(� � ����)�� $���()�� ��������� h&Qi 

��r��� ������� k&l �/�� � ���� ����)

Q(x, t) = V (x, t) +W (x, t), kGl

$�� V (x, t) n ��������� +��,�� � ������)�� $���()�� ���������

V (0, t) = V (l, t) = 0, k1l

��������/�� ���������.j � W (x, t) n ��r��� ������� k&l � �������)�� $��%
�()�� ���������

W (0, t) = μ(t), W (l, t) = ν(t). kQl

H��,�� W (x, t) � �(���� kQl ����� ��� h&Qi

W (x, t) = (ν(t)− μ(t))
x

l
+ μ(t). k&"l

��������� kGl � k&l � �(��)��� k&"lj ����(�� ��� +��,�� V (x, t) �������

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), k&&l

� �������

F (x, t) = (μ′′(t)− ν′′(t))
x

l
− μ′′(t). k&0l

V ���� �(��-)*j �����J���()* � $���()* �������j ������������ k0lj kIl
� kLlj +��,�� V (x, t) ���J� ������������- �(��-)� ��������

V (x, 0) = ϕ0(x)−(ν(0)−μ(0))x
l
−μ(0), ∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x)−(ν′(0)−μ′(0))
x

l
−μ′(0), k&!l

�����J���()� ��������

V (x, ti) = ϕi(x) − (ν(ti)− μ(ti))
x

l
− μ(ti), i = 1, ...,m, k&Il

� ���()� ��������

V (x, T ) = ϕT (x) − (ν(T )− μ(T ))
x

l
− μ(T ),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x) − (ν′(T )− μ′(T ))
x

l
− μ′(T ).

k&Ll
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�� ������� k1l �������j (��

V (0, ti) = V (l, ti) = 0,
∂V (0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=ti

=
∂V (l, t)

∂t

∣∣∣∣
t=ti

= 0, i = 0, 1, ...,m,m+ 1. k&'l

�� ������� k&!lxk&'l ����(�� ������� ��$��������

μ(0) = ϕ0(0), μ′(0) = ψ0(0), ν(0) = ϕ0(l), ν′(0) = ψ0(l), k&Gl

μ(ti) = ϕi(0), ν(ti) = ϕi(l), i = 1, ..., m, k&1l

μ(T ) = ϕT (0), μ′(T ) = ψT (0), ν(T ) = ϕT (l), ν′(T ) = ψT (l). k&Ql

S���������-�j ������� �� ������ ������� k&Glxk&Qlj ����r�� k&!lxk&Ll �������%
����� ����� �������t

V (x, 0) = ϕ0(x)− (ϕ0(l)−ϕ0(0))
x

l
−ϕ0(0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x)− (ψ0(l)−ψ0(0))
x

l
−ψ0(0),

k0"l

V (x, ti) = ϕi(x)− (ϕi(l)− ϕi(0))
x

l
− ϕi(0), i = 1, ..., m, k0&l

V (x, T ) = ϕT (x) − (ϕT (l)− ϕT (0))
x

l
− ϕT (0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x)− (ψT (l)− ψT (0))
x

l
− ψT (0).

k00l

����j ��r��� ����(� �������-�$� $���(�$� ��������� ���������� ����%
) � ����)�� ��(����� +��,�� ���$��� � �����J���()� �����) ������
�����6 � ����(� ��������� k&&lj k&0l � $���()�� ��������� k1l � �������%
����)� +��,������ k'lj ������� +������������ �����./�� �������t ���������
���� �������-)� $���()� ��������� μ0(t) � ν0(t) ��� 0 � t � T j ��������/��
��������j ����)������ �������� k&&lj � $���()�� ��������� k1l �� �����$�
�(��-�$� �������� k0"l (���� �����J���()� �������� k0&l � ���(�� ��������
k00l � ���������./�� +��,���� k'l 
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��	�	 ���	�����U(��)��� ���������- $���()* ������� k1l � ����(� k&&lj k&0lj
��������J��� �)������ ������� ��$���������� � �������J���- �����-���%
�)* +��,�� �����)� �����������./�� ������������j ��$���� ������ �����
H��-�j ��r��� ������� k&&l �/�� � ����

V (x, t) =

∞∑
k=1

Vk(t) sin
πk

l
x, Vk(t) =

2

l

l∫
0

V (x, t) sin
πk

l
xdx. k0!l

���������� +��,�� F (x, t)j ϕi(x) (i = 0, 1, ...,m + 1)j ψ0(x) � ψT (x) ��� ���)
H��-� �j ��������� �* �)��J��� ������ � V (x, t) �� k0!l � k&&lj k&0l � k0"lxk00lj
����(�� �������

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ2k =

(
aπk

l

)2
, k0Il

��)4&!� �
,�� 
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Vk(0) = ϕ
(0)
k − 2a

λkl

[
ϕ0(0) −ϕ0(l)(−1)k

]
, V̇k(0) = ψ

(0)
k − 2a

λkl

[
ψ0(0) −ψ0(l)(−1)k

]
,

k0Ll

Vk(ti) = ϕ
(i)
k − 2a

λkl

[
ϕi(0) −ϕi(l)(−1)k

]
, i = 1, ...,m, k0'l

Vk(T ) = ϕ
(T )
k − 2a

λkl

[
ϕT (0) −ϕT (l)(−1)k

]
,

V̇k(T ) = ψ
(T )
k − 2a

λkl

[
ψT (0) −ψT (l)(−1)k

]
,

k0Gl

$��

Fk(t) =
2a

λkl

[
ν′′(t)(−1)k − μ′′(t)

]
. k01l

q���- (���� ϕ
(i)
k (i = 0, 1, ...,m,m+ 1)j ψ

(0)
k � ψ

(T )
k �����(�) ��m++�,���) H��-�

������������ +��,��� ϕi(x) (i = 0, 1, ..., m, m+ 1)j ψ0(x) � ψT (x) 
#�/�� ��r��� ������� k0Il � �(��-)�� ��������� k0Ll � �$� ����������

�� ������ ���.� ���

Vk(t) = Vk(0) cosλkt+
1

λk
V̇k(0) sinλkt+

1

λk

t∫
0

Fk(τ) sin λk(t− τ)dτ,

V̇k(t) = −λkVk(0) sinλkt+ V̇k(0) cosλkt+

t∫
0

Fk(τ) cosλk(t− τ)dτ.

k0Ql

�����-j �(��)��� �����J���()� k0'l � ���()� k0Gl �������j �� k0Ql �*�%
���j (�� +��,�� Fk(τ) ��� ��J��$� k ���J) ������������- �����./�� �������
�������t

T∫
0

Fk(τ) sin λk(T − τ)dτ = C̃1k(T ),

T∫
0

Fk(τ) cosλk(T − τ)dτ = C̃2k(T ),

tj∫
0

Fk(τ) sinλk(tj − τ) dτ = C̃1k(tj), j = 1, ..., m, k!"l

� �������
C̃1k(T ) = λkVk(T )− λkVk(0) cosλkT − V̇k(0) sinλkT,

C̃2k(T ) = V̇k(T ) + λkVk(0) sinλkT − V̇k(0) cosλkT, k!&l

C̃1k(tj) = λkVk(tj)− λkVk(0) cosλktj − V̇k(0) sinλktj .

��������� �)��J��� +��,�� Fk(t) �� k01l � k!"l � ���$����� �� (�����j � �(����
������� k&Glxk&Ql �����j (��

T∫
0

μ(τ) sin λk (T − τ) dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1)k sinλk (T − τ) dτ = C1k(T ),

I&I ��)4&!� �
,�� 
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T∫
0

μ(τ) cosλk (T − τ) dτ −
T∫
0

ν(τ)(−1)k cosλk (T − τ) dτ = C2k(T ),

T∫
0

μ(τ)h
(1)
k (τ) dτ −

T∫
0

ν(τ)(−1)kh
(1)
k (τ) dτ = C1k(t1), k!0l

...

T∫
0

μ(τ)h
(m)
k (τ) dτ −

T∫
0

ν(τ)(−1)kh
(m)
k (τ) dτ = C1k(tm), k = 1, 2, ...,

$��

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k − (−1)kY1k

]
,

C2k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k − (−1)kY2k

]
,

C1k(tj) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(tj) +X

(j)
1k − (−1)kY

(j)
1k

]
, j = 1, ..., m,

k!!l

X1k = λkϕT (0)− ψ0(0) sinλkT − λkϕ0(0) cosλkT,

X2k = ψT (0)− ψ0(0) cosλkT + λkϕ0(0) sinλkT,

Y1k = λkϕT (l)− ψ0(l) sinλkT − λkϕ0(l) cosλkT,

Y2k = ψT (l)− ψ0(l) cosλkT + λkϕ0(l) sinλkT,

X
(j)
1k = λkϕj(0)− ψ0(0) sinλktj − λkϕ0(0) cosλktj ,

Y
(j)
1k = λkϕj(l)− ψ0(l) sinλktj − λkϕ0(l) cosλktj ,

h
(j)
k (τ) =

{
sinλk(tj − τ), 0 � τ � tj ,
0, tj < τ � T,

j = 1, ..., m.

k!Il

�� �����r��� k!0l �������j (�� ��� ��J��� $������� ���J��� k� � ��� ��J��$�
k = 1, 2, ...lj ����)������ ��������� k0Ilj k01l � ��������� k0Llxk0Glj ����� �����%
����� ��$�� � ���-�� ��$��j ��$�� ��� �.�)* ����)* ��(��� ������)* C1k(T )j
C2k(T )j C1k(t1)j    j C1k(tm) � k!!l ��J� ���� ��������� μ(t) � ν(t)j 0 � t � T j
�����������./�� ������. k!0l �� ���$���-)* �����r��� k!0l ���J� �)������j
(�� ��/������� ��J����� +��,�� ��������� μ(t) � ν(t)j 0 � t � T j ��r�./�*
����(� $���(�$� ��������� 

����� �������j ��r��� ���������� ����(� �������-�$� ��������� ������%
�� � �*�J���. ����* $���()* ��������� μ(t) � ν(t)j 0 � t � T j �����)� ���
��J��$� k = 1, 2, ... �����������.� ���$���-)� �����r���� k!0l � ��������.�
������ +��,����� k'l q���(� �������-�$� ��������� ��� +��,����� k'l
� ���$���-)�� ��������� k!0l ��J� ������������- ��� ����(� ������$� m�����%
���� �� �����,���$� ��(������ 

:� \	X	��	 ����!�� ��� ��� +��,���� k'l �������� ��������� ���) ����%
�$� ���������$� �����������j � ���$���-)� �����r��� k!0lj ����J��)�
+��,���� μ(t) � ν(t)j ����)j �� ����(� ���������� �������-�$� ���������
��� ��J��$� k = 1, 2, ... ��J� ������������- ��� �������� ������� h&j &Gj 0"i 
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S���������-�j ��r��� ��J� ��������- � ����/-. ��$������ ��r��� �������)
������� 

�� �������� ��)(� �)����.��� �����-�� ����)* n $������ ����$�* ����%
���� � ��r����� ����(� ������ ���������j �����-��� �����) ������ �������%
�� ���(����)�� ��������� ��m���� �������� ��r��� ����(� k'l � k!0l ���
k = 1, 2, ..., n � ����/-. ��$������ ��r��� �������) ������� ��� ��r��� ��%
�(������ k��� k = 1, 2, ..., nl �������) ������� k'l � k!0lj ������ h0"ij �J�
���� ����(�) pk, qk, γikj k = 1, ..., nj i = 1, ..., mj �����)� ��������

n∑
k=1

[
pkC1k(T ) + qkC2k(T ) +

m∑
i=1

γikC1k(ti)

]
= 1, k!Ll

��� �����)*

(ρ0n)
2 = min

����

T∫
0

[
h21n(τ) + h22n(τ)

]
dτ, k!'l

$��

h1n(τ) =

n∑
k=1

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
,

h2n(τ) =

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
.

k!Gl

��� ���(��� ����(� p0k, q
0
k, γ

0
ik, k = 1, ..., n, i = 1, ...,mj ���������./�* k!'lj

������� ����� ���������)* ��J������ ��$��J� V����� +��,�.

fn =

T∫
0

[
(h1n(τ))

2
+ (h2n(τ))

2
]
dτ+βn

[
n∑

k=1

(
pkC1k(T ) + qkC2k(T ) +

m∑
i=1

γikC1k(ti)

)
− 1

]

� ���������)� ��J������ ��$��J� βn �� ����� m��$� ������j �)(����� ���%
�����)� �� pk, qk, γikj k = 1, ..., nj i = 1, ...,mj +��,�� fn � ���������� �* � ��.j
����(��� �����./�. ������� ���$���-)* �����r���t

T∫
0

[h1n(τ) + h2n(τ)] sinλk (T − τ) dτ = −βn
2
C1k(T ),

T∫
0

[h1n(τ) + h2n(τ)] cosλk (T − τ) dτ = −βn
2
C2k(T ), k!1l

T∫
0

[h1n(τ) + h2n(τ)] h
(i)
k (τ)dτ = −βn

2
C1k(ti), k = 1, ..., n, i = 1, ...,m.

U(��)��� �����(��� k!Glj ������� k!1l ����r�� � ����

n∑
k=1

Ik

T∫
0

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
sinλj (T − τ) dτ =

I&' ��)4&!� �
,�� 
#!�$��&�"  �4� �4!��� �&G'# �4!����� 2122� �� ��� ���� 0



= −βn
2
C1j(T ),

n∑
k=1

Ik

T∫
0

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
cosλj (T − τ) dτ =

= −βn
2
C2j(T ), k!Ql

n∑
k=1

Ik

T∫
0

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
h
(i)
j (τ)dτ = −βn

2
C1j(ti),

j = 1, ..., n, i = 1, ...,m,

$�� Ik = 1 + (−1)
k+1

j k = 1, ..., n 
V)(����� ���$���) � ���)* (����* ������� k!Qlj �(��)��� ��� m��� �����%

(��� k!Ilj � ���������� � ����(�)� �������� ������� k!Llj ���*���� � ����%
���� ������� 2n + mn + 1 ��$�����(����* ������� ��������-� ����-��* J�
�������)* ����(� pk, qk, γikj k = 1, ..., nj i = 1, ..., mj � βn ����- ����(�)
p0k, q

0
k, γ

0
ikj k = 1, ..., nj i = 1, ...,mj � β0

n ����.��� ��r���� m��� �������� ������)
��$�����(����* ������� ��$��j ��$���� k!'lj k!Glj ����� ����- �������

h01n(τ) =

n∑
k=1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=1

γ0ikh
(i)
k (τ)

]
,

h02n(τ) =

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=1

γ0ikh
(i)
k (τ)

]
, kI"l

(ρ0n)
2 =

T∫
0

[(
h01n(τ)

)2
+
(
h02n(τ)

)2]
dτ,

����-
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) = p0k sinλk (T − τ) + q0k cosλk (T − τ) .

S����� h0"ij �������-)� $���()� ��������� μ0
n(τ) � ν0n(τ) ��� �.��$� n = 1, 2, ...

���������� � ����

μ0
n(τ) =

1

(ρ0n)
2
h01n(τ), ν0n(τ) =

1

(ρ0n)
2
h02n(τ).

����� �������j �������-)� ��������� μ0
n(τ) � ν0n(τ)j ��$���� +������� k!Il �

kI"lj ����r�� �����./�� �������t

μ0
n(τ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=1

γ0ik sinλk (ti − τ)

]
, 0 � τ � t1,

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=2

γ0ik sinλk (ti − τ)

]
, t1 < τ � t2,

. . .

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) + γ0mk sinλk (tm − τ)

]
, tm−1 < τ � tm,

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, τ), tm < τ � tm+1 = T ,

��)4&!� �
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ν0n(τ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=1

γ0ik sinλk (ti − τ)

]
, 0 � τ � t1,

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=2

γ0ik sinλk (ti − τ)

]
, t1 < τ � t2,

. . .

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1 [

Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, τ) + γ0mk sinλk (tm − τ)

]
, tm−1 < τ � tm,

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, τ), tm < τ � tm+1 = T .

���� �������-j (�� �������-)� ��������� μ0
n(τ) � ν0n(τ) � ��,� ��J��$�

����)��/�$� �����J���� [tj−1, tj ] �������.� �� ��(����� � �(��� �������./�$�
�����J���� (tj , tj+1]j j = 1, ...,mj �����)� ���������� � ����

μ0
n(tj) =

1

(ρ0n)
2

n∑
k=1

⎡⎣Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, tj) +

m∑
i=j+1

γ0ik sinλk (ti − tj)

⎤⎦,
ν0n(tj) =

1

(ρ0n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

⎡⎣Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, tj) +

m∑
i=j+1

γ0ik sinλk (ti − tj)

⎤⎦.
����� �������j �������)� �������-)� $���()� ��������� μ0

n(τ) � ν0n(τ) ���
+��,�� �� ������ �����)�) � �����J���� [0, T ] 

�����- �������� +��,�. ���$���j �����������./�. �������-)� �������%
��� μ0

n(τ) � ν0n(τ) ��������� ����(�)� �)��J��� ��� �������-)* �������%
�� μ0

n(τ) � ν0n(τ) � k01lj � �)��J��� ��� F 0
k (t) n � k0Qlj �*���� +��,�. V 0

k (t)j
t ∈ [0, T ]j k = 1, ..., n �����j �� +�����) k0!l ����� ����-

V 0
n (x, t) =

n∑
k=1

V 0
k (t) sin

πk

l
x, kI&l

� �� k&"l n +��,�. W 0
n(x, t) � ����

W 0
n(x, t) = (ν0n(t)− μ0

n(t))
x

l
+ μ0

n(t). kI0l

S���������-�j ��$���� kGlj ��� ����)* n $������ �������-�. +��,�. ���%
$��� ����) Q0

n(x, t) ����r�� ���t

Q0
n(x, t) = V 0

n (x, t) +W 0
n(x, t). kI!l

<� �
��	
���� ���.����,�� �)r�����J��$� ��������J��j (�� � $���()*
�������* k!l Q(l, t) = 0j 0 � t � T k� � ν(t) = 0lj � � �����J���()� ����� ������
t1 k0 < t1 < T l ����� �������� ��(�� ����) � ����

Q(x, t1) = ϕ1(x), 0 � x � l.

V m��� ���(�� �� +�����) k01l �������j (�� Fk(t) = − 2a
λkl
μ′′(t)j �j ��$���� +�������

k!0lj ����� ����- �����./�� ���$���-)� �����r���t

T∫
0

μ(τ) sin λk (T − τ) dτ = C1k(T ),

T∫
0

μ(τ) cosλk (T − τ) dτ = C2k(T ),

I&1 ��)4&!� �
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T∫
0

μ(τ)h
(1)
k (τ) dτ = C1k(t1),

$��

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k

]
, C2k(T ) =

1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k

]
,

C1k(t1) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(t1) +X

(1)
1k

]
.

������)� C̃1k(T )j C̃2k(T )j C̃1k(t1) ��������.��� �� +�����) k!&lj � X1kj X2kj

X
(1)
1k n �� k!!l V ������������ � k!1l ����(�� ����. ������� ���$���-)* ����%

�r���t

T∫
0

h1n(τ) sin λk (T − τ) dτ = −βn
2
C1k(T ),

T∫
0

h1n(τ) cosλk (T − τ) dτ = −βn
2
C2k(T ),

T∫
0

h1n(τ)h
(1)
k (τ)dτ = −βn

2
C1k(t1), k = 1, ..., n,

$��j ��$���� k!Glj h1n(τ) ����� ���

h1n(τ) =

n∑
k=1

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) + γ1kh

(1)
k (τ)

]
.

��� ���������� ����(� pk, qk, γ1kj k = 1, ..., nj � βn ����� ����- ������� ��$��%
���(����* �������

n∑
j=1

(ajkpj + bjkqj + cjkγ1j) = −βn
2
C1k(T ),

n∑
j=1

(djkpj + ejkqj + fjkγ1j) = −βn
2
C2k(T ),

n∑
j=1

(
a
(1)
jk pj + b

(1)
jk qj + gjkγ1j

)
= −βn

2
C1k(t1), k = 1, ..., n,

n∑
k=1

[pkC1k(T ) + qkC2k(T ) + γ1kC1k(t1)] = 1,

� �������

ajk =

T∫
0

sinλj (T − τ) sinλk (T − τ) dτ, bjk =

T∫
0

cosλj (T − τ) sinλk (T − τ) dτ,

cjk =

T∫
0

h
(1)
j (τ) sinλk (T − τ) dτ, djk =

T∫
0

sinλj (T − τ) cosλk (T − τ) dτ,

��)4&!� �
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ejk =

T∫
0

cosλj (T − τ) cosλk (T − τ) dτ, fjk =

T∫
0

h
(1)
j (τ) cosλk (T − τ) dτ,

a
(1)
jk =

T∫
0

sinλj (T − τ) h
(1)
k (τ) dτ, b

(1)
jk =

T∫
0

cosλj (T − τ) h
(1)
k (τ) dτ,

gjk =

T∫
0

h
(1)
j (τ) h

(1)
k (τ) dτ.

��� �������) �������� +��,�. �������-�$� $���(�$� ��������� μ0
n(τ)

��� n = 1 k����������-�j k = 1 � j = 1l #��.�� �����j (��

a11 =
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T, b11 = d11 =

1

2λ1
sin2 λ1T,

c11 = a
(1)
11 =

t1
2
cosλ1 (T − t1)− 1

2λ1
sinλ1t1 cosλ1T, e11 =

T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T,

f11 = b
(1)
11 =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T − t1

2
sinλ1 (T − t1) , g11 =

t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1.

��������J��j (�� t1 = l
a j T = 2 l

a  ��$�� � �(���� λ1 = aπ
l ����(��j (�� t1λ1 = πj

Tλ1 = 2πj λ1(T − t1) = πj a11 = e11 = l
a j b11 = d11 = f11 = b

(1)
11 = 0j c11 = a

(1)
11 = − l

2a j

g11 = l
2a  

V m��� ���(�� ��� ���������� p1, q1, γ11 � β1 ����� ������� �������

l

a
p1 − l

2a
γ11 = −β1

2
C11(T ),

l

a
q1 = −β1

2
C21(T ), − l

2a
p1 +

l

2a
γ11 = −β1

2
C11(t1),

p1C11(T ) + q1C21(T ) + γ11C11(t1) = 1.

��r�� ��j ����(��j (��

p01 = 2 [C11(T ) + C11(t1)]A, q01 = C21(T )A, γ011 = 2 [C11(T ) + 2C11(t1)]A,

$��
A−1 = 2 [C11(T ) + C11(t1)]

2
+ 2C2

11(t1) + C2
21(T ),

C11(T ) =
l

2a
(V1(T )− V1(0)) +

ϕT (0)− ϕ0(0)

λ1
,

C21(T ) =
l

2aλ1

(
V̇1(T )− V̇1(0)

)
+
ψT (0)− ψ0(0)

λ21
,

C11(t1) =
l

2a
(V1(t1) + V1(0)) +

ϕ1(0) + ϕ0(0)

λ1
.

S���������-�j �������-�� $���(�� ��������� μ0
1(τ) ��J� �������- � ����

μ0
1(τ) =

{ 1
(ρ0

1)
2

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ) + γ011 sinλ1 (t1 − τ)

]
, 0 � τ � t1,

1
(ρ0

1)
2

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ)

]
, t1 < τ � t2,

I0" ��)4&!� �
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����-

(ρ01)
2 =

t1∫
0

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ) + γ011 sinλ1 (t1 − τ)

]2
dτ +

+

T∫
t1

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ)

]2
dτ.
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Q0
1(x, t) = V 0

1 (x, t) +W 0
1 (x, t) = V 0

1 (t) sin
π

l
x+

(
1− x

l

)
μ0
1(t).
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