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������ �������� S�+� ����� � (���- +��,������ �(���j �����)� �)���r��
�$�j ������ � ����-r�� ���(���-.j ���������� � ���-��r�� ������� ��*��%
��� ����+�� ��� ��$��J�� ��� ��,��������� �� �����) 

����� m��$� ����� ��������)���-�� �����) ���(��� ����* ������$��-)* ���%
��� ��� ���������)* �������* ���������� �* ����� #������ +��������-%
�. ������ h&ij � ������� �����) ��r��� ��� ���* ������(����* ���(��� �$��%
J��� ������ � ���������)�� ��������� ���������� �� ������ ��$�� ��%
��� ��������� �������� ��� J������ ��/������ ���* �� ����� ������������
����� ��� �� ���)* ���J)* ���(��)* ���(��� � ������J��� ���������- ����%
�� ��� ��*�����j ��� � �������)* ����������� �����- �� �����/�$� ������ 
������$�.��� ��)� ���*��) � ��������. ��r��� m��� ���J��j � ��(�� �����
����������j ������� ����(� ��� ��++���,���-�$� ������� � (���)* �����%
���)* (�������$� ������� V h0i ������� ���������-�� ������� ��r��� ��$����%
�(����$� ������� �(��� � �K� � j � � h!i ����������� ������(����� �������%
���� ������� ���(��� J����� ��/������ ������$��-�� ����� ��������� ���%
�����j ��� ������� � ���(�� ������J�.� �*����- ��)� ���*��) �)(������ ��
����J��%��+���������$� �������� S������������� ���� ������� �������-j
(�� ������ ������ ��������� ���������� ������� ���(��� ��������)* ������%
��j � m�� ���*��) � ���-r�� ����*�� ������.��� � ��� ���������� ����J��%
��+���������$� �������� �������)* ����* ���� 


����) �m��� n ���,� � w�������j �����/���� � ������(����� ������J�%
)� ������(����� ������� ���(��� m������� �������,�� k�����j ������)j ���%
��(��lj � ����*�� �����-�������- ��$��� �������� ��� ��r��� ����( ��$��� �
�������� ����* �������� � �����()�� $���()�� ��������� � ������* u��
���*��) ����.��� ����������)�� � � �����/�� ����� ���j ������� w������%
� �)���� �����(����� ����� �����m������(����� ��/������ ��������� ���%
����� hIij � � hLi �������.��� �����) ���,�j w������� � ��������(� ��� ���(���
��������-�$� ���$��� ��/������ ������$��-�� ��������� �������� S����%
���-��� ������ �������� ������� w������� � ����-r�* ��������� � ����(�
��$��� ������)* ����* ���� ��� ���)* �$��* ������,�� ��������)* ����� ��%
���/�� ������ h'i 
���� ���,� �����-������ ��� � �����(����* ����(�* ��� ��%
���� �������)* (����� � ������)* �������� ������ hGij ��� � ��� �����(�����
������ �������)* � ������)* ����* �������� h1j Qi 

����� �������)* ������(����* ���*���� �������.��� � ���,���-)� ����%
���� ���(��� ��$��� ����* ������ � ���)�� $���()�� ��������� ����)�
�����,��)� ���,����) �������,�� ����,���-�� m��$�� ��� ����������
����J��%��+���������$� �������� ���$���� ������) ���*$�+� �������.�%
�� � h&"ij � � h&&i m��� J� ���*�� ������ � ���(��� ����� ������)j ������������
� ����/-. ���������-�� ������ ����$� 


���+�,�����)� ����� ��++���,���-)* ���������j �������./�� ����%
(��- (������ ��r��� ������� � (���)* ��������)*j ����������� ��������%
)� ������� +��,�� � ���� ������ ������,�� �� ��(��� � �����)* ��(��*j
�����-������� � ������ h&0i ��� ����������� ��$��� � �����(������ �����$��-)*
�������� V h&!i ��������� ����/�)� ����� ���$���-�$� ������������� ���
������ ��$��� � �����(������ ������$��-�� ����� ��������j ��� �����������J%
)* ���� ������� ������� �����)j � ��� ���$�* J����� ��/����) V ������ h&Ii
�������� ��(�� ��r��� ����(� ��$��� ��/������ �� ������ ��������� ��%
��� �������� ��� ��������� �������� ������������ �$����� � ���� �����$�
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���� �� ���,���-�� ������� ����$���-)* +��,��j �����������./�* ����)�
$���()� �������� 


���� ���������,��j �����)� ���������� � ���� ����j ����.(�./���� � ���j
(�� ����� ���* ��r���j ��J��� �� �����)* ��������� ������������- ��������-)�
$���()� �������� � ���* �����������J)* ������* ��������j �������� ��/��
��r���� ����(� ��$��� �������� � ������ �������� h!j &Li � ����� ��r���j
����(�)* ������� �������)* ������)* +��,�� � ����(�* ������ ����$����j
� � h&'x&Qi n � ���� ��r��� � ����/-. ������ �(��-)* +��,�� 

#������j (�� �� ���* �������)* �����������*j �� ����.(���� ����� �� ��%
���� ���������,��j �)(�������- ��������-)� ������/���j ��$���./�� �����)
� �������)� �������)��./�� ���) #���� ������������ ������j � �������(�����
��(�� �����j �������� ��r��� � ���������� �$���)* ��(��j � (������� *�������
������� �������)��./�* ��� �����) h&Li �����J��.�j (�� �������)��./�� ��%
�) � �$��* �������� ���) ��.j � ��������� ��$����� ������������� $���()�
��������j �(��)��./�� m��� +��� 

V �����/�� ������ ������������ �������� ��r���j ��������$� � ���%
�� ���* ��r���j ����(�)* ������� �(��-)* +��,��j � ���������� �$���)*
��(�� ����� ����$�� ��������� �������� 


���� �(��-)* +��,�� �������� ������(�����j �������./�� ������- ��%
r��� ������� k������) �������l � (���)* ��������)* � ���� ������ ���%
���,�� �(��-)* +��,��j ��������)* � �(��-�� ���� x = 0 ��� y = 0 ���
������* ����( u��� ����� �)� ��������� � '"%* $���* �� � h0"x0!i � ������%
� ���������� �� Q"%* $���� h0Ix0'i S r������ �������� � ���(���. ��������
������ ����-.����� ��$���) kM3F?Bj M3;<B73;8>3 � �� l � ����(�� ���(�� � ���-%
��r��� �������. h0GxI&i ������� ����� ������� �������� ������ ��J� ����
� hI0i 

�� ���������� ����!� � �	��� 
	X	���� ���$�� w (x, y) ������$��-�� ���%
������ ����� �������� ���/��� h � ��������� x ∈ [0, a]j y ∈ [0, b] � ����������
������$��-�� ������� �������� ������������� ��$�����(������ ������.

∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+
∂4w

∂y4
=
q (x, y)

D
, k&l

� ������� D =
Eh3

12 (1− ν2)
n ,������(����� J�������- ��������j E n �����-

����$���� ���������j ν n ��m++�,��� ������� 
��r���� ��������$� ������� k&l �������� ����� ��/�$� ��r��� ���%

����$� ������� kq (x, y) ≡ 0l � (����$� ��r��� ��������$� V ������������
� ������� ���������,�� ���� hI!i ��/�� ��r��� �������$� ������� ���- �����
���* ��r���j ��J��� �� �����)* ���� �����J���- ������������- ��������-)�
$���()� �������� � ���* �����������J)* ������* ������)t x = 0, a ���
y = 0, b 


������ �(��-)* +��,�� ��r��� �������$� �������j �������./��
������������- ���� $���()� �������� � ������ x = 0 � ���� $���()� ����%
���� � ������ x = aj � ���������� +���� ����(�� � ���� h&'i

wx = X1 (β, x)w
0
x (y) +X2 (β, x) θ

0
x (y) +X3 (β, x)M

0
x (y) +X4 (β, x) V

0
x (y) . k0l

q���-X1 (β, x) = cosβx+
(1− ν)

2
βx sinβxjX2 (β, x) =

(1− ν)βx cos βx+ (1 + ν) sinβx

2β
j

��)4&!� �
,�� 
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X3 (β, x) = −x sinβx
2Dβ

j X4 (β, x) =
βx cos βx− sinβx

2Dβ3
j $�� β =

∂

∂y
n �������� ��+%

+���,������� �� �������� yj � w0
x (y)j θ

0
x (y)j M

0
x (y)j V 0

x (y) n ������������
���$��j �$�� ��������j ��$���./�� ����� � ��������� �������)��./�� ���� �
�(��-�� ���� x = 0 ����(����)� ����(�) �)(����.��� (���� +��,�. ���%
$��� w �� �����./�� +�������t

θx =
∂w

∂x
, Mx = −D

(
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)
, Vx = −D

(
∂3w

∂x3
+ (2− ν)

∂w

∂x

∂2w

∂y2

)
. k!l

���� ��� �(��-)* +��,�� �������j �� � ��r��� k0l ������� ����������%
���- ���������� Xi (β, x) ki = 1, . . . , 4l � �����������./�. �(��-�. +��,�.
� ����(��- ��r��� �������$� ������� V ���(�� �(��-)* +��,�� w0

x (y) =
w0,n

x sinβnyj θ0x (y) = θ0,nx sinβnyj M0
x (y) = M0,n

x sinβnyj V 0
x (y) = V 0,n

x sinβnyj � ��%

���)* βn =
nπ

b
j n n ������-�� (����j � w0,n

x j θ0,nx j M0,n
x � V 0,n

x n ��������-)�

������)�j ��r��� �������$� ������� k&l �������� ��� h&'i

wx (x, y) =
(
X̄1 (βn, x)w

0,n
x + X̄2 (βn, x) θ

0,n
x + kIl

+ X̄3 (βn, x)M
0,n
x + X̄4 (βn, x)V

0,n
x

)
sinβny,

$�� X̄1(βn, x)= coshβnx−1−ν
2

βnx sinhβnxp X̄2 (βn, x)=
(1−ν)(βnx coshβnx−sinhβnx)

2βn
p

X̄3 (βn, x) = −x sinhβnx
2Dβn

p X̄4 (βn, x) =
sinhβnx− βnx coshβnx

2Dβ3
n

 H��,�� X̄i (βn, x) ��%

��(�.��� � �����-���� ����������� ����������%+��,�� Xi (β, x) � ���$�������%
(����. +��,�. sinβnyt [Xi (β, x)] sinβny = X̄i (βn, x) sinβny ��� m��$� ��������%
+��,�. Xi (β, x) ������� �����J��- � ������� ��� �� �������� xj ��������$��j

(�� βk =
∂k

∂yk
j �)�����- �����������./�� ��++���,������� +��,�� ���$��%

�����(����$� ����� sinβnyj � ����� �������������- ����(�)� ������� ��� 
S ��������� ��������� �������� ����(��� ��(��� ���������� � �����()*
���$�������(����* +��,��* ��J� ���������-��j �������j � ������* h&Gx&Qj
IIi 

S������� (���)� ��r��� kIl �� n = 1, 2, 3 . . .j ����(�� ��r���j �������./��
������������- $���()� �������� � ���* �����������J)* ������* ������)
x = 0, at

wx (x, y) =

∞∑
n=1

(
X̄1 (βn, x)w

0,n
x + X̄2 (βn, x) θ

0,n
x + kLl

+ X̄3 (βn, x)M
0,n
x + X̄4 (βn, x)V

0,n
x

)
sinβny.

����������-�j ����-j �������j � ������ x = 0 ����) ������/��� �

�$�� �������� � ���� ���$�������(����* ����� w0
x (y) =

∞∑
n=1

w0,n
x sinβnyj θ0x (y) =

∞∑
n=1

θ0,nx sinβny ��������$��j (�� ��$���./�� ����� � ��������� �������)��.%

/�� ���� ���J� ��$�� �)�- ����������) ��� ���$�������(����� ���) M0
x (y) =

∞∑
n=1

M0,n
x sinβny � V 0

x (y) =
∞∑
n=1

V 0,n
x sinβnyj � ��r��� kLl �������)�� ����� ��m+%

+�,���) M0,n
x � V 0,n

x  ��� �* ���������� ������� ������-�����-�� $���()��

!L" ��)4&!� �
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��������� � ������ x = a ����- ��� ������� � �� ����) ��$���./�� �����
Ma

x (y) � ��������� �������)��./�� ���� V a
x (y) ���������� �* � ���� ���$��%

�����(����* ����� Ma
x (y) =

∞∑
n=1

Ma,n
x sinβnyj V a

x (y) =
∞∑
n=1

V a,n
x sinβny �� +�������

k!l �)(������ ��$���./�� ����� � ��������. �������)��./�. ����t

Mx =
∞∑
n=1

(
M̄n

1 w
0,n
x + M̄n

2 θ
0,n
x + M̄n

3 M
0,n
x + M̄n

4 V
0,n
x

)
sinβny,

Vx =

∞∑
n=1

(
V̄ n
1 w

0,n
x + V̄ n

2 θ
0,n
x + V̄ n

3 M
0,n
x + V̄ n

4 V
0,n
x

)
sinβny,

M̄n
i = −D

(
∂2

∂x2
X̄ i (βn, x)− νβ2

nX̄i (βn, x)

)
,

V̄ n
i = −D

(
∂3

∂x3
X̄i (βn, x)− (2− ν)β2

n

∂

∂x
X̄i (βn, x)

)
, i = 1, . . . , 4.

�����-��� ��)� +�����)j �)(������ ����� � ��������. �������)��./�.
���� � ������ x = a ����� ����������� ��m++�,���) ��� �������)* $��%
�����* ����(�)* �)��J��� � ����)* $���()* �������* � m��� ������
������) V �����-���� ����(��� ��� ��J��� $������� ������� ���* ����)* ��%
$�����(����* ������� ��� �*�J���� ��m++�,����� ��� ����� J� $�������
� ���$�������(����� ���� ��$���./�$� ������ � ��������� �������)��./��
���) � ������ x = 0t

M̄n
3

∣∣
x=a

M0,n
x + M̄n

4

∣∣
x=a

V 0,n
x =Ma,n

x − M̄n
1

∣∣
x=a

w0,n
x − M̄n

2

∣∣
x=a

θ0,nx ,

V̄ n
3

∣∣
x=a

M0,n
x + V̄ n

4

∣∣
x=a

V 0,n
x = V̄ a,n

x − V̄ n
1

∣∣
x=a

w0,n
x − V̄ n

2

∣∣
x=a

θ0,nx , n = 1, 2, . . . .

#�������� �� m��* ������ ��m++�,���) M0,n
x � V 0,n

x j ��� ���)� ��r�� ����(� ��%
$��� �������� � ����)�� $���()�� ��������� � ������* x = 0, a �������j
(�� ��� m��� � ������* y = 0, b $���()� ������� ����� ��������-�� ��r���� kLl 


�J� ��������- �/� ��� ��r��� ������ �(��-)* +��,��j ���� � ��(�����
�(��-�� ���� �)����- y = 0 V m��� ���(�� �� ����� ����- ���

wy = Y1 (α, y)w
0
y (x) + Y2 (α, y) θ

0
y (x) + Y3 (α, y)M

0
y (x) + Y4 (α, y)V

0
y (x) . k'l

V k'l Y1 (α, y) = cosαy +
(1− ν)

2
αy sinαyj Y2 (α, y) =

(1− ν)αy cosαy + (1 + ν) sinαy

2α
j

Y3 (α, y) = −y sinαy
2Dα

j Y4 (α, y) =
αy cosαy − sinαy

2Dα3
j α =

∂

∂x
n �������� ��++���,�%

������ �� �������� x ��� ��� ��*���� ������� ��$��� ��������� ��������
k&l ��������(� ��������-� ��������)* ������)* x � yj �� ��������)%+��,��
Yi (α, y) ����(�.��� �� ����������%+��,�� Xi (β, x) ������ β � α � x � y H��%
,�� w0

y (x)j θ
0
y (x)jM

0
y (x)j V 0

y (x) n ������������ ���$��j �$�� ��������j ��$���./��
����� � ��������� �������)��./�� ���� � �(��-�� ���� y = 0j �)(����.%
/���� �� +�������
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w0
y (x) = w|y=0 , θ0y (x) =

∂w

∂y

∣∣∣∣
y=0

, M0
y (x) = −D

(
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)∣∣∣∣
y=0

,

V 0
y (x) = −D

(
∂3w

∂y3
+ (2− ν)

∂w

∂y

∂2w

∂x2

)∣∣∣∣
y=0

.

���� �(��-)� +��,�� ����������.��� ���$�������(������ ������

w0
y (x) =

∞∑
m=1

w0,m
y sinαmx, θ0y (x) =

∞∑
m=1

θ0,my sinαmx,

Q0
y (x) =

∞∑
m=1

Q0,m
y sinαmx, V 0

y (x) =
∞∑

m=1

V 0,m
y sinαmx,

� �����)* αm =
mπ

a
j m n ������-�� (����j w0,m

y j θ0,my j M0,m
y � V 0,m

y n ��������-%

)� ������)�j �� ����� ����������� ���������� � �����������./�� �(��-)�
+��,�� ����(����� ��r���j �������./�� ������������- $���()� �������� �
������* y = 0, bt

wy (x, y) =

∞∑
m=1

(
Ȳ 1 (αm, y)w

0,m
y + Ȳ 2 (αm, y) θ

0,m
y + kGl

+ Ȳ 3 (αm, y)M
0,m
y + Ȳ 4 (αm, y) V

0,m
y

)
sinαmx,

$��

Ȳ1 (αm, y) = coshαmy − (1− ν)αmy

2
sinhαmy;

Ȳ2 (αm, y) =
(1− ν) (αmy coshαmy − sinhαmy)

2αm
;

Ȳ3 (αm, y) = −y sinhαmy

2Dαm
; Ȳ4 (αm, y) =

sinhαmy − αmy coshαmy

2Dα3
m

���- +��,��j ����(�./���� � �����-���� ����������� ���������� Yi (α, y) � ���%
$�������(����� +��,�� sinαmy 

S���� ��r��� kLl � kGl ���� �����J���- ������������- ��������-)� $��%
�()� �������� � ���* (��)��* ������* ��������j ����������� ��/�� ��r���
�������$� ������� ����(� ��$��� ������$��-�� ��������� �������� �����.%
/�� �������t

w (x, y) = wx (x, y) + wy (x, y). k1l

�������� � k1l (����� ��r��� w��� ��������$� ������� k&lj ����(��� ��/��
��r��� ����(� ��$��� ����� ��������� ������$��-�� �������� � ����

w (x, y) = wx (x, y) + wy (x, y) + w���. kQl

V ���(�� �������� ������������ �� ���� �������� �����-�� �$�����
q (x, y) ≡ q = >64@; � ��(����� (����$� ��r��� � kQl ��J� ����- �������� ��%
r��� ��� ������� ������� ��������� �������� h&i

w��� =
4q

Dπ6

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2 sinαnx sinβmy.
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���!��� ��������� #$���(�����- � ��J��� �� ��%
r��� kLl � kGl �������)� ����(������ (���� M j ����(�� ������J��� ������%
(����� ��r���j ������� ��(� ������������� ������. ��$��� ����� ���������
�������� k&l � ��������� ������������- ��������-)� $���()� �������� � (�%
�)��* �� ������* � �������(�� �����-. ��(����t

w (x, y) =
M∑
n=1

(
X̄1 (βn, x)w

0,n
x + X̄2 (βn, x) θ

0,n
x + X̄3 (βn, x)M

0,n
x +

+ X̄4 (βn, x)V
0,n
x

)
sinβny+

+
M∑

m=1

(
Ȳ 1 (αm, y)w

0,m
y + Ȳ 2 (αm, y) θ

0,m
y + Ȳ 3 (αm, y)M

0,m
y +

+ Ȳ 4 (αm, y)V
0,m
y

)
sinαmx+

+
4q

Dπ6

M∑
n=1

M∑
m=1

(−1)m+n − (−1)m − (−1)n + 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2 sinαnx sinβmy.

k&"l

��r��� k&"l �����J�� 8M ��������-)* ��m++�,����� w0,n
x j θ0,nx j M0,n

x j V 0,n
x j

w0,m
y j θ0,my j M0,m

y j V 0,m
y j n,m = 1, . . . ,M j �����)� ���J) �)�- ��������) �� ���%

���������� $���()� �������� ��� ����(� ��$��� ��/������ �� ������ ���%
����� �����)�� ����� �����./��t

w (0, y) = 0, θx (0, y) = 0, w (a, y) = 0, θx (a, y) = 0,
w (x, 0) = 0, θy (x, 0) = 0, w (x, b) = 0, θy (x, b) = 0.

k&&l

��� ������������� $���()� �������� k&&l ����������� ��)� ��� �$��� ��������

θx =
dw

dx
� θy =

dw

dy
j �����)� ��$�� ����(����� �� k&"lt

θx (x, y) =
M∑
n=1

(
X̄1,x (βn, x)w

0,n
x + X̄2,x (βn, x) θ

0,n
x + X̄3,x (βn, x)M

0,n
x +

+ X̄4,x (βn, x)V
0,n
x

)
sinβny+

+
M∑

m=1

(
Ȳ 1 (αm, y)w

0,m
y + Ȳ 2 (αm, y) θ

0,m
y + Ȳ 3 (αm, y)M

0,m
y +

+ Ȳ 4 (αm, y)V
0,m
y

)
αm cosαmx+

+
4q

Dπ6

M∑
n=1

M∑
m=1

(−1)m+n − (−1)m − (−1)n + 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2 αm cosαmx sinβny,

θy (x, y) =
M∑
n=1

(
X̄1 (βn, x)w

0,n
x + X̄2 (βn, x) θ

0,n
x + X̄3 (βn, x)M

0,n
x +

+ X̄4 (βn, x)V
0,n
x

)
βn cosβny+

+
M∑

m=1

(
Ȳ 1,y (αm, y)w

0,m
y + Ȳ 2,y (αm, y) θ

0,m
y + Ȳ 3,y (αm, y)M

0,m
y +

+ Ȳ 4,y (αm, y)V
0,m
y

)
sinαmx+

+
4q

Dπ6

M∑
n=1

M∑
m=1

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2 βn sinαmx cosβny.
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q���- �����) �����(��� ��� ��������)* +��,��t

X̄j,x (βn, x) =
dX̄j (βn, x)

dx
, Ȳj,y (αm, y) =

dȲ j (αm, y)

dy
, j = 1, . . . , 4.

U������������ $���()� �������� ��J� ����������- �����()�� �������%
�� V ���� ������ ��� ��/������ �� ������ ����� ��������� ��������
������������- ��� �������t ����� �����J��� $���()* ������� � ���$�������(�%
���� ���) H��-� � ����� �������,�� 

9����� �Y �	��� 
����Z	��� � 
��� [�
�	� ��� m��� ������� � ������*
������) � �����-������� ��r��� k&"l �)(����.��� +��,�� �����������./�*
$���()* �������j �������)��.��� � ���$�������(����� ���) � ���������.���
��. ��m++�,���) ��� ���* $�������* � �)r� M  ����� �������j ����(�����
������� ����)* ��$�����(����* ������� ��� ���������� ��������-)* ����%
������ ��r��� k&"lt
w (0, y) = 0 : w0,n

x = 0, n = 1, . . . ,M,
w (a, y) = 0 : X̄1 (βn, a)w

0,n
x + X̄2 (βn, a) θ

0,n
x + X̄3 (βn, a)M

0,n
x + X̄4 (βn, a)V

0,n
x = 0,

w (x, 0) = 0 : w0,m
y = 0, m = 1, . . . ,M,

w (x, b) = 0 : Ȳ1 (αm, b)w
0,m
y + Ȳ2 (αm, b) θ

0,m
y + Ȳ3 (αm, b)M

0,m
y + Ȳ4 (αm, b)V

0,m
y = 0,

θx(0, y) = 0 : θ0,nx +
M∑

m=1

[
Ȳ n
1 (αm)w0,m

y + Ȳ n
2 (αm) θ0,my + Ȳ n

3 (αm)M0,m
y +

+ Ȳ n
4 (αm)V 0,m

y +
4q

Dπ6

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2

]
ᾱm = 0,

θx (a, y) = 0 : X̄1,x (βn, a)w
0,n
x + X̄2,x (βn, a) θ

0,n
x + X̄3,x (βn, a)M

0,n
x +

+ X̄4,x (βn, a)V
0,n
x +

M∑
m=1

[
Ȳ n
1 (αm)w0,m

y + Ȳ n
2 (αm) θ0,my + Ȳ n

3 (αm)M0,m
y +

+ Ȳ n
4 (αm)V 0,m

y +
4q

Dπ6

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn
(
m2

a2 + n2

b2

)2 ]
αm(−1)

m
= 0,

k&0l

θy (x, 0) = 0 : θ0,my +
M∑
n=1

[
X̄m

1 (βn)w
0,n
x + X̄m

2 (βn) θ
0,n
x + X̄m

3 (βn)M
0,n
x +

+ X̄m
4 (βn)V

0,n
x +

4q

Dπ6

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2

]
βn = 0,

θy (x, b) = 0 : Ȳ 1,y (αm, b)w
0,m
y + Ȳ 2,y (αm, b) θ

0,m
y + Ȳ 3,y (αm, b)M

0,m
y +

+ Ȳ 4,y (αm, b)V
0,m
y +

M∑
n=1

[
X̄m

1 (βn)w
0,n
x + X̄m

2 (βn) θ
0,n
x + X̄m

3 (βn)M
0,n
x +

+ X̄m
4 (βn)V

0,n
x +

4q

Dπ6

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2

]
βn(−1)

n
= 0,

Ȳ n
i (αm) =

2

b

b∫
0

Ȳ i (αm, y) sinβndy, X̄
m
i (βn) =

2

a

a∫
0

X̄ i (βn, y) sinαmxdx, i = 1, . . . , 4.

9����� �Y �	��� �������C�� u��� ����� ��������$��� �)(������ � �����
��r��� k&"l ������/��� � �$��� �������� � ��J����� ��(�� $���,) � ������%
����� �* ����)� $���()� �������� k&&lj (�� �������� � ������� ����)*
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��$�����(����* ������� ��� �*�J���� ��������-)* ��m++�,����� ��r���
k&"l �� ��J��� ������ ������� �����- �� M ��(��j �������j ������ ��J��. ���%
��� � M +1 �������� � �)����- ������� M ��(�� S����) x = 0, a ����� ���%

���) ��(���� yi =
b

M + 1
ij i = 1, . . . ,M j � �����) y = 0, b n ��(���� xi =

a

M + 1
ij

i = 1, . . . ,M  ��� ����$� �)����$� �������� ������� ����)* ��$�����(����*
������� ����� ����- ���

M∑
n=1

(
X̄1 (βn, 0)w

0,n
x + X̄2 (βn, 0) θ

0,n
x + X̄3 (βn, 0)M

0,n
x +

+ X̄4 (βn, 0)V
0,n
x

)
sinβnyi = 0,

M∑
n=1

(
X̄1,x (βn, 0)w

0,n
x + X̄2,x (βn, 0) θ

0,n
x + X̄3,x (βn, 0)M

0,n
x +

+ X̄4,x (βn, 0)V
0,n
x

)
sinβnyi+

+
4q

Dπ6

M∑
n=1

M∑
m=1

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2 αm sinβnyi = 0,

M∑
n=1

(
X̄1 (βn, a)w

0,n
x + X̄2 (βn, a) θ

0,n
x + X̄3 (βn, a)M

0,n
x +

+ X̄4 (βn, a)V
0,n
x

)
sin β̄nyi = 0,

M∑
n=1

(
X̄1,x (βn, a)w

0,n
x + X̄2,x (βn, a) θ

0,n
x + X̄3,x (βn, a)M

0,n
x +

+ X̄4,x (βn, a)V
0,n
x

)
sin β̄nyi +

+
4q

Dπ6

M∑
n=1

M∑
m=1

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2 (−1)mᾱm sinβnyi = 0,

k&!l

M∑
m=1

(
Ȳ 1 (αm, 0)w

0,m
y + Ȳ 2 (αm, 0) θ

0,m
y + Ȳ 3 (αm, 0)M

0,m
y +

+ Ȳ 4 (αm, 0)V
0,m
y

)
sinαmxi = 0,

M∑
m=1

(
Ȳ 1,y (αm, 0)w

0,m
y + Ȳ 2,y (αm, 0) θ

0,m
y + Ȳ 3,y (αm, 0)M

0,m
y +

+ Ȳ 4,y (αm, 0)V
0,m
y

)
sinαmxi+

+
4q

Dπ6

M∑
m=1

M∑
n=1

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2 βn sinαmxi = 0,

M∑
m=1

(
Ȳ 1 (αm, b)w

0,m
y + Ȳ 2 (αm, b) θ

0,m
y + Ȳ 3 (αm, b)M

0,m
y +

+ Ȳ 4 (αm, b)V
0,m
y

)
sinαmxi = 0,

M∑
m=1

(
Ȳ 1,y (αm, b)w

0,m
y + Ȳ 2,y (αm, b) θ

0,m
y + Ȳ 3,y (αm, b)M

0,m
y +

+ Ȳ 4,y (αm, b)V
0,m
y

)
sinαmxi +

+
4q

Dπ6

M∑
m=1

M∑
n=1

(−1)
m+n − (−1)

m − (−1)
n
+ 1

mn

(
m2

a2
+
n2

b2

)2 (−1)
n
βn sinαmxi = 0.
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�� \��!	�� � ������ 
	���������� v)�� �������� ����� �)(�������-)*
m�����������j ,��- �����)* n ������� �������� �*�������� � ��(���� ����(��%
�)* �����-����� ��� ���* �������* ������������� $���()� �������� ��/����%
�� �� ������ ��������� ka = bl ����� kh = 0.001l ��������� kEj νl �������� 

V ���� & �������) �����-���) ���(��� ����������$� ���$��� w̄ =
Dw

qa4
� ,��%

�� ������)j � ���J� ��������-)* ��(��� ���������)* ��$���./�* �������

M̄x =
Mx

qa2
j M̄y =

My

qa2
� ���������)* �������)��./�* ��� Q̄x =

Qx

qa
j Q̄y =

Qy

qa
k���� 0l � �������* ����� ������) � ����������� �� (���� ����J�����)* (����
� ����* ��r��� k&"l � ��� �)���)* ���* �������* ������������� $���()�
��������t ���*�� ,�+�� n �����J��� � ���) H��-� k������ &j >� k&0llj �J�� n
����� �������,�� k������ 0j >� k&!ll 

������� �
 )
*���
�+��� ��
,���� *���������	
�
���-����.�������������� ��������� 	 �
	�������� �� *���,���	


����-�	
���/ ,����	 	 ���
/ ��0���� 1�23

M w̄
(

a
2
, b
2

)
M̄x

(
0, b

2

)
M̄y

(
a
2
, 0

)
Q̄x

(
0, b

2

)
Q̄y

(
a
2
, 0

)

3
(10)

0.0012813276

0.0012823772

−0.053042756

−0.051218316

−0.053042756

−0.051218316

0.412648505

0.395051903

0.412648505

0.395051903

7
(17)

0.0012680633

0.0012681432

−0.051712650

−0.051269641

−0.051712650

−0.051269644

0.425129016

0.414658611

0.425129016

0.414658994

21
(36)

0.0012654724

0.0012654726

−0.051316646

−0.051337187

−0.051316647

−0.051337185

0.431193072

0.432595887

0.431193072

0.432595790

40
(60)

0.0012653441

0.0012653441

−0.051333979

−0.051333178

−0.051333979

−0.051333179

0.436223979

0.436124001

0.436223979

0.436123966

60
(90)

0.0012653265

0.0012653265

−0.051333226

−0.051333484

−0.051333226

−0.051333484

0.437804809

0.437853462

0.437804809

0.437853462

190
(270)

0.0012653193

0.0012653193

−0.051333814

−0.051333772

−0.051333814

−0.051333772

0.440267847

0.440243041

0.440267847

0.440243041

270
(385)

0.0012653191

0.0012653191

−0.051333780

−0.051333767

−0.051333780

−0.051333767

0.440565588

0.440554662

0.440565588

0.440554662

280
(400)

0.0012653191

0.0012653191

−0.051333750

−0.051333761

−0.051333750

−0.051333761

0.440563821

0.440573693

0.440563821

0.440573693

������� �
 4���
������� ��
,���� Q̄x ��������	
56�7 ���� 	 ����	�7
��,*� (0, 0) ��� �
���� ,���� ����-�	
���/ ,����	 	 ���
/ ��0���� 1�23

M
60 100 130 200 280 350 390

0.0091647 0.0093804 0.0035360 0.0008413 −0.0005727 −0.0011681 −0.0013670


���� �(��-)* +��,�� �������� �)(�������-�� ������(�����-. hIIij ���%
������� ������� �����J� ���������� �)(������ � ����� �������� V ������
�����,� ���� & � ������* �������� ������-�� ��(��� ������) ��� �)����%
�� �����(��)* �)(������ ��� ������ (���� (���� � ���$�������(����* ����*
��/�$� ��r��� k&"l 
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�������-�� ������/��� ����� ,�����-�� ��(�� ������) (a/2, b/2) ���
���(���* � ����J���� � ����* �� 0& (��� ���� ��� ����� ������� �������������
$���()� �������� ���.��.��� �����(�� � ����(�)* ��(���* U���J��� �
����* I" (���� ���� �������)� �����-���) �����- �� ���-�� ��(�/�* ,�+�j ���%
(�� ����)� ���- ,�+� ����.��� ��()�� ��()� �����-��� � �����-. ��(�/���
,�+���� �����$����� ��� ����J��� � ����* 0G" (���� ���� 


�������-)� ��$���./�� �����) � �������* ����� ��������� ��������
��������� �������)�� ��� ���)* �������� ������������� $���()� ��������
���-�� ��� ����J��� I" (���� � ����* ��r���j � �������)��./�� ���) ��J�
��� ����J��� 0G" (���� ���� ��.� �������)� ��(��� ���-�� � ����)* (��)��*
����* ��� ����J��� � ����* !Q" (���� ���� ��������-)� �����) �)(����.�%

�� � �����-. ���)�� ������ M̄x

(
0,
b

2

)
= M̄y

(a
2
, 0
)
= −0.051333764 k��������

���-��� ,�+�� � ������� ��� ����J��� ���-r�$� (���� (���� � ��r���lj ��$%

�� ��� �������)��./�� ���) Q̄x

(
0,
b

2

)
= Q̄y

(a
2
, 0
)

n ���-�� � (��)�-�� ���)��

������t 0.44078643 (M = 380) � 0.44076252 (M = 390) 

v��������)� ������/���
wD

qa4
� ��(���* ������) ����������) � ��� & 


�������-�� ������/��� �����$����� � ,���� ������) � ��������� � ���(�����
���$�* ������� h&i #������ ��(�� ������������� $���()* ������� w = 0 �
������* x = 0 � y = 0 

���
 �
 k�����!���/� $���!�D��� 
wD

qa4

� �����A�/@ ��A��� @ �"��"�
���#����"� ��"��"$�"� $������/

s������� ������� ��$���./�* ������� � ������* x = 0, a ��������� ���%
�����j �����$�./�* ��������-�$� ��(��� � �������* �����j ������ � ��� 0 
V �$���)* ��(��* ����� ���� ��.j ���(�� ��� ������J��� � �� � �����
���j ������� �(�- ����� ����J����-�� ��(��� k��� 0j �l 

�������)��./�� ���� Qx � ������ x = 0 ������) ����� ��� m��������-)*
��(���t �� ,���� �����) k��������l � � ����������* �$���)* ��(�� (0, 0) �
(0, b) k������l �� ������ x = a �������)��./�� ���� �������� �����������J%
)� ��(��� Qx (a, y) = −Qx (0, y) S��� �� ��� !j �j ���-r� m���������� � m��$�
�������� ����J��%��+���������$� �������� �� #����j ���� �����(��-
���r��� ������J��� � ���������� �$����� ��(��j �� �����J���� �/� ��� ��%
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���
 �
 ,�+�&�ED�� !"!���/
Mx(x, y)

qa2
�� ��"�"��@ x = 0, a I�J

� � "������"��� �+�"�"� �"A�� (0, 0) I�J

���
 �
 *������/��ED�� ���/
Qx(0, y)

qa
�� ��"�"��@ x = 0, a I�J � � "������"���

�+�"�"� �"A�� (0, 0) I�J $�� ����"! A���� �#��H����!/@ A���"� � � #�@ ��K��� I��J

���-)� ����J����-)� �������� ��� Qx (0, y) � ������������ ��� �����-)�
����,����-)� ������ ��� Qy (a, y)t ���-�� ��� ����J��� ����� 0"" (���� � ���%
$�������(����* ����* ��r��� k��� !j �l 

U����(�� ���r��� $��+��� � ���������� �$����� ��(�� k��� Ilj ��J� �����-j
(�� � ����J���� ���-r�$� (���� (���� � ��r��� �������)��./�� ���� Qx � �$%
����� ��(�� ����)������ � ����� ��.j ��� ����(����� � ������ h&Li #� �����j
����- � �����j � � ������ ��(��� ��� ����J��� !Q" (���� ���� k�� ���� 0l 
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�������� �)(�������-)� m���������) � ���-r�� (����� (���� ���� � �������%
�����- �����J)� � ����� � ��������()� ��� ���(���� � ������� M3F?B ��o����
���������� ������ ����-.���� k&' w�l 
�J� ���-�� ��������J��-j (�� ��r���
������� �/� ��� ����� �������� � ���������� � ��.j � ��J�� �)�-j � � ������
�������� ��(��. 

���
 �
 *������/��ED�� ���/
Qx(0, y)

qa
� "������"�� @ �+�"�"� �"A�� (0, 0)

$�� ����"! A���� �#��H����!/@ A���"� � � #�@ ��K��� I��J

�� ���� !	��	� V ������ ������� ���������,�� � ����� ���* ��r���j ��%
�����)* ������� �(��-)* +��,��j ����(�� ��/�� ��r��� ��$��� ���������
����� ��������j �������./�� ������������- ��������-)� $���()� ��������
� �� ������* ��� ����J��� � ���$�������(����* ����* �� ��� (��� �����%
���-)� ���$�� �)(�������� � ��$��r���-. 1.25%j � ���- (���� ������(���.�
��(���- 0.21% 

��������� ������(����� ��r��� ��������� �������� ��������)� ���(��)
� ����������* �$���)* ��(�� � ���-�� ��$���./�* �������j � � �������)��./�*
��� ���� ����� �� ��$����)* ��(�� $���,) �������- �*�������� ����� ��������-
�������(�� ��� ������(����* ���(����j �� � �* ���������� ���) �*������ � ����-
�)���� ��� �)������ ���������� �������� ��������� ����J��%��+����%
�����$� �������� � �$���)* ��(��* ���*������- ����J����- ����� 0"" (����
� ��J��� ���$�������(����� ���� ��r���j (�� ��������� � ��r��. ������ ��%
��)* ��$�����(����* ������� ���������� &'"" � ����� � ���� J�j �(��)���
�)(�������-�. ������(�����- ����(��$� ��r��� ��� ����J��� � �� ���-r�*
$������j ���(��) ���*������- ����� � ����� �������� V�� m�� ��������� ���
�������,�� ��r��� � ������� ������(����* �)(������ M3F?B ���(�� ���-r�$�
��o��� ������ �)(�������-�$� ���������� �� ����-.���� � ���������� �����-.
&' w� ������- �������� ���(��) ��� ��r��� � ����� (�� � !Q" (����� � ��J���
���$�������(����� ���� 
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