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�������(����� ����%
�� r�����$� ������ ���������)* ���,����� ��J� ������ � ����(�� �������-%
�$� ��������� k�� j �������j h&x!ilj � ������ ���������)* ���,����� � ����%
���* ��+����� ��� ������������� n � ��++���,���-)� �$��� k�� hIx&!il 
V ������� ������ ��++���,���-)* �$� ���������$�./�� �����) �)�� �)���%
�) � S �����$�)�j � � ����������j v � �r��()�j � � ���������j

 S �����-����j � ~ S������)� � �� j ��$�� ������� �$�) ����)������ ��)�%
���)� ��++���,���-)� �������� k�� j �������j hIxQil � �����-���)j ����%
(�)� � ������ ��++���,���-)* �$� ������������j ��$�� ������� �$�) ����)%
������ �������� � ������(����)* �����������*j ����.��� $������ �����)��
k�� h&"x&!il 

V �����/�� ����-� ��������������� ����(� ������������ � ��)��� � S ���%
��$�� ��� ����������� ��++���,���-�� �$�) ������)��./�$� ���� 
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V $��-�������� ����������� X ���������� ��++���,���-�. �$��j ����)%
�����. �������� ������)��./�$� ����

d

dt
x (t) = Ax (t) +

0∫
−h

dη (s)x (t+ s) + f (u (t) , v (t) , t) , k&l

� ������)� �������-)� ��J������ �j $�� ����(������� �$�� 
V ���-��r�� ����� �(����-j (�� L (X,X) n ����� ����)* �$���(�)* ���%

�������j �������./�* �� X � X j I ⊂ (−∞,∞) , Lp (I,X) , 1 � p < ∞ n ����� ��%
���-� p%���$������)* �� v�*��� ������J��� x (·) : I → X, C (I,X) n �����
�����)�)* ������J��� x (·) : I → X j W ′

p (I,X) n ����������� S�������j ����6�%

/�� �� ������J��� x (·) ∈ Lp (I,X) , ��� �����)* d
dtx (t) ∈ Lp (I,X) .

V �$�� k&l x (t) ∈ X, η (·) n ���� S����-��� ����

η (s) = −
m∑
r=1

χ(−∞,−hr) (s) · Ar −
0∫

s

A0 (ξ) dξ, s ∈ [−h, 0] ,

$�� 0 < h1 < h2 < · · · < hm < h; χ(−∞,−hr) (·) n *�����������(����� +��,��

(−∞,−hr) ; Ar ∈ L (X,X) , r = 1,m; A0 (·) ∈ Lp′ ([−h, 0] , L (X,X)) , 1
p + 1

p′ = 1;
����)� ������)� �������� A : D → X, ���./�� �����. � X ������- ������%
����j ����J���� ���-� �����)��. ����$����� T (t) h&Ij > !&'i �����-��� m��
����$�����j ��J� ��������- +��������-�� ��r��� h&Lj > !L1i

W (t) =

⎧⎨⎩ T (t) +
t∫
0

T (t− s)
0∫

−h

dη (ξ)W (ξ + s) ds, t � 0,

0, t < 0,

��� ������$� ����������� ��������

Ẇ (t) = AW (t) +

0∫
−h

dη (ξ)W (t+ ξ) , k0l

����- W (0) = I n ����()� ��������j W (t) = 0 ��� t < 0 
�����j �(��)��� k0l � ��������$��j (�� f (u (·) , v (·) , ·) ∈ W 1

p ([0, t] , X) ��� �.�)*
t > 0, �������)* ������J��� u (·) : [0,∞) → Y j ϑ (·) : [0,∞) → Z � �(��-��
+��,�� ϕ (·) ∈W ′

p ([−h, 0] , X) , ��J� �������-j (�� ����(� ��r�

d

dt
x (t) = Ax (t) +

0∫
−h

dη (s)x (t+ s) + f (u (t) , v (t) , t) , t � 0, k!l

x (s) = ϕ (s) , −h � s � 0,

����� ��������� ��r��� ����

x (t) =W (t)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

W (t− s+ ξ)dη(ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds +
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+

t∫
0

W (t− s) f (u (s) , v (s) , s) ds, t � 0, kIl

�� ������ S ([0,∞] , X) ∩W 1
p ([0, t] , X) h&Lj > !LQi 

��m����j ������ � H������ h&"j > QLi � ~ S #������ h&&j > &!&Iij �����
�����./��

6�
	�	�	��	 �� ���� ������J��� t → f(u(t), v(t), t) �����-� ���$�������j
�� ��r���� ����(� ��r� k!lj �����������./�� ���������� u(·), v(·)j ����� ��)%
���- ������J��� ���� kIlj $�� ���$��� ��������� � ��)��� v�*��� h&Ij > Q!i 

q � � � ( �  � � & #������j (�� ��++���,���-�� �$�� k&l �*���)����j � (����%
���j �$�)j ����)����)�

&l ��++���,���-)�� ��������� ����

ẋ (t) = Ax (t) + f (u (t) , v (t)) , ��$�� h = 0;

0l ��++���,���-�%������)�� ��������� ����

ẋ (t) = Ax (t) +

n∑
i=1

Aix (t− hi) + f (u (t) , v (t) , t) ,

$�� 0 < h1 < h2 < · · · < hn = h 
����� �����./�� ���������� hIj > !"1p Qj > &!"p &!j > GQi 
6�
	�	�	��	 �� V �$�� k&l �� �(��-�$� ����J��� ϕ (s) ,−h � s � 0, ϕ (0) ∈

X\M �����J� �����r��� ������������j ���� ��/������� (���� T = T (ϕ) � 0
�����j (�� ��� �.��$� ��������$� ��������� ���$��� ϑ (·) : [0, T ] → Z � ��J�)�
����� t ∈ [0, T ] , ��� ������� k&l � ����(�) ϑ (t) � x (s) , 0 � s � t, ��J�
�)����- ��(��� u(t) ����� �������j (���) ��������� ������������ u (·) : [0, T ] →
Y �)�� ��������� �������� � x (T1) ∈ M ��� �������� T1 ∈ [0, T ]j $�� x (·) n
��r��� ����(� k!lj �����������./�� ���������� u (·) � v (·) ��� m��� (���� T =
T (ϕ) ��)������ $���������)� ������� ������������j � ��(�� �J�� $��-
$���������)* ����� n �������-)� ������� ������������ 

����!� �
	��	�������� ����� ��J����� �(��-)* ����J���j �� �����)*
� �$�� k&l �����J� �����r��� ������������ 

�� 6������	 
	��������� v���� �(����-j (�� M0 n �������� ����������%
���� �� X j M⊥

0 n ����$���-�� �������� � M0 � Yj π n �������� ����$���-�$�
������������� �� X � M⊥

0 , �������-�� ��J����� M =M0+M1, $�� M1 ⊂M⊥
0 .

	��j (�� x ∈M ��$�� � ���-�� ��$��j ��$�� πx ∈M1 
S���������� �����./��
E	�
	�� �� +���A �(-�&�EZ��E �&�1�Z[�� ��&���E:
\] @��^����� �1 �&�)� ��@-������ � @��^�����

⋂
v∈Z πW (t− s) f (Y, v, s) ,

t > 0, 0 � s � t� �� -����;
_] ��4�&A��� -�&�^���� ϕ ������ 4�� -� �������@ T � 0 �@��� @���� ��&Z`

4����

πW (T )ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (T − s+ ξ) dη(ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds ∈�1 − Ω (T ) ; kLl

a] ���)�^���� t → Ω (t) =
t∫
0

⋂
v∈Z πW (t− s) f (Y, v, s) ds, t ∈ [0, T ] , ������`

'��&A�� W�@����� ��������&A�� �&�)�5 ��-�&�C��5 σ(X,X∗) [&'j > 0!Q]
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B�C1� �W ��4�&A��C� -�&�^���E ϕ @�^�� W���X��A -��&�1������ W� ��@E�
�� -������1E[�� T1� C1�

T1 = min{T � 0 : πW (T )ϕ (0)+

+

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (T − s+ ξ) dη(ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds ∈�1 − Ω (T )}. k'l

� � � � � � � � � - � � � � V ���� ������� &lj !l � ����) k�� h&0j > 1&il ������J���
M1 − Ω (·) �����,���-� ������� ��������-� ������ ������$�� σ(x, x∗) S����%
�����-�j � ���� kLlj ����(���j (��

πW (T1)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (T1 − s− ξ) dη(ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds ∈M1 − Ω (T1) . kGl

�� ������� kGl ��/�����.� m ∈M1 � ���$������)� �������� Ψ ������J���
s→ ⋂

v∈Z πW (T1 − s) f(Y, v, s) �����j (�� ����� ����� ��������

πW (T1)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (T1 − s− ξ) dη(ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds =

= m−
T1∫
0

Ψ(s) ds. k1l

V)����� ��������-�� ��������� ��������� ���$��� v (·) : [0, T1] → Z. q��
v (t) , 0 � t � T1j � ϕ (0) , � ���� ������) �� ��������� ��������� h&Gj > 1'ij ��J�
�)����- ����� ��������� ��������� ������������ u (·) : [0, T1] → Y, (��

Ψ(t) = πW (T1 − t) f (u (t) , v (t) , t) kQl

��� ��(�� ���* 0 � t � T1.
�����- ��� ��r��� x (·) ����(� k!lj �����������./�$� ���������� u (·) , v(·)

� [0, T1], �(��)��� k1l � kQlj ����� ��������

πx (T1) = πW (T1)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (T1 − s+ ξ) dη(ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds +

+

T1∫
0

πW (T1 − s) f (u (s) , v (s) , s) ds = m−
T1∫
0

Ψ(s) ds +

+

T1∫
0

πW (T1 − s) f (u (s) , v (s) , s) ds =

= m−
T1∫
0

πW (T1 − s) f (u (s) , v (s) , s) ds +

��)4&!� �
,�� 
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+

T1∫
0

πW (T1 − s) f (u (s) , v (s) , s) ds = m ∈M1,

� � πx (T1) ∈M1. S���������-�, x (T1) ∈M  
q � � � ( �  � � 0 �� �������� kQl ����j (�� �)��� u(t) ���/���������� ��*��� ��

�+����,�� � v(t) � ϕ (0) . 
�J� �������-j (��j ���� ��� �)���� u(t) �����-�����-
�+����,�. � v(s) � x (s) , 0 � s � t, ����� �����r��� ������������ ����� � �����
(���� T1j � � x (T0) ∈M ��� �������� T0 � T1 

#������j (�� T1 = T (ϕ) ����� �������-)� ������� ������������j ����j ��%
����)*j �� �(��-�$� ����J��� ϕ(0) ��J� �����r��- ������������ �� �����j �
������*���/�� (���� T1j �j ��%����)*j ��� ���* t ∈ [0, T1) ��� �.��$� ��������$�
��������� ������������ u(·) ��J� �)����- ����� ��������� ��������� ���$���
v (·) , (�� ��� ��r��� x(·) ����(� k!l �)�������� ������� x(s) /∈M ��� ���* 0 � s �
t. ��� m��� ��� �)���� v(t) �����r����� �����-�����- ��(��� x(s), u(s), 0 � s � t.

S���������� �����./��
E	�
	�� �� +���A �(-�&���( ��� ��&���E ����@( \ � �&�1�Z[�� ��&���E:
�] @��^����� M1 �(-��&�� � ���)�^���� t→ Ω (t) �(-��&�W��4��;
)] ��[������� ���)�^���� ω : Y → Z ������ 4�� -� ���� u ∈ Y, t ∈

[0, T1] , 0 � s � t, �(-�&�E���E ��&Z4����

πW (t− s) f (u, ω (u) , s) ∈
⋂
v∈Z

πW (t− s) f (Y, v, s)

� 1&E ��^1�C� 1�-����@�C� u (·) ��-�-�W�'�E ω(u (·)) �W@��@�

B�C1� ��@E -��&�1�����E T1 = T (ϕ) �-��@�&A��

� � � � � � � � � - � � � � �� ������) & �)������t ��� �.��$� ��������� ���$���

v (·) ������� ��������� ������������ u (·) �����j (�� �� �(��-�$� ����J��� ϕ
��J� �����r��- ������������ �� �����j � ������*���/�� (���� T1, � � x (T0) ∈M
��� �������� T0 � T1 ����J��j (�� ��� �.��$� ���������$� ��������� ��������%
���� u (·) ��J� �)����- ����� ���������� ��������� ���$��� v (·)j ��� �������
��� ��r��� x (·) ����(� k!l �)�������� x (t) /∈M ��� ���* t ∈ [0, T1).

����- ε n �������� (���� �� �������� (0, T1) U�������� ���$��� v (·) � [0, ε]
�)������ ��������-�j � ��� t ∈ (ε, T1) ����� �������t v (t) = ω (u(t− ε)) ��$�� ���
��r��� x(·) ����(� k!lj �����������./�$� �)���)� ���������� u (·) , v(·), �����
��������

πx (t) = πW (t)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (t− s+ ξ) dη(ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds +

+

t∫
0

πW (t− s) f (u (s) , v (s) , s) ds =

= πW (t)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (t− s+ ξ) dη(ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds +

+

ε∫
0

πW (t− s) f (u (s) , v (s) , s) ds +

!!0 ��)4&!� �
,�� 
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+

t∫
ε

πW (t− s) f (u (s) , ω(u (s− ε)), s) ds. k&"l

����� �� �������� k'l ��� ���* t ∈ [0, T1) ����(���j (��⎛⎝πW (t)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (t− s+ ξ) dη (ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds+Ω(t)

⎞⎠⋂M1 = Ø. k&&l

S�$���� ������� � ����$�� ����������� h&'j > &"Qij � ���� k&&lj ������� �lj �l

������) 0 ��J����� M1 � πW (t)ϕ (0)+
0∫

−h

(
s∫

−h

πW (t− s+ ξ) dη (ξ)

)
ϕ (s) ds + Ω(t)

��� ���* t ∈ [0, T1) ����$� �������) S���������-�j ��� ���* t ∈ [0, T1) ��J� ����
����� m����� y ∈ X � ����� ������) c � δ > 0j (��

< x, y >� c− δ < c �< m, y > k&0l

��� ���* x ∈ πW (t)ϕ (0) +
0∫

−h

(
s∫

−h

πW (t− s+ ξ) dη (ξ)

)
ϕ (s) ds + Ω(t) � m ∈M1.

���� Ψ(·) n ��������-)� ���$������)� �������� ������J���

s→
⋂
v∈Z

πW (t− s) f (Y, v, s) , s ∈ [0, ε],

�� � ������� k&"lj �������� k&0l � ������� �l ������) 0 ����� ���������

< πx (t) , y > = < πW (t)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (t− s+ ξ) dη (ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds +

+

ε∫
0

πW (t− s) f (u (s) , v (s) , s) ds +

+

t∫
ε

πW (t− s) f (u (s) , ω (u (s− ε)) , s) ds, y > =

= < πW (t)ϕ (0) +

0∫
−h

⎛⎝ s∫
−h

πW (t− s+ ξ) dη (ξ)

⎞⎠ϕ (s) ds +

+

ε∫
0

Ψ(s) ds+

t∫
ε

πW (t− s) f (u (s) , ω (u (s− ε)) , s) ds, y > +

+ <

ε∫
0

πW (t− s) f (u (s) , v(s), s) ds−
ε∫

0

Ψ(s) ds, y >� c− δ +

��)4&!� �
,�� 
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+

ε∫
0

< πW (t− s) f (u (s) , v(s), s)−Ψ(s), y > ds. k&!l

V ���� �����.��� �����)����� ���$����j ��/������� (���� ε > 0 �����j (��∣∣∣∣∣∣
ε∫

0

<πW (t− s) f (u (s) , v (s) , s)−Ψ(s), y > ds

∣∣∣∣∣∣ < δ

2
.

S���������-�j � ���� k&0lj k&!lj ����(���j (��

< πx (t) , y >� c− δ +
δ

2
= c− δ

2
< < m, y > .

�������� ��������� ���(�.�j (�� (���� ε > 0 � ��������� v (·) ��J� �)%
����- ���j (���) πx (t) /∈M1, �. �. x(t) /∈M ��� ���* t ∈ [0, T1 ). � m�� ���(���j (��
����� T1 �������-� ������� ������� 

�� ���� !	��	� V �����/�� ������ ����) ��J����� �(��-)* ����J�%
��j �� �����)* �����r��� ����(� ������������j ��$�� ������� �$�) ����)��%
���� ��++���,���-)� �������� ������)��./�$� ���� ������) �������()�
������� �� �������-���� ������ ������������ ����(�)� �����-���) �������%
.� ����������- ��+�����%���������)� ������) ������)��./�$� ���� � ���-��
� ���������(�)��j � � � ����������)�� ����������� ������) & � 0 ����/�.�
�����-���) ����� h'j > L&Qp &0j > 10p &!j > 1&ij ��$�� �$�� ����B��� ��++���,���-%
)� �������� ������)��./�$� ���� k&l � $��-�������� ����������� 
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