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�� ��	�	��	� S��J)� ��$��������)� ��*���$�(����� ���� ����.��� *�%
�������� (����� ��������$� ��/����� h&i U������,�� � $��������,��j �������J%
��./���� �)���)� ��������� �+����������) � ��*���$��j ��������� ��������-
������������-)� ���� �� ��� ����� �������������)�� ���������� ��)� ����
�������(�) ��� ������������ ����$�%���� ������� ��� ������j � �* �������
������ ��������������� ����.��� ���� �����j ������� ����+�)� ���� ��� �%
����� ����� ��$�j � �� �������� ��������)� ���� k���������-)*j J����)*
����$ � ��������/���lj �J���)� ���� km������%j $���% � �������J���l � � � 

S�����) � ���� ��*���$�(����* ����� n ���o������� (���- ��$��������p �*
�������j *��� � ������j ����� � ���-��)� ������������ ��� ��/������� �������%
���� q���������- �r�$� ��/����� �� ��*���$�(����* ������ � �+����,��)*
����� ������ V �����/�� ����� ���� �� ��J� ����������- �r� J��- ��� m������%
(�����j ����+���j ��������� � ��J� ��� ������� V �����-���� �������� ������%
���- � �)����� ���J���� �������)* ��*���$�(����* ����� ��(�����j � ����%
�)� ���- ������������� ����$�j ������� ����(������� �,��� �����(������ k� ���
�� ��������./�* ���J���� � J���(���� ����l #� �������� ��(��)� ��������
�������������j ��������,�� � m��������,�� ���� 

���� ��������-�� ������� � ������������,��)* ����*j �� � ��������
$��) ���.������ ������ ������� ��o���� ,��������./�$� ���+��� #/���� ����%
�������./�� ���� ������ � ����-.���)� � ��������,��)� ���� ��� �� ���J�%
���j ��� � �� �������� �� ���� ����� �������� ����� ��������� �����(���.���
����(����� � (������ ������� ��������� ��m���� ,����������� ������������-
����j ������)� ��*����- ���������������-j ������� � �)*�� �� ����� �������%
���� 

s��� ����� �������� ���������� ���-r�� ����(����� ������ � ������j ��/�%
����.� �$� ����+���,��j �����)� ��$�� �������)���- ���-r�� ���� h0j !i V ����%
������� �� ��������� ������) �����./�� ������) 

+���� � V�����4����@ -��������� �����E��5 � ������ �����-���� ��� J�
���*��j (�� � �������j � �������� ��r- �����J����� �������� � ��(����� ��%
*���$� ����������� ��� m��� �(��-)� �������� ��$�� ���� �������-��j ����
����(��)���-�� ���(��)� ������� 

+��)� �� ������ �W�X�@(� W�1�4 �����+�,����� ��� �����J)� ��������
���� ����� ��$����,�� ������ � +���� ��$������j �)������$� �� ���������-��
����� V ����(�� �� �������� � ����������� �������� ��)� ����� ������/���
���-�� �����-���j � � �����,� ��� $��+�� �����J���()* �)(������ V ����%
������� �� ��������) ���� � ��J�� �)�- ������ � ����������j �����J�/��
�����-�� ���� ���r� 

�C���4���(5 -���� �� ������ �W�X�@(� W�1�4 �����-���� ���$�. +������%
����� ��$������j �)������$� �� ���������-�� �����j � �����+�,����� ���-��
��������) � ������ ��������-�� ����� ����)* �������� ����� ����� ����)%
������ ��(���)��./�� � ���r��� ��������j *����������./�*�� ����)� ���%
�����j � ���$�� � ��)/�� ����� ����)� �������� ��� � ������� � �����
�����r��)* ����(j � � ���������� �����J���()* �����-����� 

S�/�����./�� ���*��) � ������ � ������ �������� ����� ����� ���������%
��.� �����-)� m�����) ���� ��� ���*����(����� ������j *����������./���� ��%
���������� ����)���� � ��������* ���������������� � ����������������� hIi 
��� m��� ��� �,��� �����(������ k� ��� �� ��������./�* ���J���� � J���(��%
��l � ����� m�����������-)* ��)* ������.��� ��������(����� ��������) n
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��m++�,���) $�������� � ���������� $�������� hLi V �����-���� ����)� ���%
����������j �����-����)� ��� ����*��� �� �����)* ��m++�,����� ��� ������%
����� �����-)* m������� ���� � ����������� ��� ���� � ,����j ��*���.� ����
�������� h'j Gi S���������-�j ����)������ �����J)� �������- ��������(�����
������j � �����)* ����������� ����� ����.(����-� ���������� �������� ��� ���
���(�� ������(����$� �������j ��� � ��� ��������� �����-����� m����������� 

V ������ ��������������� ��� �� ������� ������ � ������ �������� �����
�����j �����)� � ������� ������� ���*��� � ������� ���(��� ���������� ����%
���� �������� � �$� ��/�����)� ���������j ����.(�./���� � ��(����-��
������������ ��������)* �)(������j � ����)������ �������(� ����������)�
��� � m���� ������� ��)* ������� ������j ��� � ��� �)������ ���,����) ��%
����������-�$� ������ �������� ����� 
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����
 �	�	 ������ ������� ����(� ����%
�� ���J���� ���� ����.(����� � �)(������ ���������� ��$�j (�� ��������)B
����) ����� ��$�� ����������������- ���$ � ���$�� � ��(��� �����$� �������
������ ��*��� �� ����(����� ����/�./�*�� �����j �)����.� ��� ����)� +��%
��������� ����(� ���J���� ����t ���*���.��.j I %���.��. � ��$����.��.
k������.��.l 

���*���.�)� ���� *�������) ��� ��������j ����./�*�� ������ ��� ������%
�������� ���* ����()* �����j ������� ��������� � �����-)* ����* � �����%
���-�� ��+�$���,��� k35 <6>l ��� ���-����������� ��������)* ����������%
)* �����j ��� �����)* ��(��� ������ ��-��&���� ��EW� u�� ��� ���� ��)(�
�����(�.��� ��� ����(�� � ���� #����-)� ���) +��,�����.� ��� ������%
�����)j ������(���� ���� ����� ��J�� ����(���� � ������ ���������j (�� ���
� ����������� �����j ��� � � �������� ���� �����j ������./�� ���)j ��$��
���(��� �)��� �� ����� V �����-���� ������ ���� ������(������� ���)��(���-.
�����J���()* �����j �������� �����)* $�������.� ���(�� ���������-)*
����� ��J�� ����(���� � ������ 

�������� ��/�� ����(� ������ ���J����j ���������� ����-.���)� ��%
���j n m�� ���(�� I %���.�)* ����� V ���� ������� ���J���- ������������
��� ���������- ��$�j (�� ��/������� ���-j ������./�� I ��������� k�����j ��%
�.���l � ���� ����J���- ����- ����(��)������ � ����� ����������� ���* ���%
��J)* ���r�����j ������./�* ��� ������ ��� ����)� I ���.��� 

��������j � ����������)* ����* ��������� ������$��� �������� ���-,�j
���r�) ������$� ����������.� ����� ���)j � ����� n �����������. ���. �����j
������./�. �������(�� � ������� k�����)� ����) �����.(���l 

��$�� �����(�� ���-,� ��������j �� ���r�) � �����j ��������./�� ���$��+
m��* m�������j ��������.��� ���� ��� ���j ������� ,��- u����� ���� ���� �����
��� ���� �)*���� �� ����� � ������ ���r���� ������(� ��)*j �� �� ����.%
(�.��� �� ����������� � ��(����� �����./�* m������� � ������)���� ��$�����
������������ ���������������� ���� V �����-���� +���������� ��)� ���$��+j
�����J�/�� ���) ��� � �����(��j ��� � � �����(�� ���������j � ����������
���J� ��������� ,��- u����� ���)� ���$��+ ������(����� ����- ��J�� ����(���
���,���� � ���-��� ���-,���� ���� 

S������ �������-j (�� �������� ������ ���J���� ���� ����)������ ������
���J�� ��� �,��� ���J���� ��$����.��� k������.���l ���� k���J� ��)���%
��� ���J���-. ��������� ��� ��/�� ����l V ����� ���(�� ���J���- ������%
������ � ����� ���������� ��$�j (�� ��� ���) ��$�� ����������������- �� �����
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���$��� ������ 
�$����.��� ���- ����(� ��� �����,��j ��$�� ���������������
�������������� ��J�� ��*���� ���r��� k����(����l � ��J������ ���������j
������� ��� ������������� ����$� r�������/����-�$� ����� ��� ������,�� ��%
�����$���� 

V �����/�� ������ ���������) ���(�� ���*���.��� � ��$����.��� �����j
��� ������� ��/�����)* � ��(�� ����� �������� �����J��� #������j (��
��� ��$����.��� ���� �,������)� ���������� �������� ���������- ��������
� ,���� k��� ����lj � ��� ���*���.��� n ���������- �������� � �������� �����%
���� k��J�� ������ ����� ���r�l ������� ��������$�� *���r� ��$��������
� �����-������ � h1ij $�� ���*���.��� ���- ������(����� ������(� �+����,��
��J�� ����� ����� � ����j � ��$����.��� n ���������. ������(� ��J�� ���%
�� ���*���.�)�� ������j � � j �� ����j ��J�� ����� ������ ����� ��$�j m�� ���
������� ����� n $���()� ��� ��/�� I %���.��� ���� 

�������� ������� ������ �)(������ ���������� �������� � ������ ���*��%
�.��� ��� ��$����.��� ���� n ������� �������� �� m������� h1j Qi V ������(�%
���� ������ ���J���� � �������� (���)� ���(��� ������ �������� $������ h&"i 
��� ���*���.��� ���� ���- ������ ����.(����� � ���j (��j ������� ��� ��� �)�
�������� ��� �����J)� �������� m������� ����j ���*����� ��J�)� ��� ������%
�����-j ��/������� �� ��J�� ����(���� � ������ *��� �) ��� ������� ,��-j � ���
��$����.��� n � �������� ���* �����J)* �������� m������� ���� � ��������%
�� �������� ��� ��������� �����-����./�$� $��+� G h&&j &0i ���� ������� ,��-
��/������� ���� $��+ ��*����� �������-j �� �)(�������� ���������- ���$� ��%
������ m������� ��� ����������� ����������� �������� ��J��$� m������ hGi 
��� m��� ���������� �� ����J����- ���������- ���� �������������$� ������%
��j ���� m����� �*������ � �������������� ��������j ���� ��������������$�
��������j ���� m����� �������������� ����� ���* �������� n m�� ����������j
����)��./�� ��������� �������� m������� $��+� ���� J� � ���� ������� ,�%
�� ��� ���� �������� m������� � ��/������� ���� $��+ �������� �����)�j ��
����*���� � +���������. �����./�$� �������� h&!j &Ii ����� ���(��� +����%
������ ���* �����J)* �������� �)(����)� ��(��� ����������� �������.�j
� �����-���� ����(�.� ��(�� ��(��� ���������� �������� S������ �������-j (��
m�� �������� ��������.� ����. $����� ���)���j � ��(��j ����� �* �����������
� ��J�� ����)r��- ����,� 

��J�)� m����� ��J�� �)�- � ���� �� ���* �����)* �������� h&Li k������%
������� ���� ��������������p ��������(�� �������� �������� ������)� � ���
��)���j (�� ����� m����� ������ ������ ����.(����� �� (���� m�������j �(���%
��./�* � ��������l 

V��������- ����)���� ������) ����� � ��������j ��$�� �������� i �� n m��%
�����j ������������ �� +������ v������ hIi

pn,i = Ci
np

iqn−i,

$�� Ci
n n (���� ��(����� �� n �� ip p n ���������- ���������������� m������p

q = 1− p n ���������- ����������������� m������ 
#���� ����$�%���� �����J����� �� ����������� i m�������j i = 0, 1, . . . , nj

������) ����� �������� � ���)� ������������t � ���* ���(��* ���- k��$���%
�.��� ��� ���*���.���l �������� ������j � ���$�* n �� �������- ���r�����
h&'n&1i 
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��� ���������� ������ ������ i m������� ������) ����� � �������� ��%
�� ���������� �����J)� �����J����� i �������r�* m������� (������ k = 1,
2, . . . , Ci

n � ������ � ����������� ��m++�,��� ak q���- ak = 0j ���� ��� ������ !%$6
�����J����� i m������� �������- ���� k��$����.��� ��� ���*���.���l ���%
r��j � ak = 1 � �������� ���(�� ��$�� ���������- ����)���� ������) �����
� ��������j ��$�� �������� i �� n m�������j ������������� �����./�� �������t

pn,i =

Ci
n∑

k=1

akp
iqn−i.

V �����-���� ���������- �������� ����j ������������ $��+�� Gj ����������%
�� +�������

pG =
n∑

i=1

Ci
n∑

k=1

akp
iqn−i, k&l

�� ������� ����j (�� ��o�� �����������j ���*����)� ��� �)(������ pGj ��J��
�)�- �(�- ���-r�� ���j ���� n = 20j �� (���� ���$���)* � +������ k&l ����)������

���-r�j (�� nC
n
2
n = 20C10

20 ≈ 3, 7 ��j � �������)* �����,�� ��� ���(��� pG �/�
���-r� ��m���� ��� ������(����* ,���� ������ ���������� ���J���� ����-)*
���J� ���������)* ����� ����� ����� �������� �������� m������� ����$���
h&Qj 0"i u��� �)��� ���������� � ���-�� ��� ��()* �������� ���(��� ����������
��������j � � ��� ������� ��r��� �������,�� ������ h0&i #���� ��������-��
�������� ���,����) �)(������ � �����������./�� ����������- ��$������(����$�
��r��� ��r��� ������ �������.� ���%���� �����������- ���,�������� ����-
�$� � ����� ������� � ��(����� m�����$� ������j �������./�$� ����(��- ��()�
��(��� ���������� �������� *��� �) � ������/)* ���������* h&Qj 00i 

V)��J��� k&l �����-�� ����/�����j ���� �(���-j (�� �����
∑Ci

n

k=1 ak �������%
������ (���� ����)* ���$��+�� bi k���� �����)* ,����j ���� �����-�� ��� � � lj

��$�� �������� i �� n m�������j � � 
∑Ci

n

k=1 ak = bi ��$�� ����(��j (��

pG =

n∑
i=1

bip
iqn−i. k0l

������� �����-j (�� ���� �� �������� �)(������ bi �������� +����������
���* �����J)* ��(����� �� i m������� �� nj ������� �����%���� ������� ����%
������������ m��* i m������� � $��+� ���� k�����-)�j � � �����(�)� n − i
m�������j ��������(���� �(���.��� � ����� ������,�� �������������)��lj ���%
����� ��/��������� *��� �) ���� ������� ,��� � ����(��� (���� ������,��j ���
�����)* ���� ���)��� �������� h0!j 0Ii 

����� �������j ���,����� �)(������ ���������� �������� ������� ��������
�������� m������� $��+� ����������� � ��� �����������-)� ���,����)t

n +���������� ������,�� k���������lj �������(�)* � ������� ������%
���� (���� �������������)* m������� hGip

n ���������� ����(����� ����)* ���$��+�� ��� ��J��� ������,�� k�����%
����)lp

n �)(������ ���������� ��/��������� ��������� 
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���� � �������- ���,���-)* ���j �� ��o�� ����������� ����� ������,��%
��� 2n #���� ��/�����.� ��������)� �����)j ��/������ ��J�./�� ���%
��������- ������ �� �(�� �����/��� (���� ������,��j �����(����$� �������
(���� m�������j �(�����./�* � ��������j � �������$� ���������� (���� ����)*
���$��+�� h0Li 

V�%����)*j ,����������� �����-�����- �������� ����� �*����-�� � ��������(%
�� �������� ��� �������j (�� *��� �) ��� �� �,����)* ���r� ����������%
����j � �������� �����J����� ���������./�*�� �����)* ,���� h0'j 0Gi �������%
���-�j ���� �����%���� ���r�� ��� m����� $��+� � ��r�� � ������,�. �� ����%
��������)* m�������j �� m�� ���r��j ��%����)*j ��������������j ��%����)*j ���
����������- �,����)* �� ����� ����� � ��������(�� �������� �� ��* ���j ����
����� �*����-�� � ��������������� ��������j �j �%����-�*j � ��� ����� �����
�����,�� (���� m������� $��+� �����(���� ��J����� � (���� m��* �,����)*
����� h&Qj 01j 0Qi 

�
��	
 �� w��+ ����������� ���� ����� ������� � ��� & V�� ���) ���� ��%
��.��� �����.�� ���J)��j � ���������- ���������������� �.��� ���� �����
���� " Q #��������- ���J���- ���� ����� � ,���� � � ��������� &xL �������
�������� �������� 

���
 �
 L��- �����#��!"� ���� �� ��

���t Gj p = 0.9 
�����t pGj p

′
G 

������-�� ���) ����.��� �����.�� ���J)��j �� ����������������� ��$��
�������- ���-�� � ����� $��+�j � � (���� ������,�� k���������l ����������
2l = 27 = 128 

������(��-� ����(����� ���������- �������� � ��������� ����� &xL 	�%
�j (�� ��� ��/��������� �������������� ������� ,��� ���*����� �� ������
���� ���(�� ���* ������������)* ����� S����������� ������� �������� ,���%
�������� ��������- � ���������) p3q4 �����-���) �������) � ���� & #������j
(�� � �� � �����./�. �����,� ���.(�) ���-�� �� ������j �����)� �����������.�
������� +��,�� �������� ak 

����� �������j ���������- �������� � ��������� ����� &xL ����

p
′
G =

n∑
i=3

bip
iqn−i = 0.0000729+ 0.00328 + 0.071 + 0.319 + 0.478 = 0.871.
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������� �
 �������� ���� �	��� 	 �
��
	����� ���

��#'"4&')4%
�' �# H!)$' )7"I&�- �'&)4!4*�&4� )7"I&')4!

�'&)4!4*�&4� i �'�6#�G'7 bi piqn−i �'&)4!4*�&4�

bipiqn−i

0 � p3q4 7.29 · 10−5

J 3 p4q3 3.28 · 10−3

3 �2 p5q2 0.071

C C p6q1 0.319
D � p7q0 0.478

�� ��)* ���� & � ����� +�����) k0l �������(� ������ ����(��- ������%
(����� ��� ���������� ��������

p
′
G = p3q4 + 5p4q3 + 12p5q2 + 6p6q1 + p7q0,

�����)� ����� �>���-������ ������� ����� ���������� p + q = 1 � ����/���
�����)������ � +����

p
′
G = p3(3p4 − 7p3 + 3p2 + p+ 1).

S������ �������-j (�� ���������- ������ ���������� �������� �����)j �)���%
)� �� ������ � ���� �)��J���j ������������� ����(����� ����� � ������-�
������ ���$��+� 

����$�()� ������� ����(��)��.��� ���������� �������� ���� � ,���� 
���������j (�� $��+ ���� ����)������ ����)� ���-�� ��� � ���� (�� ���� ��%
����������)* �����*j ������-�� ����� ���$� r���- �����-���) �������) � ���� 0 

������� �
 �������� ���� �	��� 	 �����

��#'"4&')4%
�' �# H!)$' )7"I&�- �'&)4!4*�&4� )7"I&')4!

�'&)4!4*�&4� i �'�6#�G'7 bi piqn−i �'&)4!4*�&4�

bip
iqn−i

3 �� p5q2 0.065

C C p6q1 0.319

D � p7q0 0.478

V �����-���� ���������- �������� ���� � ,���� ����� �����./��t

pG =
n∑

i=5

bip
iqn−i = 0.065 + 0.319 + 0.478 = 0.862.

�������� ������(����� ��� m��� ����������t

pG = 11p5q2 + 6p6q1 + p7q0 = p5(6p2 − 16p+ 11).

��� ���$� $��+� ��J� ����(��- ������(����� �)��J��� ����������
�������� ��� ���* ��������� ����� � $��+� � ,����j (�� ��������� �������%
���- �������� m��$� ���������� ��� ������� ���������� ���������������� �����
k��� 0l #J������ ���������- �������� ��� $��+� � ,���� ��������- ����-r��
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��� ���$� �������� �����,�� ���������� ���������������� �����-)* ����� ����%
�����j (�� ���(�� ������$� ������ � $��+� �������� ����� ��/�����)� �$���%
(����j (�� �.��� ������� ,��� 

pG, p G

p

���
 �
 M�����!"��F ���" ��"��� �� ��"��� � �����A�/@ ��$������� @ �� �� p′G
� ���� �� �� � .��"! pG "� ���" ��"��� ��&"�"�$"�"&�"��� ����� p

������)� ������� ����)������ �������./�� ��� ������ ���������� ����%
���� ��� ��������� &x0 ���j ��� ��������� !x'j 0x!j 0x'j !xIj IxLj Lx'j ���
�����)* �.��� ������� ,��- � �����J�� ����� &x0j ���������- �������� ����)%
r��� ����$�()� ��(��� ��� ��������� &x0j �j �������j �� ��������� k&x!j
&xIj &xLj &x'lj � �����)* ��� �����)� ,��� ��������-� �����J�� ����� &x0j *������%
����.��� ��-r��� ����(���� ����������� �������� ����*����� ���(��-j (��
��r�./�� +������� ����- �)������� ���(�� ������� ,��� ��� ���* ������������%
�)* ��������� � ���� ��������$� ����� ����������-�j ��� ��������� !xLj
Ix'j 0xI � 0xL ������ ��� ��������� &x0 ������ �������./�� ��������j ������-��
��� �* ������-�� ������� ,��- �����J�� �J� ��� ����� 

���J� �������j (�� ��� ���� ��������� �����j ������� &xI � &xLj ������%
���� ���������������� �����() �� ���� ������� ���������� u�� ������ ��
��������� ��������� ��������������$� $��+� ��� ������� m������������ ����%
������� ���J���� ����� V �� J� ����� �����-�� ��J���)� �)$����� ����%
���� ����������� �������� ��� ��������� !xIj IxL � Lx'j ������-�� ����� IxL �
��������(� � ����� �� �����r�*�� ����� k������j ����� !xI � Lx' �����)��
����.���l #���� ����- ������� �(���- ��� �����)* ,���� ��� �������������)* �%
�������� ����� � ������� �������� ������� ,��� �������� ��� ���* ���������
�����-�� �����j � ��� �����r���� �����)� ,��� ��J� ����������- ��� ���������%
���-�� �������� ���* ����� � �������) ���*����$� ���-,� 0x!x' � ��� ��r-
����,��j (�� ��� ��������()* ��������� !xI � Lx' � �����)* ,���* ��(���
���� �����j � ����� �������� ���-,�j � ��� ��������� IxL *�������� (�����%
���� �����j �������� ���-,� � ����� 


���� �����$� �������� �������� ������) ����� ���������� �$���(��j �
���$����� �������� ��$������� �����-������ � ��(����� ������$����-�$� ��������
��� �������� ������-���� �����) ���J)* ���$����j �������./�* ����� m++��%
���)� �����) ���(��� 

#,���- �)(�������-�. ���J���- ���(��� ���������� �������� ������� ��%
������ �������� �����J�j �����-��� $���,� ���J���� ��$������ ������ � $��%
���j ���������$� ��� �������� �������� $��+� k�)(������ +��,�� ��������
aklj ����� O (n) ��$�� �� �)��J��� k&l � +�����) S�����$�
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n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
�����j (�� (���� �������)* �����,�� ���������� ����(�� ������� O

(
n2C

n/2
n

)
≈

O
(
n1.52n

)
 #��.�� ���j (�� �������,�� ��������������$� ������ �����J� ���-��

��� ��������-� �����)* $��+�� � (����� # ����� � ����� �����-��* ��������
k��� !l #������j (�� ��)� ������ �)(������ ���������� �������� ��J� ��%
���� � ��$������� � m�����,���-�� ���J���-. 

z

n

���
 �
 M�����!"��F #�� ��A�"+" �"+���-!� �/A�������F�"� ��"H�"��� � ���A���

���" ��"��� �� ��"��� !��"#"! $���&"�� �"��" ��� "� A���� � ��&�� � �����#��!"! +��-�

�� ����	�����	���� ����	� ��
����
 �	�	 ����� �� �����	 �	
������

��� ���������� 
���� �������� ��� ���* �$� ���������* �������� ���� ��/�����%
)� ����������� n � �������� ���� ���* �����J)* ������,�� �������� ����
����� ����� �������j ����� �������� �����J� �������- ��� ������ �������� ��%
��� ����� ������������-�$� ��������� ��� ������� ����� $��+� ����������-�j
��������� �.��$� ����� � $��+� � ��J�� �������� � ��J��. (���� �����)* ��%
������ V �����-���� ��� ������ �����-����./�$� $��+� ��J� ��������������-
��r- �����)� �������� kbi = 0l ��*���$� $��+� � �� �� �*j �����)� ��������
� �������. ����)* ��������j �(��)���- ��� ���(��� ���J���� ��������j ���
������� ����� (���� ����)* �������� � ��J�� �����(��-�� S���������-�j ,�%
���������� ����������- ��� ����)� �������� kbi = 1l � ��������-j ����� �� �*
��� ������� ����� ����*���� � �����)� 


�������(���� �����)� �)���) ��J� +�����������- �����./�� ������� 
����- � ��*��)� $��+ G ����������� ����� lj ������� �������� ���$��+�� 

V �����-���� ���������� �����-����./�� $��+ H j ������./�� �� ������ ���� ��%
�������-. �������� pH j � ��-r��j (�� ��*��)� $��+ G H������ ����� ��%
�������� ��������� ����������- ���������- �������� � ���� ����)t

pH = plpH/l + pl̄pH/l̄,

$�� plj pl̄ n ���������� �������� � ��������� ����� lp pH/lj pH/l̄ n ����������
�������� �����-����./�$� $��+� H ��� �������j (�� ����� l ����� � ������
������������ 

U������ ���������- pH/l̄j �� ����j *������������ �����,�.j ��$�� �����������
����� l ������ ����� ���)��� m��������� ���)��. �������� ��*���$� $��+�
G S���������-�j �)�������� �������� pH/l̄ = pGj � ��(��j
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pH = plpH/l + pl̄pG.

����� �������j ��� ���(��� ���������� �������� �����-����./�$� $��+� ��
���*�������� ���������- ��� �������� ���$� $��+� �������(� ���(��- ������%
�� ������� ���������� pH/l ��� ���(��� �����$� ���$����$�j � ������ ������������
� ����� �,��� ���������� ��������j ����(�)* ��� ������ ��*���$� $��+� 

S��(�� ����.(��� ����� �����-�� ��� U������ ����� �������� � ��J�%
�. (���� �������� �� ������. � ���������� ��*���$� $��+� ����� �������j
���J���- �)(������ � ��� ����)������ � 0 ���� ��-r�� ���������-�$� ���-%
r��� ����(����� ���������)* �������� ��J� �����-��j ���� �(���-j (�� �������
����� ����� ������� � ������� �����)� ��������j � ����������-�j � �* ���%
(��� ���*�������- �������� V ���$� ���,����� ���������� $��+� � ��������-��
���J���-. �������� � ������������-��� ������ ���* $��+�� � �����)�� ��%
���������./��� ������� � ����� ���-�� ����)* �������� ��*���$� $��+� 

�
��	
 �� w��+ ����������� ���� ����� ������� � ��� & V�� ���) ���� ��%
��.��� �����.�� ���J)��j � ���������- ���������������� �.��� ���� ���%
�� ���� " Q #��������-j ����� �� ���/�����./�* ����� ,����������� ��������-
� $��+� � ��(�� ����� ���J���� ���� ����� � ��������� &xL � � ,���� � ��%
��/-. ������ �������� �������� 

���t Gj p = 0.9 
�����t l8j l

′
8 

V�����-������ �����-������j ����(�)�� � ������� & ����,���-� ��������%
�)�� ����.��� �����- �����t &x!j &xIj &xLj &x'j 0xIj 0xLj !xL � Ix' S�����������
��� ��J��$� ������$� �������� k ���*����� �,���- +��,�. �������� � �(�%
��� ��������� ��J��$� �� ����� �����-���) ���(��� �����)* ����������� ���%
����) � ���� ! 

������� �
 ����	��� 	���������� pH/l ��� �
��
	����� �	��� ��� 	 ��
��

�',�7$�&&'�

#�,#'
�&�$!4!K�)��" G'# � pH/l pH/l

�L0 2p2q5 + 12p3q4 + 24p4q3 + 19p5q2 + 7p6q1 + p7q0 1�MDM

�LJ p1q6 + 6p2q5 + 17p3q4 + 28p4q3 + 20p5q2 + 7p6q1 + p7q0 1�M��

�L p0q7 + 7p1q6 + 21p2q5 + 35p3q4 + 35p4q3 + 21p5q2 + 7p6q1 + p7q0 �

�LC p1q6 + 6p2q5 + 16p3q4 + 25p4q3 + 19p5q2 + 7p6q1 + p7q0 1�M�

2LJ p2q5 + 6p3q4 + 15p4q3 + 14p5q2 + 6p6q1 + p7q0 1��M

2L3 p1q6 + 6p2q5 + 15p3q4 + 20p4q3 + 15p5q2 + 6p6q1 + p7q0 1�M

0L3 p2q5 + 7p3q4 + 15p4q3 + 14p5q2 + 6p6q1 + p7q0 1��M

JLC 2p3q4 + 11p4q3 + 13p5q2 + 6p6q1 + p7q0 1����

����� �������j ��������-�� ���������- �������� � ��������� ����� &xL
�����$����� ��� ��������� ����� &xLt

p
′
H = plpH/l + pl̄pG = p · pH/l + q · p′

G = 0.9 · 1 + 0.1 · 0.871 = 0.987.

������(����� ��� ���������� ��� ���$� ������� ����(��- �������(� ��$��j
������-�� pH/l = 1 k���� !lt

p
′
H = p · 1 + q · p3(3p4 − 7p3 + 3p2 + p+ 1) = p(−3p7 + 10p6 − 10p5 + 2p4 + p2 + 1).
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#������j (�� � m��� ���(�� �������� � ���������- ������ ���������� ������%
�� �����)j �)���)� �� ������j ������-�� ����- ����� &xL �������� ������-�
����)� ���$��+�� 

V ���(�� J� ������-�� ���������� ��������j ����(����� ��� ���������
����� Ix't

p
′
H = 0.9 · 0.881 + 0.1 · 0.871 = 0.88,

�)��� ������(����$� �)��J��� ����)������ �J� ����������-)� q���- �����%
�� ���������- �J� � ���� ����,�j � ��(��j ��������� ���� ����(����� � ��%
��(� ���* ��������� k���� !lt

pH/l = 2p3q4 + 11p4q3 + 13p5q2 + 6p6q1 + p7q0,

p
′
H = p · (2p3q4 + 11p4q3 + 13p5q2 + 6p6q1 + p7q0) + q · p3(3p4 − 7p3 + 3p2 + p+ 1) =

= p3(15p4 − 4p5 − 18p3 + 5p2 + 2p+ 1).

����$�()� ������� ������������ ������� ��(���� ����������� ����� ���
���� � ,���� ����,���-� ���������)�� ����.��� ���� �����)� �����- ����� 
�����-���) �������) � ���� I 

������� �
 ����	��� 	���������� pH/l ��� ��
�
 	 �����

�',�7$�&&'�

:�,#'
�&�$!4!K�)��" G'# � pH/l pH/l

�L0 18p4q3 + 18p5q2 + 7p6q1 + p7q0 1�MC�

�LJ 24p4q3 + 20p5q2 + 7p6q1 + p7q0 1�M�J

�L3 24p4q3 + 20p5q2 + 7p6q1 + p7q0 1�M�J

�LC 18p4q3 + 18p5q2 + 7p6q1 + p7q0 1�MC�

2LJ 13p4q3 + 14p5q2 + 6p6q1 + p7q0 1����

2L3 13p4q3 + 14p5q2 + 6p6q1 + p7q0 1����

0L3 10p4q3 + 13p5q2 + 6p6q1 + p7q0 1���

JLC 10p4q3 + 13p5q2 + 6p6q1 + p7q0 1���

����� �������j ��������-�� ���������- �������� ���� � ,���� �����$�����
��� ��������� ����� &xI ��� &xLt

pH = plpH/l + pl̄pG = p · pH/l + q · pG = 0.9 · 0.984 + 0.1 · 0.862 = 0.972.

V)��� ������(����� +���) ���������� �������� ����- ���J� ����)������ ����%
����-)�j *��� ��� ����* ���(��� �������� � �������)� �����-����� k���� Ilt

pH/l = 24p4q3 + 20p5q2 + 7p6q1 + p7q0,

pH = p · (24p4q3 + 20p5q2 + 7p6q1 + p7q0 + p7q0) + q · p5(6p2 − 16p+ 11) =

= p5(−16p3 + 61p2 − 79p+ 35).

#������j (�� ������-�� ���������- �������� 0.9 · 0.88 + 0.1 · 0.862 = 0.878
�����$����� ��� ��������� ����� !xL � Ix' k���� Ilj $��

pH/l = 10p4q3 + 13p5q2 + 6p6q1 + p7q0,

pH = p · (10p4q3 + 13p5q2 + 6p6q1 + p7q0) + q · p5(6p2 − 16p+ 11) =

= p5(−8p3 + 32p2 − 44p+ 21).
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S������ �����-�� �������- ���(�) �����(�$� ����� ���������� ���J�%
��� ��� ��������� �����()* ����� ��r�./�� +������� ����)������ �������%
���- ����(���)* $��+�� ����������-�j ��������� ����� !xL � Ix'j *��� +��%
���-� �������� � �����()� �����-����./�� $��+��j ����� ������� �������
�����,�� ���r� ������ �* � ��J������)� ��J� �$������-��j (�� ������� ��%
���� *�������� ��r- ��� ���(�� m������������ ���������� ����������������
�����-)* ����� 

#,���- �)(�������-�. ���J���- ������������-�$� ������ �������� �����
����� � ����� ���������� �������� ��J� � ����� ����(��� ���� ���J�%
��� ���(��� ���������� �������� ������� �������� ��������j ����� O

(
n1.52n

)
 

U(��)���j (�� ��� ��������� ����� ���*����� ����������- �/� 0.5 · v (v − 1) − n
��������j �� (���� �������)* �����,�� ���������� ����(�� ������� O

(
v2n1.52n

)
 

#��.�� ���j (�� �������,�� ��������������$� ������ ���J� �����J� ���-�� ���
��������-� �����)* $��+�� � (����� # ����� � ����� �����-��* �������� k��� Il 
#������j (�� ����(����� 9 ���r� � ������������ $��+� ����� ������ � ������%
��. ������������-���- ���,������ ��)� ����� ������������-�$� ������ ���%
J� ��J� ������ � ��$������� � m�����,���-�� ���J���-. 

z

n
v

vv

���
 �
 M�����!"��F #�� ��A�"+" �"+���-!� �/A�������F�"� ��"H�"��� �

$"���#"�����F�"+" ������� �������� ����� �� �� �� "��"�� ���" ��"��� �� ��"���
"� A���� � ��&�� � �����#��!"! +��-�

�� ���� !	��	� ������J�)� ����� ������������-�$� ������ ��J�� �)�-
���������� � ���� m�����j � ��J��� �� �����)* ����������� ��� ��� �����-��
����� ��� m��� ������� �(���-j (�� �����(��� (���� �����-����)* ����� ��������
� ����� (���� �����,�� +��,�� �������� $��+� � �������)� ������j � ��(��j
� � �����(��. ������������ �����,�� �)(������ �����)* ����������� V �� J�
����� ������� ����J��� ��������� ����� ��(� ��r��- ����(� ������j ������-��
� �� ���* �����,��* ������������-�� ��������� ����� m��������� �������� ���*
�����J)* ��-������� 

S ���� �����)j ��� ���������)� ����� ������ �������� ����� ����� � ��%
��� �������� ��������j ��� � ����� ������ ����(�.��� ��/������� ���������
�������,�� ���,����� ��������)* �)(������ ���� m�� ���������-���� �����%
���� �����-�����- ��)� �����) � ��(����� m����)* S ���$�� �����)j ��(%
���- ��������)* ���(���� ������� ����.(����-� �� �����J����� ��������%
���$����)* ���������� � ����� ������� � �$���(������� ������������ ��%
��� ������� �������� �������� V �����-���� �)(������ ���������� ��������
� ���,������ ��(���-.j *��������� ��� �����,�� ��������-�$� ������ �����
����� � ��m++�,������ $�������� � J���(���� �����-)* m������� ����j ����%
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��* � ����$��)� ��(����j ���J� ����)������ �)�����)� � ����� �����)*
������� 
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