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Ïàìÿòè Ïåòðà Åâãåíüåâè÷à Òîâñòèêà30 äåêàáðÿ 2020 ãîäà íà 86-ì ãî-äó æèçíè ñêîí÷àëñÿ äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, çà-ñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè ÐîññèéñêîéÔåäåðàöèè, ëàóðåàò Ãîñóäàðñòâåííîéïðåìèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è ïðå-ìèè èìåíè Ì.À. Ëàâðåíòüåâà Ðîññèé-ñêîé àêàäåìèè íàóê, ïî÷åòíûé ïðî-ôåññîð ÑÏáÃÓ Ïåòð Åâãåíüåâè÷ Òîâ-ñòèê.Ïåòð Åâãåíüåâè÷ áûë íå òîëüêîâûäàþùèìñÿ ó÷åíûì â îáëàñòè êîëå-áàíèé è óñòîé÷èâîñòè òîíêèõ îáîëî-÷åê è ïëàñòèí, çàíèìàÿñü ðàçðàáîò-êîé íîâûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èðåøåíèåì ðàçíîîáðàçíûõ ïðèêëàäíûõçàäà÷ ìåõàíèêè, íî è çàìå÷àòåëüíûì ïåäàãîãîì.Ñ ïåðâûõ äíåé ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìå-òîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ Ïåòð Åâãåíüåâè÷ áûë åãî àê-òèâíûì ÷ëåíîì, äîêëàä÷èêîì, ðåöåíçåíòîì, ÷ëåíîì ðåäàêöèîííîéêîëëåãèè è ó÷èòåëåì äîáðîé ïîëîâèíû ó÷àñòíèêîâ è ðóêîâîäèòåëåéñåìèíàðà.Ìíåíèå Ïåòðà Åâãåíüåâè÷à î ðàáîòàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ñå-ìèíàðå, âñåãäà áûëî î÷åíü ãëóáîêèì è âàæíûì. Ìåíüøå ÷åì çàìåñÿö äî ñâîåé êîí÷èíû îí ðåöåíçèðîâàë îäíó èç ñòàòåé, ïóáëè-êóåìûõ â ýòîì ñáîðíèêå, ïåðåæèâàë, êîãäà åìó ïîêàçàëîñü, ÷òî îííàøåë îøèáêó ó àâòîðîâ, è îõîòíî ïðèçíàë, ÷òî îøèáêè íåò, êîãäàâ ïåðåïèñêå ñ àâòîðàìè ïîëó÷èë ðàçúÿñíåíèÿ. Îáñóæäåíèå ñòàòüèîêàçàëîñü âåñüìà ïîëåçíûì, à èëëþñòðàöèè, êîòîðûå ïðåäëîæèëñäåëàòü Ïåòð Åâãåíüåâè÷, ïîëíîñòüþ ïðîÿñíèëè ñëîæíûé âîïðîñ.Ñ íàìè íàâñåãäà îñòàíóòñÿ ñâåòëûå âîñïîìèíàíèÿ î ïðåêðàñíîìó÷èòåëå, âûäàþùåìñÿ ó÷åíîì è çàìå÷àòåëüíîì ÷åëîâåêå.





ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÃÈÄÐÎÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕÎÏÎÐ ÈÇ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÎÍÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂÑ ÝÔÔÅÊÒÎÌ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÈ(ÝÔÔÅÊÒÎÌ SD)Ã. Â. ÏàâèëàéíåíÏðèìåíåíèå â ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèÿõ íîâûõ êîíñòðóêöè-îííûõ ìàòåðèàëîâ òðåáóåò ñîçäàíèÿ íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,ó÷èòûâàþùèõ ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, à òàêæå õàðàêòåð è óðîâåíü íàãðó-çîê íà êîíñòðóêöèè. Ðàçâèòèå è îñâîåíèå íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ ìåñòî-ðîæäåíèé íà øåëüôàõ Êàðñêîãî è Îõîòñêîãî ìîðåé ïðèâîäèò ê íåîá-õîäèìîñòè äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ëüäà è íèçêèõ òåì-ïåðàòóð íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ãèäðîòåõíè÷åñêèõñîîðóæåíèé. Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîíñòðóêöèè ðàáîòàþò íà ïðå-äåëüíî äîïóñòèìûõ íàãðóçêàõ, êîãäà âîçìîæåí ïåðåõîä â óïðóãîïëàñòè-÷åñêóþ ñòàäèþ äåôîðìèðîâàíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷åòàñïåöèôè÷åñêèõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ èñïîëüçóåìûõ ìàòåðèà-ëîâ, íàïðèìåð ïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè (ýôôåêò SD).Ïðåäëàãàåìûå â ðàáîòå íîâûå ìîäåëè ó÷èòûâàþò êàê îòñóòñòâèåñèììåòðèè â ðàçâèòèè íàïðÿæåíèé è ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ñìå-ùåíèå íåéòðàëüíîé îñè ïðè èçãèáå, òàê è âëèÿíèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãîäàâëåíèÿ îêðóæàþùåé îïîðó æèäêîñòè è âåñ ñàìîé îïîðû. Â ðåçóëüòà-òå èññëåäîâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ âàðèàíòîâ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷å-ñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ðàñ-÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ ïàêåòîâ ANSYS è COMSOL. Äëÿèëëþñòðàöèè âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-âàííîå ñîñòîÿíèå âåðòèêàëüíûõ îïîð ïðè èçãèáå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû÷èñëåííîãî àíàëèçà äëÿ êîíñòðóêöèé èç ñòàëè À40Õ.1. ÂâåäåíèåÑòðîèòåëüñòâî ìîðñêèõ áóðîâûõ ïëàòôîðì è äðóãèõ êîíñòðóê-öèé íà øåëüôå Êàðñêîãî è Îõîòñêîãî ìîðåé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîéòåõíè÷åñêîé è íàó÷íîé çàäà÷åé. Óòî÷íåíèå èçâåñòíûõ òåîðèé è ðàñ-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 29 ñåíòÿáðÿ 2020 ã.c© Ã. Â. Ïàâèëàéíåí, 2020Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 19�01�00208), à òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ðå-ñóðñîâ ÐÖ ÂÖ ÑÏáÃÓ.



6 Ã. Â. Ïàâèëàéíåí÷åòîâ ñòàíîâèòñÿ âàæíûì ôàêòîðîì îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ïðè-áðåæíîãî è øåëüôîâîãî ñòðîèòåëüñòâà. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà òèïè÷-íàÿ êîíñòðóêöèÿ áóðîâûõ ïëàòôîðì, óñòàíîâëåííûõ â Ìåêñèêàí-ñêîì çàëèâå è â Íîðâåæñêîì ìîðå, ïðè ñîçäàíèè êîòîðûõ èñïîëü-çîâàíû ìíîãî÷èñëåííûå âåðòèêàëüíûå áàëî÷íûå îïîðû è ãîðèçîí-òàëüíûå íåñóùèå ïåðåêðûòèÿ.

Ðèñ. 1. Ïðèìåðû áóðîâûõ ïëàòôîðì ñ âåðòèêàëüíûìè îïîðàìè.Íà êîíôåðåíöèè â 2001 ãîäó Ê. Í. Øõèíåêîì ñ êîëëåãàìè áûëïðåäñòàâëåí ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà âåëè÷èíóëåäîâîé íàãðóçêè. Ýòè ôàêòîðû, â ÷àñòíîñòè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå,ïðî÷íîñòíûå, òåìïåðàòóðíûå, ìîðôîìåòðè÷åñêèå, áûëè ó÷òåíû âñòàíäàðòå ISO 19906. Àâòîðû ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ ëüäà [1�3]ôèêñèðóþò îãðîìíûå âåëè÷èíû äàâëåíèÿ ëåäÿíûõ ïîëåé è îñîáåí-íî òîðîñîâ ñ ó÷åòîì òåìïåðàòóðû, âîçðàñòà ëüäà è âðåìåíè ãîäà.Ïðèìåðàìè êîíñòðóêòèâíûõ îøèáîê ïðè ñòðîèòåëüñòâå è ýêñ-ïëóàòàöèè ÿâëÿþòñÿ àâàðèè ìàÿêîâ [4], óñòàíîâëåííûõ â Ôèíñêîìè Áîòíè÷åñêîì çàëèâàõ, êîòîðûå ëèáî ðàçðóøèëèñü, ëèáî ïîòåðÿëèóñòîé÷èâîñòü ïîä äåéñòâèåì ëåäîâûõ íàãðóçîê (ðèñ. 2).Ñîáûòèåì, ïðåäøåñòâîâàâøèì àêòèâíîìó íà÷àëó èññëåäîâàíèéàâòîðîì ïðîáëåì íåëèíåéíîãî èçãèáà ñòàëüíûõ âåðòèêàëüíûõ îïîð,ñòàëà àâàðèÿ ñòâîðíûõ çíàêîâ â Ôèíñêîì çàëèâå. 6 ìàðòà 2013 ãî-äà ïðîèçîøëî ðàçðóøåíèå ïåðåäíåãî è çàäíåãî ñòâîðíûõ çíàêîâ íààêâàòîðèè Ìîðñêîãî ïîðòà Óñòü-Ëóãà (ðèñ. 3). Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷å-òû, åñëè áû àðìèðóþùèå ýëåìåíòû áûëè èçãîòîâëåíû èç ñòàëüíûõ
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Ðèñ. 2. Àâàðèè ìàÿêîâ Áîòíè÷åñêîãî çàëèâà. Ñëåâà íàïðàâî: ìàÿêÒàéíèî, ìàÿê Áüåðíêëàêåí, ìàÿê Êåìè-1.áàëîê äîñòàòî÷íîé òîëùèíû, òî àâàðèè ìîæíî áûëî èçáåæàòü.Â ðàáîòàõ [5,6] ñäåëàíà ïîïûòêà àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çà-äà÷è èçãèáà âåðòèêàëüíûõ îïîð ãèäðîñîîðóæåíèé ñ ó÷åòîì âëèÿ-íèÿ ëåäîâîãî äàâëåíèÿ, ãèäðîñòàòè÷åñêîãî áîêîâîãî îáæàòèÿ îïîðè âîçìîæíîñòè íåëèíåéíîé äåôîðìàöèè ïðè èçãèáå ñ ó÷åòîì ïëà-ñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà êîíñòðóêöèè.Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ëüäà ñîãëàñíî äîêóìåíòàöèè ISO19906 ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèìè. Ìîäóëü óïðóãîñòè ëüäà â äèà-ïàçîíå 1�6 ÃÏà èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ëüäà,ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû ëüäà îò −2 äî −20◦Ñ çíà÷åíèå ìîäóëÿóïðóãîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî â 2 ðàçà. Íà âåëè÷èíó ìîäó-ëÿ óïðóãîñòè îêàçûâàþò âëèÿíèå è äðóãèå ïàðàìåòðû, â ÷àñòíîñòèñîëåíîñòü âîäû, ñêîðîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ëüäà, íàëè÷èå ïðèìåñåé.Çíà÷åíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè ìîðñêîãî ëüäà ìîæåò èìåòü äîñòàòî÷-íî øèðîêèé äèàïàçîí çíà÷åíèé, à èìåííî 1�10 ÃÏà. ÊîýôôèöèåíòÏóàññîíà äëÿ ëüäà â ñðåäíåì ðàâåí 0, 33 ± 0, 03 è çàâèñèò îò òåì-ïåðàòóðû è ñêîðîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ëüäà, à òàêæå îò åãî âîçðàñòàäëÿ ìíîãîëåòíèõ ëüäîâ.×ðåçâû÷àéíî âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåë ïðî÷-íîñòè ëüäà. Ïðî÷íîñòü ëåäîâûõ îáðàçöîâ íà îäíîîñíîå ñæàòèå äî-ñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà è âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèÿõ, íàïðèìåð,



8 Ã. Â. Ïàâèëàéíåí

Ðèñ. 3. Àâàðèÿ îïîð ñòâîðíîãî çíàêà, Ôèíñêèé çàëèâ, 2013 ã. ÔîòîÑ. Ì. Êîâàëåâà.â [6] çàôèêñèðîâàíà àíèçîòðîïèÿ ëüäà ïðè äâóõîñíîì ñæàòèè (ñì.äèàãðàììû íà ðèñ. 4).Êðèâûå óñëîâèÿ òåêó÷åñòè (ðèñ. 4, à) îïðåäåëÿþò ïëàñòè÷åñêèåñâîéñòâà ëüäà â ïëîñêîñòè ëåäîâîãî ïîëÿ ïðè îãðàíè÷åíèè äåôîð-ìàöèè ïî îñè Z è áåç òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ. Êðèâûå (äèàãðàììà á)ïîêàçûâàþò ñóùåñòâåííóþ ðàçíèöó â ïðåäåëàõ òåêó÷åñòè ïðè ðàñ-òÿæåíèè äëÿ îáðàçöîâ ëüäà, âûðåçàííûõ â ïëîñêîñòè ëåäÿíîãî ïîëÿâ íàïðàâëåíèÿõ X è Y ïðè îãðàíè÷åíèè äåôîðìàöèè ïî íàïðàâëå-íèÿì Y è X ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî îçíà÷àåò çíà÷èòåëüíóþ àíèçîòðî-ïèþ ëüäà â ïëîñêîñòè ëåäîâîãî ïîëÿ. Ñðàâíåíèå êðèâûõ íà äèà-ãðàììå (ðèñ. 4, â) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå äâóõîñíîãî ñæàòèÿ ë¼ääåìîíñòðèðóåò ñâîéñòâî ïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè, êîãäà ïðåäåëûòåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè è ïðè äâóõîñíîì ñæàòèè ñóùå-ñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ, ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå çíà÷èòåëüíî áîëü-øå. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ â ìåòàëëè÷åñêèõ ñïëàâàõ èíîñèò íàçâàíèå ýôôåêòà SD (strength di�erent).Â óñëîâèÿõ àðêòè÷åñêîãî øåëüôà ñòàòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ëüäà,èìåþùåå çíà÷åíèå ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ ñîîðóæåíèé áîëüøîé ïðî-
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Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè ëüäà.Ýêñïåðèìåíòû Òèìêî è Ôðåäåðêèíãà.òÿæåííîñòè, íåñóùåñòâåííî. Íàèáîëåå îïàñíî âîçäåéñòâèå îò äâè-æóùåãîñÿ ëåäÿíîãî îáðàçîâàíèÿ, îñîáåííî äëÿ îòäåëüíî ñòîÿùèõñîîðóæåíèé. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíûì ìîæåò áûòü èçãèá íåñóùèõîïîð ïðè ïîäõîäå êðóïíîãî ëåäÿíîãî ïîëÿ. Êàê ïðàâèëî, äâèæåíèåëåäÿíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííûì (1�5 ñì/÷) è íàãðóçêó, ïðè-õîäÿùóþñÿ íà îïîðíûå ñîîðóæåíèÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòè÷åñêîé.Íàèáîëåå îïàñíûì ÿâëÿåòñÿ âàðèàíò ïîäõîäà ê ñîîðóæåíèþ àéñ-áåðãà ïðè áîëüøîì òå÷åíèè, êîòîðûé ìîäåëèðóåòñÿ êàê óäàð è âäàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.Äàâëåíèå àéñáåðãà ïðè ìåäëåííîì òå÷åíèè ìîæåò ìîäåëèðî-âàòüñÿ êàê âàðèàíò ñòàòè÷åñêîãî èçãèáà ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì (÷è-ñòûé èçãèá), à äàâëåíèå ëåäÿíîãî ïîëÿ èëè ìàññèâà áèòîãî ëüäàñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü ñîñðåäîòî÷åííîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîñòîÿííîéñèëîé. Èñõîäÿ èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé, â äàëüíåéøåì áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü äâå ìîäåëè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà âåðòèêàëüíûõ



10 Ã. Â. Ïàâèëàéíåíáàëîê � ÷èñòûé èçãèá è áîêîâóþ ñîñðåäîòî÷åííóþ ïîñòîÿííóþ ïîâåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ íàãðóçêó.Â äàííîì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèéèçãèá âåðòèêàëüíîé ìåòàëëè÷åñêîé îïîðû, æåñòêî çàêðåïëåííîéíà íèæíåì êîíöå è íàãðóæåííîé èçãèáàþùèì ìîìåíòîì èëè ãî-ðèçîíòàëüíîé ñîñðåäîòî÷åííîé ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé íà ñâîáîäíîìêîíöå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåëè÷èíû äîïó-ñòèìîãî áîêîâîãî äàâëåíèÿ ïðè èçãèáå, ïðîâåñòè ðàñ÷¼òû ñ ó÷åòîìïåðåõîäà êîíñòðóêöèè â óïðóãîïëàñòè÷åñêóþ ñòàäèþ äåôîðìèðî-âàíèÿ, ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè ó÷¼òå ïëàñòè÷åñêîéàíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà, îïðåäåëèòü ïðåäåëüíûå íàãðóçêè ïîÿâëå-íèÿ ïëàñòè÷íîñòè è êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè îáðàçîâàíèÿ ¾ïëàñòè-÷åñêîãî øàðíèðà¿, ÷òî îçíà÷àåò ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè è íåñóùåéñïîñîáíîñòè êîíñòðóêöèè. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå âåñàè ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè ïðè ïîãðóæåíèè îïîðû ââîäó.Ñîãëàñíî Ñ. Ï. Òèìîøåíêî [7], â çàäà÷àõ èçãèáà òàêóþ êîíñòðóê-öèþ ñëåäóåò íàçûâàòü áàëêîé èëè áðóñîì, ïîñêîëüêó ïðè ëþáîìèçãèáå âîçíèêàþò ñäâèãè è çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîäàìè òåî-ðèè óïðóãîñòè. Â äàííîé ðàáîòå äåôîðìàöèÿ ñäâèãà ó÷èòûâàòüñÿíå áóäåò, ïîýòîìó êîíñòðóêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíîìåðíûéñòåðæåíü.Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ è ãèïîòåçû ïðè èññëåäîâàíèè óïðó-ãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ SD áàëîêèçëîæåíû â ðàáîòàõ [8,9], è äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èõ ïðîäîëæå-íèåì.2. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿÐàññìîòðèì ïðèçìàòè÷åñêèé áðóñ, ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ òîë-ùèíîé 2h, øèðèíîé b è äëèíîé L, íàãðóæåííûé íà ñâîáîäíîì êîíöåïîñòîÿííûì ìîìåíòîìM , êîòîðûé âûçûâàåò èçãèá áðóñà â ïëîñêî-ñòè XOZ. Ïóñòü áðóñ íàõîäèòñÿ â æèäêîñòè è íà åãî ñòåíêè äåé-ñòâóåò ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå q = γ(L − x), ãäå γ � óäåëü-íûé âåñ æèäêîñòè, x � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿîò íåéòðàëüíîé îñè âíèçó âåðòèêàëüíîé áàëêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîòåõíè÷åñêèõ îïîð... 11áàëêà èìååò óäåëüíûé âåñ γ1, íèæíèé êîíåö áàëêè æåñòêî çàäå-ëàí, âåðõíèé � ñâîáîäåí. Ïðè âîçäåéñòâèè íà áàëêó çíà÷èòåëüíîãîèçãèáàþùåãî ìîìåíòà ÷àñòü å¼ ñå÷åíèÿ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå íåëè-íåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è îáðàçóþòñÿ îáëàñòè ïëàñòè÷íîñòè. Íàðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îáëàñòè áàëêè,êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, çàøòðèõîâàíû.

Ðèñ. 5. Cõåìà íàãðóæåíèÿ ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì òÿæ¼ëîé âåðòè-êàëüíîé áàëêè, ïîãðóæåííîé â æèäêîñòü.Äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòà SD ââåäåì ïàðàìåòð ïëàñòè÷åñêîé àíè-çîòðîïèè d êàê îòíîøåíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì ñæà-òèè σs ê ïðåäåëó òåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè σt:
d =

σs
σt
.Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ðàñ-



12 Ã. Â. Ïàâèëàéíåíòÿæåíèè ìåíüøå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ïðè ñæàòèè, ò. å. d > 1. Âóïðóãîé ñòàäèè äåôîðìèðîâàíèÿ ñ÷èòàåì ìàòåðèàë èçîòðîïíûì èðàâíîïðî÷íûì, ò. å. ìîäóëü Þíãà E è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà νïîñòîÿííû è íå ìåíÿþòñÿ ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè.Äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòà âëèÿíèÿ ñîáñòâåííîãî âåñà áàëêè íà ïðî-öåññ ïîÿâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷íîñòè ïðè èçãèáå ââåäåì ìîäè-ôèöèðîâàííûé ïàðàìåòð ïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè d1:
d1 =

σs − γ1L

σt + γ1L
,à äëÿ îïèñàíèÿ âîçäåéñòâèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî îáæàòèÿ íà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé èçãèá � ïàðàìåòð d2:

d2 =
σs + γL

σt − γL
.Ñ÷èòàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî áàëêà íàõîäèòñÿ â æèäêîñòè ïî âñåéäëèíå.Íàêîíåö, ââåäåì ïàðàìåòð d3, êîòîðûé îõâàòûâàåò âñå òðè ýô-ôåêòà � SD, âåñ áàëêè è ãèäðîñòàòèêó:

d3 =
σs − γ2L

σt + γ2L
, γ2 = γ1 − (1− ν)γ/ν.3. Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá âåðòèêàëüíîé áàëêèïîñòîÿííûì ìîìåíòîìÑóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðåä-ïîëîæåíèå îá ýôôåêòå SD áàëêè ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñèììåòðèèïðè ïîÿâëåíèè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ïðè ðàñòÿæåíèè ïðåäåëòåêó÷åñòè ïî íàïðÿæåíèÿì íèæå, ÷åì ïðè ñæàòèè, ñëåäîâàòåëüíî,ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè â îáëàñòè ðàñòÿæåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ïðèìåíüøåì çíà÷åíèè èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, ÷åì ïðè ñæàòèè, è íåé-òðàëüíàÿ îñü ñìåùàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé ãåîìåòðè÷åñêîé.Ïîýòîìó ââåäåì ñìåùåíèå z0 è âåëè÷èíû z1, z2, êîòîðûå áóäóò õà-ðàêòåðèçîâàòü ðàññòîÿíèÿ îò íåéòðàëüíîé îñè äî ãðàíèöû ðàçäå-ëà óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé ÷àñòåé áàëêè â îáëàñòÿõ ðàñòÿæåíèÿ è



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîòåõíè÷åñêèõ îïîð... 13ñæàòèÿ. Ïðîäîëüíîå íàïðÿæåíèå ïðè ÷èñòîì èçãèáå íå çàâèñèò îò
x, ïîýòîìó òîëùèíà ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ ïîñòîÿííà ïî äëèíå áàë-êè. Åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ñ ó÷åòîì âåñà, òî âñåââåäåííûå âûøå âåëè÷èíû ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè ïðîäîëüíîé êî-îðäèíàòû, à èíòåãðàëû ïðè íàõîæäåíèè ìîìåíòà âíóòðåííèõ ñèëïîëó÷àþò ïåðåìåííûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé áåç ó÷¼òà âåñà áàëêè è âëèÿíèÿæèäêîñòè. Ñëåäóÿ [10], óñëîâèå ÷èñòîãî èçãèáà äàåò íàì âîçìîæ-íîñòü íàéòè êîìïîíåíòó ïðîäîëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σx â óïðóãîé ñòà-äèè ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà, à îñòàëüíûìè êîìïîíåíòàìè íàïðÿæåíèéìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü:

σx =
M

EJ
z, σy = σz = τxy = τyz = τxz = 0.Â êà÷åñòâå E èñïîëüçóåì óïðóãèé ìîäóëü â ïðîäîëüíîì íàïðàâëå-íèè, íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè ñäâèãà ïðåíåáðåãàåì, ìîìåíòèíåðöèè ñå÷åíèÿ ðàâåí J = 2

3bh
3.Â ïëàñòè÷åñêîé ñòàäèè äåôîðìèðîâàíèÿ ñëåäóåì òåîðèè èäå-àëüíîé ïëàñòè÷íîñòè áåç óïðî÷íåíèÿ (σt = const, σs = const) èèñïîëüçóåì óñëîâèå ïëàñòè÷åñêîé íåñæèìàåìîñòè

εx + εy + εz = 0,ãäå εx, εy, εz � äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ.Ïóñòü Mt � çíà÷åíèå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M ïðè ïîÿâëåíèèïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè áàëêè â çîíåðàñòÿæåíèÿ (ñîãëàñíî ðèñ. 5 � ñëåâà),M∗ � çíà÷åíèå ïðîìåæóòî÷-íîãî ìîìåíòà ïðè ïîÿâëåíèè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé íà ïðàâîéáîêîâîé ïîâåðõíîñòè áàëêè, ò. å. â çîíå ñæàòèÿ, èMk � êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, ïðè êîòîðîì âñÿ áàëêà ïåðåñòàåòñîïðîòèâëÿòüñÿ èçãèáó è ïîëíîñòüþ ïåðåõîäèò â ïëàñòè÷åñêîå ñî-ñòîÿíèå.Ïðîöåññ ïîÿâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷íîñòè ïðè ÷èñòîì èçãèáåïëàñòè÷åñêè àíèçîòðîïíîãî áðóñà ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:ïðè ðîñòå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà äî çíà÷åíèÿ Mt áðóñ äåôîðìè-ðóåòñÿ óïðóãî, çàòåì ïîÿâëÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêèé ñëîé íà ëåâîé ïî-âåðõíîñòè áðóñà è ïðè Mt 6 M 6 M∗ ýòîò ñëîé óâåëè÷èâàåòñÿ ïî



14 Ã. Â. Ïàâèëàéíåíòîëùèíå, çàòåì ïîÿâëÿåòñÿ ñëîé ïëàñòè÷íîñòè íà ïðàâîé ïîâåðõ-íîñòè è îáà ñëîÿ ðàçâèâàþòñÿ ïî òîëùèíå ïðè M∗ 6 M 6 Mk.Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ ïîëíûì èñ÷åðïàíèåì íåñóùåé ñïîñîáíîñòèáàëêè ïðè ïåðåõîäå å¼ ïîëíîñòüþ â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, â ýòîòìîìåíò M =Mk, z1 + z2 = 0 (ñì. ðèñ. 5).Ïðè ðàçâèòîé ïëàñòè÷íîñòè (M > M∗) ðàñïðåäåëåíèå ïðîäîëü-íîãî íàïðÿæåíèÿ ïî òîëùèíå áàëêè â ëþáîì ñå÷åíèè x ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå, ïðåäëîæåííîì À. Íàäàè [10]. Áåç ó÷åòà âëèÿíèÿâåñà è ãèäðîñòàòè÷åñêîãî îáæàòèÿ
σx =







σt, −(h+ z0) 6 z 6 −z1,
Eεx, −z1 6 z 6 z2,
−σs, z2 6 z 6 h− z0,à ïðè èõ ó÷åòå ìû ñëåäóåì òåîðèè ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãîáðóñà [7], äàþùåé íàïðÿæåíèÿ â âèäå

σx = σ0 + Eεx, σy = σz = γ(L− x),
τxy = τyz = τxz = 0, σ0 = −γ2(L − x).

(1)Ïîñêîëüêó γ1 > γ, òî ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåíèå áàëêè ÿâëÿåòñÿíàïðÿæåíèåì ñæàòèÿ.Ñîîòíîøåíèÿ Íàäàè ñëåäóåò ïðèíÿòü â âèäå
σx =















σt − σ0, −(h+ z0) 6 z 6 −z1,
Eεx − σ0, −z1 6 z 6 0,
Eεx + σ0, 0 6 z 6 z2,
−σs + σ0, z2 6 z 6 h− z0.Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàõîæäåíèå íåéòðàëüíîé îñè áàëêèñòàíîâèòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé.Ðàâíîâåñèå ýëåìåíòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îçíà÷àåò ðàâåíñòâîïëîùàäåé ýïþð ñëåâà è ñïðàâà îò íåéòðàëüíîé îñè (ðèñ. 6). Ðàñ-ñìîòðèì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ â.Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ íîâûå îáîçíà÷åíèÿ a1, a2, õà-ðàêòåðèçóþùèå òîëùèíû ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ â çîíàõ ðàñòÿæåíèÿè ñæàòèÿ ñîîòâåòñòâåííî:

(2h− a2 − z1 − z2)σt + 0, 5z1σt = a2σs + 0, 5z2σs.
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âÐèñ. 6. Ýïþðû ïðîäîëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ ïëà-ñòè÷åñêèõ îáëàñòåé: à � M 6 Mt, á � Mt < M 6 M∗, â �
M∗ < M 6Mk.Èç ãèïîòåçû íåíàäàâëèâàíèÿ ñëîåâ ñëåäóåò, ÷òî

z1 + a1 + z2 + a2 = 2h.Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ íà ýïþðå èìååì d = z2/z1.Âûðàçèì èç ïðåäûäóùèõ ðàâåíñòâ a1, a2 è íàéä¼ì çàâèñèìîñòüòîëùèí ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé îò âåëè÷èíû z1:
a2 =

2h

1 + d
− z1(1 + d)

2
, a1 =

2hd

1 + d
− z1(1 + d)

2
. (2)Çàâèñèìîñòü z0 îò z1 â ñëó÷àå äâóõ ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ òàêæåÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ïðè îäíîì ïëàñòè÷åñêîì ñëîå ýòî íå òàê, äàí-íàÿ çàâèñèìîñòü áóäåò íàéäåíà äàëüøå.Ìîìåíò íà÷àëà îáðàçîâàíèÿ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè â çîíå ðàñ-òÿæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè z1 = z2 = h, Eεx = σt. Èìååì

Mt =
2

3
bh2σt. (3)



16 Ã. Â. ÏàâèëàéíåíÀíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèé ìîìåíò, êîãäà âñÿïëàñòèíà ñòàíîâèòñÿ ïëàñòè÷åñêîé. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè z1 = z2 = 0.Òîãäà êðèòè÷åñêèé ìîìåíò ðàâåí
Mk =

2bdh2σt
d+ 1

. (4)Íàéäåì ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíòM∗, ïðè êîòîðîì âîçíèêàåò ïëà-ñòè÷íîñòü â çîíå ñæàòèÿ, à â çîíå ðàñòÿæåíèÿ îíà óæå åñòü. Ýòîïðîèñõîäèò ïðè
z2 = h− z0, z0 =

h(1− d)2

(1 + d)2
, z1 =

4h

(1 + d)2
. (5)Ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò M∗ ðàâåí

M∗ =
2(3d− 1)

3(d+ 1)
bh2σt (6)èëè

M∗ =
(3d− 1)

d+ 1
Mt.Â ñëó÷àå ó÷åòà âåñà è ãèäðîñòàòè÷åñêîãî îáæàòèÿ â ôîðìóëàõäëÿ ìîìåíòîâ íàäî çàìåíèòü ïàðàìåòð d íà d3, à ïðè íàõîæäåíèè

Mt èñïîëüçîâàòü âìåñòî σt âûðàæåíèå σt + σ0.Íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó òîëùèíàìè ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ èñìåùåíèåì íåéòðàëüíîé îñè. Ñìåùåíèå íåéòðàëüíîé îñè z0 ñâÿçàíîñ òîëùèíîé ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïðè ñæàòèè ðàâåíñòâîì
h− (a2 + z2) = z0. (7)ÏîêàM 6Mt, ñìåùåíèÿ íåéòðàëüíîé îñè íåò è z0 = 0. Â äèàïàçîíå

Mt 6M 6M∗ çàâèñèìîñòü z0 îò z1 íåëèíåéíà:
z0 = (

√
h−√

z1)
2. (8)Ïðè M >M∗ ìû èìååì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü z0 îò z1:

z0 =
h(d− 1)

d+ 1
− z1(d− 1)

2
. (9)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîòåõíè÷åñêèõ îïîð... 17Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèÿ σx íà ãðà-íèöå óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé z = z1 ïðè ðàñòÿæåíèè è
z = z2 ïðè ñæàòèè

σt = Eεx = Ez1κ, σs = Eεx = Ez2κ (10)è âûðàçèì z1 è z2:
z1 =

σt
Eκ

, z2 =
σs
Eκ

. (11)Çäåñü κ � êðèâèçíà íåéòðàëüíîé îñè áàëêè.Çàïèøåì ìîìåíò âíóòðåííèõ ñèë ñïåðâà áåç ó÷åòà âåñà è îáæà-òèÿ, êîãäà â áàëêå èìåþòñÿ ïëàñòè÷åñêèå îáëàñòè è â çîíå ðàñòÿ-æåíèÿ, è â çîíå ñæàòèÿ:
Mi =

bσt
2

(

(h+ z0)
2 − z21

)

+
bσs
2

(

(h− z0)
2 − z22

)

+
bE

3
κ
(

z31 + z32
)

.(12)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè îòíîñèòñÿ ê ïëàñòè÷åñêîé îá-ëàñòè â çîíå ðàñòÿæåíèÿ, âòîðîå � ê ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè â çîíåñæàòèÿ, à òðåòüå � ê óïðóãîé âñòàâêå, â êîòîðîé ïðîäîëüíàÿ äå-ôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî ñå÷åíèþ.Ó÷åò âåñà è îáæàòèÿ ìåíÿåò ìîìåíò âíóòðåííèõ ñèë íà
Mi =

b(σt − σ0)

2

(

(h+ z0)
2 − z21

)

+
b(σs + σ0)

2

(

(h− z0)
2 − z22

)

+

+
bE

3
κ
(

z31 + z32
)

. (13)Ñòðîãî ãîâîðÿ, â âûðàæåíèè (13) äîëæåí áûòü äîïîëíèòåëüíûé÷ëåí, ñâÿçàííûé ñ íà÷àëüíîé ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèåé ñæàòèÿ
ε0 =

σ0
E
,íî, ïîñêîëüêó ïðèíÿòî óñëîâèå, ÷òî äëèíà íåéòðàëüíîé îñè ïðè èç-ãèáå íå ìåíÿåòñÿ, ýòîé äåôîðìàöèåé ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü. ×òî êàñà-åòñÿ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé, òî îíè ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà âåëè-÷èíó ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè è èìè ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ.Èçãèáàþùèé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë ïðè ó÷¼òå âåñà çàïèñûâàåòñÿâ âèäå

Mv =M + 4wbh(L− x)γ1, (14)



18 Ã. Â. Ïàâèëàéíåíãäå w = w(x) � ôóíêöèÿ ïðîãèáà áàëêè. Çàìåòèì, ÷òî ãèäðîñòà-òè÷åñêîå îáæàòèå áàëêè íå ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíîãî èçãèáàþùåãîìîìåíòà.Ïðèðàâíèâàÿ (13) è (14) äëÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ìîìåíòàè èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (11), çàìåíèâ â íèõ σt íà σt − σ0, à σs íà
σs + σ0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî êðèâèçíû κ. Ýòî óðàâ-íåíèå áóäåò èìåòü ðàçëè÷íûé âèä äëÿ ðàçíûõ äèàïàçîíîâ âîçäåé-ñòâóþùåãî ìîìåíòà (ñì. ðèñ. 6, à,á,â). Íàéäåì â êàæäîì èç íèõêðèâèçíó:ïðè M 6Mt

κ =
M

EI
,ïðè Mt < M 6M∗

κ =

(

2Mt

Mk(d+ 1)d−1 −M

)2

· σt − (L− x)γ2
Eh

,ïðè M∗ < M 6Mk

κ =

(

2Mtd

Mk(d+ 1)−Md

)
1

2

(1 + d)
3

2 · σt − (L− x)γ2
4Eh

.Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ñëåäóåò ïîëîæèòü d = d3. Ïîñêîëüêó àíàëè-òè÷åñêè ïðîèíòåãðèðîâàòü ìîæíî òîëüêî ïåðâîå óðàâíåíèå, äàëååðàññìàòðèâàåòñÿ óïðîùåííàÿ çàäà÷à áåç ó÷¼òà âåñà è îáæàòèÿ.Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó êðèâèçíîé îñè áàëêè è òåêó-ùèì çíà÷åíèåì ïðîãèáà
κ =

d2w

dx2
, (15)ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èì òðè äèôôåðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ òðåõ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèéìîìåíòà:â ñëó÷àå à ïðè M 6Mt

d2w

dx2
=
M

EI
,
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d2w

dx2
=

(

2dMt

Mk(d+ 1)− dM

)2

· σt
Eh

,â ñëó÷àå â ïðè M∗ 6M 6Mk

d2w

dx2
=

(

Mt(1 + d)3

Mk −M

)1/2

· σt
4Eh

.Âñå ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ, è îáùèé âèä ðåøåíèÿäëÿ ïðîãèáà çàïèøåòñÿ â âèäå
w(x) = A

x2

2
+ c1x+ c2,ãäå c1 è c2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåð-âàëîâ çíà÷åíèé M èìååì ñîîòâåòñòâåííî

A =
M

EI
,

A =

(

2dMt

Mk(d+ 1)− dM

)2

· σt
Eh

,

A =

(

Mt(1 + d)3

Mk −M

)1/2

· σt
4Eh

.Èñïîëüçîâàíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè ïðè x = 0 ïîç-âîëÿåò îïðåäåëèòü êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ c1 = c2 = 0.Â òàáë. 1 äëÿ ñëó÷àÿ M > M∗ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïðîãèáà íàêîíöå áàëêè wL â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ïëàñòè-÷åñêîé àíèçîòðîïèè d è èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M . Áàëêà, èçãîòîâ-ëåííàÿ èç ìàòåðèàëà À40Õ, èìååò ðàçìåðû 0, 1×0, 2×10 (â ìåòðàõ).Àíàëèç òàáëèöû ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâåííîì âëèÿ-íèè ïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè íà ñíèæåíèå ïðîãèáà íà ñâîáîäíîìêîíöå. Îäíàêî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðîãèá íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì,à çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå î ïðèìåíåíèè ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîãîèçãèáà íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîì èññëåäîâàíèè.Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, âëèÿíèå âåñà ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ äî-ïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî â ñîîòíîøåíèè äëÿ âíåøíåãî èçãèáàþ-ùåãî ìîìåíòà (14). Îöåíèì âêëàä êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ýòîì ñî-îòíîøåíèè. Åñëè ïðèíÿòü çíà÷åíèå ìîìåíòà M ðàâíûì ìîìåíòó



20 Ã. Â. ÏàâèëàéíåíÒàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïðîãèáà wL â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíûèçãèáàþùåãî ìîìåíòà M è ïàðàìåòðà ïëàñòè÷åñêîéàíèçîòðîïèè d

d
M , Íì·105 1,0 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3

wL, ì
1, 013 1,77 1,77 1,77 1,77 1,77 1,77
1, 1 1,97 1,95 1,94 1,94 1,94 1,94
1, 2 2,25 2,21 2,19 2,18 2,13 2,12
1, 3 2,72 2,61 2,54 2,49 2,46 2,44
1, 50 3,68 3,33 3,13 2,99 2,89 2,83ïîÿâëåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè Mt, à âåëè÷èíó ïðîãèáà ðàâíîé ïîëîâèíåîò ìàêñèìàëüíîé ïðè óïðóãîì èçãèáå, òî â ñåðåäèíå áàëêè âòîðîåñëàãàåìîå â ôîðìóëå (14) íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå ïåðâîãî. Îäíà-êî ïðè ðàññìîòðåíèè áàëîê áîëüøîé äëèíû, à äëèíà âåðòèêàëüíûõîïîð áóðîâûõ ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ïëàòôîðì äîñòèãàåò 100 ì, âëèÿ-íèå âåñà ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ.Âëèÿíèå ñîáñòâåííîãî âåñà áàëêè íà ïîÿâëåíèå ïëàñòè÷íîñòèìîæíî ó÷åñòü, åñëè çàìåíèòü ïàðàìåòð ïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè

d íà ìîäèôèöèðîâàííûé ïàðàìåòð d1. Äëÿ ñîâìåñòíîãî ó÷åòà âåñàâåðòèêàëüíîé îïîðû è ãèäðîñòàòè÷åñêîãî îáæàòèÿ âî âñåõ ñîîòíî-øåíèÿõ ñëåäóåò çàìåíèòü ïàðàìåòð d íà d3.Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå áóäåò âûçû-âàòü ðàñòÿæåíèå â íàïðàâëåíèè îñè áàëêè, ïîýòîìó âëèÿíèå âåñàè âëèÿíèå áîêîâîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî îáæàòèÿ áóäóò íåñêîëüêîêîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà. Îäíàêî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî óäåëüíûéâåñ ñòàëè â 8 ðàç áîëüøå óäåëüíîãî âåñà âîäû, âëèÿíèå ãèäðîñòà-òè÷åñêîãî îáæàòèÿ áóäåò ìåíåå ñóùåñòâåííî, ÷åì âëèÿíèå âåñà. Âðàáîòàõ Ì. À. Èëüãàìîâà [11] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ ïîäêðåïëÿþ-ùåãî ýôôåêòà ãèäðîñòàòè÷åñêîãî îáæàòèÿ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé-÷èâîñòè âåðòèêàëüíîãî ñòåðæíÿ â æèäêîñòè. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêòíàáëþäàåòñÿ è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîòåõíè÷åñêèõ îïîð... 214. Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá âåðòèêàëüíîé áàëêèïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëûÎáðàòèìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å îá èçãèáå âåðòèêàëüíîé îïîðû ëåäî-âûì ïîëåì èëè ìàññèâîì áèòîãî ëüäà. Ðàññìîòðèì èçãèá ïîä äåé-ñòâèåì áîêîâîé ïîñòîÿííîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû P (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7. Ñõåìà èçãèáà áàëêè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé P .Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå äàííîé çàäà÷è îò ðàññìîòðåííîé âûøåçàêëþ÷àåòñÿ â ïðèíöèïèàëüíîì èçìåíåíèè ôîðìû è ðàçìåðîâ ïëà-ñòè÷åñêèõ îáëàñòåé. Íà ðèñ. 7 îíè çàøòðèõîâàíû. Ïåðåìåííûå z1,
z2, z0 ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x. Êðîìå ýòî-ãî, ââîäÿòñÿ åù¼ äâå ïåðåìåííûå âåëè÷èíû � äëèíû ïëàñòè÷åñêèõîáëàñòåé x1 â çîíå ðàñòÿæåíèÿ è x2 â çîíå ñæàòèÿ. Îòìåòèì, ÷òî âîòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ ÷èñòîãî èçãèáà c îäèíàêîâîé ýïþ-



22 Ã. Â. Ïàâèëàéíåíðîé íàïðÿæåíèé âäîëü âñåé áàëêè â ñëó÷àå èçãèáà ñèëîé ìîìåíòÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé òåêóùåé ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x.Ïðè ýòîì â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ áàëêè îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþòðàçëè÷íûå âèäû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ñëó÷àèà, á, â íà ðèñ. 7).Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èçãèáà ñèëîé ñ ó÷åòîìâåñà âåðòèêàëüíîé îïîðû ñîîòíîøåíèÿ (2)�(9) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëè-âûìè, åñëè çàìåíèòü ïàðàìåòð d íà ïàðàìåòð d1, à â ñîîòíîøåíèÿõ(10) è (11) σt íà σt + Lγ1, à σs íà σs − Lγ1.Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïî àíàëîãèè ñ (12) è (14) â ëþáîì ñå÷åíèè
x èìååò âèä:
P (L− x) + 4wbh(L− x)γ1 =

b(σt + Lγ1)

2

(

(h+ z0)
2 − z21

)

+

+
b(σs − Lγ1)

2

(

(h− z0)
2 − z22

)

+
bEκ

3

(

z31 + z32
)

.

(16)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (16) ñîîòâåòñòâóåò èçãèáàþùå-ìó ìîìåíòó â ïëàñòè÷åñêîé çîíå ïðè ðàñòÿæåíèè, âòîðîå � ìîìåíòóâ ïëàñòè÷åñêîé çîíå ïðè ñæàòèè, à òðåòüå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò ìî-ìåíò â óïðóãîé ÷àñòè áàëêè.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå èçãèáàþùèå ìîìåíòûMt,M∗,Mk , ââå-äåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿìè (3), (4) è (6), ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àåèçãèáà ñèëîé, íî äëÿ ó÷åòà âåñà â íèõ íàäî çàìåíèòü ïàðàìåòð díà ïàðàìåòð d1. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ìîìåíòîâ ìîãóò áûòü âûðàæåíû÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ èçãèáàþùåé íàãðóçêè. Â ñâÿçè ñòåì ÷òî ïëàñòè÷åñêèå îáëàñòè âîçíèêàþò â ñå÷åíèè x = 0 è âû-ïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå w(0) = 0, òàêèå íàãðóçêè íàõîäÿòñÿ ïîôîðìóëàì
Pt =

Mt

L
, P∗ =

M∗

L
, Pk =

Mk

L
.Çäåñü ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè Mt ïðè ó÷åòå âåñàñëåäóåò çàìåíèòü σt íà σt+σ0, ãäå ïðåäâàðèòåëüíîå íàãðóæåíèå σ0îïðåäåëåíî â (1).Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ìîìåíòà Mk äëÿáàëêè èç ñòàëè ìàðêè À40Õ áåç ó÷åòà âåñà (γ1 = 0) è ïðè ó÷åòåâåñà áàëêè.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîòåõíè÷åñêèõ îïîð... 23Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ìîìåíòà Mk áåç ó÷åòà âåñà èïðè ó÷åòå âåñà áàëêè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà d1
d1

γ1, Í/ì3
· 104 1,0 1,1 1,2 1,3

Mk, ÌÏà ì30 1,520 1,592 1,658 1,7187,8 1,518 1,591 1,657 1,717Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåçíà÷èòåëüíîì âëèÿíèè äîïîëíèòåëü-íîãî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, ñâÿçàííîãî ñ âåñîì, òàê êàê ðåçóëüòàòûðàçëè÷àþòñÿ ìåíåå ÷åì íà 0,1 %. Îäíàêî ýòîò âûâîä ñïðàâåäëèâäëÿ áàëêè äëèíîé 10 ì. Ñîâðåìåííûå ãèäðîòåõíè÷åñêèå îïîðíûåñîîðóæåíèÿ ìîãóò äîñòèãàòü äëèíû áîëåå 100 ì, è âëèÿíèå âåñà íàèçãèá òàêèõ îïîð ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî ñóùåñòâåííåå.5. Ðåøåíèå çàäà÷è è îïðåäåëåíèå ïðîãèáà áàëêèÈçãèáàþùèé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë ïðè ó÷åòå âåñà ðàâåí
Mv = P (L− x) + 4wbh(L− x)γ1. (17)Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèå (15) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäå-ëàíî â ðàçäåëå 3. Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãîïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïðîãèáà. Ýòî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ðàçëè÷-íûé âèä äëÿ ðàçíûõ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòûâ çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ íàãðóçêè P . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîíàãðóçêà òàêàÿ, ÷òî â áàëêå ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé ðàçâèòîé ïëàñòè÷-íîñòè ñ äâóìÿ îáëàñòÿìè âáëèçè çàäåëêè. Âûðàçèì â êàæäîé èçíèõ êðèâèçíó:â ñëó÷àå à ïðè x1 6 x 6 L

κ =
M

EI
,



24 Ã. Â. Ïàâèëàéíåíâ ñëó÷àå á ïðè x2 6 x 6 x1

κ =

(

2Mtd1
Mk(d1 + 1)−Md1

)2

· σt − (L − x)γ1
Eh

,â ñëó÷àå â ïðè 0 6 x 6 x2

κ =

(

2d1Mt(1 + d1)
3

Mk(d1 + 1)−Md1

)

1

2

· σt − (L− x)γ1
4Eh

.Äëÿ ó÷åòà ãèäðîñòàòè÷åñêîãî îáæàòèÿ íàäî èñïîëüçîâàòü d3 âìå-ñòî d1, M â âèäå (17) è â âûøåïðèâåäåííûõ óðàâíåíèÿõ çàìåíèòü÷ëåí σt − (L− x)γ1 íà σt − (L− x)γ2. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì(15) è çàïèøåì â îêîí÷àòåëüíîì âèäå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-íèå äëÿ óïðóãîãî ñëó÷àÿ:
d2w

dx2
− 4bwγ2h(L− x)

EI
− P (L− x) − bγ2h

2(L − x)

EI
= 0.Ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèé òàêîãî âèäà íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþôóíê-öèé Ýéðè. Çíà÷åíèÿ ïðîãèáîâ áåç ó÷åòà w è ñ ó÷åòîì âåñà w1 ïðèäåéñòâóþùåé íàãðóçêå Pt äëÿ áàëîê ðàçíîé äëèíû L ïðèâåäåíû âòàáë. 3.Òàáëèöà 3. Âëèÿíèå äëèíû òÿæåëîé áàëêè íà âåëè÷èíó ïðîãèáàíà ñâîáîäíîì êîíöåÏðîãèá, ì

L, ì w w110 1,195 2,00415 2,688 2,73120 4,779 4,957Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàçíèöà ïðîãèáîâ äëÿ áàëêè äëèíîé 20 ìñîñòàâëÿåò 0, 2 ì, ò. å. 1%. Ïîñêîëüêó âûøå áûëî âûÿñíåíî íåçíà÷è-òåëüíîå âëèÿíèå âåñà, òî äàëåå çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü áåç åãîó÷åòà. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ óïðîùàþòñÿ èäîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîòåõíè÷åñêèõ îïîð... 25Çàïèøåì óïðîùåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûåáóäåì ðåøàòü äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ïî x, íà÷èíàÿ ñ îáëàñòè çà-äåëêè, à çàòåì îáúåäèíèì ðåøåíèÿ (¾ñêëåèì¿), èñïîëüçóÿ óñëîâèåãëàäêîñòè è åäèíñòâåííîñòè ïðîãèáà.Ïðè 0 6 x 6 x2 èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
d2w

dx2
=

(

2Mt

Mk(d+ 1)d−1 − P (L− x)

)
1

2

(1 + d)
3

2 · σt
4Eh

.Ïðè x2 6 x 6 x1

d2w

dx2
=

(

2Mt

Mk(d+ 1)d−1 − P (L − x)

)2

· σt
Eh

.Íàêîíåö, äëÿ óïðóãîé âåðõíåé ÷àñòè áàëêè ïðè x1 6 x 6 Lèìååì
d2w

dx2
=
P (L− x)

EI
.Ðàñ÷åòû äëÿ ñòàëè ìàðêè À40Õ áûëè ïðîâåäåíû â ïàêåòå Maple18.0 è ïðèâåäåíû â ðàáîòå [5]. Äëÿ ðàñ÷åòà èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþ-ùèå êîíñòàíòû: γ1 = 7, 8 · 104 Í/ì3, L = 10 ì, h = 0, 1 ì, b = 0, 2 ì,

E = 212 ÃÏà, σt = 760 ÌÏà.Ïðîèëëþñòðèðóåì ðåøåíèå ïåðâîãî èç òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå, ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ íàãðóçîê
P1 = 130000 H è P2 = 150000 H, ïðè÷åì òàêèõ, äëÿ êîòîðûõâ áàëêå îáðàçóþòñÿ äâå ïëàñòè÷åñêèå çîíû. Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíà òà÷àñòü áàëêè, â êîòîðîé èìåþòñÿ ïëàñòè÷åñêèå çîíû. Àíàëèç äåìîí-ñòðèðóåò ðîñò äëèíû ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè â çîíå ðàñòÿæåíèÿ èðîñò ïðîãèáà ñ óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè. Îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàåò-ñÿ êðèâèçíà áàëêè âáëèçè çàäåëêè.Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ò. å. ðåøåíèå âñåõòðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ¾ñêëåéêà¿ ðåøåíèé. Îáëàñòèñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ïëàñòè÷åñêèõ çîí èçîáðàæåíû ðàçëè÷íûìöâåòîì. Ðàñ÷åò ïðîâåäåí äëÿ óêàçàííûõ ðàíåå çíà÷åíèé ñîñðåäî-òî÷åííîé ñèëû P íà ñâîáîäíîì êîíöå áàëêè. Ñðàâíåíèå ãðàôèêîâïîêàçûâàåò óâåëè÷åíèå ïðîãèáà ñ ðîñòîì íàãðóçêè è óäëèíåíèå ïëà-ñòè÷åñêèõ îáëàñòåé.
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Ðèñ. 8. Ïðîãèá áàëêè âáëèçè çàäåëêè.6. Îñíîâíûå âûâîäû è çàêëþ÷åíèÿÏîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò èçó÷èòü íàïðÿæåííî-äåôîðìè-ðîâàííîå ñîñòîÿíèå áàëêè ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû èç ñëîæíîãî ïîôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì âåñà è ãèäðîñòàòè÷å-ñêîãî ïîãðóæåíèÿ â æèäêîñòü.Îöåíêà âëèÿíèÿ âåñà ïîêàçàëà íåçíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå êðè-òè÷åñêîãî ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî øàðíèðà è ïîäêðåïëÿ-þùèé ýôôåêò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ.Îäíîâðåìåííî îñòàåòñÿ íåðåøåííûì âîïðîñ î õàðàêòåðå ðàçâè-òèÿ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé â áàëêå, ïîñêîëüêó íàïðÿæåííî-äåôîð-ìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ çàâèñèò â îáùåì ñëó-÷àå îò ïÿòè ïàðàìåòðîâ � îò ïàðàìåòðà ïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè,âåñà ñàìîé áàëêè, óäåëüíîãî âåñà æèäêîñòè, äëèíû áàëêè è âåëè-÷èíû âíåøíåé íàãðóçêè. Ìåæäó ýòèìè ïàðàìåòðàìè èìåþòñÿ çàâè-ñèìîñòè, êîòîðûå ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîãóòêàðäèíàëüíî èçìåíèòü ñèòóàöèþ, íàïðèìåð, ïëàñòè÷íîñòü ïîÿâèòñÿíå â çîíå ðàñòÿæåíèÿ, à â çîíå ñæàòèÿ. Îòêàç îò ñòåðæíåâîé ìîäåëèñ îäíèì ïðîäîëüíûì íàïðÿæåíèåì äîëæåí áûòü ñëåäóþùèì øàãîì
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Ðèñ. 9. Èçìåíåíèå ïðîãèáà ïî âñåé äëèíå áàëêè.â èññëåäîâàíèè. Ó÷¼ò âñåõ íàïðÿæåíèé äëÿ äëèííûõ áàëîê ìîæåòñóùåñòâåííî èçìåíèòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå áàëêè â ñå÷åíèÿõ ñìàêñèìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíèòü ïîðÿ-äîê ïîÿâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé. Êðîìå òîãî, âîç-íèêàåò âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîé òåîðèè äåôîðìèðîâàíèÿáàëêè â óïðóãîé ÷àñòè, ïîñêîëüêó ïðîãèá áóäåò ñóùåñòâåííî âîç-ðàñòàòü ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû áàëêè è ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîìñîîòíîøåíèè ìåæäó êðèâèçíîé è ïðîãèáîì âáëèçè çàêðåïëåííîãîêîíöà áàëêè äîëæíî áûòü äîïîëíèòåëüíî îáîñíîâàíî.Ëèòåðàòóðà1. Áåêêåð À. Ò. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêëåäîâûõ íàãðóçîê äëÿ îöåíêè íàäåæíîñòè ñîîðóæåíèé êîíòèíåíòàëüíîãîøåëüôà. Âëàäèâîñòîê: Èçä-âî ÄÃÓ, 1998. 453 ñ.
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒßÃÀ×À Ñ ÏÐÈÖÅÏÎÌÑ Ó×ÅÒÎÌ ÑÈË ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈßÀ. Ñ. Ìóðàâüåâ, À. Ñ. ÑìèðíîâÎáñóæäàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì,êîòîðûé øàðíèðíî ïðèñîåäèíåí ê íåìó ïðè ïîìîùè óïðóãîãî ýëåìåí-òà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé Ôåððåðñà äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåìïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìû â ëèíåéíîé ìîäå-ëè ïðè îòñóòñòâèè äèññèïàòèâíûõ ñèë. Â õîäå àíàëèçà äàííîé ìîäåëèñòðîèòñÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè áåçðàç-ìåðíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ó÷åò ñèë âÿçêîãîòðåíèÿ âñëåäñòâèå óñòàíîâêè äåìïôåðà ñíà÷àëà â øàðíèðíîì ñî÷ëåíå-íèè, à çàòåì è ïàðàëëåëüíî óïðóãîìó ýëåìåíòó. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâà-íèÿ äèññèïàòèâíûõ ìîäåëåé ñòðîèòñÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â êàæäîìèç ñëó÷àåâ. Íà îñíîâàíèè ýòîãî àíàëèçà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îáëàñòüóñòîé÷èâîñòè â äâóõ èçó÷åííûõ ìîäåëÿõ èìååò ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷-íûé êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð è ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò àíàëî-ãè÷íîé îáëàñòè, ïîñòðîåííîé ïðè îòñóòñòâèè âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.1. ÂâåäåíèåÄâèæåíèå òÿãà÷à ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïðèöåïàìè ÿâëÿåòñÿîäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷ íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè, â êîòî-ðîé îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿåòñÿ òàêîé âîïðîñ, êàê óñòîé÷èâîñòü äâèæå-íèÿ. Òàê, â [1] èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ àâòîïîåçäà, ãäå â òîì÷èñëå çàòðàãèâàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íàóñòîé÷èâîñòü è ðåøàåòñÿ ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ ïîñòà-íîâêàõ. Â [2] àíàëèçèðóåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè øàðíèðíîé öåïî÷-êè òåëåæåê, ñëåäóþùèõ çà òÿãà÷îì, êîòîðûé ñîâåðøàåò íåêîòîðîåïðåäïèñàííîå äâèæåíèå. Â [3,4] îáñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâî-ñòè äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì ïðè íàëè÷èè óïðóãîãî ñöåïëåíèÿïðèöåïà ñ òÿãà÷îì. Â [5] ýòà çàäà÷à ðàçâèâàåòñÿ, à èìåííî îáëàñòüóñòîé÷èâîñòè ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîäîáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì êà÷åñòâåí-íûì õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì âî ìíîãèõ ïîäîáíûõ çàäà÷àõíåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè, èìåþùèõñÿ â ó÷åáíîé è íàó÷íîé ëèòåðà-òóðå, íå ïðîèçâîäèòñÿ ó÷åò äèññèïàòèâíûõ ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ, êî-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 6 îêòÿáðÿ 2020 ã.c© À. Ñ. Ìóðàâüåâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, 2020



30 À. Ñ. Ìóðàâüåâ, À. Ñ. Ñìèðíîâòîðûå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàõ ñèñòåìû è ñó-ùåñòâåííî âëèÿòü íà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïî-ñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýòèõ ýôôåêòîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò êàêòåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.2. Òÿãà÷ ñ ïðèöåïîì ïðè îòñóòñòâèè ñèë òðåíèÿÐàññìîòðèì óïðîùåííóþ ìîäåëü ïðèöåïà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿ-åò òâåðäîå òåëî ìàññîé m ñ öåíòðîì òÿæåñòè â òî÷êå C (ðèñ. 1).Îáîçíà÷èì çà J ìîìåíò èíåðöèè ïðèöåïà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõî-äÿùåé ÷åðåç òî÷êó C è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèöåï øàðíèðíî ïðèñîåäèíåí ê òÿãà÷ó, êîòîðûéäâèæåòñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíîñî ñêîðîñòüþ v, è, êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ïðóæèíû ñ êîýôôèöè-åíòîì æåñòêîñòè c ó÷èòûâàåòñÿ ïîäàòëèâîå ñöåïëåíèå ïðèöåïà ñòÿãà÷îì, îáóñëîâëåííîå óïðóãîñòüþ ïíåâìàòèêà àâòîìîáèëÿ. Îáî-çíà÷èì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî òî÷êè êðåïëåíèÿ çà a, à îò îñèêîëåñ äî ýòîé òî÷êè � çà b.

Ðèñ. 1. Ìîäåëü òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì.



Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì ñ ó÷åòîì ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ 31ßñíî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò ââåñòè äâåîáîáùåííûå êîîðäèíàòû, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ïðèìåì áîêîâîå ñìå-ùåíèå òî÷êè êðåïëåíèÿ ïðèöåïà x è óãîë îòêëîíåíèÿ ïðèöåïà ϕ.Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî êîëåñà ïðèöåïà íå èìåþò áîêîâîãî ïðî-ñêàëüçûâàíèÿ, à ïîòîìó èìååò ìåñòî óñëîâèå ñâÿçè
σ · vO = σxẋO + σy ẏO = 0, (1)ãäå σ = σxi+σyj � åäèíè÷íûé îðò êîëåñíîé ïàðû, à vO = ẋOi+ ẏOj� ñêîðîñòü òî÷êè O íà îñè ýòîé ïàðû, ïðè÷åì
σx = cosϕ, σy = sinϕ,

xO = x+ b sinϕ, yO = vt− b cosϕ,

ẋO = ẋ+ b cosϕϕ̇, ẏO = v + b sinϕϕ̇.

(2)Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (2) â ñîîòíîøåíèå(1) ïîëó÷àåì óñëîâèå íåãîëîíîìíîé ñâÿçè â âèäå
bϕ̇+ ẋ cosϕ+ v sinϕ = qϕϕ̇+ qxẋ+ q = 0, (3)ãäå êîýôôèöèåíòû ñâÿçè áóäóò

qϕ = b, qx = cosϕ, q = v sinϕ. (4)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû âîñïîëüçóåìñÿ èç-âåñòíûìè óðàâíåíèÿìè Ôåððåðñà äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì, êîòî-ðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âèäîèçìåíåííûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòî-ðîãî ðîäà [6]:
d

dt

∂T

∂ϕ̇
− ∂T

∂ϕ
= −∂Π

∂ϕ
+ λqϕ,

d

dt

∂T

∂ẋ
− ∂T

∂x
= −∂Π

∂x
+ λqx, (5)ãäå λ � íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè ñëåäóåò çàïèñàòü êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ïðèöåïà èîòâå÷àþùèå èì ñêîðîñòè:

xC = x+ a sinϕ, yC = vt− a cosϕ,

ẋC = ẋ+ a cosϕϕ̇, ẏC = v + a sinϕϕ̇.



32 À. Ñ. Ìóðàâüåâ, À. Ñ. ÑìèðíîâÏîýòîìó êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ñèñòåìû áóäóòèìåòü âèä:
T =

1

2
mv2C +

1

2
Jϕ̇2 =

=
1

2
m
[

ẋ2 + v2 + (a2 + r2)ϕ̇2 + 2aϕ̇(ẋ cosϕ+ v sinϕ)
]

, Π =
1

2
cx2,(6)ãäå r � ðàäèóñ èíåðöèè ïðèöåïà, ÷åðåç êîòîðûé ìîìåíò èíåðöèèáóäåò âûðàæàòüñÿ êàê J = mr2. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (4) è (6) âóðàâíåíèÿ (5), ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ







m
[

(a2 + r2)ϕ̈+ aẍ cosϕ
]

= λb,

m
(

ẍ+ aϕ̈ cosϕ− aϕ̇2 sinϕ
)

= −cx+ λ cosϕ.
(7)èç êîòîðûõ îñòàåòñÿ èñêëþ÷èòü ìíîæèòåëü λ. Îãðàíè÷èâàÿñü äà-ëåå èçó÷åíèåì ëèøü ìàëûõ îòêëîíåíèé ñèñòåìû, ò. å. ïîëàãàÿ ϕ è xìàëûìè âåëè÷èíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè è ïðèíèìàÿ âî âíè-ìàíèå, ÷òî λ ïðè ýòîì òàêæå áóäåò èìåòü ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè,ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ (7) è ïðèäåì ê óïðîùåííûì óðàâíåíèÿì







m
[

(a2 + r2)ϕ̈+ aẍ
]

= λb,

m (ẍ+ aϕ̈) = −cx+ λ.
(8)Èñêëþ÷àÿ îòñþäà âåëè÷èíó λ è îáúåäèíÿÿ ïîëó÷èâøååñÿ ïðè ýòîìóðàâíåíèå ñ ïðåäâàðèòåëüíî ëèíåàðèçîâàííûì óñëîâèåì ñâÿçè (3),ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó







m
[

r2 − a(b− a)
]

ϕ̈−m(b − a)ẍ− cbx = 0,

bϕ̇+ vϕ+ ẋ = 0.Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì, è îí èìååòâèä:
m
[

r2 + (b− a)2
]

p3 +m(b− a)vp2 + cb2p+ cbv = 0. (9)Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò òðåòèéïîðÿäîê, ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà èìååò ïîëòîðû ñòåïåíè ñâîáîäû [7].



Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì ñ ó÷åòîì ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ 33Åñëè ãîâîðèòü áîëåå äåòàëüíî, òî ñèñòåìà îáëàäàåò îäíîé äèíàìè-÷åñêîé è îäíîé êèíåìàòè÷åñêîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ýòî ïðîèñõîäèòââèäó òîãî, ÷òî èìååò ìåñòî íåãîëîíîìíàÿ ñâÿçü (3).Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (9), ïðåîáðàçóåì åãî ê áåçðàçìåðíîìóâèäó, óäîáíîìó äëÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåìñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
δ =

a

b
, ρ =

r

b
, k =

√

c

m
, γ =

v

bk
, λ =

p

k
. (10)Ïîÿñíèì èõ ôèçè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: δ � áåçðàçìåðíîåðàññòîÿíèå îò øàðíèðà äî öåíòðà ìàññ ïðèöåïà, ρ � áåçðàçìåðíûéðàäèóñ èíåðöèè ïðèöåïà, k � ÷àñòîòà êîëåáàíèé ãðóçà ìàññîé míà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ c, γ � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿòÿãà÷à, à λ � áåçðàçìåðíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû b, m, c (çíà÷èò, è k) ÿâëÿþòñÿçàäàííûìè, à èçìåíÿòü ìîæíî ïàðàìåòðû a, r è v. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî èìåþòñÿ òðè áåçðàçìåðíûõ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðà � δ, ρ è γ.Ïåðåïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå (9) ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ(10) â êîìïàêòíîé ôîðìå:

[

ρ2 + (1− δ)2
]

λ3 + γ(1− δ)λ2 + λ+ γ = 0. (11)Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó óðàâíåíèþ êðèòåðèé Ëüåíàðà�Øèïàðà [8], ïî-ëó÷èì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:
γ > 0, δ < 1, ρ <

√

δ(1 − δ). (12)Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ óñëîâèé ÿñåí: äîëæíà èìåòü ìåñòî ñòà-òè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü (ò. å. äâèæåíèå òÿãà÷à â óêàçàííóþ íà ðèñ. 1ñòîðîíó, à íå â ïðîòèâîïîëîæíóþ åé), öåíòð ìàññ ïðèöåïà äîëæåííàõîäèòüñÿ ìåæäó òî÷êîé åãî êðåïëåíèÿ è îñüþ ïðèöåïà, è, íàêî-íåö, ðàäèóñ èíåðöèè ïðèöåïà íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì áîëüøèì (àèìåííî îí äîëæåí áûòü ìåíüøå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî çíà÷åíèé
a è b− a). Ïîñëåäíåå èç óñëîâèé (12) íå çàâèñèò îò γ. Èç ýòîãî âû-òåêàåò, ÷òî â äàííîé ïîñòàíîâêå äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè âàæåíëèøü ñàì ôàêò íàëè÷èÿ ñòåïåíè ñâîáîäû ïî x, íî íå åå êîíêðåòíûåõàðàêòåðèñòèêè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âåñüìà



34 À. Ñ. Ìóðàâüåâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ.Ïîñëåäíåå èç íåðàâåíñòâ (12) è îïðåäåëÿåò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íàïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (δ, ρ), ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òîìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ρmax = 1/2 íà ãðàíèöå îáëàñòèóñòîé÷èâîñòè îòâå÷àåò çíà÷åíèþ δ = 1/2.

Ðèñ. 2. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè îòâå÷àåò òîìóñëó÷àþ, êîãäà íå ïðîèçâîäèòñÿ ó÷åò äèññèïàòèâíûõ ñèë, êîòîðûåïðèñóòñòâóþò â ëþáîé ðåàëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå è, êðîìåòîãî, ìîãóò ñïåöèàëüíî ââîäèòüñÿ ïðè ïîìîùè äåìïôåðîâ. Ïîýòî-ìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è íåîáõîäèìîñòü âûÿâèòü èõ âëèÿíèå íàóñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì. Ðàññìîòðèì äàëåå äâàñëó÷àÿ äåéñòâèÿ ñèë âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.3. Òÿãà÷ ñ ïðèöåïîì ïðè íàëè÷èè äåìïôåðà,óñòàíîâëåííîãî â øàðíèðåÏðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ñèñòåìà èñïûòûâàåò øàðíèðíîå âÿç-êîå òðåíèå ñ äèññèïàòèâíûì êîýôôèöèåíòîì β. Äëÿ åãî ó÷åòà âóðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñëåäóåò äîáàâèòü ñëàãàåìîå −βϕ̇ â ïðàâóþ



Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì ñ ó÷åòîì ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ 35÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Ôåððåðñà (5), à çíà÷èò, è â ïðàâóþ ÷àñòüïåðâîãî èç óðàâíåíèé (7) è (8). Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü ñèñòåìó






m
[

r2 − a(b− a)
]

ϕ̈+ βϕ̇−m(b− a)ẍ− cbx = 0,

bϕ̇+ vϕ+ ẋ = 0.Çàïèñûâàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû è ñðàçó ïðè-âîäÿ åãî ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ (10), ïîëó-÷èì
[

ρ2 + (1− δ)2
]

λ3 + [γ(1− δ) + ν]λ2 + λ+ γ = 0, (13)ãäå òàêæå ââåäåí áåçðàçìåðíûé äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò ïîôîðìóëå ν = β/(mb2k). Âèäíî, ÷òî èç âñåõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-íåíèÿ (13) ïî ñðàâíåíèþ ñ (11) èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ëèøü îäèí �ïðè êâàäðàòè÷íîì ñëàãàåìîì. Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (13) êðèòå-ðèé Ëüåíàðà�Øèïàðà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
δ < 1 +

ν

γ
, γ > 0, ρ <

√

δ(1 − δ) +
ν

γ
. (14)Âèäíî, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ïàðàìåòðû ν è γ, õàðàêòåðèçóþ-ùèå ñîîòâåòñòâåííî äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû è ñêîðîñòüäâèæåíèÿ òÿãà÷à, âõîäÿò â óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â âèäå åäèíîãîêîìïëåêñà η = ν/γ = β/(mvb), êîòîðûé áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü îä-íîâðåìåííî è òå è äðóãèå ñâîéñòâà. Óñòàíîâèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿïîñëåäíåãî èç íåðàâåíñòâ (14), ò. å. âûÿñíèì, êîãäà ïîäêîðåííîå âû-ðàæåíèå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè

δ2 − δ − η < 0. (15)ßñíî, ÷òî ìåíüøèé êîðåíü ýòîãî êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà îò-ðèöàòåëåí è íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ò. ê. èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñî-îáðàæåíèé δ > 0. ×òî æå êàñàåòñÿ áîëüøåãî åãî êîðíÿ, òî ìîæíîâèäåòü, ÷òî ïðè δ = 1 ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (15) îòðèöàòåëüíà,òîãäà êàê ïðè δ = 1 + η îíà ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó èñêîìûé êî-ðåíü δ∗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 < δ∗ < 1+η, à åãî òî÷íîå çíà÷åíèåñîãëàñíî (15) íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
δ∗ =

1

2

(

1 +
√

1 + 4η
)

. (16)



36 À. Ñ. Ìóðàâüåâ, À. Ñ. ÑìèðíîâÒàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøüâ äèàïàçîíå 0 < δ < δ∗, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áîëåå óçêèì, ÷åì ïåðâîåíåðàâåíñòâî (14). Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè äèññèïà-òèâíûõ ñèë óñòîé÷èâî äâèãàòüñÿ ìîæåò è ïðèöåï, ó êîòîðîãî öåíòðìàññ íàõîäèòñÿ îò òî÷êè êðåïëåíèÿ äàëüøå, ÷åì îñü êîëåñíîé ïàðû,ïîñêîëüêó δ∗ > 1.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòèíà ïëîñêîñòè (δ, ρ) ïî ôîðìóëå ρ =
√

δ(1− δ) + η ïðè 0 < δ < δ∗.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ρmax =
√

1/4 + η íà ýòîéãðàíèöå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå δ = 1/2, êàê ýòî áûëî è ïðè îòñóòñòâèèäèññèïàòèâíûõ ñèë. Çíà÷åíèÿ æå â òî÷êàõ δ = 0 è δ = 1 îäèíàêîâûè ðàâíû √
η. Ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèÿõ ïàðàìåòðà η ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3, à ñàìà ýòà îáëàñòüáóäåò ðàñïîëîæåíà íèæå óêàçàííûõ ãðàíèö. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷å-íèåì ïàðàìåòðà η = ν/γ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ðàñøèðÿåòñÿ, ÷òîìîæåò áûòü äîñòèãíóòî êàê óâåëè÷åíèåì ν (ò. å. ïóòåì ïîâûøåíèÿäèññèïàòèâíîãî êîýôôèöèåíòà), òàê è óìåíüøåíèåì γ (ò. å. ïóòåìïîíèæåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òÿãà÷à), òàê ÷òî çäåñü ïàðàìåòð γóæå èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Ðèñ. 3. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè äåìïôåðà, óñòàíîâëåí-íîãî â øàðíèðå.



Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì ñ ó÷åòîì ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ 374. Òÿãà÷ ñ ïðèöåïîì ïðè íàëè÷èè äåìïôåðà,óñòàíîâëåííîãî ïàðàëëåëüíî ïðóæèíåÏðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äåìïôåð âÿçêîãî òðåíèÿ óñòàíîâëåííå â øàðíèðå, à ïàðàëëåëüíî ïðóæèíå, ïðè÷åì äèññèïàòèâíûé êî-ýôôèöèåíò îáîçíà÷èì çà B. Äëÿ åãî ó÷åòà â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿñëåäóåò äîáàâèòü ñëàãàåìîå −Bẋ â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíå-íèÿ Ôåððåðñà (5), à çíà÷èò, è â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî èç óðàâíåíèé(7) è (8). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó






m
[

r2 − a(b− a)
]

ϕ̈−m(b− a)ẍ−Bbẋ− cbx = 0,

bϕ̇+ vϕ+ ẋ = 0.Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ýòîé ñèñòåìû â áåçðàçìåðíîé ôîð-ìå áóäåò èìåòü âèä:
[

ρ2 + (1− δ)2
]

λ3 + [γ(1− δ) + ν]λ2 + (1 + νγ)λ+ γ = 0, (17)ãäå ââåäåí áåçðàçìåðíûé äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò ïî ôîðìóëå
ν = B/(mk). Âèäíî, ÷òî çäåñü óæå äâà êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ(17) îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (11), àèìåííî ïðè êâàäðàòè÷íîì è ïðè ëèíåéíîì ñëàãàåìîì. Ïîýòîìó âäàííîì ñëó÷àå âÿçêîå òðåíèå áóäåò îêàçûâàòü èíîå âëèÿíèå íà õà-ðàêòåð îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì,ïðèìåíèì êðèòåðèé Ëüåíàðà�Øèïàðà ê óðàâíåíèþ (17) è ïîëó÷èì

δ < 1 +
ν

γ
, γ > 0, ρ <

√

(δ + νγ)(1− δ) + ν2 +
ν

γ
. (18)Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå (18) îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíîñëîæíåå, ÷åì àíàëîãè÷íîå óñëîâèå â (14). Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âîòëè÷èå îò ñëó÷àÿ âÿçêîãî òðåíèÿ â øàðíèðå çäåñü ïîñëåäíåå óñëî-âèå óñòîé÷èâîñòè çàâèñèò êàê îò ν, òàê è îò γ â îòäåëüíîñòè, àíå òîëüêî îò èõ îòíîøåíèÿ η = ν/γ = Bb/(mv), ÷òî ñóùåñòâåííîóñëîæíÿåò äàëüíåéøèé àíàëèç. Âûÿñíèì òåïåðü, êîãäà ïîäêîðåí-íîå âûðàæåíèå â ïîñëåäíåì óñëîâèè (18) áóäåò ïîëîæèòåëüíûì,ò. å. ðåøèì êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî

δ2 − (1− νγ)δ −
(

ν2 + νγ +
ν

γ

)

< 0. (19)



38 À. Ñ. Ìóðàâüåâ, À. Ñ. ÑìèðíîâÂèäíî, ÷òî ïðè δ = 1 ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà îòðèöàòåëüíà,òîãäà êàê ïðè δ = 1 + η îíà ïîëîæèòåëüíà, ò. å. îïÿòü æå áîëüøèéêîðåíü íåðàâåíñòâà δ∗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 < δ∗ < 1 + η, à åãîòî÷íîå çíà÷åíèå ñîãëàñíî (19) òåïåðü òàêîâî:
δ∗ =

1

2

[

1− νγ +

√

(1 + νγ)

(

1 + νγ + 4
ν

γ

)

]

. (20)Ïîýòîìó è â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òîóñòîé÷èâîñòü ìîæåò èìåòü ìåñòî è ïðè ðàñïîëîæåíèè öåíòðà ìàññïðèöåïà çà îñüþ êîëåñíîé ïàðû, õîòÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà
0 < δ < δ∗ çäåñü óæå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (20), êîòîðàÿîêàçûâàåòñÿ íàìíîãî áîëåå ñëîæíîé, ÷åì (16).Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê àíàëèçó ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, çàäà-âàåìîé ôîðìóëîé ρ =

√

(δ + νγ)(1− δ) + ν2 + ν/γ ïðè 0 < δ < δ∗,íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà ýòîé ãðàíèöåîêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ρmax =
√

(1 + νγ) [γ(1 + νγ) + 4ν] /(4γ) è äî-ñòèãàåòñÿ ïðè δ = (1 − νγ)/2, êîòîðîå âñåãäà ìåíüøå 1/2. ßñíî,÷òî ýòà òî÷êà ïîïàäàåò â èíòåðâàë 0 < δ < δ∗ ëèøü â òîì ñëó÷àå,êîãäà νγ < 1, ò. å. ïðè γ < 1/ν, êîãäà γ îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî.Ïîýòîìó ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè äèññèïàòèâíîãî êîýôôèöèåíòà νè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè γ òî÷-êà ýêñòðåìóìà âûõîäèò çà ïðåäåëû äèàïàçîíà 0 < δ < δ∗ è êðèâàÿ,îòâå÷àþùàÿ ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ñòàíîâèòñÿ óáûâàþùåéíà âñåì ýòîì ïðîìåæóòêå. Èíòåðåñíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ïðè δ = 0íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè èìååì ρ =
√

ν2 + ν(γ + 1/γ), îòêóäà âû-òåêàåò, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ν íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîãîâûðàæåíèÿ áóäåò äîñòèãàòüñÿ, î÷åâèäíî, ïðè γ = 1, ÷òî âëå÷åò çàñîáîé íàèáîëåå óçêóþ çîíó óñòîé÷èâîñòè ïðè çíà÷åíèÿõ δ, áëèçêèõê íóëþ. Íà ðèñ. 4 è 5 ïðåäñòàâëåíû ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâî-ñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ν è γ, ïðè÷åì â ïåðâîìñëó÷àå ôèêñèðóåòñÿ γ = 1, à ν âàðüèðóåòñÿ, à âî âòîðîì, íàîáîðîò,ôèêñèðóåòñÿ ν = 1/2, à âàðüèðóåòñÿ γ. Ïî íèì ìîæíî îò÷åòëèâîïðîñëåäèòü âñå óïîìÿíóòûå âûøå ýôôåêòû. Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòüóñòîé÷èâîñòè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ òàêæå ðàñïîëîæå-íà íèæå ïîñòðîåííîé ãðàíèöû.



Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöåïîì ñ ó÷åòîì ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ 39

Ðèñ. 4. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè äåìïôåðà, óñòàíîâëåí-íîãî ïàðàëëåëüíî ïðóæèíå (γ ôèêñèðîâàíî, ν âàðüèðóåòñÿ).

Ðèñ. 5. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè äåìïôåðà, óñòàíîâëåí-íîãî ïàðàëëåëüíî ïðóæèíå (ν ôèêñèðîâàíî, γ âàðüèðóåòñÿ).



40 À. Ñ. Ìóðàâüåâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ5. Çàêëþ÷åíèåÏðîâåäåííûé àíàëèç îò÷åòëèâî äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ââåäåíèå âñèñòåìó äèññèïàòèâíûõ ñèë ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà îáëàñòü óñòîé-÷èâîñòè, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü íà ïðàêòèêå. Ïðèýòîì ïîêàçàíî, ÷òî âÿçêîå òðåíèå â êàæäîì èç ðàññìîòðåííûõ ñëó-÷àåâ óñòàíîâêè äåìïôåðà ïî-ðàçíîìó îòðàæàåòñÿ íà õàðàêòåðå ãðà-íèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, è ýòî íàãëÿäíî ïîäòâåðæäàåòñÿ ãðà-ôè÷åñêèìè èëëþñòðàöèÿìè. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàññìîòðåííîéçàäà÷è ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ óñòàíîâëåíèåì ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû âëèíåéíîé ìîäåëè è ðàçäåëåíèåì îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íà ïîäîáëà-ñòè ñ ðàçëè÷íûì êà÷åñòâåííûì õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ, à òàêæå âñîâìåñòíîì ó÷åòå äèññèïàòèâíûõ ñèë.Ëèòåðàòóðà1. Çàêèí ß. Õ. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ àâòîïîåçäà. Ì.: Òðàíñïîðò,1967. 255 ñ.2. Ñìèðíîâ À. Ñ., Ñìîëüíèêîâ Á. À., Ëåîíòüåâ Â. À. Ïðèíöèïû íåãîëî-íîìíîé ìåõàíèêè â óïðàâëåíèè äâèæåíèåì ãðóïïû òðàíñïîðòíûõ ðîáî-òîâ // Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå âåäîìîñòè ÑÏáÏÓ. Èíôîðìàòèêà. Òåëåêîì-ìóíèêàöèè. Óïðàâëåíèå. 2017. �3. Ñ. 83�91.3. Öèãëåð Ã. Îñíîâû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèé. Ì.: Ìèð, 1971.192 ñ.4. Ìåðêèí Ä. Ð., Áàóýð Ñ. Ì., Ñìîëüíèêîâ Á. À., Ñìèðíîâ À. Ë. Òåîðèÿóñòîé÷èâîñòè â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ. Ì.; Èæåâñê: ÐÕÄ, 2007. 208 ñ.5. Ìóðàâüåâ À. Ñ., Ñìèðíîâ À. Ñ. Äèíàìèêà è óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿòÿãà÷à ñ ïðèöåïîì // Íåäåëÿ íàóêè ÑÏáÏÓ. ÈÏÌÌ, 2019. Ñ. 92�95.6. Ìåðêèí Ä. Ð., Ñìîëüíèêîâ Á. À. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è äèíàìèêè òâåðäîãîòåëà. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏáÃÓ, 2003. 534 ñ.7. Ïàíîâêî ß. Ã., Ãóáàíîâà È. È.Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ óïðóãèõ ñèñòåì.Ì.: Íàóêà, 1987. 352 ñ.8. Òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. ×. I. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì àâ-òîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ / Ïîä ðåä. À. À. Âîðîíîâà. 2-å èçä., ïåðåðàá.è äîï. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1986. 367 ñ.



ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎËÎÆÅÍÈÉ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈßÏËÀÂÀÞÙÅÉ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÉ ÁÀÐÆÈÂ ÓÑËÎÂÈßÕ ÏËÎÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÌ. Ê. Ñêàëèíà, À. Ñ. ÑìèðíîâÎáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïëàâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè èëè ïîíòîíàâ ìîðå. Ýòà ñèñòåìà ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè äëèííîãî áðóñà ïðÿìî-óãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü. Îáñóæäàåò-ñÿ âîïðîñ î êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èõ÷èñëî ñâåäåíî ê îäíîìó, è â êà÷åñòâå îáîáùåííîé êîîðäèíàòû ïðèíèìà-åòñÿ óãîë ïîâîðîòà áðóñà. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü âîòäåëüíîñòè ñëó÷àè îäíî-, äâóõ- è òðåõâåðøèííîãî ïîãðóæåíèÿ áðóñà,îáëàäàþùèå êà÷åñòâåííûìè ðàçëè÷èÿìè. Ïðîâîäèòñÿ ãëîáàëüíûé àíà-ëèç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé ñèñòåìû è àíàëèçèðóåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü.Â ðåçóëüòàòå âûÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ îò äâóõêëþ÷åâûõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è � îòíîøåíèÿ ñòîðîí áðóñàè îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé áðóñà è æèäêîñòè. Ïîìèìî ýòîãî, ñòðîÿòñÿ èàíàëèçèðóþòñÿ êðèâûå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþ-ùèå ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ ãðàôè÷åñêèåèëëþñòðàöèè áðóñà â äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèÿõ.1. ÂâåäåíèåÎñíîâû ñòàòèêè êîðàáëÿ áûëè çàëîæåíû èçâåñòíûì äðåâíåãðå-÷åñêèì ó÷åíûì Àðõèìåäîì åùå â III â. äî í. ý., ïîñëå ÷åãî ïî÷òèäâàäöàòü ñòîëåòèé ýòà èíòåðåñíåéøàÿ îáëàñòü ìåõàíèêè îñòàâàëàñüïðàêòè÷åñêè íåçàìå÷åííîé. Áîëüøîé òîë÷îê â ðàçâèòèè ó÷åíèÿ îáóñòîé÷èâîñòè ïëàâàíèÿ ïðîèçîøåë ëèøü â XVIII â. áëàãîäàðÿ ôóí-äàìåíòàëüíûì òðóäàì âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî Ë. Ýéëåðà, à çàòåì èðàáîòàì åãî ìíîãî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé.Äàííàÿ îáëàñòü ìåõàíèêè èìååò íåïîñðåäñòâåííîå ïðàêòè÷åñêîåçíà÷åíèå, ò. ê. ïëàâàþùèå òåëà ïðåäñòàâëÿþò øèðî÷àéøèé ñïåêòðñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ âîäíûõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ, ïîðòîâûõ ñî-îðóæåíèé è ïîäâîäíûõ êîíñòðóêöèé, èñïîëüçóåìûõ â ðàçëè÷íûõöåëÿõ è ñèòóàöèÿõ. Åñòåñòâåííî, ÷òî âñå ýòè îáúåêòû òðåáóþò èòùàòåëüíîãî ñòàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, ãàðàíòèðóþùåãî èõ óñòîé-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 24 íîÿáðÿ 2020 ã.c© Ì. Ê. Ñêàëèíà, À. Ñ. Ñìèðíîâ, 2020



42 Ì. Ê. Ñêàëèíà, À. Ñ. Ñìèðíîâ÷èâîñòü âî ìíîãèõ ðåæèìàõ ýêñïëóàòàöèè, à òàêæå ïðè ïëàâíîìèçìåíåíèè èõ ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Èìåííî ýòè èçìåíåíèÿíåðåäêî ïðèâîäÿò ê íåîæèäàííîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè âîäíîãî îáú-åêòà ñ ïîñëåäóþùèì åãî îïðîêèäûâàíèåì èëè ïåðåâîðîòîì íà áîê[1]. Èñòîðèÿ ñóäîñòðîåíèÿ è ñóäîâîæäåíèÿ çíàåò íåìàëî ïðèìåðîâïîäîáíûõ êîëëèçèé, àíàëèç êîòîðûõ ïðèâåë ê ïîÿâëåíèþ íîâîé âåò-âè ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè è ôèçèêè � òåîðèè êàòàñòðîô [2].Ê ñîæàëåíèþ, â ñîâðåìåííûõ ó÷åáíûõ ðóêîâîäñòâàõ ïî ìåõàíè-êå òâåðäûõ òåë è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè âîïðîñàì ãèäðîñòàòè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè ïëàâàþùèõ òåë óäåëåíî êðàéíå ìàëîå âíèìàíèå, õîòÿìíîãèå çàäà÷è íå òîëüêî îêàçûâàþòñÿ èíòåðåñíûìè â ïðàêòè÷åñêîìèçëîæåíèè, íî è ñîäåðæàò ïîó÷èòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííî-ñòè [3]. Ýòè îñîáåííîñòè ñâÿçàíû â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ãëîáàëèçàöè-åé çàäà÷è, ãäå òðåáóåòñÿ íå òîëüêî îãðàíè÷èòüñÿ ÿâíî ðàâíîâåñíû-ìè ñîñòîÿíèÿìè, íî è çàíÿòüñÿ ïîëíûì èññëåäîâàíèåì ïðîèçâîëüíîîðèåíòèðîâàííîãî òåëà, ò. å. îïðåäåëèòü âñå âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû è èññëåäîâàòü èõ óñòîé÷èâîñòü. Íåñìîòðÿ íàìàëî÷èñëåííîñòü òàêèõ çàäà÷, îíè äåìîíñòðèðóþò òðóäíîñòè òàêîéãëîáàëèçàöèè, äàæå åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïëîñêèå âàðèàí-òû. Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî íà ïðèìåðå çàäà÷è î ãëîáàëüíîì àíàëèçåáðóñà êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ [4].Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ñòàòüå àâòîðû ðàññìàòðèâàþò îäíó èç íàè-áîëåå íàãëÿäíûõ çàäà÷ íà óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ � çàäà÷ó ïëà-âàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè â ìîðå � è ïðîâîäÿò ïîëíûé àíàëèç ååðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé è èõ óñòîé÷èâîñòè. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à áûëàðàññìîòðåíà À. Ï. Ôàí-äåð-Ôëèòîì â ðàáîòàõ [5, 6], â êîòîðûõ áûëèâû÷èñëåíû íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ïëàâàþùåãî ïðÿìîóãîëüíî-ãî ïîíòîíà ïðè åãî íàêëîíåíèè è èññëåäîâàíû ïðîñòåéøèå âîïðîñûóñòîé÷èâîñòè ýòîãî ïîíòîíà.2. Îáùèå ïîëîæåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçàïëàâàþùåãî áðóñàÁóäåì ìîäåëèðîâàòü áàðæó â ìîðå äëèííûì áðóñîì ïðÿìîóãîëü-íîãî ñå÷åíèÿ ðàçìåðàìè 2a× 2b è ïëîòíîñòüþ ρb (ìàññà íà åäèíèöóïëîùàäè), ïîãðóæåííûì â æèäêîñòü ñ ïëîòíîñòüþ ρl [7].
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Ðèñ. 1. Ïëàâàþùèé áðóñ â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè.ßñíî, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàìêàìè ïëîñ-êîé çàäà÷è (ðèñ. 1), â êîòîðîé áðóñ èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû:ñìåùåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, à òàê-æå ïîâîðîò ñå÷åíèÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè [8]. Ïðè ýòîì ãîðè-çîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà â ñòàòè÷åñêîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîéè íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè, ïîýòîìó îíà ìîæåò áûòü îòáðîøåíà. ×òîæå êàñàåòñÿ âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû, òî îíà òàêæå ìîæåò áûòüèñêëþ÷åíà, åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàâíîîáúåìíûå íàêëîíåíèÿïî óãëó ïîâîðîòà [9], ò. å. òàêèå íàêëîíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ âûòåñíåí-íûé îáúåì æèäêîñòè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì è ðàâíûì îáúåìó â ïî-ëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ áðóñà [10]. Ýòîò ïðèåì øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âçàäà÷àõ ñòàòèêè ïëàâàþùèõ òåë [11], è îí îñíîâàí íà òîì ôàêòå, ÷òîäëÿ âûïóêëîãî ïëàâàþùåãî òåëà âñåãäà èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòüïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çà-äà÷à èìååò ëèøü îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû � óãîë íàêëîíà ϕ.Òðàêòóÿ æèäêîñòü êàê ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ãèäðîñòàòè÷åñêèõñèë, íå èìåþùåå ñîáñòâåííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, ìîæíî çàêëþ÷èòü,÷òî áðóñ èñïûòûâàåò äåéñòâèå äâóõ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë � ñèëûòÿæåñòè è ñèëû Àðõèìåäà. Èõ ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè åñòü ñîîò-âåòñòâåííî Πb = Pbyb è Πl = −Plyl, ãäå Pb è Pl � âåñ áðóñà è âû-òåñíåííîé æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî, à yb è yl � êîîðäèíàòû öåíòðàòÿæåñòè áðóñà è öåíòðà òÿæåñòè âûòåñíåííîãî îáúåìà, êîòîðûå ìûáóäåì îòñ÷èòûâàòü îò âàòåðëèíèè. ßñíî, ÷òî â ïîëîæåíèè ðàâíî-âåñèÿ Pl = Pb. Ïðè íàêëîíåíèÿõ Pl = ρlgSl = const â ñèëó óñëîâèÿðàâíîîáúåìíîñòè Sl = const, ãäå â ðàìêàõ ïëîñêîé çàäà÷è Sl � ïëî-ùàäü âûòåñíåííîé æèäêîñòè, òàê ÷òî ðàâåíñòâî Pl = Pb âûïîëíÿåò-



44 Ì. Ê. Ñêàëèíà, À. Ñ. Ñìèðíîâñÿ äëÿ ëþáîãî ϕ. Òîãäà èç óñëîâèÿ ρlgSl = ρbgSb, ãäå Sb � ïëîùàäüñå÷åíèÿ áðóñà, èìååì Sl = 4abρ, ãäå ρ = ρb/ρl � áåçðàçìåðíàÿ ïëîò-íîñòü, ïðè÷åì èç óñëîâèÿ ïëàâàíèÿ ρ < 1. Ïîëàãàÿ Pl = Pb = P ,ïîëó÷èì ñóììàðíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ [12]
Π = P (yb − yl), (1)êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû ϕ, è âîïðîñ î ðàâíîâåñíûõïîëîæåíèÿõ è óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ ïóòåìàíàëèçà ýòîé ôóíêöèè. Â ñèëó íàëè÷èÿ äâóõ îñåé ñèììåòðèè ó áðó-ñà îãðàíè÷èìñÿ äàëåå ðàññìîòðåíèåì ïðîìåæóòêà ϕ ∈ [0, π/2].3. Àíàëèç äâóõâåðøèííîãî ïîãðóæåíèÿÐàññìîòðèì ñíà÷àëà äâóõâåðøèííîå ïîãðóæåíèå áðóñà, ïðåä-ñòàâëåííîå íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Äâóõâåðøèííîå ïîãðóæåíèå áðóñà.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü [8]:
Sl =

2a(h− a sinϕ)

cosϕ
= 4abρ, h = a sinϕ+ 2bρ cosϕ,

yb = −h+ a sinϕ+ b cosϕ, yl = − h3 − (h− 2a sinϕ)3

3[h2 − (h− 2a sinϕ)2]
,

(2)ãäå h � ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ áðóñà. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê âû-ðàæåíèþ äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñîãëàñíî (1):
Π =

mgb

12ρ

[

(12ρ− 12ρ2 − δ2) cosϕ+
δ2

cosϕ

]

,



Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïëàâàþùåé ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè... 45ãäå δ = a/b � îòíîøåíèå ñòîðîí áðóñà. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ïðèðàâíèâàÿ åå íóëþ
dΠ

dϕ
=
mgb

12ρ

[

−(12ρ− 12ρ2 − δ2) +
δ2

cos2 ϕ

]

sinϕ = 0,íàõîäèì, ÷òî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:
ϕ1 = 0, cosϕ2 =

δ
√

12ρ− 12ρ2 − δ2
. (3)ßñíî, ÷òî ïåðâîå (ãîðèçîíòàëüíîå) ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò âñå-ãäà, òîãäà êàê âòîðîå (áîêîâîå) � ëèøü ïðè δ <√6ρ(1− ρ). Èìåÿ ââèäó äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå êðèâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ÊÑÐ)íà ïëîñêîñòè (ϕ, ρ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ δ, ðàçðåøèì âòî-ðîå èç óðàâíåíèé (3) îòíîñèòåëüíî ρ:

ρ =
1

2
± 1

12

√

36− 12δ2
(

1 +
1

cos2 ϕ

)

.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ïîëîæåíèé âû÷èñ-ëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè [13]:
d2Π

dϕ2
=
mgb

12ρ

[

−(12ρ− 12ρ2 − δ2) cosϕ+
δ2(2 − cos2 ϕ)

cos3 ϕ

]

.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ðàâíîâåñíûå óãëû (3), íàõîäèì
d2Π

dϕ2

∣

∣

∣

ϕ1=0
=
mgb

12ρ

[

δ2 − 6ρ(1− ρ)
]

,

d2Π

dϕ2

∣

∣

∣

ϕ=ϕ2

=
mgb

3ρδ

√

12ρ− 12ρ2 − δ2
[

6ρ(1− ρ)− δ2
]

.Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàâíîâåñèå ϕ1 = 0 óñòîé÷è-âî ïðè δ > √

6ρ(1− ρ), è îòâå÷àþùàÿ ýòîìó íåðàâåíñòâó îáëàñòüóñòîé÷èâîñòè (ÎÓ) íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (ρ, δ) ïðåäñòàâëåíà íàðèñ. 3. ×òî æå êàñàåòñÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ = ϕ2, òî îíî óñòîé÷èâî âñåãäà,êîãäà îíî ñóùåñòâóåò, ò. å. ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ δ <√6ρ(1− ρ).



46 Ì. Ê. Ñêàëèíà, À. Ñ. Ñìèðíîâ

Ðèñ. 3. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ϕ1 = 0.

Ðèñ. 4. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ = ϕ2.



Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïëàâàþùåé ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè... 47Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàâíîâåñèÿ
ϕ = ϕ2 îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ äâóõâåðøèííîãî ïîãðóæåíèÿ, äëÿ êîòî-ðîãî ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà
2a sinϕ2 6 h 6 2b cosϕ2. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (2) äëÿ h îíîïðèíèìàåò âèä:

δ

2
tgϕ2 6 ρ 6 1− δ

2
tgϕ2. (4)Åñëè òåïåðü ïîäñòàâèòü ñþäà âòîðóþ ôîðìóëó (3), òî ìîæíî ïðèé-òè ê óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ áîêîâîãî ðàâíîâåñèÿ ϕ = ϕ2:







δ >
√

2ρ(3− 4ρ),

ρ 6
1

2
;







δ >
√

2(1− ρ)(4ρ− 1),

ρ >
1

2
.Îòâå÷àþùàÿ ýòèì íåðàâåíñòâàì îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ(ÎÑÐ) ϕ = ϕ2 íà ïëîñêîñòè (ρ, δ) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4, è, êàêâèäíî, îíà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óçêîé.ßñíî, ÷òî äâóõâåðøèííàÿ êîíôèãóðàöèÿ áóäåò ðåàëèçîâàíà è âòîì ñëó÷àå, åñëè îòêëîíÿòü áðóñ îò ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ

ϕ = π/2. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè çàìåíèòü âî âñåõ ðàíåå ïî-ëó÷åííûõ ôîðìóëàõ a íà b (ò. å. δ íà 1/δ), à ϕ íà π/2 − ϕ, òî ìûïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè. Ïîýòîìóïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò èìåòü âèä:
Π =

mga

12ρ

[

(12ρ− 12ρ2 − δ2) sinϕ+
1

δ2 sinϕ

]

,à îòâå÷àþùèå åé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ åñòü:
ϕ1 =

π

2
, sinϕ2 =

1
√

(12ρ− 12ρ2)δ2 − 1
, (5)ïðè÷åì ïåðâîå èç íèõ ñóùåñòâóåò âñåãäà è óñòîé÷èâî ïðè óñëîâèè

δ < 1/
√

6ρ(1− ρ), òîãäà êàê âòîðîå ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè
δ > 1/

√

6ρ(1− ρ) è óñòîé÷èâî. Ðàçðåøàÿ âòîðîå âûðàæåíèå (5)îòíîñèòåëüíî ρ, ïîëó÷èì
ρ =

1

2
± 1

12

√

36− 12

δ2

(

1 +
1

sin2 ϕ

)

,



48 Ì. Ê. Ñêàëèíà, À. Ñ. Ñìèðíîâà ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ ïðèâåäåì ê äâîéíîìó íåðàâåíñòâó:
1

2δ
ctgϕ2 ≤ ρ ≤ 1− 1

2δ
ctgϕ2,êîòîðîå àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (4).4. Àíàëèç îäíî- è òðåõâåðøèííîãî ïîãðóæåíèÿÏåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó ñëó÷àåâ îäíî- è òðåõâåðøèííîãî ïî-ãðóæåíèÿ áðóñà, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5 è 6 ñîîòâåòñòâåííî, äëÿêîòîðûõ íåîáõîäèìî çàïèñàòü èíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîéýíåðãèè.

Ðèñ. 5. Îäíîâåðøèííîå ïîãðóæåíèå áðóñà.

Ðèñ. 6. Òðåõâåðøèííîå ïîãðóæåíèå áðóñà.



Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïëàâàþùåé ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè... 49Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïåðâûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ, îòâå÷àþùèé îä-íîâåðøèííîìó ïîãðóæåíèþ áðóñà. Äëÿ íåãî èìååì:
Sl =

h2

sin 2ϕ
= 4abρ, h =

√

4abρ sin 2ϕ,

yb = −h+ a sinϕ+ b cosϕ, yl = −h
3
.

(6)Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä:
Π = mgb

(

δ sinϕ+ cosϕ− 4

3

√

δρ sin 2ϕ

)

.Çàïèñûâàÿ óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ
dΠ

dϕ
= mgb

(

δ cosϕ− sinϕ− 4

3

√

δρ
cos 2ϕ√
sin 2ϕ

)

= 0,ðàçðåøèì åãî ñðàçó îòíîñèòåëüíî ρ:
ρ =

9(δ cosϕ− sinϕ)2 sin 2ϕ

16δ cos2 2ϕ
.Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèåì ðåàëèçàöèè äàííîé êîíôèãóðàöèè ÿâ-ëÿåòñÿ âûïîëíåíèå äâóõ íåðàâåíñòâ: h ≤ 2a sinϕ è h ≤ 2b cosϕ,êîòîðûå ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (6) äëÿ h ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó:

ρ ≤ δ

2
tgϕ, ρ ≤ 1

2δ
ctgϕ. (7)×òî æå êàñàåòñÿ âòîðîãî âàðèàíòà, îòâå÷àþùåãî òðåõâåðøèí-íîìó ïîãðóæåíèþ, òî ãåîìåòðè÷åñêè îí èäåíòè÷åí ïðåäûäóùåìóñëó÷àþ, åñëè ïîä h ïîíèìàòü âûñîòó âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà íàäïîâåðõíîñòüþ [4]. Ïîýòîìó è â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷èòü âû-ðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

Π = mgb
1− ρ

ρ

(

δ sinϕ+ cosϕ− 4

3

√

δ(1 − ρ) sin 2ϕ

)

.Âû÷èñëÿÿ ïî àíàëîãèè ïðîèçâîäíóþ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî ϕ, àçàòåì ïðèðàâíèâàÿ åå íóëþ è ðàçðåøàÿ ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèåîòíîñèòåëüíî ρ, íàõîäèì:
ρ = 1− 9(δ cosϕ− sinϕ)2 sin 2ϕ

16δ cos2 2ϕ
.



50 Ì. Ê. Ñêàëèíà, À. Ñ. ÑìèðíîâËåãêî âèäåòü, ÷òî äàííûé ñëó÷àé ñèììåòðè÷åí ïðåäûäóùåìó ñçàìåíîé ρ íà 1−ρ. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñíûåïîëîæåíèÿ è ãðàôèêè ÊÑÐ. Ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ â ýòîìñëó÷àå ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó:
ρ ≥ 1− δ

2
tgϕ, ρ ≥ 1− 1

2δ
ctgϕ,è, êîíå÷íî, îíè àíàëîãè÷íû íåðàâåíñòâàì (7).5. Ïîñòðîåíèå êðèâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿÏåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ñåðèè ÊÑÐ íà ïëîñêîñòè (ϕ, ρ)ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà δ, ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè ðà-íåå âûðàæåíèÿìè ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ. Íà ðèñ. 7�11 ïðåäñòàâëåíû ÊÑÐ äëÿ ñëó÷àåâ δ = 1; 1, 01; 1, 1;

√

3/2; 2, ïðè-÷åì óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ ïîìå÷åíû êðóæêàìè, à íåóñòîé÷èâûå� êðåñòèêàìè. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ρ èìååòìåñòî ÷åðåäîâàíèå óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé.

Ðèñ. 7. Êðèâûå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè δ = 1.



Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïëàâàþùåé ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè... 51

Ðèñ. 8. Êðèâûå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè δ = 1, 01.

Ðèñ. 9. Êðèâûå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè δ = 1, 1.
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Ðèñ. 10. Êðèâûå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè δ =√3/2.

Ðèñ. 11. Êðèâûå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè δ = 2.



Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïëàâàþùåé ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè... 53Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèþ δ = 1 îòâå÷àåò áðóñ êâàäðàò-íîãî ñå÷åíèÿ, îáëàäàþùèé äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè îñÿìè ñèììåò-ðèè. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâíîâåñèå ϕ = π/4 ïðèëþáîì ρ. Îäíàêî ïðè íåçíà÷èòåëüíîì óâåëè÷åíèè δ ìû ïîëó÷àåìãîðàçäî áîëåå ñëîæíóþ êàðòèíó ÊÑÐ, ãäå âåòâü ϕ = π/4 óæå îòñóò-ñòâóåò. Êðîìå òîãî, ïîä÷åðêíåì, ÷òî çíà÷åíèå δ =
√

3/2 âûäåëåíîîòäåëüíî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåìíà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ϕ = 0, ïðåäñòàâëåí-íîé íà ðèñ. 3. Ïîýòîìó ïðè äîñòèæåíèè ïàðàìåòðîì δ çíà÷åíèÿ
√

3/2 è ïîñëåäóþùåì åãî óâåëè÷åíèè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ϕ = 0óæå íå ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâûì íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè ρ.Èç ñåðèè ïîñòðîåííûõ ÊÑÐ ìîæíî ñäåëàòü ãëàâíûé âûâîä: ÷åìáîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà δ, òåì áîëüøèì áóäåò ïðîìåæóòîê, âêîòîðîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòñóòñòâóþò. Îòìåòèì òàêæå, ÷òîêîëè÷åñòâåííóþ ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îñóùå-ñòâèòü, ïîñòðîèâ ãðàôèêè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ δ è ρ: åå ìèíèìóìû îòâå÷àþò óñòîé÷èâûì ïî-ëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, à ìàêñèìóìû � íåóñòîé÷èâûì.Â çàâåðøåíèå ðàçãîâîðà î ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèÿõ ïëàâàþùå-ãî áðóñà ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðîèëëþñòðèðóåì íàãëÿäíî äâàíåòðèâèàëüíûõ ðàâíîâåñèÿ. Ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå ðàâíîâåñèå âñëó÷àå îäíîâåðøèííîãî ïîãðóæåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè âåëè÷èíà ρäîñòàòî÷íî ìàëà è â æèäêîñòü ïîãðóæåíà ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü áðóñà,òî ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ, êîãäà öåíòð òÿæåñòè áðóñà îêàçûâàåòñÿðîâíî íàä öåíòðîì òÿæåñòè âûòåñíåííîé òðåóãîëüíîé ïëîùàäè. Âýòîì ñëó÷àå ñèëà âåñà è àðõèìåäîâà ñèëà äåéñòâóþò âäîëü îäíîéëèíèè, óðàâíîâåøèâàÿ äðóã äðóãà. Ýòà ñèòóàöèÿ ïðåäñòàâëåíà íàðèñ. 12, è äàííîå ðàâíîâåñèå, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Äëÿóáåäèòåëüíîñòè çäåñü òàêæå èçîáðàæåíû ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà, íàïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ è ëåæèò öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà.Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíî ïðåäñòàâèòü ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå âñëó÷àå äâóõâåðøèííîãî ïîãðóæåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çäåñüñëåäóåò àêêóðàòíî ïîäîéòè ê ïîäáîðó ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ρ è δ,ïîñêîëüêó îíè äîëæíû ïîïàäàòü â ÎÑÐ, ïðèâåäåííóþ íà ðèñ. 4.Íàïðèìåð, ïðèìåì ρ = 1/2, δ = 1, 1. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò,÷òî â æèäêîñòü ïîãðóæåíà ðîâíî ïîëîâèíà áðóñà, è â îòêëîíåííîìïîëîæåíèè ïëîùàäü ¾ïîäâîäíîé¿ òðàïåöèè òàêæå ðàâíà ïëîùàäè



54 Ì. Ê. Ñêàëèíà, À. Ñ. Ñìèðíîâ¾íàäâîäíîé¿ òðàïåöèè, òàê ÷òî öåíòð òÿæåñòè áðóñà ïðè ëþáîì îò-êëîíåíèè îñòàåòñÿ íà âàòåðëèíèè. Òåïåðü íåòðóäíî ïîäîáðàòü òà-êîå ïîëîæåíèå, êîãäà öåíòð òÿæåñòè âûòåñíåííîé òðàïåöèåâèäíîéïëîùàäè îêàæåòñÿ ëåæàùèì ðîâíî ïîä öåíòðîì òÿæåñòè áðóñà. Ýòàñèòóàöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 13, ïðè÷åì ðàññìàòðèâàåìîå ðàâíî-âåñèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, êàê ýòî ñëåäóåò èç ðèñ. 9. Äëÿ óáåäè-òåëüíîñòè çäåñü òàêæå èçîáðàæåíà ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíûîñíîâàíèé òðàïåöèè, íà êîòîðîé è ëåæèò åå öåíòð òÿæåñòè.

Ðèñ. 12. Ðàâíîâåñèå áðóñà ïðè îäíîâåðøèííîì ïîãðóæåíèè.

Ðèñ. 13. Ðàâíîâåñèå áðóñà ïðè äâóõâåðøèííîì ïîãðóæåíèè.



Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïëàâàþùåé ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè... 556. Çàêëþ÷åíèåÐåçþìèðóÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ, çàêëþ÷àåì,÷òî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî áðóñà, ïëàâàþùåãî âæèäêîñòè, ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó åãî ñòîðî-íàìè è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïëîòíîñòÿìè áðóñà è æèäêîñòè. Ïðèâå-äåííûå â ðàáîòå ãðàôèêè êðèâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íàãëÿäíîäåìîíñòðèðóþò ýòè çàâèñèìîñòè, à òàêæå èëëþñòðèðóþò õàðàêòåðóñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Â çàâåðøåíèå îòìåòèì, ÷òîïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò êàê òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ,òàê è âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå â êîðàáåëüíîì äåëå.Ëèòåðàòóðà1. Ñêàëèíà Ì. Ê., Ñìèðíîâ À. Ñ. Ðàâíîâåñèå è óñòîé÷èâîñòü ïðÿìîóãîëü-íîé áàðæè ñî ñìåùåííûì öåíòðîì òÿæåñòè â æèäêîñòè // Íåäåëÿ íàóêèÑÏáÏÓ. ÈÏÌÌ, 2019. Ñ. 95�98.2. Ïîñòîí Ò., Ñòþàðò È. Òåîðèÿ êàòàñòðîô è åå ïðèëîæåíèå. Ì.: Ìèð,1980. 607 ñ.3. Ãàðáàðóê À. Â.Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Çàäà÷è è ðåøåíèÿ. ×. 1. ÑÏá.:ÀÐÊÓØ, 2003. 31 ñ.4. Ìåðêèí Ä. Ð., Ñìîëüíèêîâ Á. À. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è äèíàìèêè òâåðäîãîòåëà. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏáÃÓ, 2003. 534 ñ.5. Ôàí-äåð-Ôëèò À. Ï. Îñòîé÷èâîñòü ïðÿìîóãîëüíîãî ïîíòîíà ïðè íàêëî-íåíèè îò 0 äî 90
◦ // Èçâ. ÑÏá. Ïîëèòåõí. èí-òà. 1908. Ò. 10. Ñ. 281�307.6. Ôàí-äåð-Ôëèò À. Ï. Íà÷àëüíàÿ îñòîé÷èâîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëå-ëåïèïåäîâ // Èçâ. ÑÏá. Ïîëèòåõí. èí-òà. 1908. Ò. 10. Ñ. 397�406.7. Ñåäîâ Ë. È. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Ò. 2. Ì.: Íàóêà, 1952. 560 ñ.8. Ìåðêèí Ä. Ð., Áàóýð Ñ. Ì., Ñìîëüíèêîâ Á. À., Ñìèðíîâ À. Ë. Òåîðèÿóñòîé÷èâîñòè â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ. Ì.; Èæåâñê: ÐÕÄ, 2007. 208 ñ.9. Ñïðàâî÷íèê ïî òåîðèè êîðàáëÿ â òðåõ òîìàõ. Ò. 2. Ñòàòèêà ñóäîâ. Êà÷êàñóäîâ / Ïîä ðåä. ß. È. Âîéòêóíñêîãî. Ë.: Ñóäîñòðîåíèå, 1985. 440 ñ.10. Âàëëå Ïóññåí Ø.-Æ. Ëåêöèè ïî òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Ò. 2. Ì.: ÈÈË,1949. 328 ñ.11. Áîðèñîâ Ð. Â., Ëóãîâñêèé Â. Â., Ìèðîõèí Á. Â., Ðîæäåñòâåíñêèé Â. Â.Ñòàòèêà êîðàáëÿ. ÑÏá.: Ñóäîñòðîåíèå, 2005. 256 ñ.12. Ðæàíèöûí À. Ð. Óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ óïðóãèõ ñèñòåì. Ì.: ÃÈÒÒË,1955. 476 ñ.13. Àâðàìåíêî À. À., Àðõèïîâ Â. Â., Àñëàíîâ Â. Ñ., Òèìáàé È. À. Äè-íàìèêà òî÷êè è ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû: Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ êóðñîâîãîïðîåêòèðîâàíèÿ. Ñàìàðà: ÑÃÀÓ, 1998. 84 ñ.



ÐÀÑ×ÅÒÍÎÅ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÑÕÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈßÔÎÐÌÎ- È ÐÀÇÌÅÐÎÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÜÞ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉÈÇ ÈÍÒÅËËÅÊÒÓÀËÜÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂÅ.À. ÂàñèëüåâàÂ ñòàòüå íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè è çà-êîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òêà-íûõ êîìïîçèòîâ, ñîñòîÿùèõ èç íåïðåðûâíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ è ìå-òàëëè÷åñêèõ âîëîêîí èç ñïëàâîâ ñ ïàìÿòüþ ôîðìû (ÑÏÔ) â åäèíîéñòðóêòóðå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñðåäñòâà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ôîðìî- èðàçìåðîñòàáèëüíîñòè êîíñòðóêöèè, âûïîëíåííîé èç òàêîãî ìàòåðèàëà.Ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ ñõåìà óïðàâëåíèÿ äåôîðìàöèÿìè, âîçíèêàþùèìèïðè âíåøíåì âîçäåéñòâèè â òêàíûõ êîìïîçèòàõ, çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò è êîìïîíåíò èç ÑÏÔ ìåæäó ñîáîé. Âû-âåäåíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà îñíîâíûõ ìåõàíè÷å-ñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò. Íàîñíîâå áàëàíñà ýíåðãèé âûâåäåíû óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå òåìïåðàòó-ðó íàãðåâà âîëîêîí èç ÑÏÔ ñî âðåìåíåì è íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì âîëîêíå. Ñäåëàíû âû-âîäû î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ äàííîé ñõåìû óïðàâëåíèÿ ôîðìî- èðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ â ðåàëüíûõ òêàíûõ êîìïîçèòíûõ ñòðóêòóðàõ ñïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè è êîìïîíåíòàìè èç ÑÏÔ.1. ÂâåäåíèåÂ ñïóòíèêàõ ñâÿçè, êîñìè÷åñêèõ îáñåðâàòîðèÿõ è ñïóòíèêàõ-ðåòðàíñëÿòîðàõ èñïîëüçóþòñÿ ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíûå àíòåí-íûå îòðàæàòåëè (ðèñ. 1). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêèå àíòåííû ýêñ-ïëóàòèðóþòñÿ â äèàïàçîíå ÷àñòîò 4�6 è 11�14 ÃÃö, íà÷èíàþò îñâà-èâàòüñÿ äèàïàçîíû 20�30 ÃÃö, à â áëèæàéøåå âðåìÿ ïëàíèðóåòñÿóâåëè÷èòü íåñóùóþ ÷àñòîòó äî 60 ÃÃö. Óâåëè÷åíèå íåñóùèõ ÷àñòîòòðåáóåò ñîçäàíèÿ êðóïíîãàáàðèòíûõ ïðåöèçèîííûõ çåðêàëüíûõ àí-òåíí, ê êîòîðûì ïðåäúÿâëÿþòñÿ æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ïî ñòàáèëü-íîñòè ôîðìû è ðàçìåðîâ ðàáî÷èõ ïîâåðõíîñòåé (¾çåðêàë¿). Íàïðè-ìåð, îòêëîíåíèå òî÷íîñòè ðàáî÷èõ ïîâåðõíîñòåé àíòåííûõ çåðêàëäëÿ ñïóòíèêîâ ñâÿçè íà 2 ìì ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ êîýôôèöèåíòàÄîêëàä íà ñåìèíàðå 30 ìàðòà 2020 ã.c© Å.À. Âàñèëüåâà, 2020



Óïðàâëåíèå ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ... 57óñèëåíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî íà 10%. Ó ëó÷øèõ ñîâðåìåííûõ àíòåíí,ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ äèàïàçîíà 10�12 ÃÃö, ñóììàðíîå îòêëîíåíèåíå ïðåâûøàåò 0,5 ìì. Äëÿ ðàäèîòåëåñêîïîâ, ðàáîòàþùèõ â ìèëëè-ìåòðîâîì è ñóáìèëëèìåòðîâîì äèàïàçîíå äëèí è èìåþùèõ ðàçìå-ðû çåðêàëà áîëåå 10 ì, îòêëîíåíèå ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà íåäîëæíî ïðåâûøàòü 2 ìêì.

Ðèñ. 1. Ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíûå àíòåííûå îòðàæàòåëè.



58 Å.À. ÂàñèëüåâàÑóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòü çåðêàëêðóïíîãàáàðèòíûõ àíòåíí è ðàäèîòåëåñêîïîâ îêàçûâàåò âíåøíååâîçäåéñòâèå ôàêòîðîâ êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (òåïëîâûå ïîòî-êè, ðàçëè÷íûå âèäû èçëó÷åíèé è ò.ä.), âèáðàöèîííûå, ãðàâèòàöè-îííûå è àýðîäèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè, à òàêæå âíóòðåííèå ôàêòîðûìàòåðèàëà è êîíñòðóêöèè (îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ, ñòàðåíèå ìàòå-ðèàëà è ò.ä.). Â ñâÿçè ñî çíà÷èòåëüíûìè íåæåëàòåëüíûìè äåôîðìà-öèÿìè, âîçíèêàþùèìè â ïðîöåññå âíåøíåãî è âíóòðåííåãî âîçäåé-ñòâèÿ, îñòðî ñòîèò âîïðîñ êîíòðîëÿ è óïðàâëåíèÿ äåôîðìàöèÿìèçåðêàëà âî âðåìÿ ëåòíîé ýêñïëóàòàöèè.Îñîáûé êëàññ óïðàâëÿåìûõ êîíñòðóêöèé � ýòî èíòåëëåêòóàëü-íûå êîíñòðóêöèè. Ïîä ïîíÿòèåì ¾èíòåëëåêòóàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ¿â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ìîíèòîðèíã ñîñòîÿíèÿ,à òàêæå àêòèâíîå óïðàâëåíèå ïðåöèçèîííûìè ðàáî÷èìè ïîâåðõ-íîñòÿìè êîòîðîé îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè àêòèâíûõ ýëåìåíòîâóïðàâëåíèÿ è ìîíèòîðèíãà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-íèÿ (ÍÄÑ) � àêòóàòîðîâ è äàò÷èêîâ èç èíòåëëåêòóàëüíûõ ìàòåðè-àëîâ, âíåäðåííûõ â ñòðóêòóðó ìàòåðèàëà êîíñòðóêöèè.Àêòèâíûå ýëåìåíòû óïðàâëåíèÿ è ìîíèòîðèíãà ÍÄÑìîãóò áûòüèçãîòîâëåíû èç ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå íåïðåðûâíûõ èëè êîðîòêèõïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âîëîêîí, ïðîâîëîê èç ñïëàâîâ ñ ïàìÿòüþ ôîð-ìû, èç äèýëåêòðè÷åñêèõ ýëàñòîìåðîâ è ïëåíîê èç ìàãíèòîñòðèêöè-îííûõ ìàòåðèàëîâ è ò. ï.Ñëîæíîñòü ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêîãî ðîäà êîíñòðóêöèé îáóñëîâ-ëåíà îäíîâðåìåííûì ïðîåêòèðîâàíèåì êîíñòðóêöèè, ñàìèõ àêòèâ-íûõ ýëåìåíòîâ ìîíèòîðèíãà è óïðàâëåíèÿ ÍÄÑ, èõ âçàèìîñâÿçèñ êîíñòðóêöèåé, à òàêæå ïðîåêòèðîâàíèåì àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿàêòèâíûìè ýëåìåíòàìè âî âðåìÿ ëåòíîé ýêñïëóàòàöèè. Ïåðå÷èñëåí-íûå îñîáåííîñòè òðåáóþò ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäèê ïðîåêòè-ðîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèõ îñîáåííîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àêòèâíûõýëåìåíòîâ, èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ìàòåðèàëîì êîíñòðóêöèè, à òàêæåïîçâîëÿþùèõ âûáèðàòü îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå àêòèâíûõ ýëåìåí-òîâ äëÿ ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ÍÄÑ êîíñòðóêöèè,èõ êîëè÷åñòâî è ïîäàâàåìîå íà íèõ àêòèâíîå óñèëèå.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäèêè ïðîåê-òèðîâàíèÿ è ñîçäàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ êîíñòðóêöèé (íàïðèìåð,[1�3]). Îäíèì èç âûÿâëåííûõ íåäîñòàòêîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ïðî-



Óïðàâëåíèå ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ... 59åêòèðîâàíèè è ñîçäàíèè êîíñòðóêöèè, ñîäåðæàùåé àêòèâíûå ýëå-ìåíòû ìîíèòîðèíãà è óïðàâëåíèÿ ÍÄÑ, âûáîð òèïà ìàòåðèàëà òà-êîãî ýëåìåíòà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ïðîåêòèðîâà-íèÿ. Èçìåíåíèå òèïà ìàòåðèàëà àêòèâíîãî ýëåìåíòà òðåáóåò âîç-âðàòà ê íà÷àëüíîìó ýòàïó ïðîåêòèðîâàíèÿ è ïåðåñìîòðó èõ îñíîâ-íûõ õàðàêòåðèñòèê (òàêèõ êàê ìîùíîñòü, ïîëîæåíèå, êîëè÷åñòâî èò. ï.). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ èç ðàçëè÷íûõ èí-òåëëåêòóàëüíûõ ìàòåðèàëîâ íåò åäèíîé ìåòîäèêè ïðîåêòèðîâàíèÿè ïåðåõîä îò ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé è àêòèâíûõ ýëåìåíòîâóïðàâëåíèÿ, èçãîòîâëåííûõ èç îäíèõ ìàòåðèàëîâ, ê ïðîåêòèðîâà-íèþ èç äðóãèõ ìàòåðèàëîâ òðåáóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü èëè äàæåïîëíîñòüþ èçìåíÿòü êàê ñàìó ìåòîäèêó ïðîåêòèðîâàíèÿ, òàê è ìà-òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ëåæàùèå â åå îñíîâå.Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â âûáîðå ïîäõîäà ê ïðîåêòèðîâàíèþ èí-òåëëåêòóàëüíûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé èãðàåò âûáîð ìàñøòà-áà óðîâíÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû, íà êîòîðîì èäåò ïðîåêòèðîâà-íèå. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ê êàêîìó òèïó îòíîñèòñÿ ìàòåðèàë,ðàçäåëåíèÿ äèàïàçîíîâ ìàñøòàáà äëÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû áóäåòðàçíûì. Íàïðèìåð, äëÿ ìåòàëëîâ õàðàêòåðíî íàëè÷èå êðèñòàëëè-÷åñêîé ðåøåòêè êîíêðåòíîãî òèïà. Ó ïîëèìåðîâ, íàîáîðîò, êàê òà-êîâîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè íåò. Ïîýòîìó àêòèâíî âåäóòñÿ ðàç-ðàáîòêè îáîáùåííûõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ. Íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿóðîâíåé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ êëàññèôè-êàöèÿ ìàñøòàáà âíóòðåííåé ñòðóêòóðû [4]: ìàêðî-, ìåçî-, ìèêðî-,íàíîóðîâíè è óðîâåíü òîíêîé ñòðóêòóðû.Ìàêðî- è ìåçîóðîâåíü äîïóñêàþò ïðèìåíåíèå ïîäõîäîâ ìåõàíè-êè ñïëîøíîé ñðåäû, ê êîòîðîìó â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿòñÿ ãèïîòå-çà ñïëîøíîñòè è ïðèíöèï Ñåí-Âåíàíà. Ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùèìñòðóêòóðíûì óðîâíÿì ñëîæíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è ýêñ-ïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ óñëîæíÿåòñÿ íà ïîðÿäêè.Íà óðîâíå ìàêðî- è ìåçîñòðóêòóðû áîëüøîé ïðîñòîð äëÿ ïðî-åêòèðîâàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé äàþòòêàíûå êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû, îñíîâàííûå íà íåïðåðûâíûõ âî-ëîêíàõ è ïîëèìåðíîé èëè ìåòàëëè÷åñêîé ìàòðèöå. Îñíîâíîé îñî-áåííîñòüþ òêàíûõ êîìïîçèòîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàòüïàðàìåòðû èõ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû (ðàçëè÷íûå òèïû ïåðåïëåòå-íèÿ âîëîêîí ìåæäó ñîáîé, èõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷å-



60 Å.À. Âàñèëüåâàñêèå õàðàêòåðèñòèêè) è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àòü ôàêòè÷åñêè ëþ-áûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà (ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå,òåïëîâûå, ýëåêòðè÷åñêèå, ìàãíèòíûå è ò.ä) â íóæíûõ ïðîåêòèðîâ-ùèêó íàïðàâëåíèÿõ, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì â ðàìêàõ ìåõàíèêè ñïëîø-íîé ñðåäû. Ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïåðåïëåòåíèé íåïðåðûâíûõâîëîêîí â òêàíûõ êîìïîçèòàõ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 [5].

Ðèñ. 2. Ïðèìåðû ïåðåïëåòåíèé íåïðåðûâíûõ âîëîêîí â òêàíûõ êîì-ïîçèòàõ.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îáúåäèíèòü â åäèíîéâíóòðåííåé ñòðóêòóðå êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà íåñêîëüêî êîì-ïîíåíò, îáëàäàþùèõ èíòåëëåêòóàëüíûìè ñâîéñòâàìè, äëÿ óïðàâ-ëåíèÿ ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ êîíñòðóêöèé ïðè âíåøíåìâîçäåéñòâèè çà ñ÷åò âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ ìàòåðèàëà. Âñå ðàñ÷åò-íûå ñîîòíîøåíèÿ âûâåäåíû íà îñíîâå ïîäõîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîéñðåäû.2. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿÍà áàçå àíàëèçà îñíîâíûõ ðàáîò ïî êîíöåïöèè ¾èíòåëëåêòóàëü-íîãî ìàòåðèàëà¿, ïðåäñòàâëåííîé â [6,7], àâòîð âûäåëèë ñëåäóþùèåýòàïû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó îáîáùåííîãî ïîäõî-äà äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóê-öèé:



Óïðàâëåíèå ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ... 61Ýòàï 0: Ïîäãîòîâêà èñõîäíûõ äàííûõ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò àíà-ëèç îñíîâíûõ öåëåé è çàäà÷, âûïîëíÿåìûõ êîíñòðóêöèåé, àíàëèçîïûòà ýêñïëóàòàöèè àíàëîãè÷íûõ êîíñòðóêöèé, àíàëèç ïðîåêòíûõíàãðóçîê è óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêöèè.Ýòàï 1: Ïðîåêòèðîâàíèå ñòðóêòóðíûõ ïðåâðàùåíèé âíóòðè ìà-òåðèàëà ñ ó÷åòîì èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé íà ýòàïå 0.Ýòàï 2: Ïðîåêòèðîâàíèå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà íàîñíîâå ýòàïà 1.Ýòàï 3: Ïðîåêòèðîâàíèå êîíñòðóêöèè.Ðàññìîòðèì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ïðè ïðî-åêòèðîâàíèè ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíûõ êîíñòðóêöèé. Äëÿ òà-êèõ êîíñòðóêöèé êëþ÷åâûìè èñõîäíûìè äàííûìè áóäåò îáåñïå÷å-íèå ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòè êîíñòðóêöèè ïðè âíåøíåì âîç-äåéñòâèè, ñâÿçàííûì ñ å¼ ëåòíîé ýêñïëóàòàöèåé. Â êà÷åñòâå àëãî-ðèòìà Ýòàïà 1 âûáðàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïðåîáðàçîâûâàòüýíåðãèþ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (ìåõàíè÷åñêîãî è òåïëîâîãî) âíóò-ðåííåé ñòðóêòóðîé ìàòåðèàëà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èâàòüôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòü êîíñòðóêöèè ïðè ýêñïëóàòàöèè èñ-êëþ÷èòåëüíî ðåñóðñàìè ñàìîãî ìàòåðèàëà. Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâà-íèÿ òàêîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.Íà ñõåìå èçîáðàæåíû èñòî÷íèê ýíåðãèè, àêòóàòîð, äàò÷èê è ýëå-ìåíò óïðàâëåíèÿ è ïîêàçàíî, êàê èìåííî ýòè ýëåìåíòû âçàèìîäåé-ñòâóþò äðóã ñ äðóãîì.Ìàòåðèàë, êîòîðûé ðåàëèçîâûâàåò äàííûé àëãîðèòì, èìååò òêà-íóþ êîìïîçèòíóþ ñòðóêòóðó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 4. Â åå ñîñòàââõîäèò íåñêîëüêî íåïðåðûâíûõ àðìèðóþùèõ âîëîêîí, ñâÿçàííûõ âåäèíîå öåëîå ïîëèìåðíîé ìàòðèöåé.Âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà òàêîãî ìàòåðèàëà èìååò ïåðèîäè÷åñêóþñòðóêòóðó, ÷òî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü â íåì ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè(EC), ñîñòîÿùóþ èç äâóõ âèäîâ âîëîêîí (ðèñ. 4). Îäíè âîëîêíà îá-ëàäàþò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, äðóãèå èçãîòîâëåíû èçñïëàâà ñ ïàìÿòüþ ôîðìû. Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà íå ó÷èòûâà-ëàñü íè â ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìå, íè â ðàñ÷åòå, íî èìåííî ìàòðè-öà ñâÿçûâàåò êîìïîíåíòû â åäèíóþ ðàáîòîñïîñîáíóþ ñòðóêòóðó, àòàêæå ó÷àñòâóåò â óðàâíîâåøèâàíèè ãèñòåðåçèñíûõ ÿâëåíèé, âîç-íèêàþùèõ â àêòèâíûõ êîìïîíåíòàõ ìàòåðèàëà.Â êà÷åñòâå äàò÷èêà äëÿ òêàíîé ñòðóêòóðû, ïðåäñòàâëåííîé íà
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Ðèñ. 3. Ñõåìà ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè.ðèñ. 4, âûñòóïàåò âîëîêíî èç ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, â êà-÷åñòâå àêòóàòîðà � âîëîêíî ñ ïàìÿòüþ ôîðìû, â êà÷åñòâå ñáîð-ùèêîâ ýíåðãèè è ýëåìåíòîâ óïðàâëåíèÿ � êîìïàêòíûå ñóïåðêîí-äåíñàòîðû, êîòîðûå íå ïîêàçàíû íà ðèñ. 3, ò. ê. âûáîð êîíêðåòíîéãåîìåòðèè è ïîëîæåíèÿ äàííîãî êîìïîíåíòà òðåáóåò äîïîëíèòåëü-íûõ èññëåäîâàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè.Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ïðåäñòàâëåí-íûé íà ðèñ. 3, áóäåò ñëåäóþùèì îáðàçîì ðåàëèçîâûâàòüñÿ âíóòðåí-íåé ñòðóêòóðîé òêàíîãî ìàòåðèàëà. Ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî âîç-äåéñòâèÿ äàò÷èê èñïûòûâàåò äåôîðìàöèþ ∆εd è â íåì ïîÿâëÿþòñÿíàïðÿæåíèÿ, ðàâíûå ∆σd. Èçìåíåíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-íîãî ñîñòîÿíèÿ äàò÷èêà ïðèâîäèò ê åãî ïîëÿðèçàöèè ∆Pd, ïîÿâ-ëåíèþ íà åãî ïîâåðõíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è íàïðÿæåííîñòèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ∆Ed. Çà ñ÷åò ïîäáîðà ðàñïîëîæåíèÿ òàêèõ ïî-âåðõíîñòåé äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ìîæíî çàìêíóòü ëèíèè íàïðÿ-æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âûõîäÿùèå èç îäíîé ïîâåðõíîñòè èâõîäÿùèå â äðóãóþ, à ìåæäó ýòèìè ïîâåðõíîñòÿìè ðàñïîëîæèòü
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Ðèñ. 4. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè òêàíîãî êîìïîçèòà.ìåòàëëè÷åñêèé ïðîâîäíèê èç ÑÏÔ � àêòóàòîð, êîòîðûé áóäåò àê-òèâèðîâàòüñÿ ïðè íàãðåâàíèè ïðîõîäÿùèì ÷åðåç íåãî ýëåêòðè÷å-ñêèì òîêîì.Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3, ìîæíî ïî-äîáðàòü ñ ïîìîùüþ òêàíûõ êîìïîçèòîâ ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷å-ñêèå õàðàêòåðèñòèêè àêòóàòîðà è äàò÷èêà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûäàò÷èê ãåíåðèðîâàë ðîâíî ñòîëüêî ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè (ñ ó÷å-òîì ïîòåðü), ñêîëüêî íóæíî àêòóàòîðó äëÿ àêòèâàöèè. Ïðè ýòîìíå ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âíåøíèå àêêóìóëÿòîðû è/èëè ïðî-öåññîðû äëÿ óïðàâëåíèÿ ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ êîíñòðóê-öèè.Â ðåçóëüòàòå íàãðåâà ìåòàëëè÷åñêîãî ïðîâîäíèêà ïîÿâëÿþòñÿäîïîëíèòåëüíûå òåðìîäåôîðìàöèè ∆εT , êîòîðûå âíîñÿò âêëàä âîáùåå çíà÷åíèå äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ∆εd è ∆σd è ìîãóò îêà-çàòü âëèÿíèå íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü êîìïîíåíò ìàòåðèàëà, íàõîäÿ-ùèõñÿ â íåïîñðåäñòâåííîì êîíòàêòå ñ íàãðåòûì ìåòàëëè÷åñêèì âî-ëîêíîì.Íåîáõîäèìî ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ îá ýëåìåíòàõ äëÿ ñáîðà èõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3. Îíèââåäåíû â àëãîðèòì äëÿ àêêóìóëÿöèè ýíåðãèè, êîòîðàÿ âîçíèêàåòîò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê äåôîðìàöèè ìåíüøå äî-ïóñêàåìîãî çíà÷åíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, íå òðåáóþùåãî ðàáîòû àê-òóàòîðà. Ïîýòîìó ïðè äåôîðìàöèÿõ ìåíüøå äîïóñêàåìûõ òêàíûé



64 Å.À. Âàñèëüåâàìàòåðèàë ôóíêöèîíèðóåò êàê íàêîïèòåëü ýíåðãèè áåç àêòèâíîãîâëèÿíèÿ íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîíñòðóêöèè.Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòàïà ïðîåêòèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà áó-äåò ïîëó÷åíèå ýôôåêòèâíûõ (ìàêðîñêîïè÷åñêèõ) õàðàêòåðèñòèê òêà-íîãî êîìïîçèòà. Åñëè â ðàìêàõ ýòîãî ýòàïà óäàñòñÿ ïîäîáðàòü òàêèåãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîíåíòîâ ÿ÷åéêèïåðèîäè÷íîñòè, êîòîðûå ñìîãóò îáåñïå÷èòü ôîðìî- è ðàçìåðîñòà-áèëüíîñòü ïðè âíåøíåì âîçäåéñòâèè íà óðîâíå ÿ÷åéêè, òî ìîæ-íî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ÿ÷åéêèïåðèîäè÷íîñòè êàê âõîäíûå äàííûå äëÿ ïîâåðî÷íîãî ðàñ÷åòà êîí-ñòðóêöèè íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèè.Äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äàò÷è-êà ðàññìîòðèì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 5. Ïðèâíåøíåì âîçäåéñòâèè âîëîêíà ïðåòåðïåâàþò äåôîðìàöèè, êîòîðûåóñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ, ñæàòèÿ èèçãèáà.

Ðèñ. 5. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà òêàíîé ñòðóêòóðû.



Óïðàâëåíèå ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ... 65Ñëåâà íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà êàðòèíà äåôîðìàöèè ñå÷åíèÿ A�A(ñì. ðèñ. 4), íà êîòîðîì âîëîêíà èìåþò ýëëèïòè÷åñêîå ñå÷åíèå. Íîââèäó òîãî, ÷òî êîíòàêò ìåæäó ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè âîëîêíàìèè âîëîêíàìè èç ÑÏÔ â ðåàëüíûõ òêàíûõ ñòðóêòóðàõ ïðîèñõîäèòíå ïî âñåìó ïåðèìåòðó ýëëèïñà è ðàáî÷èì ó÷àñòêîì ïüåçîýëåêòðè-÷åñêîãî âîëîêíà áóäåò òîëüêî îáëàñòü, îòìå÷åííàÿ íà ðèñ. 5 êðàñ-íûì îâàëîì, äëÿ îöåíêè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿçàìåíèì ýëëèïòè÷åñêîå ñå÷åíèå ïðÿìîóãîëüíûì. Íà ðèñ. 5 ñïðà-âà èçîáðàæåíà êàðòèíà äåôîðìèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èòîãîâàÿãåîìåòðèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî êîìïîíåíòà äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷èèçãèáà ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé êîíñîëè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6.
Ðèñ. 6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé êîíñîëè.Äëÿ îïèñàíèÿ ÍÄÑ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàñ-ñìîòðèì ïëîñêóþ çàäà÷ó ýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ óçêîãî ïðÿìîóãîëü-íèêà, ïîëÿðèçîâàííîãî ïî îñè x3. Âäîëü îñè x2 îáëàñòü ïðèíèìà-åòñÿ íåîãðàíè÷åííîé, à âíåøíåå âîçäåéñòâèå, êàê ýëåêòðè÷åñêîå,òàê è ìåõàíè÷åñêîå, ñ÷èòàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò ýòîé êîîðäèíàòû.Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè äëÿ èçãèáà ïðÿìîóãîëüíîé êîíñîëè òà-êîâû [8]:
∂σ11
∂x1

+
∂σ13
∂x3

= 0,
∂σ31
∂x1

+
∂σ33
∂x3

= 0,
∂D1

∂x1
+
∂D3

∂x3
= 0,

E1 = − ∂ϕ

∂x1
, E3 = − ∂ϕ

∂x3
.Óðàâíåíèÿ Êîøè:

ε11 =
∂u1
∂x1

, ε33 =
∂u3
∂x3

, ε13 =
1

2

(

∂u3
∂x1

+
∂u1
∂x3

)

.
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σ11|x1=±L = σ0 + σ1 · x3,
σ13|x1=±L = σ33|x3=±h = σ13|x3=±h = 0,

ϕ|x3=±h = ±U0, D1|x1=±L = 0.ãäå σ11(x1, x3), σ13(x1, x3), σ33(x1, x3) � ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ;
u1(x1, x3), u3(x1, x3) � ïåðåìåùåíèÿ; E1(x1, x3), E3(x1, x3) � íàïðÿ-æåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; D1(x1, x3), D3(x1, x3) � èíäóêöèÿýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âäîëü îñè x1 è x3 ñîîòâåòñòâåííî; ϕ(x1, x3) �ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; σ0 è σ1 � êîýôôèöèåíòû ïîëè-íîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ±L;
U0 � âíåøíÿÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ (â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿðàâíîé íóëþ).Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è èùåòñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [9],ñîãëàñíî êîòîðîìó ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé è ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïîëèíîìîâ ñ íåîïðåäåëåííûìèêîýôôèöèåíòàìè. Â êà÷åñòâå âíåøíåé íàãðóçêè áåðåòñÿ ðàâíîìåð-íî ðàñïðåäåëåííîå íàïðÿæåíèå èíòåíñèâíîñòüþ q. Â ðåçóëüòàòå ïî-ëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

u1(x1, x3) =
q · SE

11

2IAD
(1− k231)

(

L2x1 −
x31
3

)

x3 − d31
U0

h
x1,

σ11(x1, x3) =
q

IAD
(L2 − x21) · x3,

E3(x1, x3) = −U0

h
− q · d31

2IAD · εσ33
(L2 − x21) · x3,ãäå SE

11 � óïðóãàÿ ïîäàòëèâîñòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà;
IAD � ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè åäèíè÷íîé øè-ðèíû; k31 =

d2

31

SE
11

·εσ
33

� âñïîìîãàòåëüíûé êîýôôèöèåíò; d31 � ïüåçî-ýëåêòðè÷åñêèé ìîäóëü; εσ33 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðèïîñòîÿííîì ìåõàíè÷åñêîì íàïðÿæåíèè.Òåïåðü ðàññìîòðèì àêòóàòîð � ìåòàëëè÷åñêèé êîìïîíåíò èçñïëàâà ñ ïàìÿòüþ ôîðìû. ×àñòü ïðîâîäíèêà êîíòàêòèðóåò ñ ðàçíî-èì¼ííî ïîëÿðèçîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî âî-ëîêíà, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 7. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî êîíòàêòà ïîïðîâîäíèêó ïðîõîäèò ýëåêòðè÷åñêèé òîê.
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Ðèñ. 7. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà äëÿ ìåòàëëè÷åñêîãî êîìïîíåíòà.Íàãðåâ ïðîâîäíèêà âûçâàí äâèæåíèåì çàðÿäîâ, êîòîðûé îïðå-äåëÿåòñÿ ÷åðåç âåêòîð ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà J, êîòîðûéñâÿçàí ñ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, J = λ · E.Äëÿ ìîäåëè ïðîâîäíèêà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 7, áåðåòñÿ òîëü-êî îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðà J, íàïðàâëåííàÿ ïî îñè xMe, êîòîðàÿâîçíèêàåò ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñî-çäàâàåìîãî íà ïîâåðõíîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî âîëîêíàE3(x1,±h).Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òî-êà jxMe
áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E3(x1)|x3=h = − q · d31
2IAD · εσ33

(L2 − x21) · h,

jxMe
= λ

q · d31
2IAD · εσ33

(L2 − x21) · h,ãäå λ � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü, Ñì/ì.Âûðàæåíèå äëÿ áàëàíñà ýíåðãèé, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü òåì-ïåðàòóðó íàãðåâà ïðîâîäíèêà ñ íàïðÿæåííîñòüþ âíåøíåãî ýëåê-



68 Å.À. Âàñèëüåâàòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì êîìïîíåíòîì,ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
t2
∫

t1

λ · E2
3 · S · L · dt = c

T2
∫

T1

dT

∫

V

ρ · dV,

∆T = (T2 − T1) =
∆t · λ ·E2

3

c · ρMe
, ∆t = (t2 − t1),ãäå T1 � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ïðîâîäíèêà, ◦C; T2 � êîíå÷íàÿòåìïåðàòóðà ïðîâîäíèêà, ◦C; ρMe � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïðîâîä-íèêà, êã/ì3; V � îáúåì ó÷àñòêà ïðîâîäíèêà, ì3; c � òåïëîåìêîñòüìàòåðèàëà ïðîâîäíèêà, Äæ/(êã·Ê); t1 è t2 � âðåìÿ, c; S � ïëîùàäüïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà, ì2.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÄëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïüåçî-ýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãåî-ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè, ïðåäñòàâëåí-íîé íà ðèñ. 7, áåðåòñÿ äèàìåòð DPZT ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âîëîêîíèç PZT, èçãîòàâëèâàåìûõ ôèðìîé Smart Materials [10]. Òîãäà ãåî-ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òêàíîé ñòðóêòóðû áóäóò ñëåäóþùèå:

LEC = 5 ·DPZT +
DPZT

4
, L = DPZT , h = 0, 5 ·DPZT ,ãäå LEC � ðàçìåð ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè (ñì. ðèñ. 4). Ôèçè÷åñêèåïàðàìåòðû ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî êîìïîíåíòà òàêîâû [10, 11]:1. Óïðóãàÿ ïîäàòëèâîñòü ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì òîêåïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò:

SE
11 = 18, 5 · 10−12 ì2/Í.2. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ìîäóëè:

d33 = 400·10−12Êë/ì, d31 = −185·10−12Êë/ì, d15 = 560·10−12Êë/ì.3. Ïðåäåë ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè:
σb = 18, 6 ÌÏa.
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Tc = 335 Ê.5. Ïëîòíîñòü:

ρPZT = 7300 êã/ì3.6. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðè ïîñòîÿííîì ìåõàíè÷å-ñêîì íàïðÿæåíèè:
εσ33 = 1850 · ε0,ãäå ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìåòàëëè÷åñêîãî êîìïîíåíòà [12]:1. Òåïëîåìêîñòü:

c = 392Äæ/(êã ·K).2. Ïëîòíîñòü:
ρMe = 6500 êã/ì3.3. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü:
λ = 1, 11 · 106Ñì/ì.Áóäåì èñïîëüçîâàòü â âûðàæåíèè äëÿ ìåõàíè÷åñêîãî íàïðÿæå-íèÿ σ11(x1, x3) ïðåäåë ïðî÷íîñòè íà ðàñòÿæåíèå äëÿ ïüåçîýëåêòðè-÷åñêîé êåðàìèêè ÖÒÑ σb = 18, 6ÌÏà, îãðàíè÷èâàþùèé ñâåðõó çíà-÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Emax = 2, 1 · 105 Â/ì.Â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ íàãðåâàïðîâîäíèêà, äëÿ ðàñ÷åòà âûáðàíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âðåìÿ ïðîáå-ãà ýëåêòðîíîâ [9], ÿâëÿþùååñÿ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì τ = 10−10 ñ,çà êîòîðîå ýëåêòðîí ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ ïðîéäåòïóòü îò îáëàñòè êîíòàêòà ìåòàëëà ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì âîëîêíîìïîä íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî äåôîðìè-ðóåìîé ïüåçîêåðàìèêîé ïîä ïðåäåëüíûì íàïðÿæåíèåì ðàñòÿæåíèÿ.Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû áóäåò ðàâíî 1, 92 ◦C. Íà ãðà-ôèêå çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò íàïðÿæåííîñòè è âðåìåíè ïîêà-çàíî, êàêàÿ òåìïåðàòóðà äîñòèãàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè Emax â ïÿòüðàç ïðè ìèíèìàëüíîì âðåìåíè ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ τ (ðèñ. 8,à).Çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû, íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðèåìëåìîå, íî òàêàÿíàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ ìåòàëëè÷åñêî-ãî êîìïîíåíòà.
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Ðèñ. 8. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû íàãðåâà ïðîâîäíèêà îòâðåìåíè è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Äîïóñêàåìîå çíà÷åíèå ñèëû òîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ìåòàëëè÷å-ñêèé ïðîâîäíèê, ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 107 À/ì. Ýòà ñèëà òîêà ïîëó-÷àåòñÿ óæå ïðè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Eä = 10 Â/ì.Ñ ó÷åòîì ýòîãî òåìïåðàòóðà ïðîâîäíèêà çà âðåìÿ τ èçìåíèòñÿ âñåãîíà 4 · 10−6 ◦C.Íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò íàïðÿæåííîñòè è âðå-ìåíè ïîêàçàíî, êàêàÿ òåìïåðàòóðà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïðè óâå-ëè÷åíèè âðåìåíè ïðîòåêàíèÿ òîêà è äîïóñêàåìîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿ-æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà Eä (ðèñ. 8,á).Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íå ðàçðóøèòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé êîì-ïîíåíò è êîìïîíåíò èç ñïëàâà ñ ïàìÿòüþ ôîðìû, íî ïðè ýòîì ïîëó-÷èòü âûñîêîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû ïðîâîäíèêà, íåîáõîäèìî óâå-ëè÷èòü âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ÷åðåç ïðîâîäíèê(ìåòàëëè÷åñêèé êîìïîíåíò èç ñïëàâà ñ ïàìÿòüþ ôîðìû). Ââåäåíèåâ ñõåìó íà ðèñ. 3 êîìïîíåíò, îòâå÷àþùèõ çà àêêóìóëÿöèþ ýëåêòðè-÷åñêîé ýíåðãèè âíóòðè ìàòåðèàëà è ïåðåäà÷ó ýòîé ýíåðãèè â çàäàí-íîì êîëè÷åñòâå â çàäàííîå âðåìÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü îáîñíîâàííûì.Òàêèå êîìïîíåíòû ïîçâîëÿþò íàêàïëèâàòü ýëåêòðè÷åñêóþ ýíåðãèþ



Óïðàâëåíèå ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ... 71â òîì ñëó÷àå, êîãäà âíåøíåå âîçäåéñòâèå íå ïðèâîäèò ê íåäîïóñêà-åìûì äåôîðìàöèÿì êîíñòðóêöèè. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ëèòå-ðàòóðíûõ äàííûõ ïîçâîëÿåò â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, íàêàïëèâàþùåãîýëåêòðè÷åñêóþ ýíåðãèþ, âûáðàòü êîìïàêòíûå ñóïåðêîíäåíñàòîðû,âíåäðÿåìûå âíóòðü êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà â êà÷åñòâå îäíîéèç êîìïîíåíò âíóòðåííåé ñòðóêòóðû.4. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è âûâîäûÐåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäñòàâëåííóþ ñõåìó ïå-ðåðàñïðåäåëåíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ âî âíóòðåííåé ñòðóêòóðåèíòåëëåêòóàëüíîãî ìàòåðèàëà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ôîðìî- è ðàçìåðî-ñòàáèëüíîñòè êîíñòðóêöèè èç òêàíîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëàìîæíî ðåàëèçîâàòü â ðåàëüíîé òêàíîé ñòðóêòóðå. Îäíàêî òðåáóþò-ñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷åòíûå îáîñíîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ïîòåðèýíåðãèè, ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ òåðìîäåôîðìàöèé ïðè àêòè-âàöèè âîëîêíà ñ ïàìÿòüþ ôîðìû, à òàêæå ó÷åò âíåäðåíèÿ ñóïåð-êîíäåíñàòîðîâ êàê êîìïàêòíûõ êîìïîíåíò âíóòðåííåé ñòðóêòóðûêîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà.Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì äàííîãî íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ áóäåòïîñòàíîâêà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ïîçâîëèò ïîäáèðàòüêîíêðåòíûå ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû êîì-ïîíåíò òêàíîãî ìàòåðèàëà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ ôîðìî-è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòè êîíñòðóêöèé.Ëèòåðàòóðà1. Êðàõèí Î. È., Êóçíåöîâ À. Ï., Êîñîâ Ì. Ã. Ñïëàâû ñ ïàìÿòüþ ôîðìû.Îñíîâû ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé. Ñòàðûé Îñêîë: ÒÍÒ, 2015. 396 ñ.2. Óîðäåí Ê.Íîâûå èíòåëëåêòóàëüíûå ìàòåðèàëû è êîíñòðóêöèè. Ñâîéñòâàè ïðèìåíåíèå. Ì.: Òåõíîñôåðà, 2006. 224 ñ.3. Ìîëîäöîâ Ã. À., Áèòêèí Â. Å., Ñèìîíîâ Â. Ô., Óðìàíñîâ Ô. Ô. Ôîð-ìîñòàáèëüíûå è èíòåëëåêòóàëüíûå êîíñòðóêöèè èç êîìïîçèöîííûõ ìà-òåðèàëîâ. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 2000. 352 ñ.4. Ñèðîòêèí Î. Ñ. Îñíîâû ñîâðåìåííîãî ìàòåðèàëîâåäåíèÿ. Ì.: Èíôðà-Ì,2019. 364 ñ.5. Åôðåìîâ Í. Ñ., Ìèòþøîâ Å. À., Áåðåñòîâà Ñ. À. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïè-ñàíèå ñòðóêòóðû àðìèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ è ïîñòðîåíèå èíäèêàòðèñ èõ
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ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß ÊÐÓÃËÛÕ ÏËÀÑÒÈÍÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÒÎËÙÈÍÛÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÄÀÂËÅÍÈßÅ. Á. Âîðîíêîâà, Â. Â. ÏîíîìàðåâàÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåôîðìàöèÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîéêðóãëîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé òîëùèíû ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãîäàâëåíèÿ. Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ïðîãèáà âûâîäÿòñÿ ñèñïîëüçîâàíèåì òåîðèè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí Ñ. À. Àìáàðöóìÿíà âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òîëùèíà ïëàñòèíû èçìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè îòöåíòðà ïëàñòèíû ê å¼ êðàþ. Ïîêàçàíî, êàê èçìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà ïðî-ãèáà è ïîëîæåíèå òî÷åê ïåðåãèáà â çàâèñèìîñòè îò çàêîíà èçìåíåíèÿòîëùèíû.1. ÂâåäåíèåÏðè ãëàóêîìå àòðîôèÿ âîëîêîí çðèòåëüíîãî íåðâà ïðîèñõîäèòíà óðîâíå ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè (ÐÏ) ñêëåðû. Ïðè óâåëè÷åíèèâíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (ÂÃÄ) ðåø¼ò÷àòàÿ ïëàñòèíêà ïðîãèáàåò-ñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåæàòèþ ïðîõîäÿùèõ ñêâîçü íå¼ íåðâíûõ âî-ëîêîí, è ãëàç òåðÿåò ñâîè çðèòåëüíûå ôóíêöèè [1�5].Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâà-þùèõ ïîâåäåíèå ÐÏ ïðè èçìåíåíèè ÂÃÄ, òðåáóþòñÿ äàííûå î ìåõà-íè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ êàê ÐÏ, òàê è äðóãèõñòðóêòóð ãëàçíîãî ÿáëîêà. Â ðÿäå ðàáîò ïîêàçàíî, ÷òî ïðîãèá ÐÏìîæíî èññëåäîâàòü îòäåëüíî îò îêðóæàþùèõ å¼ ñêëåðàëüíîé òêà-íè [3]. Òêàíü ÐÏ îáëàäàåò ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, â èññëåäîâàíèÿõîòìå÷àåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü è àíèçîòðîïèÿ ÐÏ [5]. Â íàñòîÿùåé ðà-áîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÐÏ ïåðåìåííîé òîëùèíû è èññëåäóåòñÿ âëèÿ-íèå ïåðåìåííîé òîëùèíû ïëàñòèíû íà âåëè÷èíó è ôîðìó ïðîãèáà.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíóþ êðóãëóþ ïëàñòèíó ïå-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 14 ñåíòÿáðÿ 2021 ã.c© Å. Á. Âîðîíêîâà, Â. Â. Ïîíîìàðåâà, 2021



74 Å. Á. Âîðîíêîâà, Â. Â. Ïîíîìàðåâàðåìåííîé òîëùèíû, çàãðóæåííóþ íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíî-ñòÿõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûì ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì p+ è p−ñîîòâåòñòâåííî.Ïðèìåì çà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü ñðåäèííóþ ïëîñêîñòü ïëà-ñòèíû è ââåä¼ì êîîðäèíàòû (r, θ, z), ãäå r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäè-íàòû, 0 6 r 6 R, 0 6 θ 6 2π, z � ðàññòîÿíèå ïî íîðìàëè äî ñðå-äèííîé ïëîñêîñòè, R � ðàäèóñ ïëàñòèíû (ðèñ. 1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî òîëùèíà ïëàñòèíû ìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò öåíòðà ïëàñòèíûê å¼ êðàþ h = h(r).

Ðèñ. 1. Êðóãëàÿ ïëàñòèíà.Ìàòåðèàë ïëàñòèíû ïîä÷èíÿåòñÿ îáîáù¼ííîìó çàêîíó Ãóêà èèìååò âèä [1]:
er =

σr
E1

− ν

E1
σθ −

ν′

E2
σz , erz =

τrz
G′
,

eθ =
σθ
E1

− ν

E1
σr −

ν′

E2
σz , eθz =

τθz
G′
,

ez =
σz
E2

− ν′′

E1
σr −

ν′′

E1
σθ, erθ =

τrθ
G
.

(1)Çäåñü E1, E2 � ìîäóëè Þíãà äëÿ íàïðàâëåíèé â ïëîñêîñòè ïëà-ñòèíû è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê íåé ñîîòâåòñòâåííî; ν � êîýôôèöè-åíò Ïóàññîíà, õàðàêòåðèçóþùèé ñîêðàùåíèå â ïëîñêîñòè èçîòðî-ïèè ïðè ðàñòÿæåíèè â òîé æå ïëîñêîñòè, ν′ � êîýôôèöèåíò Ïóàññî-



Äåôîðìàöèÿ êðóãëûõ ïëàñòèí ïåðåìåííîé òîëùèíû... 75íà, õàðàêòåðèçóþùèé ñîêðàùåíèå â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè ïðè ðàñ-òÿæåíèè â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ïëîñêîñòè èçîòðîïèè,à ν′′ � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, õàðàêòåðèçóþùèé ñîêðàùåíèå â íà-ïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ïëîñêîñòè èçîòðîïèè, ïðè ðàñòÿ-æåíèè â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè; G,G′ � ìîäóëè ñäâèãà äëÿ ïëîñêîñòèèçîòðîïèè è ïëîñêîñòåé, íîðìàëüíûõ ê ïëîñêîñòè èçîòðîïèè ñîîò-âåòñòâåííî.Óñëîâèÿ íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû ìîæíîçàïèñàòü â âèäå (2). Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû íà-ãðóæåíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì äàâëåíèåì p− è p+ ñîîòâåò-ñòâåííî:
σz = −p+ ïðè z = h/2,
σz = −p− ïðè z = −h/2,
τrz = 0 ïðè z = ±h/2.

(2)Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè-íû ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ óòî÷í¼ííîé ëèíåéíîé òåîðèè Ñ. À. Àìáàð-öóìÿíà. Òåîðèÿ îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ãèïîòåçû [1]:1. Íîðìàëüíîå ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïåðåìåùåíèå íå èçìå-íÿåòñÿ ïî òîëùèíå.2. Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïî-âåðõíîñòè ïëàñòèíû, èçìåíÿþòñÿ ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó.Ïðèíÿòûå ãèïîòåçû ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî
uz(r, θ, z) = w(r),

τrz =
ϕ(r, θ)

2

(

h2

4
− z2

)

, τθz =
ψ(r, θ)

2

(

h2

4
− z2

)

,
(3)ãäå uz(r, θ, z) � íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå òî÷åê ïëàñòèíû, w(r) �íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå òî÷åê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, τrz,

τθz � êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, à ϕ(r, θ), ψ(r, θ) � èñêîìûå ôóíê-öèè êîîðäèíàò r, θ.Ñëåäóÿ [1] è ïîëàãàÿ, ÷òî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòî-ÿíèå ïëàñòèíû ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì, âûïèøåì âûðàæåíèÿ



76 Å. Á. Âîðîíêîâà, Â. Â. Ïîíîìàðåâàäëÿ âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ äëÿ ïëàñòèíû ïåðåìåííîé òîëùèíû:
Mr = −D

(

d2w

dr2
+
ν

r

dw

dr

)

+K1

(

dϕ

dr
+ ν

ϕ

r

)

+K2ϕ+AP,

Mθ = −D
(

1

r

dw

dr
+ ν

d2w

dr2

)

+K1

(

ϕ

r
+ ν

dϕ

dr

)

+K2νϕ+ AP,(4)
D =

E1h
3

12(1− ν2)
, K1 =

h2D

10G′
, K2 =

h

4G′

dh

dr
,

A =
h2

10

E1ν
′

E2(1 − ν)
, P = −p+ + p−.Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, îïèñûâàþùàÿ îñåñèììåòðè÷íûéïîïåðå÷íûé èçãèá ïëàñòèíêè, èìååò âèä:

dNr

dr
+
Nr

r
= −P,

dMr

dr
+
Mr −Mθ

r
= Nr,

(5)ãäå Nr = h3ϕ(r)/12 � ïîïåðå÷íàÿ ñèëà.Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ (4) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâå-ñèÿ (5), ïîëó÷èì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ïðîãèáà w(r) è ôóíêöèèíàïðÿæåíèé ϕ(r):
d

dr
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12
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(
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(
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ϕ
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− dK2
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ϕ− dA
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P = −h

3

12
ϕ.Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6) ìîæíî ïîëó÷èòü

ϕ(r) = −6Pr

h3
. (7)



Äåôîðìàöèÿ êðóãëûõ ïëàñòèí ïåðåìåííîé òîëùèíû... 77Ïîäñòàâëÿÿ (7) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (6), ìû ïîëó÷èìðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ïðîãèáàw(r),êîòîðîå äîëæíî áûòü äîïîëíåíî ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ. Ñ÷èòàÿ, ÷òîêðàé ïëàñòèíû æ¼ñòêî çàùåìë¼í, âûïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàêðàþ r = R:
w = 0,

dw

dr
= − 3P

4G′h
ïðè r = R, (8)à â öåíòðå ïëàñòèíû r = 0 ïîëàãàåì, ÷òî dw/dr = 0.Äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ (6) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (8)âòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà wèñïîëüçîâàëñÿ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè÷åñêèé ïàêåò Wolfram Mathe-matica 9.0.3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ è èõ îáñóæäå-íèåÐàñ÷¼òû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êðóãëîé ïëà-ñòèíû, çàãðóæåííîé íîðìàëüíûì äàâëåíèåì, ïðîâîäèëèñü äëÿ ïëà-ñòèí ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè èçìåíåíèÿ òîëùèíû, íî îäèíàêîâîéìàññû. Ïîëàãàÿ, ÷òî ìàòåðèàë ïëàñòèíû îäíîðîäíûé, óñëîâèå ðà-âåíñòâà ìàññû ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ ðàâåíñòâà îáú¼ìîâ ðàçëè÷íûõïëàñòèí.Åñëè çàêîí èçìåíåíèÿ òîëùèíû ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ ôîðìó-ëîé h(r) = af(r/R)+b, ãäå a, b � íåêîòîðûå ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû,à f(r/R) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼í-íàÿ íà [0, 1], òî îáú¼ì ïëàñòèíû ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ

V =

2π
∫

0

R
∫

0

h(r)

2
rdrdθ. (9)Ïàðàìåòðû a, b íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà V = V0, ãäå

V0 = πR2h0 � îáú¼ì ýòàëîííîé ïëàñòèíû, è äîïîëíèòåëüíîãîóñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùåãî çíà÷åíèÿ òîëùèíû â öåíòðå ïëàñòèíû è íàêðàþ r = R.Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ëèíåéíûé è êâàäðàòè÷íûå çàêîíû èçìå-íåíèÿ òîëùèíû, êàê âîçðàñòàþùèå, òàê è óáûâàþùèå, è ïîëàãà-



78 Å. Á. Âîðîíêîâà, Â. Â. Ïîíîìàðåâàëîñü, ÷òî çíà÷åíèÿ òîëùèíû â öåíòðå è íà êðàþ r = R ðàçëè÷àþòñÿâ äâà ðàçà.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b.Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâèçìåíåíèÿ òîëùèíûÔîðìà ïëàñòèíû Çàêîí èçìåíåíèÿ a/h0 b/h0(ðèñ. 2) òîëùèíû ïëàñòèíûà h = ar/R + b 3/5 3/5á h = b− ar/R 3/4 3/2â h = ar2/R2 + b 2/3 2/3ã h = b− ar2/R2 2/3 4/3Cõåìàòè÷íî ôîðìà ïëàñòèíû èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.à áâ ãÐèñ. 2. Ôîðìà ïëàñòèíû: h = ar/R + b (à); h = b − ar/R (á);
h = ar2/R2 + b (â); h = b− ar2/R2 (ã).Ïðè ðàñ÷¼òàõ ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïëàñòè-íû [3]: E1 = 1, 43 · 106 Ïà, E2 = E1/50 Ïà, ν = 0, 45, ν′ = 0, 03,
G′ = 0, 5 · 106 Ïà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ê ïëàñòèíå ïðèëîæåíî äàâëå-íèå P = −15 ìì ðò. ñò. èëè 15 · 133, 32 Ïà, ðàäèóñ ïëàñòèíû ðàâåí
R = 1 ìì, à òîëùèíà ýòàëîííîé ïëàñòèíû ðàâíà h0 = 0, 1 ìì.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ôîðìû ïðîãèáà äëÿ ïëàñòèíû, òîëùèíàêîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó.Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ïðîãèá ïëàñòèíû à â öåí-òðå íà 25% áîëüøå ïðîãèáà ïëàñòèíû ïîñòîÿííîé òîëùèíû, îäíàêî
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Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå ïðîãèáîâ ïëàñòèí ñ ëèíåéíûì çàêîíîì èçìåíåíèÿòîëùèíû.Îðàíæåâàÿ ëèíèÿ� ïëàñòèíà à; ñèíÿÿ ëèíèÿ� ïëàñòèíàïîñòîÿííîé òîëùèíû; çåë¼íàÿ ëèíèÿ� ïëàñòèíà á. Îòìå÷åíû òî÷êèïåðåãèáà.âáëèçè êðàÿ ïðîãèá ïëàñòèíû à ìåíüøå ïðîãèáà ïëàñòèíû ïîñòî-ÿííîé òîëùèíû. Äëÿ ïëàñòèíû á, òîëùèíà êîòîðîé óìåíüøàåòñÿîò öåíòðà ïëàñòèíû ê å¼ êðàþ, âåëè÷èíà ïðîãèáà â öåíòðå ìåíüøåïðîãèáà ïëàñòèíû ïîñòîÿííîé òîëùèíû íà 13%, à ó êðàÿ � áîëüøåïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàñòèíîé ïîñòîÿííîé òîëùèíû.Íà ðèñ. 3 îòìå÷åíû òàêæå òî÷êè ïåðåãèáà. Ïîêàçàíî, ÷òî àòðî-ôèÿ àêñîíîâ çðèòåëüíîãî íåðâà ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè òî÷åê, âêîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè ïðîãèáà ìåíÿåò çíàê [3, 6]. Ðàñ-ïîëîæåíèå òî÷åê ïåðåãèáà òàêæå èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî,êàê ìåíÿåòñÿ òîëùèíà ïëàñòèíû. Äëÿ ïëàñòèíû à òî÷êà ïåðåãèáàðàñïîëîæåíà áëèæå ê öåíòðó, à â ñëó÷àå ïëàñòèíû á � áëèæå êêðàþ ïëàñòèíû.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ôîðìû ïðîãèáà äëÿ ïëàñòèíû, òîëùèíà êî-òîðîé èçìåíÿåòñÿ ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó.Âèäíî, ÷òî, êàê è äëÿ èçìåíåíèÿ òîëùèíû ïî ëèíåéíîìó çàêîíó,
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-0,15Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ïðîãèáîâ ïëàñòèí ñ êâàäðàòè÷íûì çàêîíîìèçìåíåíèÿ òîëùèíû. Îðàíæåâàÿ ëèíèÿ � ïëàñòèíà â; ñèíÿÿ ëè-íèÿ � ïëàñòèíà ïîñòîÿííîé òîëùèíû; çåë¼íàÿ ëèíèÿ � ïëàñòèíà ã.Îòìå÷åíû òî÷êè ïåðåãèáà.ïðè óâåëè÷åíèÿ òîëùèíû ïëàñòèíû îò öåíòðà ê êðàþ (ïëàñòèíà â),ïðîãèá â öåíòðå íà 22% áîëüøå, ÷åì ó ïëàñòèíû ïîñòîÿííîé òîëùè-íû, à â ñëó÷àå óìåíüøåíèÿ òîëùèíû îò öåíòðà ê êðàþ (ïëàñòèíà ã)ïðîãèá, íàîáîðîò, ìåíüøå íà 15%. Òî÷êà ïåðåãèáà ïëàñòèíû â ïðèñðàâíåíèè ñ ïëàñòèíîé ïîñòîÿííîé òîëùèíû ðàñïîëîæåíà áëèæå êöåíòðó, à ïëàñòèíû ã � áëèæå ê êðàþ. Êàê îòìå÷àåòñÿ â [3], ïðèãëàóêîìå òî÷êà ïåðåãèáà ñìåùàåòñÿ ê êðàþ.Ó÷èòûâàÿ øèðîêèé ðàçáðîñ çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâÐÏ ãëàçà (ìîäóëÿ óïðóãîñòè), à òàêæå îòñóòñòâèå äàííûõ î âåëè-÷èíå ìîäóëÿ ñäâèãà G′ è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν′, áûëî èññëåäî-âàíî âëèÿíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà âåëè÷èíó ïðîãèáà ïëàñòèíû.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïðîãèáîâ ïëàñòèíû äëÿ ðàçëè÷-íûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà G′ è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν′. Ïðèðàñ÷¼òàõ ïîëàãàëîñü, ÷òî P = −20 ìì ðò. ñò.Ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîäóëü ñäâèãà G′ îêàçûâàåò ñóùå-
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w(0) îò ìîäóëÿ ñäâèãà G′ è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν′Òîëùèíà ïëàñòèíû G′, ÌÏà ν′

h(r), ìì 0,07 0,05 0,03 0,01
w(0), ìì

0, 1 -0,125 -0,125 -0,125 -0,125à 1, 2 · 0, 05(r + 1) -0,157 -0,154 -0,152 -0,149á 1, 5 · (0, 1− 0, 05r) 0,5 -0,109 -0,111 -0,113 -0,116â 4/3 · 0, 05 · (r2 + 1) -0,153 -0,151 -0,148 -0,145ã 4/3 · (0, 1− 0, 05r2) -0,106 -0,108 -0,111 -0,114
0, 1 -0,134 -0,134 -0,134 -0,134à 1, 2 · 0, 05(r + 1) -0,166 -0,163 -0,160 -0,158á 1, 5 · (0, 1− 0, 05r) 0,35 -0,118 -0,120 -0,122 -0,124â 4/3 · 0, 05 · (r2 + 1) -0,162 -0,159 -0,156 -0,153ã 4/3 · (0, 1− 0, 05r2) -0,110 -0,112 -0,115 -0,118
0, 1 -0,155 -0,155 -0,155 -0,155à 1, 2 · 0, 05(r + 1) -0,187 -0,184 -0,182 -0,179á 1, 5 · (0, 1− 0, 05r) 0,2 -0,140 -0,142 -0,144 -0,128â 4/3 · 0, 05 · (r2 + 1) -0,183 -0,180 -0,177 -0,174ã 4/3 · (0, 1− 0, 05r2) -0,120 -0,122 -0,125 -0,128ñòâåííîå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó ïðîãèáà ïëàñòèíû: ðàçëè÷èå â çíà÷å-íèÿõ ìîæåò äîñòèãàòü 40%. Âàæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãàîòìå÷àëàñü â ðàáîòàõ [3, 5].4. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðîãèáå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîï-íîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé òîëùèíû. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî ïå-ðåìåííàÿ òîëùèíà ïëàñòèíû îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ôîðìó è âåëè-÷èíó ïðîãèáà ïëàñòèíû, à òàêæå íà ïîëîæåíèå òî÷åê ïåðåãèáà. Ïðèóâåëè÷åíèè òîëùèíû ïëàñòèíû îò êðàÿ ê öåíòðó òî÷êà ïåðåãèáàñìåùàåòñÿ ê âíåøíåìó êðàþ ïëàñòèíû, â çîíó, â êîòîðîé ïðîèñõî-äèò ãëàóêîìàòîçíîå ïîâðåæäåíèå àêñîíîâ çðèòåëüíîãî íåðâà.
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ÂÛÁÎÐ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈß ÎÏÎÐÍÎÉÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÄÂÓÕÀÐÎ×ÍÎÃÎ ÇÅÐÊÀËÀÁÎËÜØÎÃÎ ÄÈÀÌÅÒÐÀÑ.Ì. Áàóýð, Â.Å. Âåëè÷êîÐàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿîïîð äëÿ êðèâîëèíåéíîãî äâóõàðî÷íîãî çåðêàëà, äåôîðìèðóþùåãîñÿïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà è ïîääåðæèâàþùåãîñÿ øåñòüþ ëîêàëü-íûìè íàãðóçêàìè. Çåðêàëî ìîäåëèðóåòñÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíîé ïåðåìåí-íîé òîëùèíû. Çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà îñåñèììåòðè÷íóþ è öèêëè÷íî-ñèììåòðè÷íóþ è ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè îáîëî÷åê ñðåäíåéòîëùèíû Ïàëèÿ�Ñïèðî.1. Ãåîìåòðèÿ çåðêàëàÐàññìàòðèâàåìîå äâóõàðî÷íîå çåðêàëî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ìîäåëü äâóõàðî÷íîãî çåðêàëà.Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû çåðêàëà çàäàþòñÿ øåñòüþ âåëè÷èíà-ìè: R1 � ðàäèóñ öåíòðàëüíîãî îòâåðñòèÿ, R2 è R3 � âíóòðåííèéè âíåøíèé ðàäèóñ îïîðíîãî êîëüöà, R4 � ðàäèóñ çåðêàëà, tm �c© Ñ.Ì. Áàóýð, Â.Å. Âåëè÷êî, 2021



84 Ñ.Ì. Áàóýð, Â.Å. Âåëè÷êîìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà çåðêàëà, te � ìèíèìàëüíàÿ òîëùèíà.Ïðîôèëü îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
zm =

r2/pm

1 +
√

1− (1 + km)(r/pm)2
+ zm(0),ãäå r � ðàññòîÿíèå îò îñè ñèììåòðèè çåðêàëà äî äàííîé òî÷êè,

pm � ðàäèóñ êðèâèçíû, km � êîýôôèöèåíò àñôåðè÷íîñòè çåðêàëü-íîé ïîâåðõíîñòè,
zm(0) = tm − R2

4/pm

1 +
√

1− (1 + km)(R4/pm)2
.Äëÿ çàäíåé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà

zi(r) =
√

2pi(R2 − r), R1 6 r 6 R2,

zs(r) = 0, R2 6 r 6 R3,

zo(r) =
√

2po(r −R3), R3 6 r 6 R4,

(1)ãäå pi è po � ðàäèóñû êðèâèçíû âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíî-ñòåé:
pi =

[zm(R1)− te]
2

2(R2 −R1)
, po =

[tm − te]
2

2(R2 −R1)
.Ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè çåðêàëà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò:

ξ1 = r, ξ2 = ϕ, ζ = z,ãäå îñü z ñîâïàäàåò ñ îñüþ çåðêàëà. Ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà âåð-òèêàëüíî ïàðàëëåëüíî îñè çåðêàëà. Òåìïåðàòóðíûå äåôîðìàöèèâ çåðêàëå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Äëÿ êà÷åñòâà êîíñòðóêöèè âàæ-íû çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé êðèâîëèíåéíîé îòðàæàþ-ùåé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà, íàçûâàåìîé ëèöåâîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïà-ðàìåòðû ìàòåðèàëà (Zerodur), èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíî çåðêàëî, òà-êîâû: ìîäóëü Þíãà E = 9, 1 · 1010 Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
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a á
â ãÐèñ. 2. Çåðêàëà ñ ðàçëè÷íûìè ïðîôèëÿìè: a � öåëüíîå çåðêàëî;á � Rs = 0, 15 ì; â � Rs = 0, 30 ì; ã � Rs = 0, 45 ì.

ν = 0, 24, ïëîòíîñòü ρ = 2530 êã/ì3 [2]. Íàðóæíûé äèàìåòð çåðêà-ëà R1 = 1 ì, âíóòðåííèé � R2 = 0, 2 ì, ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíàçåðêàëà tm = 0, 17 ì, ìèíèìàëüíàÿ òîëùèíà te = 0, 02 ì, ðàäèóñêðèâèçíû îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè pm = 3 ì, êîýôôèöèåíò àñôå-ðè÷íîñòè km = 0.Íà îïîðíîì êîëüöå íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà ðàñ-ïîëîæåíî øåñòü îïîð (nsup = 6), ïîêàçàííûõ íà òðåõìåðíîé ìî-äåëè çåðêàëà íà ðèñ. 3. Îïîðû èìåþò ðàçìåðû dr è dϕ â ðàäè-àëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàññìàòðèâà-åìîì ñëó÷àå dr = dϕ = 0, 04 ì. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàñïîëîæåíèÿîïîð Rs = (R2 + R3)/2, øèðèíà îïîðíîãî êîëüöà ts = R3 − R2 =
= 0, 08 ì, óãëîâûå êîîðäèíàòû ðàñïîëîæåíèÿ îïîð ϕsi = 2·π ·i/nsup(i = 0 . . . (nsup − 1)).Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå [3]. Ïåðâàÿ �îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû, ê êîòîðîé ïðè-êëàäûâàåòñÿ èìèòèðóþùàÿ ñèëó òÿæåñòè íàãðóçêà, ðàñïðåäåëåí-íàÿ ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû γ(r), è ïðîòèâîïîëîæíàÿ åé íà-ãðóçêà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî êîëüöó, ãäå ðàñïîëîæåíû îïîðû p(r).
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à áÐèñ. 3. Ðàñïîëîæåíèå îïîð íà çåðêàëå (à) è òðåõìåðíàÿ ìîäåëü çåð-êàëà (á) ïðè ðàäèóñå îïîðû Rs = 0, 3 ì.Ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà íàãðóçîê:
q(r) = −γ(r) + p(r) = ρh(r)g + p(r),ãäå h(r) � ìåíÿþùàÿñÿ ïî êîîðäèíàòå r òîëùèíà ïëàñòèíû,

g = 9, 8 ì/c2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.Âòîðàÿ � öèêëè÷íî-ñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ êîëüöåâîé ïëà-ñòèíû. Â ýòîé çàäà÷å îòñóòñòâóåò ñèëà òÿæåñòè. Âìåñòî ýòîãî êîïîðíîìó êîëüöó ïðèêëàäûâàþòñÿ íàãðóçêà −p(r), ðàâíàÿ ïî àáñî-ëþòíîé âåëè÷èíå íàãðóçêå, ââåäåííîé äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ñëó-÷àÿ, è íàãðóçêè îò ðåàêöèè îïîð p(r, ϕ):
q(r, ϕ) = q(r) = −p(r) + p(r, ϕ).Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è � ñóììà ðåøåíèé ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷.Ïîñêîëüêó ðåàëüíûå íàãðóçêè, äåéñòâóþùèå íà çåðêàëî, íå ñî-ñðåäîòî÷åííûå, à ðàñïðåäåëåííûå ïî íåêîòîðîé ïëîùàäêå, îíè ìî-äåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà âèäà

p(r) = p0
nr√
π
e−n2

r(r−Rs)
2è

p(r, ϕ) = p0
nr√
π
e−n2

r(r−Rs)
2

nsup
∑

i=0

nϕ√
π
e−n2

ϕ(ϕ−(ϕSi
)2).



Âûáîð ðàñïîëîæåíèÿ îïîðíîé ïîâåðõíîñòè äâóõàðî÷íîãî çåðêàëà... 87Çäåñü p0 � êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿåìûé èç óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ ïëà-ñòèíû; nr è nϕ � ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå øèðèíó ðàñïðåäåëåíèÿÃàóññà, ñâÿçàííûå ñ ðàçìåðàìè îïîðû ïî ôîðìóëàì dr = 2
√
2/nr,

dϕ = 2
√
2/nϕ.3. Ïðèìåíåíèå òåîðèè Ïàëèÿ�Ñïèðî äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷èÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ îáîëî÷åê ñðåäíåé òîë-ùèíû Ïàëèÿ�Ñïèðî (ÏÑ), êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ ãèïîòå-çàõ [4]:

• Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðÿìîëèíåéíûå âîëîêíà îáîëî÷êè, ïåð-ïåíäèêóëÿðíûå ê åå ïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ äî äåôîðìàöèè,îñòàþòñÿ ïîñëå äåôîðìàöèè òàêæå ïðÿìîëèíåéíûìè.
• Ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèå äëèíû ïðÿìîëèíåéíîãî âîëîêíà îáî-ëî÷êè.
• Íàïðÿæåíèÿ îáæàòèÿ ïî òîëùèíå σ33 èçìåíÿþòñÿ ïî ëèíåé-íîìó çàêîíó.Ïîâåðõíîñòüþ ïðèâåäåíèÿ ïëàñòèíû ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü (r, ϕ)ïðè z = 0. Âîçíèêàþùèå íà ïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ ïëàñòèíû ïå-ðåìåùåíèÿ, óãëû ïîâîðîòà, óñèëèÿ è ìîìåíòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.Äàëåå èíäåêñû 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòàì r, ϕ, z.Çäåñü T1, T2, T12 � ïðîäîëüíûå óñèëèÿ; N1, N2 � ïîïåðå÷íûåóñèëèÿ; M1,M2,M12 � ìîìåíòû; u, v, w � ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè íàïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì r, ϕ è z ñîîòâåòñòâåííî; ϑ,

ψ � óãëû ïîâîðîòà ïðÿìîëèíåéíûõ âîëîêîí ïëàñòèíû îòíîñèòåëü-íî êîîðäèíàòíûõ îñåé r è ϕ ñîîòâåòñòâåííî.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåç òåîðèè îáîëî÷åê Ïàëèÿ�Ñïèðî ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:
u∗(z) = u+ zϑ, v∗(z) = v + zψ, w∗(z) = w + F (z),

ϑ = ϑ0 + γ1, ψ = ψ0 + γ2,ãäå u∗(z), v∗(z), w∗(z) � ïåðåìåùåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì r, ϕ è z ñî-îòâåòñòâåííî òî÷êè ïëàñòèíû, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè z îò
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a áÐèñ. 4. Ñèëû è ìîìåíòû (a) è ïåðåìåùåíèÿ è óãëû ïîâîðîòà (á) íàïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ ïëàñòèíû.ïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ; ϑ0, ψ0 � óãîë ïîâîðîòà íîðìàëè âîêðóãêîîðäèíàòíûõ îñåé r è ϕ ñîîòâåòñòâåííî; γ1, γ2 � óãëû ñäâèãà âî-êðóã êîîðäèíàòíûõ îñåé r è ϕ ñîîòâåòñòâåííî; F (z) � ôóíêöèÿ,õàðàêòåðèçóþùàÿ èçìåíåíèå ïðîãèáà ïî òîëùèíå îáîëî÷êè ñ ó÷å-òîì íàïðÿæåíèÿ σ33:
F (z) =

z
∫

0

σ33(1− ν − 2ν2)

E(1 − ν)
dz − ν

1− ν
(ε1 + ε2)z −

ν

1− ν
(κ1 + κ2)

z2

2
,ãäå ε1, ε2 � äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ, ω = ω1 + ω2 � äå-ôîðìàöèÿ ñäâèãà íà ïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ, κ1,κ2 � èçìåíåíèÿêðèâèçí ïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ, τ = 1/2(τ1 + τ2) � êðó÷åíèå ïî-âåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ.Òåîðèÿ ÏÑ ó÷èòûâàåò íàïðÿæåíèå σ33 è èçìåíåíèå äëèíû ïðÿ-ìîëèíåéíîãî ýëåìåíòà. Ýòî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïîïåðå÷íûå ïåðå-ìåùåíèÿ íå òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíèÿ ïëàñòèíû, íî è íàîòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà.Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñ ó÷åòîì çàäàííîé ïîâåðõíîñòè ïðèâåäå-íèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ è óðàâíå-íèé, ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè, ïðèâåäåííûõ â [4],



Âûáîð ðàñïîëîæåíèÿ îïîðíîé ïîâåðõíîñòè äâóõàðî÷íîãî çåðêàëà... 89ïîëó÷åíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 10-ãî ïîðÿäêà. Ðå-øåíèå òàêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èùåòñÿ â âèäåðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì [5]:
Q (r, ϕ) =

∞
∑

n=0

[

Q(1)
n (r) sinnϕ+Q(2)

n (r) cosnϕ
] (2)äëÿ q, T1, T2, N1,M1,M2, u, w, ϑ, ε1, ε2,κ1,κ2;

Q (r, ϕ) =
∞
∑

n=0

[

Q(1)
n (r) cosnϕ−Q(2)

n (r) sinnϕ
] (3)äëÿ T12, N2,M12, v, ψ, ω1, ω2, τ1, τ2.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2) è (3) â ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ÏÑ îíà ðàñïàäàåòñÿ íà ðÿä ïîäñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 10-ãî ïîðÿäêà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî âîë-íîâîãî ÷èñëà n:



























d (Qi)n
dr

=

5
∑

f=1

(aif )n(uf )n +

5
∑

g=1

(b∗ig)nQg + (ai0)n, i = 1, 5,

d (uj)n
dr

=

5
∑

f=1

(a∗jf )n(uf)n +

5
∑

g=1

(bjg)n(Qg)n + (bj0)n, j = 1, 5.(4)Óñèëèÿ íà êðàþ ïëàñòèíû îòñóòñòâóþò. Ñïèñîê îñíîâíûõ ïå-ðåìåííûõ, èñïîëüçóåìûõ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (4), ïðåäñòàâëåí âòàáë. 1. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå íàïðÿæåííî-äåôîð-ìèðóåìîå ñîñòîÿíèå, âûðàæàþòñÿ ïîñëå ðåøåíèÿ ïîäñèñòåì ÷åðåçíàéäåííûå â íèõ íåèçâåñòíûå. Îãðàíè÷èì ÷èñëî ðåøàåìûõ äèôôå-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîëíîâûì ÷èñëîì nmax.Òàáëèöà 1. Ñïèñîê íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4)
Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 u1 u2 u3 u4 u5

T1 T12 N1 M1 M12 u v w ϑ ψ



90 Ñ.Ì. Áàóýð, Â.Å. Âåëè÷êî4. Âûâîä êðèòåðèåâ îöåíêè êà÷åñòâà çåðêàëà äëÿöèêëè÷íî-ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿÎòêëîíåíèÿ îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà îáû÷íî õàðàêòå-ðèçóþò äâóìÿ âåëè÷èíàìè: ðàçìàõîì (PV) è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèìîòêëîíåíèåì (RMS) âîëíîâîãî ôðîíòà. Ðàçìàõ âîëíîâîãî ôðîíòàäëÿ öèêëè÷íî-ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
PV = maxWerr −minWerr, (5)ãäå Werr � îøèáêà âîëíîâîãî ôðîíòà. Îøèáêîé âîëíîâîãî ôðîíòàíàçûâàþò îòêëîíåíèå ôðîíòà âîëíû îò áëèæàéøåé ê íåìó ïîâåðõ-íîñòè. Ýòî îòêëîíåíèå èçìåðÿåòñÿ âäîëü íîðìàëè ê êîíòðîëèðó-åìîé ïîâåðõíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å � ýòî îòðàæàþùàÿïîâåðõíîñòü çåðêàëà. Ïîâåðõíîñòü ïðèâåäåíèÿ ïëàñòèíû ïðîõîäèò÷åðåç îïîðíîå êîëüöî çåðêàëà. Ïåðåìåùåíèÿ ïî íîðìàëè ê îïòè÷å-ñêîé ïîâåðõíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå [6]

dn = w∗(zm(r))
√

1− (rρ)2−r cos(nϕ)u
∗(zm(r)) + r sin(nϕ)v∗(zm(r))

pm
.Ôîêóñ çåðêàëà ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü ðàñïîëîæåííûì íàðàññòîÿíèè pm/2 îò âåðøèíû ïîâåðõíîñòè. Òîãäà äëÿ óãëà ïàäåíèÿè îòðàæåíèÿ ëó÷à θ ïðè ïàäåíèè íà çåðêàëî ïëîñêîé âîëíû èìååì:

cos θ =

√

1−
(

r

pm

)2

.Ïðè ýòîì îøèáêà âîëíîâîãî ôðîíòà ïðè äåôîðìàöèè çåðêàëà âû-÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
Werr = 2dn cos θ.RMS � áîëåå îáùèé êðèòåðèé îòêëîíåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà,ïðèíèìàþùèé âî âíèìàíèå îòêëîíåíèå âñåé ïîâåðõíîñòè:

RMS =

√

√

√

√

1

S

∫∫

S

(Werr −W err)2 dS, (6)
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S � ïëîùàäü îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà.Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà Ôóðüå ïî îêðóæ-íîé êîîðäèíàòå ñ âîëíîâûì ÷èñëîì n, òî ôîðìóëó (5) ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå:
PV = max

(

nmax
∑

n=0

(Werr)n · cosnϕ
)

−min

(

nmax
∑

n=0

(Werr)n · cosnϕ
)

,à ôîðìóëà (6) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
RMS =

√

√

√

√

√

π

S

nmax
∑

n=1

R4
∫

R1

r(Werr)2n dr + 2π

S

R4
∫

R1

r((Werr)n=0)2 dr −W
2err,ãäå (Werr)n � îøèáêà âîëíîâîãî ôðîíòà äëÿ ãàðìîíèêè ñ âîëíîâûì÷èñëîì n, (Werr)n=0 � îøèáêà âîëíîâîãî ôðîíòà ïðè îñåñèììåòðè÷-íîé íàãðóçêå.Ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïî âñåì ãàðìîíèêàì îñòàíåòñÿ òîëüêî ñðåäíååîòêëîíåíèå îøèáêè äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ íàãðóçêè:

W err = (W err)îñåñèì =
2π

S

R4
∫

R1

r(Werr)0 dr.×àñòî èñïîëüçóåìûì êðèòåðèåì îïòè÷åñêîãî êà÷åñòâà ïîâåðõíî-ñòè ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé Ðåëåÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó äîëæíû âûïîë-íÿòüñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: PV < λ
4 , RMS < λ

14 , ãäå λ� äëèíàâîëíû èçëó÷åíèÿ [7]. Èç-çà òîãî ÷òî äëèíà âîëíû îïòè÷åñêîãî äèà-ïàçîíà èìååò ïîðÿäîê 1 ìêì, ýòîò êðèòåðèé ñòàíîâèòñÿ æåñòêèìîãðàíè÷åíèåì íà îòêëîíåíèå îïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.Äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ìîäåëè ñ ó÷åòîì öèêëè÷íî-ñèììåòðè÷-íîé çàäà÷è çíà÷åíèÿ RMS âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå
RMS =

√

√

√

√

1

2

nmax
∑

n=1

N
∑

j=1

wj((Werrj)n)2 + N
∑

j=1

wj((Werrj)n=0)2 −W err2,



92 Ñ.Ì. Áàóýð, Â.Å. Âåëè÷êîãäå (Werrj)n � îøèáêà âîëíîâîãî ôðîíòà äëÿ j-ãî óçëà n-ãî âîëíî-âîãî ÷èñëà, N � ÷èñëî óçëîâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ìîäåëè. Cðåäíååàðèôìåòè÷åñêîå îøèáêè âîëíîâîãî ôðîíòà âîëíîâîãî ôðîíòà äëÿêîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà íàõîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:
W err = 1

N

N
∑

j=1

wi(Werrj)n=0,ãäå wj = Sj/S � âåñ ïî ïëîùàäè j-ãî óçëà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîéìîäåëè; Sj � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîùàäü, àññîöèèðîâàííàÿ ñ óçëîì j;
S � îáùàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè.5. Ðåçóëüòàòû ðàáîòûÏðè ðàñ÷åòå ó÷èòûâàëèñü ïåðâûå 90 ãàðìîíèê. Âûáîð ÷èñëàãàðìîíèê îïðåäåëÿëñÿ òàê, ÷òîáû íà ïîñëåäíåé ãàðìîíèêå ìàêñè-ìóì ðàñïðåäåëåíèÿ ñèëû ñîñòàâëÿë ìåíåå 0,01 % îò ìàêñèìóìà ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ñèëû íà íóëåâîé ãàðìîíèêå:

max(q(r))

max(q(r, nmax))
< 0, 01%.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) ðåøàëàñü ìåòîäîì ïðîãîíêè. Â ñâÿçèñ òåì ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà íàáëþäàëàñüíåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ, ïðèõîäèëîñü ïðîâîäèòü îðòîãîíàëèçàöèþíà êàæäîì øàãå [5]. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâîêðóæíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ îïîð Rs ïîêàçàíû â òàáë. 2, à çàâèñè-ìîñòü RMS îò ðàäèóñà êîëüöà îïîð Rs çåðêàë � íà ðèñ. 5.Îïòèìàëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì äîñòèãàþòñÿ ìè-íèìàëüíûå çíà÷åíèÿ RMS. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êðèâîé íà ðèñ. 5 îï-òèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè R∗
s = 0, 35 ì, ïðè ýòîì RMS =

= 9, 6 íì.Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êà÷åñòâà RMS < λ/14 ïðè
λ = 632, 8 íì, êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ ïðè ðàäèóñàõ îïîðíîãî êîëüöàâ ïðåäåëàõ 0, 315�0, 380 ì. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàäèóñà îïîðíîãî êîëü-öà ìàññà çåðêàëà óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó åñëè ìû çàèíòåðåñîâàíûâ óìåíüøåíèè âåñà çåðêàëà, òî ñëåäóåò âçÿòü çíà÷åíèå ðàäèóñà, ñîâ-ïàäàþùåå ñ ëåâîé ãðàíèöåé äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà Rs = 0, 315 ì.
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Rs, ì Ìàññà çåðêàëà, êã RMS, íì PV , íì0,150 100,845 245,436 902,5490,175 107,993 204,399 767,0620,200 115,355 170,349 650,470,225 122,929 141,191 545,6770,250 130,718 114,814 446,2860,275 138,719 89,3015 346,8160,300 146,935 63,06 242,660,325 155,363 35,0341 133,1770,350 164,005 9,6414 51,08930,375 172,861 35,2212 152,5360,400 181,931 74,9753 307,7640,425 191,214 120,254 483,1290,450 200,710 170,994 678,225

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü RMS îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè îò ðàçëè÷íûõêîíôèãóðàöèé çåðêàë, çàäàííûõ ÷åðåç ðàäèóñ êîëüöà îïîðû Rs.Óðîâíåì ïîêàçàíî çíà÷åíèå λ/14.



94 Ñ.Ì. Áàóýð, Â.Å. Âåëè÷êî

à

áÐèñ. 6. Ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè çåðêàëàïðè ðàäèóñå êîëüöà îïîð Rs = 0, 35 ì â ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ÷åðåçîïîðó (à), è â ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ìåæäó îïîð (á).
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Ðèñ. 7. Òðåõìåðíûé ãðàôèê ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé çåðêàëà ïðè
Rs = 0, 35 ì.Òîãäà ïðè íåáîëüøîì óõóäøåíèè êà÷åñòâà îïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòèìàññà çåðêàëà áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïðè R∗

s , íà 15 êã.Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ïåðåìåùåíèÿ (4) ïî òåîðèè ÏÑ íà ëèöå-âîé ïîâåðõíîñòè â ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç îïîðó (ϕ = 0), è âñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ìåæäó îïîð (ϕ = π/6), ïðè îïòèìàëüíîì çíà-÷åíèè RS = 0.35 ì. Êàê âèäíî, îòêëîíåíèÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãîêðàÿ çåðêàëà â ñðåäíåì ðàâíû äðóã äðóãó. Íà íèæíåé ïîâåðõíîñòèçåðêàëà íà îïîðíîì êîëüöå ïåðåìåùåíèÿ w∗ îòñóòñòâóþò. Ëåãêîóâèäåòü, ÷òî îòðàæàþùàÿ ïîâåðõíîñòü çåðêàëà íàä îïîðîé èìååòîáæàòèå ïî òîëùèíå, êîòîðîå ó÷èòûâàåòñÿ òåîðèåé ÏÑ.Äëÿ ýòîãî æå ñëó÷àÿ íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíî òðåõìåðíîå èçîá-ðàæåíèå ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé äëÿ îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòèçåðêàëà, íà êîòîðîì âûäåëÿþòñÿ ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ îïîð.



96 Ñ.Ì. Áàóýð, Â.Å. Âåëè÷êî6. Çàêëþ÷åíèåÐàññìàòðèâàëñÿ ïðîãèá îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè äâóõàðî÷íî-ãî çåðêàëà ñ çàäàííûìè îãðàíè÷èâàþùèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðà-ìåòðàìè ïîä ñîáñòâåííûì âåñîì. Çåðêàëî ðàñïîëîæåíî íà 6 îïî-ðàõ. Çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ òåîðèè îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùè-íû Ïàëèÿ�Ñïèðî. Ïðè ýòîì çåðêàëî ðàññìàòðèâàëîñü êàê ïëàñòèíàïåðåìåííîé òîëùèíû. Ðåøàëàñü ïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à çàâèñè-ìîñòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà îòðàæà-þùåé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà (ïî êîòîðîìó îöåíèâàëîñü îïòè÷åñêîåêà÷åñòâî çåðêàëà) îò ðàäèóñà êîëüöà îïîð.Êà÷åñòâî îïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíå-êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì âîëíîâîãî ôðîíòà RMS. Çàâèñèìîñòüêà÷åñòâà ïîâåðõíîñòè îò ðàäèóñà îïîðíîãî êîëüöà Rs èìååò âèä U -îáðàçíîé êðèâîé, ìèíèìóì êîòîðîé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çåðêàëàäîñòèãàåòñÿ ïðè R∗
s = 0, 35. Ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îïòè÷å-ñêîå êà÷åñòâî çåðêàëà äîïóñòèìûé ðàäèóñ îïîðíîãî êîëüöà ëåæèò âïðåäåëàõ 0, 315�0, 380 ì. Óìåíüøàÿ ðàäèóñ îïîðíîãî êîëüöà â äîïó-ñòèìûõ ïðåäåëàõ, óäàåòñÿ óìåíüøèòü ìàññó çåðêàëà áåç çíà÷èìîéïîòåðè êà÷åñòâà îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè.Ëèòåðàòóðà1. Park S. J., Sim S. H., Chung C. S., Kang E. C., Kim J. K.Design of primarymirror for laser beam director. ICO20: Optical Design and Fabrication /Eds James Breckinridge, Yongtian Wang // Proc. of SPIE. 2006. Vol. 6034,60340F.2. Viens M. J. Fracture Toughness and Crack Growth of Zerodur// NASATechnical Memorandum 4185, April 1990. P. 30.3. Áàóýð Ñ. Ì., Êîâàëåâ À. Ì., Ïåòðîâ Ì. Á. è äð. Ðàñ÷åò è îïòèìèçà-öèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ çåðêàë òåëåñêîïîâ / Ïîä ðåä. Ì. È. Óëèòèíà. ÑÏá.:Èçäàòåëüñòâî ÑÏáÃÓ, 1997. 228 ñ.4. Ïàëèé Î.Ì., Ñïèðî Â.Å. Àíèçîòðîïíûå îáîëî÷êè â ñóäîñòðîåíèè. Ë.:Ñóäîñòðîåíèå, 1977. 392 ñ.5. Ãðèãîðåíêî ß.Ì., Âàñèëåíêî À.Ò.Ìåòîäû ðàñ÷åòà îáîëî÷åê. Ò. 4. Òåîðèÿîáîëî÷åê ïåðåìåííîé æåñòêîñòè. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1981. 544 ñ.6. Doyle K.B., Genberg V.L., Michels G.J. Integrated optomechanical analysis.Second Edition. Bellingham, Washington, USA: SPIE Press, 2012. P. 383.7. Ñîêîëüñêèé Ì. Í. Äîïóñêè è êà÷åñòâî îïòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ. Ë.: Ìà-øèíîñòðîåíèå. Ëåíèíãðàäñêîå îòäåëåíèå, 1989. 221 ñ.
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ÐÅÇÞÌÅ ÄÎÊËÀÄÎÂ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÕ Â ÑÁÎÐÍÈÊÊ âîïðîñó î âûâîäå àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ íàïðÿæåíèéöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåìÑ. Â. Êàøòàíîâà, À. Â. ÐæîíñíèöêèéÄîêëàä íà ñåìèíàðå 8 ñåíòÿáðÿ 2020 ã.Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê âûâîäó ôîðìóë äëÿíàïðÿæåíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì ïðè ðàñòÿæåíèèâäîëü îáðàçóþùåé. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåøåíèå ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ìà-ëîìó ïàðàìåòðó β, õàðàêòåðèçóþùèì îòíîøåíèå ðàäèóñà îòâåðñòèÿ, òîëùèíûîáîëî÷êè è ðàäèóñà êðèâèçíû, ïðèíàäëåæèò À. È. Ëóðüå (40-å ãã. XX âåêà). Äà-ëåå âñïëåñê èíòåðåñà íàáëþäàëñÿ â ñåðåäèíå 60-õ è íà÷àëå 70-õ ó çàðóáåæíûõó÷åíûõ, íàøåäøèõ îøèáêó â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ó À. È. Ëóðüå è ðåøàþùèõýòó çàäà÷ó ëèáî òåì æå ñïîñîáîì (Murthy, Naghdi, Eringen), ëèáî ÷èñëåííûììåòîäîì êîëëîêàöèé (Lekkerkerker, Eringen, Naghdi, VanDyke). Íåðåøåííîé ýòóçàäà÷ó íàçâàòü íåëüçÿ, îäíàêî è ðåøåíèå åå íàéòè òðóäíî. Äîñòóïåí ëèøü àë-ãîðèòì, íå îáîñíîâàííûé ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè, è òàáëèöû äëÿ ðåøåíèé ïðèêîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì êîëëîêàöèé. Ðåøåíèåèùåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé Õàíêåëÿ îò êîìïëåêñíîé ïå-ðåìåííîé. Äëÿ ðàçëîæåííûõ â ðÿä êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèèïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà, ïðè ýòîì âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñè-ñòåìû íå èññëåäóåòñÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå óëîâ-êè äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî èç ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Âñå ýòî çíà÷èòåëüíîóñëîæíÿåò ïðîöåäóðó.Àâòîðû íàøëè ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå íà êîìáèíàöèÿõ ôóíêöèé Õàíêåëÿè Áåññåëÿ îò êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, â äðóãîé ôîðìå è ïðåäëîæèëè êà÷å-ñòâåííî íîâûé àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, íå ïðèìåíÿþùèé ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìóïàðàìåòðó β, à èñïîëüçóþùèé ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ àë-ãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå â äèàïàçîíå äëÿ β îò0 äî 4, â òî âðåìÿ êàê â ïðåäûäóùèõ ðåøåíèÿõ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå β íåïðåâîñõîäèëî 0,2 (ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìîäåëü íå óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷-íûì óñëîâèÿì), ò. å. äèàïàçîí ïðèìåíèìîñòè çàäà÷è óâåëè÷èëñÿ â 20 ðàç. Âåäèíñòâåííîé ðàáîòå (VanDyke), îñíîâàííîé íà ìåòîäå êîëëîêàöèé, çíà÷åíèÿ βäîñòèãàþò âåëè÷èíû 4, ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ íàøèìè.Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äàòü ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âëèÿíèÿðàäèóñà êðèâèçíû îáîëî÷êè íà ïîÿâëåíèå ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò â êîíå÷íûõ ôîð-ìóëàõ äëÿ ïðîãèáà è íàïðÿæåíèé.



98 Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèêÈñïîëüçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèÿâ çàäà÷àõ ãèïåðáîëè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòèè äèíàìèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëàÄ. Â. ÌàòÿñÄîêëàä íà ñåìèíàðå 25 ñåíòÿáðÿ 2020 ã.Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàí-ñòâåííîãî îïèñàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå òåðìîóïðóãèåâîëíû â òâåðäîì òåëå è ãàçå. Ãèïåðáîëè÷åñêèå âîëíû îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé ðåëàêñàöèþ òåïëîâîãî ïîòîêà, áëàãîäà-ðÿ ÷åìó òåïëîâîå âîçìóùåíèå èìååò êîíå÷íóþ ñêîðîñòü. Êàê äëÿ òâåðäîãî òåëà,òàê è äëÿ ãàçà ôîðìóëèðóþòñÿ èíòåãðàëüíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîç-âîëÿþò èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå èçó÷àåòñÿïðîöåññ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû â ãîðíîé ïîðîäå ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâ-ëåíèÿ. Ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèè äàâëåíèå ìîäåëèðóåòñÿ îáúåìíûì óñè-ëèåì, äâèæóùèìñÿ âìåñòå ñ áåðåãàìè òðåùèíû. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêàñâÿçè ïîëåé äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõîáúåìîâ. Òàêæå â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íà ãðàíèöåðàçäåëà ñðåä ñ ðàçíûìè æåñòêîñòÿìè â êîíòèíóóìå ñ âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿ-ìè ñâîáîäû. Âàðüèðóåòñÿ óãîë ïàäåíèÿ è òèï âîëíû (êðóòèëüíàÿ, èçãèáíàÿ).Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîòîòèïà ðàêåòûÄ. À. ÀíîõèíÄîêëàä íà ñåìèíàðå 20 îêòÿáðÿ 2020 ã.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå äèíàìèêè äâèæåíèÿ ðàêåòû. Îáëà-ñòÿìè ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ: ðàêåòû-íîñèòåëè, ÷àñò-íûé êîñìîñ, ìåòåîðàêåòû. Â ðàáîòå îïòèìèçèðóþòñÿ àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàê-òåðèñòèêè (ÀÄÕ) ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ËÀ), ÷òî óâåëè÷èâàåò óïðàâëÿåìîñòüðàêåòû, å¼ ñïîñîáíîñòü áîëåå îïåðàòèâíî èçìåíÿòü ñîáñòâåííóþ òðàåêòîðèþ âîâðåìÿ ïîë¼òà. Èçíà÷àëüíî öåëüþ ðàáîòû áûëî èçó÷åíèå äèíàìèêè äâèæåíèÿðàêåòû è èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè íàâåäåíèÿ. Íî ðåçóëüòàòû ïåðâîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íåîáåñïå÷èâàþò ýôôåêòèâíîå óïðàâëåíèå ðàêåòîé. Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïî-ëó÷èòü òàêèå ÀÄÕ ËÀ, êîòîðûå äàäóò âîçìîæíîñòü óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ñîçäàâ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îñîçíàííî ìåíÿòü ÀÄÕ.Äðóãîé ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ � óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè äîñòèæåíèÿ äâèæó-ùåéñÿ öåëè ëåòàòåëüíûì àïïàðàòîì. Ìîäåëèðóÿ äâèæåíèå îáúåêòîâ è àíàëèçè-ðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ïîçâîëèâøàÿ ïîëó÷èòüôîðìóëó, îïèñûâàþùóþ äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå îäíîãî èç äâóõ êîýôôèöèåí-òîâ ñèñòåìû íàâåäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ýòàôîðìóëà ïîìîãàåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ìèíèìàëüíûé ïðîìàõ.



Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèê 99Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿàëþìèíèåâûõ çàãîòîâîê ïðè ãëóáîêîì ïðîäàâëèâàíèèÄ. À. ÑåðåáðÿêîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 27 îêòÿáðÿ 2020 ã.Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ àëþìèíèåâûõ çà-ãîòîâîê ïðè ãëóáîêîì ïðîäàâëèâàíèè. Â ðàáîòå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ àëþìèíèå-âûõ çàãîòîâîê ïðè ïðîèçâîäñòâå ýëåìåíòîâ ïðåëîìëÿþùèõ ëèíç äëÿ ðåíòãåíîâ-ñêîé îïòèêè ìåòîäàìè ãëóáîêîãî ïðîäàâëèâàíèÿ. Ïîñòðîåíà ôèçèêî-ìàòåìàòè-÷åñêàÿ ìîäåëü óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè áîëüøèõ ñòåïåíÿõ äåôîð-ìàöèè òåõíè÷åñêè ÷èñòîãî àëþìèíèåâîãî ñïëàâà À0. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïå-ðèìåíò çàêëþ÷àëñÿ â ìîäåëèðîâàíèè îäíîñòîðîííåãî è äâóõñòîðîííåãî ïðîäàâ-ëèâàíèÿ ïóñòîò ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìû â àëþìèíèåâûõ çàãîòîâêàõ, èìåþùèõôîðìó øàéá. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ îöåíåíà ýôôåêòèâíîñòü âûáðàííîãîìåòîäà ïðîèçâîäñòâà, äàíà îöåíêà îñíàñòêå è òåõíîëîãè÷åñêèì ðåæèìàì, îïðå-äåëåíû ñòåïåíè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðè îáðàáîòêå, êîòîðûå äîñòèãàþòäåñÿòêîâ ïðîöåíòîâ â ëîêàëüíûõ çîíàõ çàãîòîâîê.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ âûñîêîñêîðîñòíîãîóäàðà ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàìì ËÎÃÎÑÄ. Â. ×åïåëà, Þ. Í. ÁóõàðåâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 10 íîÿáðÿ 2020 ã.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ âûñîêîñêîðîñòíûõ ñîóäàðåíèé íåîáõîäèìîäëÿ îáîñíîâàíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, ïîäâåðãàþùèõñÿâîçäåéñòâèÿì ÷àñòèö òâ¼ðäûõ òåë.Ðàçðàáîòàííûé âî ÔÃÓÏ ¾ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ¿ (ã. Ñàðîâ) ïàêåò ïðîãðàììËÎÃÎÑ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ òåïëîìàññîïåðåíîñà, òóðáóëåíòíîéãèäðî-, àýðîäèíàìèêè è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà íà ñóïåðÝÂÌ ñ ìàññîâûì ïà-ðàëëåëèçìîì. Â 2017�2018 ãã. ñîòðóäíèêàìè è ñòóäåíòàìè ÑàðÔÒÈ ñîâìåñò-íî ñ ðàçðàáîò÷èêàìè ÏÏ ËÎÃÎÑ âûïîëíåíû ÍÈÐ ïî âåðèôèêàöèè è ðàçâè-òèþ ìîäåëåé è ìåòîäèê ÏÏ ËÎÃÎÑ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñîêîñêîðîñòíîãî(äî 10 êì/ñ) óäàðà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ââåäåíû â ìîäåðíèçèðîâàí-íóþ âåðñèþ ÏÏ ËÎÃÎÑ, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàíà â äàííîé ðàáîòå.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ ôîðìèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿçàïðåãðàäíûõ îñêîëî÷íûõ ïîòîêîâ ïðè ïðîáèòèè òîíêèõ àëþìèíèåâûõ ïëà-ñòèí ïðè âîçäåéñòâèè íà íèõ ñôåðè÷åñêîãî àëþìèíèåâîãî óäàðíèêà ñ ïîìîùüþ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ìåòîäèêàì SPH-3D, 2D ÏÏ ËÎÃÎÑ, àíàëèç èîáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ äàííûõ â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòà-òàìè, äðóãèìè ðàñ÷¼òíûìè äàííûìè.



100 Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèêÔèëüòðàöèÿ äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåéâ ïîðîóïðóãîé ñðåäåÀ. À. Ãëóøêîâà, À. À. ÏàïèíÄîêëàä íà ñåìèíàðå 17 íîÿáðÿ 2020 ã.Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ äâóõ íåñìå-øèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé â ïîðîóïðóãîé ñðåäå. Äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîá-ùåíèåì êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ìàñêåòà�Ëåâåðåòòà (Musket�Leverett), â êîòîðîéïîðèñòîñòü ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Ó÷åòñæèìàåìîñòè ïîðèñòîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì.Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà, îïè-ñûâàþùàÿ îäíîìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå äâóõôàçíîé ñìåñè â äåôîð-ìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå. Èññëåäîâàíà çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãîðåøåíèÿ è ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ôèëüòðàöèè äâóõ íåñìåøèâàþ-ùèõñÿ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé â äåôîðìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå.Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêèê èññëåäîâàíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòèêîëîííîãî ãðàôåíàÅ. À. ÈâàíîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 2 ìàðòà 2021 ã.Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè êèññëåäîâàíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëîííîãî ãðàôåíà ïðè àáñîðáè-ðîâàíèè íà íåì ôîñôîëèïèäîâ. Êîëîííûé ãðàôåí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíâ êà÷åñòâå âîäíîãî ôèëüòðà èëè â êà÷åñòâå êîíòåéíåðà äëÿ ïåðåíîñà àêòèâ-íûõ âåùåñòâ â îðãàíèçìå æèâûõ ñóùåñòâ. Â ðÿäå ðàáîò ïîêàçàíî, ÷òî â âîäíîéñðåäå óãëåðîäíûå íàíîñòðóêòóðû èìåþò òåíäåíöèþ ê àãðåãèðîâàíèþ. Äëÿ ïðå-îäîëåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû îáû÷íî ïðèìåíÿþò ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûå âåùåñòâà(ÏÀÂ), ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ôîñôîëèïèäû.Â ðàáîòå ïîñòðîåíà êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êîëîííîãîãðàôåíà ñ ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîåìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû ¾êîëîííûé ãðàôåí�ôîñôîëèïèä(û)�âîäà¿. Ïîñòðîåíãðàôèê çàâèñèìîñòè ýíåðãåòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû îò êîíöåíòðàöèèôîñôîëèïèäîâ.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãîòå÷åíèÿ âîäû â êàíàëå ñ ïðåïÿòñòâèåìÄ. Å. ÁàáèíüêèíÄîêëàä íà ñåìèíàðå 13 àïðåëÿ 2021 ã.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ òå÷åíèÿ âîäû â êàíàëå ñ ïðå-ïÿòñòâèåì. Òàêèå ðàñ÷åòû íåîáõîäèìû äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ â êà-



Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèê 101÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ âèáðîàêóñòè÷åñêîé çàäà÷è. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåí-íûõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñ îòêðûòûì èñõîäíûì êîäîìOpenFoam. Íà îñíîâå àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèé äàâëåíèÿ èññëåäó-åòñÿ âëèÿíèå ïðåïÿòñòâèÿ íà òå÷åíèå æèäêîñòè â ïîäîáíûõ êàíàëàõ, îïðåäå-ëÿåòñÿ õàðàêòåð âîçíèêíîâåíèÿ âèõðåé, âîçìîæíûå îáëàñòè èõ âîçíèêíîâåíèÿ,îáëàñòè ñ íàèìåíüøèìè è íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè.Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèåïîâåäåíèÿ òðóáîïðîâîäà ïðè ïîäâèæêàõ ãðóíòàÌ. Ì. ÍèêóëèíàÄîêëàä íà ñåìèíàðå 27 àïðåëÿ 2021 ã.Âîïðîñû îöåíêè ïðî÷íîñòè è äîëãîâå÷íîñòè òðóáîïðîâîäîâ àêòóàëüíû êàêñ ýêîíîìè÷åñêîé è ýêîëîãè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ, òàê è äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ òåõ-íîãåííûõ àâàðèé è êàòàñòðîô. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ëè-íåéíîé ÷àñòè òðóáîïðîâîäà, èçîãíóòîãî âñëåäñòâèå çàäàííûõ ïîäâèæåê ãðóíòà.Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïî-òåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé è ñ ó÷åòîì îñåâîãî íàòÿæåíèÿ, âûçâàííîãî óäëèíåíèåìòðóáû. Òàêæå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå óòîí÷åíèÿ ñòåíêè òðóáû âñëåäñòâèå îáùåéðàâíîìåðíîé êîððîçèè íà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå òðóáû ïðè ôèêñèðîâàííûõñìåùåíèÿõ è óãëàõ íàêëîíà êîíöåâûõ ñå÷åíèé. Ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû, èëëþ-ñòðèðóþùèå ïîãðåøíîñòü èçâåñòíûõ ðåøåíèé, íå ó÷èòûâàþùèõ îñåâîãî íàòÿ-æåíèÿ â òðóáå, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì, ïðèâåäåííûì â äàííîé ðàáîòå.Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññîââûñîêîñêîðîñòíîé äåôîðìàöèè íà ìåçîóðîâíåïðè óäàðíîì íàãðóæåíèè òâåðäîòåëüíûõ ìàòåðèàëîâÀ. ÑàìñîíîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 18 ìàÿ 2021 ã.Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ äè-íàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ àëþìèíèåâîãî ñïëàâà Ä16 ïðè ïîìîùè ãàçîâîé ïóøêèè òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ôðîíòà âîëíû ñ ïðèâëå÷åíèåì äèñ-ëîêàöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé î ïðèðîäå ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Íàèáîëååçíà÷èìîé ÷àñòüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåííûé ýêñïåðèìåíò ïî íàãðóæåíèþàëþìèíèåâîé ìèøåíè ïëîñêèì óäàðíèêîì è ôèêñèðîâàíèå ñêîðîñòè òûëüíîéïîâåðõíîñòè ìèøåíè ïðè ïîìîùè èíòåðôåðîìåòðà. Ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ ïî-ñòàíîâêà ýêñïåðèìåíòà è åãî îñîáåííîñòè.
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114 ÐåôåðàòûÐÅÔÅÐÀÒÛÓÄÊ 539.4: 519.63Ïàâèëàéíåí Ã. Â. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîòåõíè÷å-ñêèõ îïîð èç êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ ýôôåêòîìïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè (ýôôåêòîì SD) // Òðóäû ñåìè-íàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2020�2021 ãã. Ñ. 5�28.Ñîâðåìåííûå ãèäðîòåõíè÷åñêèå ñîîðóæåíèÿ ðàáîòàþò íà ïðå-äåëüíî äîïóñòèìûõ íàãðóçêàõ, êîãäà âîçìîæåí ïåðåõîä â óïðóãî-ïëàñòè÷åñêóþ ñòàäèþ äåôîðìèðîâàíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-ìîñòè ó÷åòà ñïåöèôè÷åñêèõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ èñïîëü-çóåìûõ ìàòåðèàëîâ, íàïðèìåð ïëàñòè÷åñêîé àíèçîòðîïèè (ýôôåêòSD).Ïðåäëàãàåìûå â ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ó÷èòûâàþò íåòîëüêî äîïîëíèòåëüíûå ôàêòîðû îòñóòñòâèÿ ñèììåòðèè â ðàçâèòèèíàïðÿæåíèé è ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ñìåùåíèå íåéòðàëüíîéîñè ïðè èçãèáå, íî è âëèÿíèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ îêðóæà-þùåé îïîðó æèäêîñòè è âåñ ñàìîé îïîðû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõóäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòüäëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïàêåòîâ ANSYS è COMSOL. Äëÿ èëëþñòðàöèè âëèÿ-íèÿ ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòî-ÿíèå âåðòèêàëüíûõ îïîð ïðè èçãèáå ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ïðè-ìåðû.Áèáëèîãð. 11 íàçâ. Èë. 9.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá, SD-ýôôåêò, ãèäðî-ñòàòè÷åñêàÿ íàãðóçêà.ÓÄÊ 531.38Ìóðàâüåâ À. Ñ., Ñìèðíîâ À. Ñ. Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿòÿãà÷à ñ ïðèöåïîì ñ ó÷åòîì ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ // Òðóäûñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿.2020�2021 ãã. Ñ. 29�40.Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ òÿãà÷à ñ ïðèöå-ïîì, êîòîðûé øàðíèðíî ïðèñîåäèíåí ê íåìó ïðè ïîìîùè óïðóãîãî



Ðåôåðàòû 115ýëåìåíòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé Ôåððåðñà äëÿ íåãîëîíîì-íûõ ñèñòåì ïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìû âëèíåéíîé ìîäåëè ïðè îòñóòñòâèè äèññèïàòèâíûõ ñèë. Â ðåçóëüòà-òå àíàëèçà ýòîé ìîäåëè ñòðîèòñÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿñèñòåìû íà ïëîñêîñòè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîèçâîäèòñÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíî ó÷åò ñèë âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñíà÷àëà â øàðíèð-íîì ñî÷ëåíåíèè, à çàòåì è â óïðóãîì ýëåìåíòå. Â ðåçóëüòàòå èñ-ñëåäîâàíèÿ äèññèïàòèâíûõ ìîäåëåé òàêæå ñòðîèòñÿ îáëàñòü óñòîé-÷èâîñòè â êàæäîì èç ñëó÷àåâ. Íà îñíîâàíèè ýòîãî àíàëèçà ìîæ-íî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ýòèõ äâóõ ìîäåëÿõ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòèèìååò ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûé êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð è ìîæåòñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò àíàëîãè÷íîé îáëàñòè, ïîñòðîåííîé ïðèîòñóòñòâèè âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.Áèáëèîãð. 8 íàçâ. Èë. 5.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òÿãà÷, ïðèöåï, âÿçêîå òðåíèå, óñòîé÷èâîñòüäâèæåíèÿ.ÓÄÊ 531.25Ñêàëèíà Ì. Ê., Ñìèðíîâ À. Ñ. Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèéðàâíîâåñèÿ ïëàâàþùåé ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè â óñëîâèÿõïëîñêîé çàäà÷è // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû âìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2020�2021 ãã. Ñ. 41�55.Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïëàâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé áàðæè èëèïîíòîíà â ìîðå. Ýòà ñèñòåìà ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè äëèííîãîáðóñà ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ïîãðóæåííîãî â æèä-êîñòü. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòå-ìû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èõ ÷èñëî ñâåäåíî ê îäíîìó, è â êà÷åñòâåîáîáùåííîé êîîðäèíàòû ïðèíèìàåòñÿ óãîë ïîâîðîòà áðóñà. Îòìå-÷àåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü â îòäåëüíîñòè ñëó÷àè îäíî-,äâóõ- è òðåõâåðøèííîãî ïîãðóæåíèÿ áðóñà, îáëàäàþùèå êà÷åñòâåí-íûìè ðàçëè÷èÿìè. Ïðîâîäèòñÿ ãëîáàëüíûé àíàëèç ðàâíîâåñíûõ ïî-ëîæåíèé ñèñòåìû è àíàëèçèðóåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü. Â ðåçóëüòàòåâûÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ îò äâóõ êëþ÷åâûõáåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è � îòíîøåíèÿ ñòîðîí áðóñà è îò-íîøåíèÿ ïëîòíîñòåé áðóñà è æèäêîñòè. Ïîìèìî ýòîãî, ñòðîÿòñÿè àíàëèçèðóþòñÿ êðèâûå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, íàãëÿäíî äåìîí-ñòðèðóþùèå ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ



116 Ðåôåðàòûãðàôè÷åñêèå èëëþñòðàöèè áðóñà â äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàâíîâåñíûõïîëîæåíèÿõ.Áèáëèîãð. 13 íàçâ. Èë. 13.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëàâàþùèé áðóñ, óñòîé÷èâîñòü, ñòàòè÷åñêèéàíàëèç, êðèâûå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.ÓÄÊ 539.3: 539.2Âàñèëüåâà Å. À. Ðàñ÷åòíîå îáîñíîâàíèå ñõåìû óïðàâëåíèÿôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþ êîíñòðóêöèé èç èíòåëëåê-òóàëüíûõ ìàòåðèàëîâ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìå-òîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2020�2021 ãã. Ñ. 56�72.Â ñòàòüå íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-âàíèÿ òêàíûõ êîìïîçèòîâ, ñîñòîÿùèõ èç íåïðåðûâíûõ ïüåçîýëåê-òðè÷åñêèõ è ìåòàëëè÷åñêèõ âîëîêîí èç ñïëàâîâ ïàìÿòüþ ôîðìû(ÑÏÔ) â åäèíîé ñòðóêòóðå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñðåäñòâà äëÿ îáåñ-ïå÷åíèÿ ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòè êîíñòðóêöèè, âûïîëíåííîéèç òàêîãî ìàòåðèàëà. Ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ ñõåìà óïðàâëåíèÿ äå-ôîðìàöèÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè âíåøíåì âîçäåéñòâèè â òêàíûõêîìïîçèòàõ, çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíòè êîìïîíåíò èç ÑÏÔ ìåæäó ñîáîé. Âûâåäåíû îïðåäåëÿþùèå ñî-îòíîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà îñíîâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò. Íà îñíîâå áàëàíñàýíåðãèé âûâåäåíû óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå òåìïåðàòóðó íàãðåâàâîëîêîí èç ÑÏÔ ñî âðåìåíåì è íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì âîëîêíå.Áèáëèîãð. 12 íàçâ. Èë. 8.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåëëåêòóàëüíûé ìàòåðèàë, òêàíûé êîìïî-çèöèîííûé ìàòåðèàë, óïðàâëåíèå ôîðìî- è ðàçìåðîñòàáèëüíîñòüþêîíñòðóêöèé.ÓÄÊ 539.3Âîðîíêîâà Å. Á., Ïîíîìàðåâà Â. Â. Äåôîðìàöèÿ êðóãëûõïëàñòèí ïåðåìåííîé òîëùèíû ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãîäàâëåíèÿ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿. 2020�2021 ãã. Ñ. 73�82.



Ðåôåðàòû 117Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåôîðìàöèÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîï-íîé êðóãëîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé òîëùèíû ïîä äåéñòâèåì íîð-ìàëüíîãî äàâëåíèÿ. Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ïðî-ãèáà âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèíÑ. À. Àìáàðöóìÿíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òîëùèíà ïëàñòèíû èç-ìåíÿåòñÿ âäîëü ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Ïîêàçàíî, êàê èçìåíÿåòñÿâåëè÷èíà ïðîãèáà è ïîëîæåíèå òî÷åê ïåðåãèáà â çàâèñèìîñòè îòçàêîíà èçìåíåíèÿ òîëùèíû.Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 5.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåôîðìàöèÿ, àíèçîòðîïíàÿ ïëàñòèíà, íåîäíî-ðîäíîñòü.ÓÄÊ 539.3Âåëè÷êî Â. Å., Áàóýð Ñ. Ì. Âûáîð ðàñïîëîæåíèÿ îïîðíîéïîâåðõíîñòè äâóõàðî÷íîãî çåðêàëà áîëüøîãî äèàìåòðà //Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-äû¿. 2020�2021 ãã. Ñ. 83�96.Àíàëèçèðóþòñÿ îòêëîíåíèÿ îïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè äâóõàðî÷-íîãî ãëàâíîãî çåðêàëà òåëåñêîïà îò ïåðâîíà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòèïðè âîçäåéñòâèè íà çåðêàëî ñèëû òÿæåñòè, íàïðàâëåííîé âäîëüîñè çåðêàëà, è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ ïîääåðæèâàþùèõëîêàëüíûõ íàãðóçîê.Çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è: îñåñèììåòðè÷íóþ è öèê-ëè÷íî-ñèììåòðè÷íóþ. Ïðåäëîæåíû ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå êà-÷åñòâî îïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà äëÿ öèêëè÷íî-ñèììåòðè÷-íîé çàäà÷è: ðàçìàõ âîëíîâîãî ôðîíòà è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëî-íåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà äëÿ îòðàæàþùåé äåôîðìèðîâàííîé ïî-âåðõíîñòè çåðêàëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-íîãî ñîñòîÿíèÿ çåðêàëà èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ îáîëî÷åê ñðåäíåé òîë-ùèíû Ïàëèÿ�Ñïèðî. Äëÿ öèêëè÷íî-ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ äëÿ êàæ-äîãî íîìåðà ãàðìîíèêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé 10-ãîïîðÿäêà. Íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà îêðóæíîñòè, íàêîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ îïîðû.Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 7.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëàñòèíû ñ èçìåíÿþùåéñÿ òîëùèíîé, îáîëî÷-êè ñðåäíåé òîëùèíû, íåêëàññè÷åñêèå òåîðèè îáîëî÷åê.
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