
УДК 531.39 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2022. Т. 9 (67). Вып. 4
MSC 70Q05

Алгоритм гашения упругих колебаний
распределенного объекта при избыточном
количестве пар сенсор—актуатор
В.А.Полянский1, Н.А.Смирнова2
1 Институт проблем машиноведения Российской академии наук,
Российская Федерация, 199178, Санкт-Петербург, Большой пр. В.О., 61

2 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,
Российская Федерация, 195251, Санкт-Петербург, ул. Политехническая, 29

Для цитирования: Полянский В.А., Смирнова Н.А. Алгоритм гашения упругих ко-
лебаний распределенного объекта при избыточном количестве пар сенсор—актуатор
// Вестник Санкт-Петербургского университета. Математика. Механика. Астрономия.
2022. Т. 9 (67). Вып. 4. С. 720–728. https://doi.org/10.21638/spbu01.2022.413

Эффективность алгоритмов независимого гашения низших упругих мод объекта огра-
ничена наличием и возбуждением неконтролируемых высших мод. Исследовано влия-
ние количества пар сенсор—актуатор, при сохранении числа обратных связей, на эф-
фективность гашения. Предложена и численно промоделирована процедура определе-
ния модальных матриц, предназначенных для сепарации форм из сигналов сенсоров и
организации воздействия на формы актуаторами, без использования математической
модели объекта.
Ключевые слова: распределенный упругий объект, управление модами, пьезоэлектри-
ческие сенсоры и актуаторы, идентификация.

1. Введение. Особенностью облегченной механической конструкции как объ-
екта управления является распределенность инерционных и упругих характеристик,
приводящая к бесконечному спектру собственных частот. Методы управления состо-
янием таких объектов основаны на редукции их модели в предположении о суще-
ственном возрастании демпфирования с увеличением номера формы упругих коле-
баний.

Слежение за состоянием объекта и управляющее воздействие на него осуществ-
ляется с помощью конечного числа пар пьезоэлектрических сенсоров и актуаторов
[1]. Метод «модального» управления состоит в независимом демпфировании коле-
баний по формам упругого объекта [2–4], причем число пьезоэлементов обычно не
превышает числа демпфируемых форм. Следствием является возбуждение некон-
тролируемых форм колебаний объекта [1, 3].

Оптимизация расположения и размеров пьезоэлементов отчасти нивелирует
указанный эффект [5–9]. В работе на примере шарнирно-опертой балки показано,
что использование дополнительных сенсоров и актуаторов позволяет:

• не допускать возбуждения неконтролируемых форм колебаний;
• располагать пьезоэлементы не требующим расчетов способом;
• определять модальные матрицы в алгоритме управления с помощью простой

идентификационной процедуры.
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2. Постановка задачи. В качестве модельного распределенного объекта вы-
брана шарнирно-опертая балка Бернулли—Эйлера под воздействием внешнего из-
гибающего момента. Рассматривается медленный переход через резонансы. Система
подавления вынужденных колебаний балки включает в себя пары пъезоэлектриче-
ских сенсоров и актуаторов, наклеенные в r сечениях балки. Актуатор создает со-
средоточенный изгибающий момент, а сенсор измеряет угол поворота сечения балки
в месте прикрепления [1].

Математическая модель балки постоянного сечения имеет вид:

∂Q

∂x
− ρü = 0,

Q− ∂M

∂x
=M0(t)δ(x − x0) +

r∑
i=1

Miδ(x− xi),

∂u

∂x
+ φ = 0,

∂φ

∂x
− 1

EI
M = 0,

(1)

где u — поперечное перемещение (прогиб) балки; φ — угол поворота касательной к
средней линии балки; Q — поперечная сила;M — изгибающий момент; x — продоль-
ная координата, отсчитываемая от левого конца балки; ρ — масса единицы длины
балки; I — момент инерции поперечного сечения; E — модуль Юнга материала бал-
ки; M0(t) — внешний изгибающий момент, приложенный в сечении с координатой
x0; Mi — управляющие моменты, приложенные в сечениях с координатой xi; δ(x) —
функция Дирака.

Граничные условия отражают способ закрепления балки длины l:

ux=0 = 0, u′′x=0 = 0, ux=l = 0, u′′x=l = 0.

Начальное состояние системы соответствует прямолинейной конфигурации балки:

ut=0 = 0, u̇t=0 = 0.

Перемещение u(x, t)и угол поворота сечения φ(x, t) представимы рядами:

u(x, t) =
∞∑
k=1

wk(x)βk(t), (2)

φ(x, t) =

∞∑
k=1

ϑk(x)βk(t), (3)

где βk(t) — главные координаты (моды); wk(x) — собственные формы прогиба, удо-
влетворяющие граничным условиям и условиям ортогональности; ϑk(x) = −dwk(x)

dx —
формы колебаний угла поворота сечения.

Моды βk(t) являются решениями бесконечной системы уравнений

β̈k(t) + λ2kβk(t) = fk + yk,

fk =M0(t)ϑk(x0), yk =

r∑
i=1

Miϑk(xi),
(4)
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где λk — k-я собственная частота упругой балки, определяемая из частотного урав-
нения для свободных колебаний; M0(t) = sin(12at

2); a — параметр, определяющий
скорость перехода через резонансы.

С учетом выражений (2) и (4) цель управления заключается в снижении резо-
нансных амплитуд низшихm мод βk(t), k = 1, 2, . . . ,m, за счет выбора управляющих
сигналов Mi.

3. Алгоритм управления модами объекта. Для управления низшими m
модами требуется не менее m пар сенсор—актуатор, расположенных в сечениях с
координатами xi, i = 1, . . . , r. Объединяя r > m − 1 управляющих сигналов Mi в
вектор U , запишем алгоритм управления с обратной связью:

U = −FKT
d

dt
Φ, (5)

гдеΦr×1 — вектор, объединяющий сигналы сенсоров φ(xi, t); Km×m — диагональная
матрица коэффициентов усиления; Fr×m, Tm×r — модальные матрицы, подлежащие
выбору (нижний индекс показывает размер матричного объекта).

Сформируем строку матрицы форм упругого объекта θr×m из значений ϑk,
k = 1, 2, . . . ,m, в месте закрепления пары сенсор—актуатор (количество строк опре-
деляется r — количеством актуаторов). Вектор сигналов сенсоров представим в виде
слагаемого, включающего первые m мод, и вектора Φ̃, содержащего моды высших
форм:

Φ = θβ + Φ̃. (6)

Первые m уравнений бесконечной системы (4) с учетом управления (5) и раз-
ложения (6) запишем в матричном виде:

β̈m×1 +Λm×mβm×1 = fm×1 − θT
m×rFr×mKm×mTm×rθr×mβ̇m×1 −Δ, (7)

где Λm×m = diag{λk2} — диагональная матрица квадратов собственных частот
упругой балки; fm×1 — вектор внешних воздействий, объединяющий компоненты
fk; вектор Δ не содержит компонент вектора β̇m×1, а только производные мод выс-
ших форм.

Для независимого демпфирования первых m мод необходимо выбрать модаль-
ные матрицы следующим образом:

Tm×r = (θT
m×rθr×m)−1θT

m×r,

Fr×m = T T
r×m = θr×m(θT

m×rθr×m)−1.
(8)

Экспериментальные исследования [10, 11] при минимальном количестве пар сен-
сор—актуатор r = m продемонстрировали, что увеличение коэффициентов усиле-
ния K может не повышать эффективность демпфирования колебаний в замкну-
той системе. Покажем, что причиной является присутствие в измерениях сенсоров
неуправляемых мод. Запишем конечномерную модель замкнутой системы, учиты-
вающую n мод, среди которых только m мод являются управляемыми:

β̈n×1 +Λn×nβn×1 = fn×1 −Dn×nβ̇n×1, (9)

где Dn×n = θT
n×rFr×mKm×mTm×rθr×n — матрица демпфирования замкнутой си-

стемы.
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Пусть достаточное условие устойчивости [1] замкнутой системы (9) выполнено.

Вектор мод β =

[
β1

β2

]
представим в блочной форме: к блоку β1 отнесем управ-

ляемые моды, к β2 — неуправляемые моды. Матрицу θr×n представим в блочной
форме θr×n =

[
θ1
r×m θ2

r×(n−m)

]
, где строки блока θ2

r×(n−m) сформированы из
значений ϑk, k = m + 1,m + 2, . . . , n, в месте закрепления пары сенсор—актуатор.
Тогда матрица D имеет следующую структуру:

Dn×n =

[
Km×m Sm×(n−m)

ST
(n−m)×m G(n−m)×(n−m)

]
,

где введены следующие обозначения: S = KΨ, G = ΨTKΨ, Ψ = Tθ2.
Система уравнений (7) для управляемых мод записывается в виде

β̈m + kmβ̇m + λ2mβm = fm −
n−m∑
i=1

smiβ̇m+i. (10)

Влияние неуправляемых мод тем значительнее, чем больше элементы матрицы
S = KΨ. Абсолютные значения элементов матрицы

Ψ = (θ1Tθ1)−1θ1Tθ2

являются показателем присутствия в сигнале T d
dtΦ неуправляемых мод. Запишем

уравнение для моды с номером j > m:

β̈j + gj−m,j−mβ̇j + λ2jβj = −
m∑
i=1

sij β̇i −
j−1∑
i=1

gjiβ̇m+i −
n∑

i=j+1

gjiβ̇m+i + fj. (11)

Вынужденные колебания неуправляемой моды возбуждаются не только при-
ложением внешнего возбуждения fj , но и приложением нагрузки qj =

∑m
i=1 sij β̇i

за счет введения обратных связей. Если элементы матрицы S = KΨ велики, то
вынужденные колебания неуправляемых мод в ряде (2) могут давать ощутимый
вклад в размах колебаний в определенных точках по длине балки при увеличении
коэффициентов обратных связей.

Представим результаты численного эксперимента. Инерционные и упругие па-
раметры балки длиной l = 1.47 м выбраны так, что нижние собственные частоты
составляют λ1 = 20 рад/с и λ2 = 80 рад/с. В модели учитываются десять чле-
нов разложения (3), а также вязкое демпфирование, пропорциональное собственной
частоте с одинаковым безразмерным коэффициентом ξ = 0.01. Координата прило-
жения возбуждающего момента x0 = 0.15 м выбрана так, чтобы гарантированно
возбуждались колебания по нижним трем формам упругого объекта. Внешний мо-
мент M0(t) = sin(12at

2) приложен на промежутке времени такой длительности, что-
бы осуществлялся переход через два резонанса, поэтому цель управления заклю-
чается в снижении резонансных амплитуд мод βk(t), k = 1, 2. Значение параметра
a = 0.1 рад/с2 делает переход через резонансы не слишком быстрым. В алгорит-
ме управления моделируется реальное дифференцирование измеряемых сигналов с
помощью апериодического звена первого порядка с постоянной времени τ = 0.01 с.
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Рис. 1. Осциллограммы перехода через резонанс в разомкнутой си-
стеме.

Рис. 2. Осциллограммы перехода через резонанс в замкнутой систе-
ме с двумя обратными связями и двумя парами сенсор—актуатор.

Эффективность подавления вынужденных колебаний оценивается по прогибу в се-
чении xu = 1.1 м, в котором значения двух низших форм прогиба балки отличны
от нуля, а значение третьей формы — максимально.

На рис. 1 показаны осциллограммы перемещения u(xu, t) и первых четырех мод
упругого объекта в разомкнутой системе.

На рис. 2 показаны осциллограммы процессов в замкнутой системе с двумя об-
ратными связями (коэффициенты усиления k1 = 40 1/с; k2 = 60 1/с) по измерениям
сенсоров, расположенных в сечениях x1 = 0.7 м и x2 = 1.4 м. На осциллограм-
мах третьей и четвертой мод видны области возбуждения вынужденных колебаний,
обусловленные замыканием обратных связей.

4. Модификация алгоритма управления. Эффективность подавления виб-
раций объекта с помощью обратных связей зависит от баланса между уровнем демп-
фирования управляемых мод и интенсивностью вынужденных колебаний низшей
неуправляемой моды. Чтобы не возбуждать вынужденные колебания, следует рас-
положить пары сенсор—актуатор в узлах формы низшей неуправляемой моды, что
требует точной идентификации формы. Более перспективным является увеличение
количества пар сенсор—актуатор при сохранении числа обратных связей. Матри-
ца демпфирования системы (9) при n = 3, m = 2 и симметричной относительно
середины балки расстановке пар сенсор—актуатор имеет вид

D =

⎡⎣ k1 0 k1θ1θ3/θ1θ1

0 k2 0
k1θ1θ3/θ1θ1 0 k1(θ1θ3/θ1θ1)

2

⎤⎦ ,
где θi — i-й столбец матрицы θr×n, θiθj обозначает скалярное произведение векто-
ров.
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Рис. 3. Зависимость отношения α от коли-
чества r пар сенсор—актуатор (точки — с мо-
дальными матрицами (8), окружности — с мо-
дальными матрицами (12)).

Рис. 4. Осциллограммы перехода через резонанс в замкнутой систе-
ме с двумя обратными связями, шестью парами сенсор—актуатор и мо-
дальными матрицами (8).

Интенсивность присутствия в измерениях сенсоров колебаний по третьей форме
оценим отношением α = |θ1θ3| /θ1θ1, которое представлено на рис. 3 в зависимости
от количества r пар сенсор—актуатор.

На рис. 4 показаны осциллограммы процессов в замкнутой системе с двумя об-
ратными связями (k1 = 40 1/с; k2 = 60 1/с) и шестью парами сенсор—актуатор,
расположенными так, чтобы координаты сечений xi, i = 1, . . . , 6, делили балку на
семь равных частей.

Сравнение осциллограмм (рис. 2 и 4) показывает, что при избыточном количе-
стве (превышающем число обратных связей) пар сенсор—актуатор можно добиться
более эффективного подавления вибрации на низших резонансах за счет невозбуж-
дения вынужденных колебаний по высшим формам.

Для расчета модальных матриц (8) должна быть проведена идентификацион-
ная процедура [12] определения матрицы форм θr×m. Использование избыточного
количества пар сенсор—актуатор и симметричная относительно середины балки
расстановка пар дает возможность упростить расчет модальных матриц:

T = sign
(
θ1T
)
, F = T T = sign

(
θ1
)
. (12)

Зависимость отношения α = |d13/d11|, характеризующего присутствие в измере-
ниях сенсоров колебаний по третьей форме и вычисляемого по значениям элементов
матрицы D10×10, от количества r пар сенсор—актуатор при расчете по (12) пред-
ставлена на рис. 3. На рис. 5 показаны осциллограммы процессов в замкнутой систе-
ме с двумя обратными связями, шестью парами сенсор—актуатор и модальными
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Рис. 5. Осциллограммы перехода через резонанс в замкнутой систе-
ме с двумя обратными связями, шестью парами сенсор—актуатор и мо-
дальными матрицами (12).

матрицами (12). Коэффициенты усиления приняты k1 = 0.6 1/с и k2 = 0.225 1/с,
чтобы обеспечить значения d11 = 40 1/с; d22 = 60 1/с.

Для экспериментального определения модальных матриц (12) предлагается
простая идентификационная процедура.

5. Определение модальных матриц. В режиме главных колебаний измере-
ния двух произвольных сенсоров представляют собой гармонические сигналы соб-
ственной частоты балки с разностью фаз Δϕ = 0 (синфазные) или Δϕ = π (проти-
вофазные). По виду фигур Лиссажу, построенных по сигналам двух сенсоров, опре-
деляется разность фаз измеряемых сигналов. В месте крепления опорного (любого)
сенсора значению формы присваивается определенный знак, затем идентифициру-
ются по разности фаз знаки формы в местах крепления остальных сенсоров.

Рис. 6. Фигура Лиссажу, построенная по
сигналам с сенсоров, расположенных в сечени-
ях x4 = 0.84 м и x6 = 1.26 м.

Идентификационная процедура работоспособна в режиме перехода через резо-
нанс. Она протестирована на системе (4) с внешним изгибающим моментом, прило-
женным в сечении с координатой x0 = 0.15 м. На рис. 6 приведена фигура Лиссажу,
которая показывает, что на первом резонансе сигналы сенсоров синфазные, а на
втором — имеют противоположную фазу. Построение и анализ фигур Лиссажу поз-
воляет заполнить модальные матрицы значениями ±1, не прибегая к формуле (12).

6. Заключение.Побочным эффектом управления отдельными модами упруго-
го объекта является возбуждение колебаний по неконтролируемым модам. Исполь-
зование избыточного количества сенсоров и актуаторов позволяет уменьшить прояв-
ление этого эффекта. При этом определение модальных матриц для симметричных
конструкций значительно упрощается и осуществляется на реальном объекте.
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This project develops the modal control system for vibration damping of an elastic ob-
ject with distributed parameters. Non-controllable upper modes excitement sets a limit on
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control efficiency of individual lowest elastic mode damping. The study tests the control
operability in relation to the changing sensor — actuator number while the feedback loops
remains the same. Simulation results show spillover effect degradation in case the sensor —
actuator overcharge. Control algorithm includes of identification procedure instead of de-
signing with the object model assistance. The present procedure puts the modal matrices
to separate the inherent object modes from the sensor signals and to suppress the modes
using the actuators.
Keywords: elastic distributed system, modal control, piezoelectric transducer, identification.
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