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Решается задача угловой стабилизации твердого тела с произвольным трехосным эл-
липсоидом инерции. Управление строится по типу ПИД-регулятора, в котором вме-
сто классического интегрального члена используется более гибкий вариант управле-
ния, предполагающий наличие распределенного запаздывания (интегральный член)
в управляющем моменте. Кроме того, вместо обычного линейного восстанавливаю-
щего момента впервые используется нелинейный однородный восстанавливающий мо-
мент. Аналитическое обоснование асимптотической устойчивости программного дви-
жения опирается на использование специальной конструкции функционала Ляпуно-
ва—Красовского. Доказана теорема, дающая достаточные условия асимптотической
устойчивости программного режима движения тела в виде конструктивных нера-
венств относительно параметров управления. Продемонстрирована эффективность по-
строенного управления, обеспечивающего одновременно быстродействие и гладкость
переходных процессов.
Ключевые слова: твердое тело, стабилизация, вращательное движение, асимптотиче-
ская устойчивость, функционалы Ляпунова—Красовского.

1. Введение. Среди задач управления механическими системами выделяют-
ся задачи, связанные с управлением ориентацией твердого тела. Актуальность этих
задач обусловлена большим разнообразием объектов, для которых твердое тело яв-
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ляется достаточно хорошей механической моделью. К таким объектам относятся,
например, пилотируемые и беспилотные летательные аппараты, крылатые ракеты,
космические аппараты, подводные аппараты. Для решения задач управления ори-
ентацией твердого тела могут использоваться разнообразные варианты управления
и различные подходы к выбору критериев качества управления. При этом решения,
построенные с учетом одних критериев качества, могут не соответствовать другим
важным критериям качества и поэтому могут оказаться практически неприемле-
мыми для тех или иных задач. В частности, оптимальные по скорости или расходу
топлива решения могут оказаться недостаточно гладкими для наведения высоко-
точных приборов или недостаточно жестких космических аппаратов, для которых
недопустимы вибрации, связанные с работой системы управления [1]. В связи с этим
можно упомянуть известный комплекс проблем, включающих повышение скорости
наведения большого космического телескопа, подавление его вибраций и сокращение
времени стабилизации в процессе наведения [2, 3]. Также на больших космических
станциях следует избегать вибраций, вызванных работой систем управления, генери-
рующих разрывные управляющие воздействия [5], особенно в условиях резонансов
[4–8].

В таких ситуациях актуальна проблема сглаживания переходных процессов.
Известный подход к решению этой проблемы основан на усилении демпфирующих
компонент управления [9, 10]. Однако не во всех случаях такой подход можно ре-
ализовать. В частности, он практически неприменим для управления космически-
ми аппаратами из-за сложности создания диссипативных сил и моментов. Другой
известный подход к решению этой задачи основан на введении в управление ин-
тегральной составляющей (ПИД-регулятора). В настоящее время ПИД-регуляторы
используются в различных электромеханических системах [11–14]. Недостаток та-
кого подхода, который сильнее проявляется по мере приближения механической
системы к программному режиму движения, является следствием того, что ПИД-
регулятор продолжает учитывать ту предысторию движения механической системы,
которая уже не играет положительной роли в данный момент. В результате этот под-
ход может быть неприменим для высокоточного наведения [15]. Для преодоления
указанного недостатка предлагается использовать управление с распределенным за-
паздыванием. Ранее эта модификация ПИД-регулятора была предложена А.М. Фор-
мальским в работе [11], где дано сравнение модифицированного ПИД-регулятора с
ПД-регулятором и обычным ПИД-регулятором. Там же отмечены трудности анали-
тического исследования эффективности ПИД-регулятора.

Некоторые условия устойчивости механических систем с распределенным за-
паздыванием были получены в [11, 16–20]. В работах [16–18] для анализа устойчи-
вости использовались функционалы Ляпунова—Красовского с отрицательно опре-
деленными производными и специальные оценки решений. Результаты работ [19,
20] установлены с помощью метода предельных уравнений и функционалов Ляпу-
нова—Красовского с неположительными производными.

В работах [21, 22] управления с распределенным запаздыванием применялись
для решения задач одноосной и трехосной стабилизации твердого тела. Использова-
лись линейные диссипативные и восстанавливающие моменты. На основе специаль-
ной формы декомпозиции были установлены достаточные условия стабилизации.
Результаты численного моделирования продемонстрировали эффективность пред-
ложенных подходов. Показано, что введение в систему управления интегральных
составляющих позволяет существенно снизить колебательность процесса управле-
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ния и ускорить сходимость решений к асимптотически устойчивым программным
режимам.

Цель настоящей работы — исследование возможности трехосной стабилизации
твердого тела с помощью нелинейных однородных восстанавливающих моментов
с распределенным запаздыванием. Известно [23, 24], что существенно нелинейные
системы являются более робастными по отношению к воздействию нестационарных
возмущений и запаздываний, чем линейные. В отличие от подходов, применявшихся
в [21, 22], в данной работе для получения условий асимптотической устойчивости
вместо метода декомпозиции используется специальная конструкция функционала
Ляпунова—Красовского.

2. Постановка задачи. Рассмотрим твердое тело в инерциальном простран-
стве, вращающееся вокруг центра масс — точки O — с угловой скоростью �ω. Будем
считать, что с телом связаны главные центральные оси инерции Oxyz. Уравнение
вращательного движения тела под действием управляющего момента �M имеет вид

J�̇ω + �ω × J�ω = �M, (1)

где J = diag (A,B,C) — тензор инерции тела в осях Oxyz.
Пусть заданы две правые тройки взаимно ортогональных ортов �s1, �s2, �s3 и

�r1, �r2, �r3. Орты �s1, �s2, �s3 занимают неизменное положение в инерциальном простран-
стве, а орты �r1, �r2, �r3 — неизменное положение в твердом теле. Тогда векторы �si
вращаются по отношению к системе Oxyz с угловой скоростью −�ω. Следовательно,

�̇si = −�ω × �si, i = 1, 2, 3. (2)

Таким образом, будем рассматривать дифференциальную систему, состоящую из
динамического уравнения Эйлера (1) и кинематического уравнения Пуассона (2).

Предположим, что момент �M складывается из диссипативной составляющей
�Md и восстанавливающей составляющей �Mr: �M = �Md+ �Mr. Диссипативный момент
будем считать заданным формулой �Md = −D�ω, где D — постоянная симметрич-
ная положительно определенная матрица. Восстанавливающий момент �Mr требует-
ся выбрать так, чтобы с помощью момента �M обеспечить трехосную стабилизацию
твердого тела [25]: система уравнений (1), (2) должна иметь асимптотически устой-
чивое положение равновесия:

�ω = �0, �si = �ri, i = 1, 2, 3. (3)

Известно [25], что для решения задачи трехосной стабилизации восстанавлива-
ющий момент можно определить по формуле

�Mr = −ην(�s1, �s2)(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2).

Здесь a1 и a2 — положительные постоянные, ν — неотрицательный параметр,

η(�s1, �s2) =
1

2

(
a1‖�s1 − �r1‖2 + a2‖�s2 − �r2‖2

)
,

а ‖ · ‖ — евклидова норма вектора.
Предположим теперь, что действующий на тело восстанавливающий момент со-

держит еще интегральную составляющую �Mτ = c
∫ t
t−τ

�Mr(u)du. Здесь c �= 0 — посто-
янный коэффициент, τ — постоянное положительное запаздывание. Тогда уравнение

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2022. Т. 9 (67). Вып. 4 655



Эйлера принимает вид

J�̇ω + �ω × J�ω = −D�ω + �Mr(t) + c

∫ t

t−τ

�Mr(u)du. (4)

Будем считать, что начальные функции ϕ(θ) для систем (2), (4) принадлежат про-
странству C([−τ, 0],R12) непрерывных функций с равномерной нормой

‖ϕ‖τ = max
θ∈[−τ,0]

‖ϕ(θ)‖.

Требуется определить условия асимптотической устойчивости положения рав-
новесия (3) систем (2) и (4). Такая задача решалась в работе [22] в случае линейного
восстанавливающего момента (ν = 0). Было доказано, что стабилизацию положения
равновесия можно гарантировать, если выполнено неравенство |c|τ < 1, а перед век-
тором диссипативного момента имеется достаточно большой положительный мно-
житель.

Цель настоящей статьи — показать, что при использовании существенно нели-
нейного восстанавливающего момента (ν > 0) стабилизация имеет место при менее
жестких ограничениях на параметры системы.

3. Достаточные условия асимптотической устойчивости. Для анализа
устойчивости будем использовать прямой метод Ляпунова. На основе развития под-
ходов, разработанных в [24, 26–30], построим для исследуемой системы функционал
Ляпунова—Красовского полного типа. Заметим, что в [28] функционалы полного
типа строились для линейных систем, а в статьях [24, 29] были предложены кон-
струкции таких функционалов для некоторых классов существенно нелинейных си-
стем. Однако в [24, 28, 29] рассматривались системы с постоянным запаздыванием.
Наша задача — распространить результаты указанных работ на систему (2), (4) с
распределенным запаздыванием.

Теорема. Пусть ν > 0. Если выполнено неравенство 1+cτ > 0, то положение
равновесия (3) системы (2), (4) асимптотически устойчиво.

Доказательство. Сначала в соответствии с подходом, предложенным в [26],
определим функцию Ляпунова по формуле

V (�s1, �s2, �ω) = η(�s1, �s2) + (a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2)
D−1J�ω +

α

2
�ωJ�ω, (5)

где α — вспомогательный положительный параметр. Имеем

1

2

(
a1‖�s1 − �r1‖2 + a2‖�s2 − �r2‖2

)− ‖D−1J‖ (a1‖�s1 − �r1‖+ a2‖�s2 − �r2‖) ‖�ω‖+

+
α

2
min{A;B;C}‖�ω‖2 ≤ V (�s1, �s2, �ω) ≤ 1

2

(
a1‖�s1 − �r1‖2 + a2‖�s2 − �r2‖2

)
+

+‖D−1J‖ (a1‖�s1 − �r1‖+ a2‖�s2 − �r2‖) ‖�ω‖+ α

2
max{A;B;C}‖�ω‖2.

Значит, если α достаточно велико, то

1

3

(
a1‖�s1 − �r1‖2 + a2‖�s2 − �r2‖2

)
+
α

3
min{A;B;C}‖�ω‖2 ≤ V (�s1, �s2, �ω) ≤

≤ a1‖�s1 − �r1‖2 + a2‖�s2 − �r2‖2 + αmax{A;B;C}‖�ω‖2.
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Продифференцируем функцию (5) в силу рассматриваемой системы. Получим

V̇ = −α�ωD�ω + α�ω �Mr(t) + cα�ω
∫ t

t−τ

�Mr(u)du+

+(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2)
D−1

(
�Mr(t) + c

∫ t

t−τ

�Mr(u)du− �ω × J�ω

)
−

−�ωJD−1(a1(�ω × �s1)× �r1 + a2(�ω × �s2)× �r2) ≤
≤ −αλmin‖�ω‖2 + αb1‖�ω‖

(‖�s1 − �r1‖2ν+1 + ‖�s2 − �r2‖2ν+1
)
+

+α|c|b1‖�ω‖
∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+1 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+1
)
du+

+(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2)
D−1

(
�Mr(t) + c

∫ t

t−τ

�Mr(u)du

)
+

+max{A;B;C}‖�ω‖2 (a1‖�s1 − �r1‖+ a2‖�s2 − �r2‖) + (a1 + a2)‖D−1J‖‖�ω‖2,
где λmin — наименьшее собственное число матрицы D, а b1 — положительная посто-
янная.

Следовательно, для любого α > 4(a1 + a2)‖D−1J‖/λmin найдется число δ > 0
такое, что

V̇ ≤ −1

2
αλmin‖�ω‖2 + αb1‖�ω‖

(‖�s1 − �r1‖2ν+1 + ‖�s2 − �r2‖2ν+1
)
+

+α|c|b1‖�ω‖
∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+1 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+1
)
du+

+(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2)
D−1

(
�Mr(t) + c

∫ t

t−τ

�Mr(u)du

)
при ‖�s1 − �r1‖+ ‖�s2 − �r2‖ < δ.

Далее строим функционал Ляпунова—Красовского:

V1(�s1t, �s2t, �ωt) = V (�s1, �s2, �ω) + c(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2)
D−1

∫ t

t−τ

(u + τ − t) �Mr(u)du+

+

∫ t

t−τ

(β(u + τ − t) + γ)
(‖�s1(u)− �r1‖2ν+2 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+2

)
du, (6)

где β, γ — положительные коэффициенты, а (�s1t, �s

2t, �ω


t )

 — отрезок решения (�s1 (t),
�s2 (t), �ω

(t)) системы (2), (4) [28]. Дифференцируя его в силу рассматриваемых
уравнений, имеем

V̇1 ≤ −1

2
αλmin‖�ω‖2 + αb1‖�ω‖

(‖�s1 − �r1‖2ν+1 + ‖�s2 − �r2‖2ν+1
)
+

+α|c|b1‖�ω‖
∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+1 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+1
)
du+

+(1 + cτ)(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2)
D−1 �Mr(t)−
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−β
∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+2 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+2
)
du+

+(βτ + γ)
(‖�s1 − �r1‖2ν+2 + ‖�s2 − �r2‖2ν+2

)−
−γ (‖�s1(t− τ) − �r1‖2ν+2 + ‖�s2(t− τ) − �r2‖2ν+2

)−
−c(a1(�ω × �s1)× �r1 + a2(�ω × �s2)× �r2)

D−1

∫ t

t−τ

(u+ τ − t) �Mr(u)du ≤

≤ −1

2
αλmin‖�ω‖2 + αb1‖�ω‖

(‖�s1 − �r1‖2ν+1 + ‖�s2 − �r2‖2ν+1
)
+

+α|c|b1‖�ω‖
∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+1 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+1
)
du−

−(1 + cτ)μminη
ν(�s1, �s2)‖a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2‖2+

−β
∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+2 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+2
)
du+

+(βτ + γ)
(‖�s1 − �r1‖2ν+2 + ‖�s2 − �r2‖2ν+2

)−
−γ (‖�s1(t− τ) − �r1‖2ν+2 + ‖�s2(t− τ) − �r2‖2ν+2

)
+

+|c|τ(a1 + a2)‖�ω‖‖D−1‖
∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+1 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+1
)
du,

где μmin — наименьшее собственное число матрицы D−1.
Используя свойства однородных функций (см. [31]) и лемму 1 из работы [32],

нетрудно показать, что положительные числа α, β, γ, δ, b2 можно выбрать так, чтобы
при ‖�s1 − �r1‖τ + ‖�s2 − �r2‖τ < δ были справедливы оценки

1

4

(
a1‖�s1 − �r1‖2 + a2‖�s2 − �r2‖2

)
+
α

3
min{A;B;C}‖�ω‖2+

+
1

2
γ

∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+2 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+2
)
du ≤ V1(�s1t, �s2t, �ωt) ≤

≤ 2
(
a1‖�s1 − �r1‖2 + a2‖�s2 − �r2‖2

)
+ αmax{A;B;C}‖�ω‖2+

+(βτ + 2γ)

∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+2 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+2
)
du,

V̇1 ≤ −1

3
αλmin‖�ω‖2 − b2

(‖�s1 − �r1‖2ν+2 + ‖�s2 − �r2‖2ν+2
)−

−γ (‖�s1(t− τ) − �r1‖2ν+2 + ‖�s2(t− τ) − �r2‖2ν+2
)−

−1

2
β

∫ t

t−τ

(‖�s1(u)− �r1‖2ν+2 + ‖�s2(u)− �r2‖2ν+2
)
du.

Таким образом, функционал (6) — это функционал Ляпунова—Красовского
полного типа для систем (2), (4), который гарантирует асимптотическую устойчи-
вость положения равновесия (3). Теорема доказана. �
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4. Результаты численного моделирования. Проиллюстрируем на приме-
ре предложенный подход к построению нелинейного управления с распределенным
запаздыванием для угловой стабилизации твердого тела. Все численные значения
параметров имеют размерности в единицах системы СИ. Рассмотрим твердое те-
ло с главными центральными моментами инерции A = 5, B = 6, C = 4. Ставится
задача стабилизации тела в положении (3), которому соответствуют нулевые зна-
чения «самолетных» углов ориентации тела в кениговой системе координат: ϕ = 0,
ψ = 0, θ = 0. Возьмем управляющий момент в виде правой части уравнения (4), где
D = diag(0.5, 0.5, 0.5), a1 = a2 = 2, c = 1.3. Рассмотрим процесс стабилизации угло-
вого положения тела при разных значениях запаздывания τ и показателя ν степени
нелинейности управления для одних и тех же начальных значений углов и угло-
вых скоростей ϕ(0) = 0.5, ψ(0) = −0.2, θ(0) = 0.6, ωx(0) = −0.055, ωy(0) = −0.045,
ωz(0) = 0.05.

Вначале рассмотрим случай линейного управления (ν = 0) при отсутствии рас-
пределенного запаздывания (τ = 0). Процесс стабилизации тела показан на рис. 1.
Видно, что он практически завершается при t = 100.

–

–

Рис. 1. Процесс стабилизации при ν = 0, τ = 0.

Затем введем в управление интегральную составляющую (τ = 0.8) и снова рас-
смотрим поведение тела при тех же начальных условиях. Как видно из рис. 2, стаби-
лизация тела отсутствует. Этот результат полностью соответствует ранее доказан-
ной теореме [22], гарантирующей асимптотическую устойчивость нулевого решения
лишь при |c|τ < 1. В данном случае |c|τ = 1.3 · 0.8 = 1.04 > 1.

–

–

–

Рис. 2. Отсутствие стабилизации при ν = 0, τ = 0.8 (|c|τ > 1).

Однако теорема, доказанная в данной работе, позволяет надеяться на то, что
при нелинейном восстанавливающеммоменте процесс стабилизации может состоять-
ся даже при c = 1.3 и τ = 0.8, поскольку неравенство 1 + cτ > 0 выполняется. Дей-
ствительно, выбрав ν = 4, убеждаемся, что тело успешно стабилизируется (рис. 3).
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–

–

Рис. 3. Процесс стабилизации при ν = 4, τ = 0.8.

При этом важно заметить, что, во-первых, тело в процессе стабилизации совершенно
не испытывает колебаний, вызванных работой системы управления, и, во-вторых,
процесс стабилизации завершается намного быстрее, чем в случае линейного управ-
ления без распределенного запаздывания (см. рис. 1). Наглядная демонстрация этих
двух важных качеств предложенного нелинейного управления с распределенным за-
паздыванием свидетельствует о его перспективности для решения многочисленных
практически важных задач, требующих не только быстродействия, но и соблюдения
условий гладкости переходных режимов.

5. Заключение. В недавних работах авторов были рассмотрены вопросы од-
ноосной [21] и трехосной [22] стабилизации углового положения твердого тела путем
введения управлений по типу ПИД-регулятора, но отличающихся тем, что вместо
классических интегральных членов использовались более гибкие варианты управле-
ния, предполагающие наличие распределенного запаздывания (интегральный член)
в управляющем моменте. В этих же работах доказано, что при наличии достаточно
большого диссипативного момента и выполнении неравенства |c|τ < 1 гарантируется
асимптотическая устойчивость стабилизируемого режима углового движения тела.
Выявлены преимущества управления с распределенным запаздыванием по сравне-
нию с классическим ПИД-регулятором.

В отличие от процитированных работ, в данной статье вместо линейного восста-
навливающего момента впервые используется нелинейный однородный восстанавли-
вающий момент с распределенным запаздыванием (интегральный член) для трех-
осной стабилизации твердого тела. Такой вариант управления выбран не случайно.
Известно [23, 24], что существенно нелинейные системы являются более робастными
по отношению к воздействию нестационарных возмущений и запаздываний, чем ли-
нейные и, соответственно, более перспективными. При этом для преодоления труд-
ностей аналитического исследования в отличие от подходов, применявшихся в [21,
22], в данной работе для получения условий асимптотической устойчивости, вместо
метода декомпозиции используется специальная конструкция функционала Ляпуно-
ва—Красовского. В результате доказана теорема об асимптотической устойчивости
стабилизируемого режима углового движения тела. Условие на величину запаздыва-
ния τ существенно более слабое: 1+ cτ > 0. Кроме того, из доказательства теоремы
следует, что если восстанавливающий управляющий момент вовсе отсутствует, то
диссипативный момент и интегральный член с запаздыванием позволяют обеспе-
чить асимптотическую устойчивость стабилизируемого режима углового движения
тела, причем наличие большого параметра при диссипативном моменте необяза-
тельно.
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Таким образом, из сравнения процессов стабилизации при линейном и нелиней-
ном восстанавливающих моментах следует, что если в линейном случае стабилиза-
ция тела происходит за счет восстанавливающего момента, а интегральная состав-
ляющая эффективно сглаживает переходные процессы, выполняя роль своего рода
гасителя колебаний, вызванных работой системы управления, то при нелинейном
восстанавливающем моменте интегральная составляющая не только стабилизиру-
ет тело, но и одновременно гасит колебания тела. Поэтому предложенный вариант
управления представляется перспективным для решения тех задач, в которых тре-
буется не только быстродействие, но и высокая гладкость переходных процессов.
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The problem of angular stabilization of a rigid body with an arbitrary triaxial ellipsoid
of inertia is solved. The control strategy is based on the type of PID controller, in which,
instead of the classical integral term, a more flexible control option is used, which assumes
the presence of a distributed delay (integral term) in the control torque. In addition, instead
of the usual linear restoring torque, a non-linear uniform restoring torque is used for the
first time. The analytical substantiation of the asymptotic stability of the program motion
is based on the use of a special construction of the Lyapunov—Krasovskii functional.
A theorem is proved that gives sufficient conditions for the asymptotic stability of the
program mode of the body angular motion in the form of constructive inequalities with
respect to control parameters. The effectiveness of the constructed control is demonstrated,
which simultaneously provides the convergence speed and smoothness of transient process.
Keywords: rigid body, stabilization, attitude motion, asymptotic stability, Lyapunov—Kra-
sovskii functionals.
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