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II редисловие

Методы решения инженерных задач и задач по прикладной 
математ ине можно разделить на две большие группы - анали­
тические и численные. Лишь немиши- задачи ич-юг точное 
решение, поэтому часто приходится ограничиваться построе­
нием приближенного решения Асимптотические методы, осно­
ванные на разложениях по малым или большим значениям пара­
метров или координат, занимают ведущее место среди методов 
построения приближенных аналитических решений

В зависимости от решаемых задач структура ас имлтотиче- 
ских разложений оказывается различной Целью данного учеб­
ного пособия является описание некоторых кда.сиа асимптоти­
ческих разложений Такие разложения возникают при прибли­
женном вычислении интегралов, при решении алгебраических 
и трансцендентных уравнений. Одна», осн оеьсе внимание уде­
лено асимптотическим, решениям кг зеьых задач .-ди дифферен­
циальных уравнений, как обыкновенных, так и с частными про­
изводными. При этом обсуждается лишь так называемое сингу­
лярное вырождение, которое характеризуется наличием малого 
параметра при старших производных и приводит, как правило, 
к расходящимся асимптотическим рядам.

Интересы авторов настоящего пособия лежат в области ис­
следований по теории тонких оболочек и пластин поэтому ра­
боты этого направления обсуждаются более подробно

При анализе различных классов асимптотических разложе­
ний приводятся основные результаты, рассматриваются приме­
ры учебного характера и дается указание на литературные ис­
точники, которые содержат более полное изложение вопроса.

Основу пособия составили лекции по спецкурсу "Асимпто­
тические методы н механике", который читается для студентов 
кафедры теоретической и прикладной механики математико­
механического факультета Санкт-Петербургского (Ленинград­
ского) университета в течение последних двадцати лет.

Авторы благодарят В.И Сергееву за большую помощь при 
подготовке рукописи к печати и Н.Г. Филиппова за выполнен­
ные рисунки.
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Глава 1

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ

В агой главе лается определение асимптотических разло­
жений, приводятся разложения, возникающие при вычислении 
определенных интегралов и при решении алгебраических урав­
нений. Вводится понятие о показателе изменяемости функции

1.1. Оценки функций

Напомним определение символов О, о, —. Пусть функции 
/(z) и $(;) определены на некотором множестве S комплексных 
или вещественных чисел и пусть а предельная точка S. Во 
всех последующих соотношениях «того параграфа считаем, что 
z€$.

Обозначение /(г) — O(g(z)) при 2 — а используем, если су­
ществуют постоянная С и окрестность U точки о, такие, что 
I/(-’)I<CIjWI при те у.

Обозначение /(г) ~ О (g(z)) используется также и в случае, 
если существует постоянная С, такая, что неравенство |/(z)| < 
C|s(r)| имеет место для всех г.

Обозначение /(:) = o(y(z)) при z — а используем, если

Из сказанного следует, что / = 0(g) означает, что порядок 
функции f не превосходит порядка функции д, a f — о(д) 
порядок f меньше порядка д при z — а.

Для функций f и д, порядки которых при z —> а одинаковы, 
используем обозначение j ~ д при г —• а. В этом случае одно­
временно / = 0(g) и j = 0(f) при z —* а. Во многих монографиях 
символ ~ используется лишь, если функции /ид эквивалентны, 
т.е.

(1.1)
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Далее для / ~ д выполнение равенства (1.1) не предполагается. 
Прицелом Несколько примеров, в которых S = R — множе- 

cTiio вещественных чисел:

In* = о(хп), х —> <х>, а > 0;

sin z = 0(1), z £ Я;

т.“ — о(ех), z —• ос, и > 0;

z“* = o(z°’), z —• О, «1 > oi > 0:

sin z ~ z, z — 0;

sinz — z ~ z3, z —» 0.

Действия над символами О и о и различные примеры рас­
сматриваются в публикациях [21, Ш. 179 181,197]

1.2. Асимптотические ряды

1°. Пусть дана последовательность функций

Vn(z), п = 0,1.2....... (2.1)

заданных на множестве S, имеющем предельную точку а. По­
следовательность (2.1) называется асимптотической при : — а. 
если при любом целом п > О

¥>п+1(г) = о(*п(»)). * —“• (2.2)

Приведем примеры асимптотических последовательностей, счи­
тая, что 5 = R — множество вещественных чисел:

(z-a)°, z —a;

z~“, : —ос;

eA*', z — оо, Re(A„+i - А„) < 0; (2.3)

Ф(т)(т - a)a“, г-* a, a„+i > “»,

где Ф(т) — любая функция, заданная в S. Первые две последо­
вательности (2.3) называются стенсьны-чи.
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Пусть функция/(z) определена на том же множестве 5. Ряд 

оо
/(z)~ £■!„₽»(*), * — о (2.4)

п=0

называется асимптотическим разложением в смысле Пуанка­
ре функции /(г) по асимптотической последовательности (2.1), 
если а„ — постоянные и при любом целом .V > О

Л
Яу(2) = /(*) ~]T<Wn(«) = o($₽.v(z)), z—»а. (2.5) 

п=0

Для асимптотического разложения здесь и далее использу­
ется знак вместо =.

Ряд (2.4) может расходиться. Соотношение (2.5) порождает 
последовательность приближенных формул

N
/(z)s£\nPnO) .V = 0,1,2.......

п=0

погрешность Hn(z) которых имеет порядок первого отброшен­
ного члена ряда (2.4) R,v(z) ~ ipiu+i(z) .

В книгах [111.. 139,181,198] можно найти примеры асимптоти­
ческих разложений для специальных функций. Так, интеграль­
ная показательная функция имеет асимптотическое разложение 
1139]

Г’е-'Лге-'^^у-, z - ос, (2.6) 

п=0

причем ряд в (2.6) расходится при всех г. В то же время погреш­
ность (см. (2.5)) не превосходит первого отброшенного
члена в (2.6).

2°. Свойства асимптотических рядов и действия над ними 
обсуждаются в [21,111,179,181,197]. Перечислим основные из 
них.

Если функция /(z) разлагается в асимптотический ряд (2.4) 
по последовательности (2.1), то это разложение единственно,
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■г.е единственным
(2.4):

«п

образом определяются коэффициенты а„

. 11|П
!₽->(*)

В

Вместе с тем асимптотический ряд неелиистзеиныы образом 
определяет функцию /(z) Действительно, функция f(z; + /j(z) 
будет иметь то же асимптотическое разложение (2.4;. если для 
всех п > О

/l(z) = о(у>л(*». г —а.
Например, функции £(z) и E(z) + t 11 имеют ':но и с ж- раз­
ложение (2.6)

Из сказанного ясно, что при выборе последовательности 
(2.1) для асимптотического разложения функции f н- .'тоди 
мо учитывать поведение /(г) при ; — а При неудачном выборе 
у>п(г) разложение (2.4) либо не существует либо лае- тривиаль­
ный результат /(z) ~ 0. Например, для последозалельио. z 
имеем е-1 ~ 0, г —» ОО, т.е. все ап = 0 в (2.4)

Асимптотические разложения можно складывать и умно­
жать на функции, при определенных прели л -ж. лилх их можно 
дифференцировать и интегрировать Степе-пн:: асимптотиче­
ские разложения

ОС ОС

J(z):x р(.-)~ z-0 (2.7)
п=0 п=тй

можно перемножать: /(z)s(r). делить /(.-> с, с input; Он под­
ставлять друг в друга: / [з(г)1 при ig = 0. При элем асимпто­
тические разложения результатов получаются по тем же пра­
вилам, что и для сходящихся рядов Маклорена (2.7)

3°. Если ряд
CV
£>п4" (2.8)
п=0

сходится в области S = {с : |z| < К]. то в этой области он опре­
деляет аналитическую функцию /(;), асимптотическое разло­
жение которой при z — 0 совпадает с (2.8). Несложно при­
вести примеры (например, «„ = п!), когда ряд (2.8) расходит­
ся при всех с / 0. Интерес представляет следующий вопрос: 
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какие ограничения нужно наложить на коэффициенты о„ ряди 
(2 8), чтобы он давал асимптотическое разложение при г — О 
функции /(:), аналитической в секторе

S = {г : |г| < Я. От < arg г < о2}?

Ответ оказывается неожиданным: не существует никаких огра­
ничений ни на коэффициенты а„, ни на угол раствора сектора 
(сц, ctj) (см. также [197]).

4°. Отметим существенное различие между сходящимися ря­
дами и расходящимися асимптотическими рядами с точки зре­
ния точности вычислений. Если ряд (2.4) сходится при некото­
ром г, то это означает, что при таком z

lim Ядг(х) — О,N — <X

т.е. значение функции /(г) может быть (в принципе) найдено 
с любой точностью. Если же ряд (2.4) расходится, то погреш­
ность при сохранении (ДО + 1)-го члена ряда при некото­
ром N = Nq(z) достигает минимального значения и точность 
вычислений не может быть выше Л/у0(т). Погрешность Ядг0(г) 
убывает при г —• а.

В простейших случаях, например для специальных функций, 
удается построить весь асимптотический ряд. В других слу­
чаях, в частности при асимптотическом интегрировании диф­
ференциальных уравнений, в связи с громоздкостью вычисле­
ний приходится ограничиваться лишь одним или двумя первы­
ми членами ряда (см. последующие главы).

В пп 1.3 — 1.5 рассмотрено вычисление интегралов, содер­
жащих большой параметр.

1.3. Метод Лапласа

Рассмотрим интеграл

F(X)= I* V(x)e^dx (-00 < а < b < оо), 
(3.1)
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содержащий большой параметр А > О Ищется асимптотическое 
разложение Г(А) при А — ос. Этому вопросу посвящена об­
ширная литература [21,49,54,111 126,139.179 181.197.198] и др. 
Особо отмстим трехтомную монографию [126], в которой наря­
ду с (3.1) подробно исследованы интегралы более общего вида 
Ниже приводим лишь простейшие результаты, считая функции 
<р(х) и Л(х) голоморфными при а < х< 6 и Л(х) вещественной

1°. Если h(z) = -г и в окрестности точки х = 0 функция 
у>(х) имеет сходящееся или асимптотическое разложение

~ “я1"*0’

п=0

а > -1.

то интеграл
Г(А)= [

Jo
имеет асимптотическое разложение

Г(А) =
п=0

Г(п + а + 1) _
Дп^-оЧ-1 в' А — ос.

(3.2)

(3.3)

где Г(х) — гамма-функция Эйлера.
Действительно, почленное интегрирование в (3.2) дает

Г(А)=2апГп(А),

п=0

С помощью интегрирования по частям можно показать, что в 
случае с > b > О

г"+«е-Лг</х = о(АЛ'),

где N — любое натуральное число. Последнее соотношение 
справедливо и при с = оо, поэтому

Е„(А)= /°° x"+“e-Ardx-Л xn+“e-A'dx = xn+oe-Aldx+o(AN). 
Jo Jb Jo

Учитывая, что

1
Дп+о+1

Г(п + Л + 1)
Дп+а+1 ’
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приходим к формуле (3.3).
В зависимости от а„ ряд (3.3) может расходиться или схо­

диться, однако в последнем случае он может сходиться не к 
функции Г (А), давая лишь ее асимптотическое разложение. Рас­
смотрим пример. Применяя формулу (3.3) при а = 0 к инте-
граду

Г,г с
Г(А) = у e"*rsin xdx,

получаем

= (ЗЛ)

Точное значение

Ае-^'2

отличается от функции, к которой сходится ряд (3.4) Лело п 
том, что здесь, как и в последующих случаях, ряд (3.3) или (3.4) 
учитывает лишь вклад в интеграл окрестности точки макси­
мума функции и пренебрегает экспоненциально малыми 
слагаемыми

Пусть

p(z) = 52a„in, А(х) = -х’, a < 0, b > 0. (3.5)
г.=0

Тогда интеграл (3.1) имеет разложение

I dx ~Y. * — <»• (3-6)

•'« n=0 А

Ряд (3.6) — ето вклад в интеграл окрестности точки х = 0, в 
которой функция е_>г’ максимальна

2’. Пусть h(x) голоморфна при а < х < Ь и принимает наи­
большее значение при х = с, причем Л(х) < /т(с), если х с. 
Рассмотрим два частных случая.
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Пусть с = а, прич'-м h'(a) < 0 Тогда путем замены пере­
менной интегрирования z - r(u) интеграл (3.1) приводится к 
интегралу вида (3.2) и имеет асимптотическое разложение

F(A) = e**<e,^n!o»A-”_‘, А—ос. (3.7)

п=0

Упомянутая замена определяется соотношением А(а) — Ах) — и, 
откуда находим голоморфную в окрестности точки z = а функ­
цию r(u). Коэффициенты ап в (3.7) вычисляются и. разложения

90
•fi [*(")]*'(“) = 52“"“'

n=0

(3.8)

Пусть теперь а < с < Ь. причем h"(c) < С Замена переменных 
Л(с) — А(т) = и2 преобразует интеграл (3.1) в разложение вида 
(3.5) и

W)=<*«•> »-»• <’■»)
п = 0

где коэффициенты ап определяются из того же разложения (3.8).
В частности, удерживая лишь первый член ряда (3.9), находим

Подобным образом рассматриваются случаи, когда при г = с 
обращается в нуль большее число производных.
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1.4. Интегралы с осциллирующей подынтегральной 
функцией Метод стационарной фазы

1*. Рассмотрим интеграл

F(A) = £y>(z)eiAS<r)dz (—оо < а < 6 < ос) (4.1)

с большим параметром А > 0 и вещественной функцией S(x). 
Пусть сначала [a, i) — конечный промежуток, в котором

9>(r)€C-v+1, 5(z)eCw+i, S4z)#0 (4.2)

(т.е. р(а)и S(z) имеют Л' + l и^ + 2 непрерывных производных). 
Тогда

+о(А-л'-*), А-оо. (4.3)

Формула (4.3) доказывается интегрированием по частям с по­
следующей ссылкой на лемму Римана - Лебега [21,111]

J у>(т)е,Лг<1г = о(1), А —оо

для кусочно-непрерывной функции у>(т).
Из (4.3) следует, что при сделанных предположениях (4.2) 

асимптотическое разложение Г(А) зависит лишь от значений 
функций у>(т) и S(r) и их производных на концах промежутка 
интегрирования. Если функции y>(z) и S(z) или их производные 
имеют конечное число точек разрыва, разбиваем промежуток 
интегрирования [а,6) на части таким образом, чтобы точки раз­
рыва совпали с концами атих частей, и к каждой части приме­
няем формулу (4.3).

2* . Точки г = с, в которых S^c) = 0, называются стаци- 
оивриы.мв При наличии стационарных точек разложение (4.3) 
не выполняется Рассмотрим интеграл (4.1) с единственной ста­
ционарной точкой т = с, причем

о < с < 6, p(z), S(r) е С°°, S''(с) / О,
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^(")(а) = ¥>ln)(6) = 0, n = 0,1,2,... (4.4)

Условия (4.4) поставлены для того, чтобы выделить вклад в ин­
теграл (окрестности) стационарной точки и исключить вклады 
концов х = а и х = 4. Получаем

“ , о ,,Л(л + 1/2)
F(A) ~ exp(iAS(c) + *iS0/4) ^exp(n*iSo/4) дп+Г/т °2"' 

п=0

гле / d\m
ат = (Si(x,c)—} (Si(x,cMx)) при х = с,

St (z,с) = [2S0 (S(x) - S(c))]l/’ (S't*))"1. So = sign (S"(c)).

3°. Нсйтралилгторы, введенные Вандер Корпутом. позволя­
ют разложить подынтегральную функцию на сумму двух функ­
ций, каждая из которых обращается в нуль вместе со всеми 
производными на одном из концов промежутка интегрирования. 
Нейтрализатор и(х) — это функция, удовлетворяющая услови­
ям

и(х)еС°°, «/(□) = 1, и(4) = 0, и(п)(а) = и(п>(4) = 0, п = 1,2,...

Примером нейтрализатора является функция [197]

,(х) = /\хр (-^ - _1_) * (^‘exp (__L_ _ _1_) Л)

Разбивая промежуток (о, 6) на части и представляя р(х) в

^(х) = <p(x)v(x) + ?(х) (1 - и(х)),

можно добиться того, чтобы вклад в интеграл давала окрест­
ность лишь одного из концов промежутка интегрирования. Для 
вычисления этого вклада в случае, когда функции <р(х) и S(x) 
имеют особенности при х = 0, можно использовать лемму Эр- 
дейи. Пусть

f'W = [ x<’_I^(x)e'Ai"dz,
Jo
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00

а>1, 0 > О, ^(®)*£en*"> V’(n)(*) = 0, и = 0,1,2,...

Тогда

4° Итак, вклад в интеграл (3.1) дают лишь окрестности кон­
цов а и 5 промежутка интегрирования, точек разрыва функций 
■р(г), S(z) или их производных и стационарных точек функции 
S(z). В окрестностях остальных точек происходит интерферен­
ция колебаний.

Например, интеграл

имеет асимптотическое разложение (4.3) с нулевыми членами, 
ибо нет точек разрыва и стационарных точек, а вклады окрест­
ностей концов равны нулю, так как р-п) —» 0 при х — ±оо.

Пусть vj(x) 6 С00, ^(г + 2л) = v?(z). Коэффициенты Фурье 
функции <р(х)

(4.5)

В силу периодичности ^>(г) вклады окрестностей концов проме­
жутка интегрирования сокращаются, и мы приходим к оценке 
F(n) = о(п*ЛГ) (п — оо) при любом > 0.

1.5. Метод перевала

Будем искать асимптотику при А — оо интеграла

Г(А)= / V(z)txh^dz (А > 0), (5.1)

где у — кривая в комплексной плоскости, а у>(л) и Л(т) голо­
морфны в области S, причем 7 С 5 Описание метода перевала 
содержится в публикациях [21,111,179,181,190,197] и др.
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Метол перепала включает и себя два этапа - деформацию 
контура у п контур 70, наиболее удобный для получения асим­
птотических оценок, и вычисление асимптотики интеграла по 
контуру 7о.

При А —• ос модуль подынтегральной функции будет наи 
большим п точках т, в которых функция Re(/i(.-,f максимальна 
Предположим, что среди контуров кош ы которыт совпадают с 
концами контура 7, существует контур 7, на к..; ,г ,м достига­
ется

min max Re(5(z)).
т «ет

Отметим, что в связи с тем, что подыитегральвал функция 
является аналитической, величина интеграла не меняется при 
деформации контура. Допустим, что возможна деформация кон­
тура 7 в 7о. не выводящая за пределы S. Тогда

F(A) = [ ^(x)e**“></; (5.2)
Де

Асимптотику интеграла (5.21 можно получить с помощью ме­
тода Лапласа (см п. 1.3). Пусть для простоты

max Re (Л(х))
»€Т«

достигается только п одной точке г = с.
Если точка г = с совпадает с концом т0 и Л\с i 0 разложе­

ние Р(А) находим по формуле (3.7)
Если г = с внутренняя точка то из минимаксного свой­

ства контура 7о следует, что с является стационарной точкой 
функции/(х,у) = Re(h(x)), где г = х+ту В ней || = Ц = 0. и 
из условий Коши—Римана следует, что Л'(с) = 0

Точка z — с называется точкой перепала, а величина Re (5(c)) 
высотой точки перевала Точка перевала называется про­

стой, если Л"(с) 0. В этом случае точка перевала является
седловой точкой (рис. 1).

Через нее проходят две пересекающиеся под прямым углом 
линии Im (5(з) - Л(с)) = 0, на которых функция f(x,y) меняется 
наиболее быстро. Одна и» этих линий, на которой /(х,у) убы­
вает при удалении от точки ; = с, называется линией наисхореЛ- 
шего спуска или линией стока Контур 70 можно деформировать
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Рис. 1.

так, чтобы в окрестности точки z = е он совпал с линией наиско­
рейшего спуска. Тогда о этой окрестности 1т(Л(г)) = const, и 
для опенки интеграла (5.2) удобно использовать метод Лапласа 
(см. формулу (3.9)),

Общего алгоритма построения контура уо не существует. 
Для конкретного интеграла (5.1) сначала необходимо найти 
точки перевала и провести проходящие через них линии наи­
скорейшего спуска. После этого следует пытаться гак дефор­
мировать контур у, чтобы он состоял из частей линий наиско­
рейшего спуска и, может быть, других кривых, интегралы по 
которым могут быть отброшены как асимптотически малые.

Метод перевала допускает обобщение и на интегралы вида 
(5.1) от функций нескольких переменных [179,181].

Следующий п. 1.6 иллюстрирует применение метода перева­
ла.

1.6. Асимптотические свойства функций Эйри

1°. Функции Эйри находят приложение при асимптотическом 
интегрировании дифференциальных уравнений с параметром, 
содержащих точки поворота (см. далее п. 2.5).

У равнение Эйри
<Ри

(6.1)
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имеет решения, являющиеся целыми функциями комплексного 
аргумента г) Применяя преобразование Лапласа можно пред­
ставить решения Wk(rj) в виде контурных интегралов

wk(n) = Ск [ (6.2)
->Tli

где fk — контуры, уходящие обоими концами в бесконечность 
по лучам ОАп (arg г = |(— 1 + 2п), п = 1,2.3. рис. 2), на которых 
подынтегральная функция в (6.2) стремится к нулю при z — ос

Стандартные функции Эйри 4i(r)) и Bi(n). вещественные при 
вещественных ту, получим, взяв в (6-2)

Ai(ri) = Ci=i/2ir, -ll=A1OA3,

Bi(q) = iua(i?), Cj = l/2r, 72 = Л-jOAi + A2OA3.

Разложения функций Эйри в ряды Тейлора получаются из (6.2) 
после разложения

(-у?
н 

и последующего почленного интегрирования по г по лучам ОАП 
[139]:

Л:(»)) = aj/i(v) - а2/2(^)- ВЦ*)) = \/5+ Д2Л(>?)) ,

:>= 61 3“2/3/,=£Ь*’’3*’ 6“ = 1‘ *‘ = (ЗГ="1)зГ 01 = Г(2/3)’
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Рис. 3.

З-1/з

“2 nW

2°. Для получения асимптотических разложений функций 
Эйри при г? — ос используем метод перевала. Пусть сначала 
rj > 0. Сделаем в (6.2) замену : = i/Jyzi. Тогда формула (6.2) 
принимает вид

u't(7) = Civ^2/AA,('‘)</-’b А«(г1)=у-г1, Х = г)3'2. (6.4)

Точно так же при г) < 0 заменой г = преобразуем (6.2):

Л2(г,) = ^ + т2, А = |ч|3/2.

(6.5)
Интегралы в (6 4) и (6.5) удобны для применения метода перева 
ла При г; > 0 точки перевала суть с1>2 = ±1, а при г) < 0 — суть 
C|,i - ±i. Линии наискорейшего спуска показаны на рис. 3. Эти 
линии имеют лучи ОАП своими асимптотами, поэтому асимпто­
тические разложения интегралов (6.4) и (6.5) состоят лишь из 
вкладов окрестностей точек перевала.

При т) > 0 и П < 0 обозначим эти вклады соответственно 
через и Jf, fc = 1.2- Тогда в силу (6.3)

Ai(n)~-A+.

Ai(n) к А - А".

Bi(ty) -2J+, 

в‘(’)) ~ А" + А-,

Г) — +оо;

т) —► -ос.
(6.6)
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При игом нуги ингегрирояпния 7* деформируются следующим 
образом При г, > 0 имеем у\ Л|С>Лл (путь целиком состоит 
из линии паискорейшего спуска, проходящей через точху пере­
пала cj), 7j = ЛтГ}С|Л) + ЛзСаС|Лз (путь дважды проходит через 
точку перепала С), поэтому вклад J3 о (в 6) удваивается, высота 
точки перепала tj больше, чем <•;. поэтому вклад е: не учиты­
вается). при Г/ < 0 имеем 71 = Л1С1Лт + Л3С3Лз (путь состоит 
из двух линий наискорейшего спуска, уходящих концами в бес­
конечность), 72 - Л7С|Л1 + Л3с3Л3 Стрелками на ри: 3 пока 
заны направления интегрирования при вычислении вкладов J*. 
При несовпадении атих направлений с наир гвл'ниями путей 
в (6.6) появляется знак После вычи'.. ния ы-ад -в при
г/ —• ос получим [139]

Bi(_.) =x

|arg,! <i:

Л«(-Ч) S ^9-'/4 [Ol«)sin (< + j) ~ ft .si cos (с т .

|argll<y; (6.7)

[PiWeoe (f + J) + ARlsin (<+ J)] ,

i 2T
I arg'll < y;

к _ 2„з/2 . _ Г(3* + 1/2)
~ 3 4 ’ ct ~ М*НГ(к+ 1/2)'

Ряды (6.7) расходятся Область их применимости не огра­
ничивается вещественными г/ Указаны сектора в окрестности 
точки г/ = оо, в которых разложения (6.7) являются асимпто­
тическими.

Г рафики функций Л1(р) и Д!(';) для вещественных г) показаны 
на рис. 4.
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Рис. 4.
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1.7. Понятие о показателе изменяемости функций

Iе. При интегрировании обыкновенных дифференциальных 
уравнений с параметром А > 0 приходим к функциям F(r.X) 
двух переменных. Ллн асимптотического иипт рирования и 
качественного исследования решений при А —• ос необходи­
мо располагать способом описания скорости изменения функ­
ции F, связанной с изменением г, т е производной dF/dx при 
А — ос. В [40,41] применительно к решениям уравнений теории 
тонких оболочек было введено понятие о показателе изменяемо­
сти функций, оказавшееся весьма удобным

Показателем изменяемости функции Г(х,Х) при А — оо на­
зовем число I, такое, что

(71)

Напомним, что символ ~ ставится между функциями одного по­
рядка. При t > 0 функция F быстро меняющаяся, а при I < 0 — 
медленно меняющаяся

В качестве примеров рассмотрим функции

F(z,X} = j(x)e',

F(t, A) = y(x)ain:

(7.2)

(7.3)
При

• = A7(r). A *■ '*0 Г(*)#0.
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Показатель изменяемости функций (7.2) и (7.3) ранен I. Прав­
да, для функции (7.3) оценка (7.1) нарушается в окрестностях 
тех точек, где sin г или cosf обращается в нуль, однако это об­
стоятельство при введении показателя применяемости принято 
игнорировать. Для функции е" этот дефект определения (7.1) 
отсутствует.

2°. Показатель изменяемости может быть разным п различ­
ных областях изменения х. В качестве примера рассмотрим 
уравнение

F" - Xq(x)F = 0, ()' = д/дх (7.4)

с голоморфным коэффициентом д(г). Если j(r) ф 0, показатель 
изменяемости ( решений F(x, А) уравнения (7.4) ( = 1/2.

Пусть теперь q(x0) = 0, ч'(.хо) = о # 0. Тогда при х —
тс ~ А-1/3 имеем t = 1/3. Для доказательства сделаем замену 
х = то + (Xa)~'l3ri В этом случае (7.4) запишется в виде

/)■ Л’
^--(>)+/?)/’ = О, Я^О(Х-1/3г)2).

Полагая R — 0, приходим к уравнению Эйри (6.1), уже не
содержащему параметра А. Можно считать, что dF/dq — F, 
следовательно, dF/dx ~ А‘^3Е.

С показателем изменяемости! связана характерная длина ри­
сунка деформации I ~ А"1 (это понятие используется при описа­
нии поля деформаций упругих тел).

3°. Показатель изменяемости вводится и для функций боль­
шего числа переменных Рассмотрим функцию F(x,y, А). Ее 
общим показателем изменяемости назовем число I. такое, что

Если же производные функции F по различным направлени­
ям в плоскости ху имеют разный порядок, то вводится также 
частный показателе изменяемости G < I. Пусть, например, 
|SF/5r| <С |0F/dj/|. Тогда

3F̂L^S'‘F, А —» оо.
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■Iе. При сравнении порядка нескольких функций вводятся по. 
хазапило иитехсивностпа. Пусть даны дне функции F\(x,X) ц 

Предположим, что их можно представить в виде

ft = Si(x,A)^(i.A), k =1,2,

причем
J*~A'\ t=l,2; /Л~Яг. А — ос.

Тогда числа pt называются показателями интенсивности функ­
ций Г* Если, например, функции Г* имеют вид (7.3) =

sin(r + п*). то можно считать, что Hi ~ Hi ~ 1 и показате­
ли интенсивности совпадают с порядками функций F\, те.

Fi~A',‘. (7.5)

Для функций типа (7.2) F\ = дке‘ оценка (7.5) уже не имеет ме­
ста.

Пусть функция F имеет показатель изменяемости t и показа­
тель интенсивности р. Тогда в силу (7 1) показатель интенсив­
ности р. ее производной dF/dz равен pi = р + I.

Разумеется, нс для каждой функции можно ввести показатель 
изменяемости. Часто решения дифференциальных уравнений с 
параметром можно представить в виде суммы нескольких функ­
ций с различными показателями изменяемости (см. главы 2,3).

1.8. Диаграмма Ньютона

1'. Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение по­
рядка п с постоянными коэффициентами, зависящими от пара-
м?7ра р:

Е“(м)^=о.

4=0

После подстановки : — ezl приходим к алгебраическому 
уравнению п-й степени

п

4=0
= 0. (81)
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Пусть коэффициенты о* имеют кил
т»

°»(р) = 22яър'**' 
Т’О

aiij / 0, ot y + i > 0 < гл» < оо k = 0,! ,п.

Следовательно, <и(р) ~ рвм. р — О При oF(pj н fl считаем 
тр = 0. оро = ос. Пусть а„(р) # 0, а ,(р) / О

2°. Асимптотические разложена ■ ю. ;,>••• я г, ■ ;
имеют вил

Я — О, 3,j+i > 3V <j - I ’.2)
J=o

В качестве примера рассмотрим уравнение

p3*8 + z‘,-2r3 + z’-p = 0 (13)

и найдем сначала первое слагаемое в ра?.то +-нии «2 опу *a>s 
индекс q

Подставив х = год*3” в (8.3), получим

pa+WoxJ + pVezJ - 2рзл zj + р3' г3 - р = d 5.4)

Теперь необходимо выбрать в ,$ 4) главные члены и опреде- 
лить значения (?о, при которых как минимум . ■ лавньгх ч тент 
имеют одинаковый порядок. При < 0 главными членами бу­
дут два первых слагаемых. Значение Зе = -2 предел я--ся иэ 
условия совпадения их порядков 2 + 5с. - 4с’„ а х: - -1 нахо­
дится из уравнения г’ + Zq = 0.

Для выделения главных членов и определения значений па­
раметра До удобно использовать алгоритм, носящий название 
диаграммы Ньютона, описание которого содержится в (110.178]

На плоскости (£,<■>) построим п + I точку Mt = {t.oio} с 
целочисленными абсциссами (рис.5) Проведем отрезок .МрАЛ 
Тангенс угла наклона отретка к оси к равен значению тЗо, при 
котором совпадают порядки первого и второго слагаемых Не­
трудно проверить, что точкам, лежащим выше прямой, прохо­
дящей через Л/о и соответствуют слагаемые, имеющие бо­
лее высокий порядок малости. В рассматриваемом примере все 
остальные точки лежат выше прямой МрЛ/|.
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Если мы проведем отрезок AfoAfj, то тем самым определим 
значение До. при котором имеют одинаковый порядок первое и 
третье слагаемые. Однако в рассматриваемом примере эти сла­
гаемые не будут главными, так как порядок второго слагаемого 
при таком значении Hq будет меньше (точка Afj лежит ниже пря­
мой AfoAfj) Нас интересуют только главные члены, поэтому 
следует соединять точки Aft отрезками прямой таким образом, 
чтобы точки Mt, не лежащие на этих отрезках, находились вы­
ше полученной ломаной линии.

Для построения указанной ломаной линии будем поворачи­
вать против часовой стрелки луч, проведенный вертикально 
вниз из точки AfJ = Afo- Обозначим Л/f первую из точек Aft, 
которую пересечет этот луч Затем вертикальный луч из точки 
А/; булем поворачивать н том же направлении, пока он не прой­
дет через следующую точку Afj. Этот процесс продолжается до 
тех пор, пока очередной луч не пройдет через точку ХЦ = М„+\■

Ломаная линия, соединяющая точки Af*, называется диа­
граммой Ньютона. Тангенс угла наклона отрезка Af,*Af,*+I к оси 
к дает порядок /?,о корня т?, длина проекции отрезка на ось к 
равна числу корней tt, имеющих этот порядок, а число точек 
Aft, через которые проходит отрезок, равно числу членов ура­
внения для вычисления х4о.

Диаграмма Ньютона для уравнения (8.3) показана на рис.5.
Она имеет три участка: убывающий постоянный и возра­

жающий. причем (?1(> = -2, Д20 = = 0, До = /3$о = 1/2.
Для вычисления последующих членов рядов (8 2) сделаем в 

(8.1) замену х, = р*’’»(х,0 + Д#). Тогда для А, получим алге-
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браическое уравнение того же типа (8.1), однако будем искать 
лишь корпи Д,, стремящиеся к нулю при р — 0 Число таких 
корней равно кратности корня г,о

11 риближеЯные значения корней уравнения (8.1) таковы: г = 
-Р_3 “ 2, 12,3 = 1 ± Х<д = ±р,П 4- ft



Глава 2

СИСТЕМА ОБЫКНОВЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С МАЛЬШ ПАРАМЕТРОМ ПРИ ПРОИЗВОДНЫХ

В этой главе обсуждается асимптотическое интегрирование 
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений и си­
стем уравнений с переменными коэффициентами и малым пара­
метром при производных Как при отсутствии точек поворота, 
так и при их наличии построена фундаментальнал система ре­
шений. которая затем используется для решения краевых задач 
на собственные значения. Значительное внимание уделено по­
строению локализованных собственных функций.

Обсуждаются также методы асимптотического решения ли­
нейных одномерных краевых задач, сингулярно вырождающих­
ся в задачи меньшего порядка. Основное внимание уделено 
случаю регулярного вырождения Вишика— Люстерника. Обсу­
ждаются также случаи вырождения, не являющегося регуляр­
ным.

Ряд вопросов асимптотического интегрирования не нашел 
отражения в данном пособии. Это относится, в частности, к 
методам возмущений и асимптотическим разложениям решений 
обыкновенных дифференциальных уравнений, правые части ко­
торых регулярно зависят от малого параметра [19 , 91, 100, 103, 
104, 189]. к интегрированию уравнений с быстро меняющимися 
коэффициентами [6, 14, 136].

2.1 Введение

Iе. Основным предметом обсуждения в этой главе является 
однородная система линейных дифференциальных уравнений

Р^ = А(г,р)у, ц > 0, (1.1)

и способы построения асимптотических разложений при ц — 0 
ее решений Здесь у — n-мерный вектор, А — квадратная ма- 



грина л-го порядка, предстапимля в виде
оо

Л(*.Я) - 52/'*At(x), р-0,
*аО

с голоморфными н вещественной или комплексной области S ко­
эффициентами [23, 24, 47, 85, 100, 180].

Упомянем также о системе более общего вида [23, 100, 142] 

/?^ = A(z,/i)y, Л > 1, (1.2)

при тех же предположениях о матрице А Здесь целое число А 
называется рангом системы

Во многих работах вместо малого параметра ц вводится 
большой параметр А = р“*. и системы (1.1. 11.2 принимают 
вид

^ = А’(г,А)у, А’~£а'~‘А4(г), А-ос

«=о
Далее большой параметр А не вводится, а результаты авторов, 
использующих А, будут записаны через малый параметр ц.

При рассмотрении систем (1.1), (1.2) возникают следующие 
задачи

- построение формального асимптотического решения.
- выяснение условий, при которых формальное асимптотиче­

ское решение является асимптотическим разложением решения,
- асимптотическое расщепление системы т е приведение ее 

к нескольким системам меньшего порядка,
решение краевых задач для систем (1.1). ( в тем числе 

задач на собственные значения.

2°. Формальным асимптотическим решение м называется ас­
имптотический ряд, обращающий рассматриваемую систему в 
тождество. При этом вопрос о том, является ли формальное 
решение асимптотическим разложением решения, остается от­
крытым.

При определенных предположениях формальное асимптоти­
ческое решение системы (1.2) имеет вид [23, 100, 142] 

у(х,р)2г^и*(х)р‘ехр| / ^T/?-*A<‘>(x)dx|, (1.3)

ь=о I/*0 fc=o J
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где Ut(i), А^'(х) — голоморфные функции z. В частности, фор. 
мула (1-3) имеет место, если характеристическое уравнение

det(Ao(z) - АЕ) - О (а = А(0,(т)) (14)

имеет при всех г простые корни. В [142] исследуются случаи, 
когда формула типа (1.3) сохраняется и для кратных корней 
Для этого необходимо, чтобы корни уравнения (1.4) были крат­
ными тождественно по х и чтобы каноническая форма Жордана 
матрицы Ао(л) не менялась с изменением х. Может потребо­
ваться выполнение и других ограничений на матрицы At(x).

Точки z = х., в которых изменяются кратность корней ура­
внения (1.4) или структура канонической формы Жордана ма­
трицы Ао(х), называются точками поворота или точками воз­
врата. В окрестностях этих точек формула (1.3) становится 
непригодной, ибо некоторые из Ur(x) — <х при х —> z.. При 
наличии точек поворота задача построения асимптотическою 
решения, равномерно пригодного во всей области S, в настоя­
щее время полного решения не имеет. Некоторые результаты 
частного характера обсуждаются далее.

2.2 Решение системы (1.1) при отсутствии точек поворота

1° Рассмотрим систему (1.1) при сделанных в п. 2.1 пред­
положениях относительно матрицы A(z,p). Пусть А<г) — про­
стой корень характеристического уравнения (1.4), являющегося 
уравнением я ой степени относительно А. Этому корню соответ­
ствует формальное асимптотическое решение системы (1.1)

у(х,р)~]Ги>(т)/ехр/- / A(r)rfzl , р>0. (2.1)

j_0 1Р * Ко 1

Вектор-функции Ut(z) последовательно находятся в резуль­
тате подстановки (2 1) в (1.1). Рассмотрим подробнее построе­
ние первого члена ряда (2.1). Запишем уравнения

(Ао - AE)U0 = О,

(Ao-AEJUj + AjUozs

(22)
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получающиеся в результате приравнивания коэффициентов при 
/<° и при д'. Из первого уравнения

U0(r) = y>o(*)V(z).

где ^о('г) скалярная функция, a V(x) собственный вектор 
матрицы Ло, т.с.

(Ао(х) — A(r)E)V =0.

Функция >po(z) определяется лишь из следуюше! о приближе­
ния. Второе уравнение (2.2) рассматриваем как систему линей­
ных неоднородных уравнений относительно компонент вектора 
Up Определитель этой системы равен нулю а условие ее со­
вместности имеет вид

WTAiU0 = 
dz

где W(x) - собственный вектор матрицы Аг л.

(Aj(x)-A(z)E)W = 0

а символ 7' обозначает транспонирование матрицы или векто­
ра. Условие совместности дает дифференциальное уравнение 
первого порядка относительно функции з?о(х)

dpo(z) 
dz

= М*)^о(г). 6с =
WT(AlV-<fV/<ir) 

WrV
которое интегрируется в квадратурах. 

Далее находим

Ul(x) = ^(x)V(x)+U;(x).

где U((x) — частное решение второго уравнения (2.2). a ^i(x) — 
скалярная функция, определяемая из следующего приближения.

Все функции А(х), Ui(x) голоморфны в S.

2°. Если при всех г € S все корни Ая(х), р = п уравн­
ения (1.4) простые, то соотношение (2 1) определяет фундамен­
тальную матрицу Y(x,p) формальных асимптотических реше­
ний. Матрица Y(x,p) состоит из п столбцов (2.1). Существует 
ли матрица Y(xji) точных решений системы (2.1), для которой

Y(x,p) к Y(x,p), р — 0, (2.3)
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т.е. является ли матрица Y асимптотическим разложением 
Соотношение (2.3) подразумевает, что для соответствующих 
элементов матриц Y и Y при всех х Е S выполнены оценки 
(1.2 5). Этот вопрос исследовался в работах [23. 180, 182, ИМ] 
и других. Решение его зависит в первую очередь от области S.

Если при некотором z = хц нории Ар(ги) различны, то суще­
ствует окрестность точки хо, в которой равенство (2.3) имеет 
место [23]. Для всей же области S такой матрицы Y может не 
найтись. Рассмотрим это подробнее. Пусть 5. —часть области 
S, из которой исключены все точки поворота вместе с их окрест­
ностями Тогда в окрестности любой точки х., х. Е S., для 
любого (векторного) решения y(z, ц] системы (1.1) существует 
асимптотическое разложение

п
и — о.

где у(р,(х.р)— ряд (2.1), соответствующий корню А = Ар урав­
нения (1.4), a Cf(x.) — некоторые постоянные. Важно подчерк­
нуть, что эти постоянные зависят от выбора точки z., в окрест­
ности которой строится асимптотическое разложение. Посто­
янные Сг называются множителями Стокса, а факт их смены 
при переходе из одной части области S. в другую — явлением 
Стокса (см также п. 2.3).

Приведем достаточные условия, при выполнении которых 
явление Стокса не имеет места. Достаточным для выполнения 
соотношения (2.3) при отсутствии кратных корней Ар является 
то, что разности Re (Ap(z)- Х}(г)) не меняют знака при z € 5, 
p,j = [180], т.е. для любой пары корней Ap(z) и A;(z)
выполнено одно из неравенств

Re (Ар(х)А/г)) > О или Re (Ap(r) — A, (z)) < О, х € S.
(2.4) 

При этом асимптотика (2.3) является равномерной по х в любой 
замкнутой области Si (Si С S).

В случае, когда S — отрезок вещественной оси Zi < г < zj, 
а работе [194] ограничение на корни Ap(z) удалось заменить 
ограничением на их интегралы: для любой пары корней Лр(х) и



А) (л) должно быть выполнено одно из неравенств

Пс / (AF Aj)dr>0 или Rr / (A, -A,)rfx >o
Jt, J,,

З4. Рассмотрим линейное урапиеяие о го порядка

£>Ч(т.р)^ = 6 

4=0

(2.5)

(2 6)

52 >•—о, о-.:(т,#Г »£5
>=о

в предположении, что кооффипиенты а,,'/ голоморфны в S. 
Введением дополнительных неизвестных

• dJ у
j=<)A ••n-t

уравнение (2.6) приводится к си 1 1 поэтом; в’е ..но­
сящееся к системе (1.1), справедливо и для уравнения (2.6). Ха­
рактеристическое уравнение (1.4) принимает вид

п

Ро(А) = £ 3»с(г)Л* = О
4=0

(27)

При отсутствии кратных корней у равнения 7) фунд. менталь­
ная система решений (2.5) дается теми же формулами (2 1) •• гой 
лишь разницей, что теперь у1’’' и - скалярные функции х

4°. Рассмотрим линейное уравнение порядка т. + г.

p‘ol4.„,(r./i)С-Г7,- Т 52а,'т-.р)—i = 0. 

>9) 4=0

лырождающееся при ц = 0 в уравнение порядка т

52а*(*.о)^=о.

4=0

(2.8)

(2.9)
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Относительно коэффициентов а*(г,р) делаем те же предполо­
жения (2.6), в том числе считаем, что а1П+„,о(х) # 0, х € S
После умножения всех членов уравнения (2.8) на /з'п это урав­
нение принимает вид (2.5). Ему соответствует характеристиче­
ское уравнение (2.7) вида

£ah+m,o(r)A‘+"’:=O, (2.10)
t=o

Это уравнение имеет корень А = 0 кратности ш. Если a„,0(r) ot 0, 
х € S и отличные от нуля корни Ар(х), р — 1,...,п, уравне­
ния (2.10) различны при всех х Е S. то уравнение (2.8) имеет 
п формальных асимптотических решений вида (2.1) с показате­
лем изменяемости t = 1 (см. п. 1.7) и гп решений с показателем 
изменяемости ( = 0:

g = n+l....... n + m, д ■—0. (2.11)
4=0

Здесь (7о*’(т) — линейно-независимые решения вырожденного 
уравнения (2.9).

Формальные ряды (2.1), (2.11) будут асимптотическими раз­
ложениями точных решений уравнения (2.6) при ц —► 0 при тех 
же предположениях (2.4) или (2.5) относительно корней уравне­
ния (2.7) (включая корень А = 0).

Частным случаем уравнения (2.8) является встречающееся 
в задачах механики уравнение

pnNy+Ly = 0, (2.12)

где дифференциальные операторы .V и L таковы:

m+n a m к

i=o„ „ e=o

коэффициенты aj(r) и bt(r) предполагаются голоморфными X®’ 
рактеристическое уравнение (2.10) в этом случае является ДВУ’ 
членным

(2.13)am+„(r)Am+n + 6m(r)Am = 0.



Как и и (2.6), считаем am>n(z) / 0, z € S. Если 6m(z) / О, 
т g S, урапнение (2 12) имеет m решений вила (2.11) и п решений 
аила (2.1). Случай, когда 6m(z) обращается в нуль в отдельных 
точках (точки поворота), обсуждается в л. 2.3.

Уравнение Орра Зоммерфельда. описывающее устойчив 
ость ламинарного потока вяткой жидкости [217, 225, 237], при­
надлежит к типу (2.12) при m - п = 2 К тому же типу относят­
ся и уравнение осесимметричной (т = 2, п - 4) и циклически 
симметричной (m = п = 4) деформации (а также колебаний и 
устойчивости) тонких оболочек вращения ( и главу 3. а также 
[40, 41, 47, 61. 131, 207]).

5'. Частным случаем уравнения (2.8) является уравнение 
второго порядка

+ ?i(z.p)y. =0. (2 14)

которое заменой неизвестной функции

— f В, drУ1 = Уе 17 J

преобразуется в уравнение Рида

~ »(г-я)У ~ 0 (215)

Уравнениям (2.14) и (2.15) посвящены многочисленные иссле­
дования (см. [21, 23, 24, 100, 103, 104, 107, 111. 180. 182 186, 188, 
197] и др.). К этим уравнениям приводится и ряд задач меха­
ники и физики. Асимптотическое решение уравнений (2.14) или 
(2.15) вида (2.1) принято называть ВКБ-приближением. а мето­
ды построения таких решений — методами ВКБ Это название 
связано с фамилиями авторов (Вентцель, Крамере. Бриллюэн), 
впервые применивших этот метод в задачах квантовой механи­
ки Позднее название "методы ВКБ" стали применять как экви 
валент названия "методы асимптотического интегрирования" и 
для более широкого класса задач [93, 94].

Приведем асимптотическое решение уравнения (2.15) в слу­
чае, когда q(z, fi) = <1(г) Решение имеет вид (2.1), причем

Aj-g(z) = O, р=1,2; I#’= («(«)Г,/4,
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* = 0,1,.. - (2.16)

Из (2.16) ясно, что окрестности точек поворота г = г. (в кото­
рых j(z.) = 0) требуют особого рассмотрения, ибо 1^' \'г.) = 
00.

6°. Простейшим способом определения неизвестных коэффи­
циентов ряда (2.1) является его подстановка в соответствующие 
уравнения и последующее приравнивание коэффициентов при 
различных степенях р В [85] предложен другой метод исследо­
вания, применимый и к задачам обсуждаемым в пп. 2.3—2.7. 
Вместо функции у(г,р) ищем функцию Y(z,ty,, д) переменных 

такую, что

Ирид — 0 задача построения Y(z, ty.p) является регулярно 
возмущенной. Этот метод, называемый иногда методом nodi- 
ема в пространство большей размерности, близок методу мно­
гих масштабов [78. 103, 104].

Метод двух масштабов удобен для построения решений ур­
авнений с быстро меняющимися коэффициентами. Рассмотрим 
систему уравнений

= A(z,q)z, т)=~, (2.17)az р

где р > 0 — малый параметр, z — n-мерный вектор, матрица А 
голоморфна по обоим аргументам и периодична по i;:

А(т,ч + 1) = A(r,q).

Решение системы (2.17) будем искать в виде

где и(у, |?,р) — вспомогательная функция, зависящая от двух ар­
гументов у и г]. Эта функция удовлетворяет уравнению с част 
ними производными 

du 1 <Эи 
ду + р дг) А(у, г)}и, (2.18)
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решение которого ищем в пиле формального ряда по степеням 
Я'

00

u(j/.7P) = $2р"«п(у,'?) <2-19)
пявО

причем и(р, ч + 1) = и(у. ч)
Подстановка (2.19) в (2.18) приводит к последовательности 

уравнений

(2.20)

Введем обозначение для среднег- жачомз п-::,и-.дич<"'-кой 
функции F'.

(F) = jf' f(7)<f4

и представим и* в виде суммы медленно меняющейся функции 
и? и быстро меняющейся функции с нулевым средним значением 
“I

Ut(y,rf) - Ut(y) + и‘(у.ч). (ujti.o =с (2.21)

Тогда из уравнений (2.20)

дц*+1

0<)
= a(u? + u;)-(A(u? + u;) -

(2 21)

Первое уравнение (2.22) не содержит быстрой переменной ч. и 
при его решении могут быть удовлетворены заданные началь­
ные либо граничные условия

В частности, в нулевом приближении 

и; = о, (2.23)

что соответствует осреднению коэффициентов системы (2.17).
Второе уравнение (2.22) имеет единственное периодическое 

по ч решение, удовлетворяющее условию (2.21).
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В качестве примера рассмотрим уравнение второго порядка пол
у(*

(2.2.1), бин

гдер(х,1)-г1) = р(х, т/) > 0, ?(z. г;+1) = q(x. г/), и найдем осредиен- 
ное уравнение в нулевом приближении. Вводя вспомогательные 
неизвестные функции

<fu>
21 = ₽d? 21 = Ш'

ТР

приведем уравнение (2.24) к системе двух уравнений первого 
порядка вида (2.17) с матрицей А, элементы которой суть

°11 = а21 = 0. 312 — Ч> a2t — Р

Проводя, как и в (2.23), осреднение по >/ и возвращаясь затем 
к прежней неизвестной функции ш, имеем осредненное уравне-

которое не совпадает с получающимся в результате прямого 
осреднении коэффициентов уравнения (2.17).

2.3 Построение решений ври наличии точек поворота

Г Рассмотрим систему (1.1) при наличии точек поворота в 
области интегрирования S. Как уже упоминалось, в окрестно­
стях точек поворота х. экспоненциальное представление (2.1) 
становится непригодным, ибо некоторые из функций VJ(fcr,(x) 
стремятся к бесконечности при х — г.. Однако, в окрестно­
сти любой точки хо, не являющейся точкой поворота, формулы 
(2.1) дают асимптотическое разложение фундаментальной си­
стемы решений (1.1) [23]

Возможны два способа построения асимптотического разло­
жения фундаментальной системы решений (1.1).

Первый из них заключается в том, что мы отказываемся от 
описания решений в окрестностях точек поворота и строим ре­
шения в некоторой подобласти S области S (S С S), не содер­
жащей точек поворота [23 180, 186, 188]. Приведем некоторые 
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подробности. Асимптотическое разложение любого решения 
у(х,р) системы (1.1) можно представить в виде линейной ком­
бинации формальных рядов (2.1)

У(*.Я)^22С,(я)у(,’)(г,р) р —0. (3.1)
я=>

Трудность заключается в том, что множители Стокса Ср(ц) за­
висят не только от выбранного решения р(х,р). ио и от подобла­
сти изменения х. Линии, на которых множители Стокса скачком 
изменяются, называются линиями Стокса Линии Стокса, вы­
ходящие из точки поворотах = х., определяются соотношением 
D80]

К» У (М*)~ Mr))dl = 0, А,(х.) = А,(г.).

где Ар(х) — корни уравнения (1.4).
Например, для уравнения Эйри р2у"-хр — 0 линиями Сток­

са будут лучи = 2А.-Я-/3, fc = 0,1,2, выходящие из начала коор­
динат. В справочниках [49, 139, 198] можно найти многочислен­
ные примеры зависимости множителей Стокса S„ от сектора, ь 
котором изменяется аргумент х асимптотических разложений 
вида (3.1) для специальных функций.

В общем случае задача построения линий Стокса и опреде­
ление множителей Стокса не решена Достаточно подробно ис­
следованы лишь уравнения второго порядка (2.15) [73, 180, 186. 
188]. Для уравнений более высокого порядка получены лишь 
частные результаты (см [23,71, 72, 157. 180, 234] и др.)

2° Ьолее подробно остановимся на втором способе постро­
ения асимптотических разложений — способе эталонных функ­
ций.

Первым шагом на нуги асимптотического интегрирования 
системы (11) является ее расщепление, т е. приведение к не­
скольким системам меньшего, чем п, порядка

Пусть корни АЦх) характеристического уравнения (1.4) обр­
азуют дне изолированные группы Ах(х), ..., Хр(х) и Ар+1(х), ... 

г Ар+,(х) (р+ <| - п). Это означает, что

\U)/Ap+j(x), xtS. !<•<₽, l<j<4
е
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Тогда (см.[23, 182]) существует линейная невырожденная ЭаХ) 
неизвестных функций

ОС'
у(х,я)йР(г,р)1(;г,я), = Vdetpo(z)^0

к~С

такая, что вектор-функция z удовлетворяет уравнению
(3.3|

В(г p)z

того же вида (11), но с блочно-диагональной матрицей В:

B(z,p)
В<*’(г,р) ° "I

B‘2W) J
оо

В^х^-^В^х  ̂ (3.4)
*=0

При этом В|1) и В(2) — квадратные матрицы порядков р хр 
и q х q соответственно, собственные значения матриц Bj/'fijii 
В»2\*) суть Л1(ж)....... Ар(х) и А;,+1(х), Ар+}(г), элементы ма­

триц Р*(г), Bj1 '(z) голоморфны в S, матрица Ро(х) невырождена 
в$.

В (3.3), (3.4) разложения Р, В1’-1 по ц — эго формальные а 
общем случае расходящиеся ряды. В [23, 182] показано, 4W 
при некоторых ограничениях существует аналитическая заме 
на переменных у = P(x,p)z, приводящая матрицу А к блочно­
диагональной, и такая, что ряд Р(х,р) является асимптотиче­
ским разложением Р(х.р) при ц — 0.

Если псе корни А;(г) характеристического уравнения (1.4) 
разные, то проводи несколько раз расщепление системы, можно 
привести ее к в уравнениям перво! о порядка

= ^’(X.pjr,, 8<>' ~ ’(*) = А>(х),
1=0

) — 1,...,п,

которые интегрируются в квадратурах. Фактически это другой 
способ получения ряда (2 1).
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3", Пусть теперь рассматривается область S содержащая 
единственную точку попорота х. Путем расщепления систе­
му (1.1) можно привести к пилу, когда для одной ил подсистем 
уравнение (1.4) при г = г. будет иметь единственный корень 
кратности р. Не нарушая общности, будем считать, что х. — О 
и уравнение (1.4)

det(Ao(0) - >Е) = О 

имеет нулевой корень кратностир. Случай ai'U) / 0 приводится 
к рассматриваемому подходящей заменой неизвестной функции 

Р1 = рехр^р-1У y;(x)dzy . у>(0) = —А(0).

Асимптотическое интегрирование полученной истемы обс­
уждается в [23]. Далее будем считать, что систем’ приведена к 
одному уравнению порядка п (считаем р = г. ) айда -2 б харак­
теристическое уравнение (2.7) которой при х = им“ч нулевой 
корень кратности п Способ «талонных фушсиг заключается в 
том, что наряду с уравнением (2.6) вводится в рассмотрение 
более простое зтялонное уравнение При эт~>м ставиг-’Я требо­
вание, чтобы асимптотические решения уравнение 2.6- могли 
быть выражены через решения эталонного уравнения (и быть 
может) их производные и были голоморфными по х в S. Ис­
следованию эталонных уравнений посряшены работы [4. 23. 74. 
154. 157, 180, 216. 224, 230, 234. 236, 237] и др Вопрос о выбо­
ре наиболее простого эталонного уравнения в общем случае не 
решен. Порядок эталонного уравнения может быть равен или 
меньше и. Последний случай может иметь место, в частности, 
для уравнения вида (2.8) при аг„(0) = 0 При этом только часть 
решений уравнения (2.8) выражается через решения эталонного 
уравнения (см. далее).

Перейдем к рассмотрению частных случаев

4’. Рассмотрим уравнение второго порядка (2.15)
j3

'dP * о. 9(х,д)= 52<ji(x)/?. (3.5)
1 = 0

Предположим, что чг(х) голоморфны в области д’. содержащей 
точку х = 0. Пусть ?о(0) = 0 и в области S нет других нулей
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функции ?o(z)- Если ?J(0) / 0, точку поворота х = 0 надц 
ваем просто! Пусть ?[, > 0. В качестве эталонного уравнеиц -1' 
используем уравнение Эйри (1.6.1)

П

Асимптотическое разложение решений уравнения (3.5) мо» 
но представить в виде [215]

у(т,д) - «'0,(х,д)о[^(х,р)] + д11/3а(1)(х,/2)^-, (3.6 г
dr/

где ,
/ п лг ______ \ 2/3

Ч(х,д) = р_2/3((е), y/g0(x)dxj , (

о(”(х,д) = £оУ)(х)д*, j = 0,1. (3.7)
1=0

Функция ((х) и коэффициенты а^'(х) определяются в результа 
те подстановки в (3.5) и приравнивания коэффициентов при p'i 
и nk(dv/dr)) и оказываются голоморфными в S. включая точк\ 
х = 0 Первые коэффициенты в (3.7) равны

Г1 g\dx 
'о

Все коэффициенты '(х) выражаются через д,(х) в виде ква­
дратур.

Разложение (3.6) равномерно пригодно во всей области S, 
включая окрестность точки х = 0. Если |о| 1, можно вос­
пользоваться асимптотическими разложениями функций Эйри 
(1.6.7), и выразить (3.6) через функции (2.1). Пусть, например 
областьS содержит отрезок -1 < х < 1 вещественной оси, функ­
ция «(х,р) вещественна при вещественных х и ?i(x) = 0. Рас­
смотрим решение уравнения (3.5), экспоненциально убывают» 
при х > 0. Возьмем в (3.6) г(т;) = А»(т?) и запишем первые члены 
асимптотического ряда при д —• 0

р(х.р) = _L.4i(^) (1 + О(д)) + А,■'(»)) - О (д4'3) ,
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u’/e /
•V{r'") = 7^cxpk - I \/чп(х)<1т\ (1 + O(/i)), x > 0, (3.8) 

/* Jo /
y(l,p)=[cos G { +J)+1 1 < 0

Первая формула (3.8) равномерно пригодна при -1 < z < 1 а 
две следующие — лишь при т > 0 и х < 0 соответственно.

В работе [193] вместо (3.6) используется представление

1/(г,Р) = а(г,д)в[т)(х,р)],

1 где а и г; — ряды по степеням р’^3.
Асимптотическое разложение по дробным степеням р на­

ходил применение и при интегрировании уравнений с частны­
ми производными в случае двух независимых переменных (см 
(4.2.5), а также [9]).

В работах [47. 103, 211,216] исследуется случай двух простых 
'l точек поворота. Одной из возможностей построения решений 

является использование эталонного уравнения параболическо­
го цилиндра

й- <Pt' -
т . ^5 + (u - Q )» = о (3.9)

Другая возможность заключается в раздельном построении ре­
шений в окрестностях точек поворота и последующем их сши­
вании [47].

В работах [217, 225, 226, 236, 237] исследуется уравнение че­
твертого порядка (ni = н = 2) вида (2.12) при а< = 1, ЬДО) — 0. 
Ы2(0) / 0. Характеристическое уравнение (2 13) \4-сЬ-дт А* = 0 

а имеет при г. = 0 корень А = 0 четвертей кратности.

S, 5°. Подробнее остановимся на интегрировании уравнения 
it- шестого порядка (>п = 2, п = 4) вида (2 12), описывающего осе- 
рН симметричные колебания оболочек вращения. В этом уравне- 
,р нии (см. и. 3.5, а также [47]) 
IX- 

ic- 

iet

ЦЫ

д > 0,

где /1 толщина оболочки, которая предполагается малой по 
сравнению с характерным размером R, и — коэффициент Пуас­
сона, Л — параметр, пропорциональный квадрату частоты сво­
бодных колебаний (3.1.11), 7ij(r) - радиус кривизны оболочки, 
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равный длине нормали к оболочке от точки ее поверхности до 
оси вращения, z— длина дуги образующей, у(х) - нормальный 
прогиб.

Для цилиндрической и сферической оболочек /?3 = const 
и точки поворота отсутствуют, а уравнение (2.12) сводится к 
уравнению с постоянными коэффициентами [151]. Для оболочек 
другой формы в частотном интервале Л(1> < Л < Л(1), где

Л(:1 = niin{/?22(r)), Л(г) = тах{Я3 2(r)}, S = {z : ri < г < г2)

(3.10) 
появляются точки поворота, ибо найдутся значения z., при ко­
торых 6а(х.) = 0, а уравнение (2.13) будет иметь корень А = 0 
шестой кратности.

Рассмотрим сначала асимптотическое разложение решений
(2.12) при 6'2(х.) / 0 в малой окрестности точки поворота z.. 
Впервые эти разложения были построены в [4] для конической 
оболочки с использованием эталонного уравнения

+(2 + уо»1)у- + (72 + 7i'?)i’ = 0, (3.11)

где постоянные у, зависят от формы оболочки и частоты ко­
лебаний. Позднее было показано [150], что для произвольной 
оболочки вращения в (3.11) можно считать у2 = у2 = 0. Нако­
нец, в [154] было введено пять последовательностей эталонных 
функций v]‘\r/), не зависящих от параметров оболочки и опре­
деляемых соотношениями

</>;5
+ (* - l)v<° = 2 ч*-1 

(*-!)!’

i= 1,5

где — символ Кронекера (6,, = 1, б,-, = 0. i / j).

6“ В окрестности z = х. пять интегралов уравнения (2.12) 
имеют показатель изменяемости / = 4/5 и их асимптотически1' 
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разложения записываются в виде (см. [47])

|/°(x,//)~^?C»(x)t|%) + eW(x.p), «=1 5, (3.12)

4=0

е = /?/’>0, г/ = е-Ч(х), f

Со = В-1/2(«')-э/2.

Здесь функции £(r), Ct(z), у’(х,/х) голоморфны и вещественны, 
В(х) — расстояние до оси вращения от точки на поверхности 
оболочки.

Для построения шестого интеграла рассмотрим уравнение
(2.12) при р = 0:

Цуо) = Ыг)^~Т + + *о(х)уа = 0.

Уравнение имеет регулярную особую точку при х = х., при­
чем 6](х.) — 2Ь'2(х.). Поэтому характеристические показатели в 
этой точке р1 = 0, pi = —1 различаются на целое число и одно 
из его решений yf|6\x) регулярно при г = г., а другое y^'fx) 
имеет особенность вида

Уо5) = " J + 52 y5fc(x “ *•)* + 7У«в1(*)1п(х - х.).
z z‘ t=0

Регулярному решению Уо6'(х) соответствует асимптотическое 
при р / 0, р —• 0 решение уравнения (2.12)

у<6)(х)Я)=£/Чв)(*)- (3 13)

к=О

Вернемся к разложениям (3.12). Они являются асимптотиче­
скими разложениями при е») —» 0, т.е. при х —• х.. Пусть теперь 
х - х. ~ 1, тогда г) ~ с-1. Рассмотрение асимптотики функций 
<4'\ч) при т) —» ±оо показывает [47], что для « = 1,2,3 ряды (3.12) 
будут асимптотическими при всех х 6 S. Что касается i = 4,5, 
то при х-х. ~ 1 ряды (3.12) перестают быть асимптотическими, 



44

ибо все члены этих рядов имеют один порядок при е —♦ 0. 7Ц, 
построения асимптотического разложения этих интегралов 
всей области S приходится решать сложную задачу о сшиваню 
асимптотик (3.12) с более простыми асимптотиками вида (2.1)
(3.13),  пригодными при zj < « < г, и z. < г < г2. В настоц 
шее время задача о построении равномерно пригодного во вс<( 
области Z| < г < zj асимптотического разложения решений у; 
авиения (2.12) не решена.

Остановимся коротко на других работах. В [47, 159] рассмо 
тренынсосесимметричныеколебания оболочки вращения. Вот 
личие от осесимметричных колебаний здесь тп = п = 4 в (2.1! 
и при тех же предположениях имеют место разложения (3.12| 
однако число решений вида (3.13) возрастает до трех.

В [157] приводится асимптотическое интегрирование снеге 
мы (2.12) с произвольными т и п в предположении, что Am(z) =i 
6m-i(0) отлично от целого числа и нуля В [156] для осесимм: 
тричных колебаний оболочки вращения (ш = 2, п = 4 ) рассм: 
трена двойная точка поворота 62(0) = 62(0) = '
В [183] проанализированы осесимметричные колебания оболов 
ки вращения при наличии на промежутке интегрирования дер 
простых точек поворота

2.4. Краевые задачи. Задача Штурма Лиувилля

1’. Пусть областью интегрирования S является отрезок [xi ■’ 
вещественной оси Рассмотрим краевую задачу, состоящую' 
уравнения (2.6) и граничных условий

= ПРИ * = *>. * = 0,l,...,n;-l, j = 1,2, ri|+n2=’
* (4.И

Относительно коэффициентов а>(г,р) в (2 6) будем дополните.1" 
но предполагать их вещественность.

2°. Рассмотрим сначала возможные варианты поведения я1' 
тегралов уравнения (2.6) в зависимости от корней Ар(г) ур**’ 
ения (2.7) В силу (2.1) в окрестности любой точки х, не явл(> 
шсйся точкой поворота, интеграл экспоненциально возрас'1' 
при ReAp(z) > 0, убывает при ReAF(z) < 0, осциллирует"^ 
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ReAr(z) = 0, Im A^(z) / 0. Если Ap(z) = 0, чго имеет место для 
уравнений (2.8), (2 12), интеграл (2.11) медленно меняющийся. 
Если ныполнены условия

ReAp(zi)<0, Re / Ap(z)dz < О, Z| < z < z2, 

интеграл будем называть интегралом пограничного слоя или ин­
тегралом краевого эффекта вблизи левого края z — Z; Этот ин 
геграл экспоненциально убывает при удалении от края z = zj 
и остается экспоненциально малым при всех z z > z;. При 
решении краевой задачи с погрешностью порядка с > О,
значение этого интеграла на краю z = zj можно считать рав­
ным нулю. Аналогично вводится интеграл пограничного слоя 
на правом краю г — zj. Если при всех z имеем ReA?(z) = О 
iinAp(z) / 0, интеграл называем осциллирующим Могут суще­
ствовать интегралы, не принадлежащие ни к одному из назван­
ных типов Отметим среди них интегралы, осциллирующие на 
части So промежутка S. При сделанных предположениях гра­
ницами So могут быть лишь точки поворота или крайние точки 
*1. *2-

3°. Рассмотрим сначала задачу Штурма—Лиувилля с ма­
лым параметром р и искомым спектральным параметром А 

я2^(г(х)й)+₽(1’л)у = 0'

у(«1) = у(*з) = 0. г(х) > 0, z G S. (4.2)

Требуется найти асимптотику собственных функций у(х) и соб­
ственных значений Л при /< —» 0. Традиционная постановка 
задачи Штурма—Лиувилля

й + (APl(z)-p2(r))y = 0

сводится к (4.2), если разыскивать асимптотику n-го собствен­
ного значения Ап ~ п2 при п —» оо. Для этого вводим фикси­
рованное р ~ п_| и полагаем Л = р2А. Решение задачи (4.2) 
содержится в [53, 111, 180] и др. Приведем основные результа­
ты.
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Если Л таково, чго р(х,Л) < 0 ПРИ всех 1 е то задача (4.2 
не имеет нетривиальных решений, т.е. Л не является собстпец 
ным значением

Пусть теперь р(х.Л) > 0 при всех г € S. Тогда уравнеии. 
(4.2) имеет два осциллирующих интеграла Их вещественна, 
линейная комбинация, обращающаяся в нуль при г = т^имец 
разложение

у(х, р) = U cos <р + V sin

ЗгО Ь = 0

у>(г,р)=^У '/fC,Z' а0"<Рг) 1/4, 

а‘+! = у/ a^ra'^'dt. к = 0,1.....

Условие р(х2) = 0 дает уравнение для определения Л

Рт(Л) = ^(х2,р) = пя - arctg С/(Х2.Р)
И(Х2,Д)

п — целое. (4.3)

Второе слагаемое в правой части (4.3) имеет порядок р и в 
первом приближении может быть отброшено В силу оценки 

р"1 расстояние между соседними корнями уравнения 
(4 3) имеет порядок р

Собственные функции осциллируют на всем интервале (zi, 
Хз) (рис 6).

4°. Пусть р(х|,Л) = 0, Й(гьЛ) > 0, р(х.Л) > 0 (г > х>), 
т.е имеется простая точка поворота х. = zi Воспользовав­
шись асимптотическими представлениями (З.б), (3.8), приходим 
к уравнению для определения А

р2(Л) = 7г(п- 1/12)+ О(р), (4.4)

где то же, что и в (4.3).
Пусть теперь простая точка поворота х. расположена вну­

три промежутка X] < х. < г2, причем р'г(х., Л) > 0, р > О 
(х > х.), р< О (х < I.),

Решения уравнения (4 2) осциллируют при х > х. и экспонен­
циально растут или убывают при г < т.. В качестве эталонной



функции в (3.6) возьмем функцию /.i(i)), даюшую решение, экс­
поненциально убывающее вместе с уменьшением х при х < х.. 
Игнорируя с погрешностью порядка е_с/" граничное условие 
при х = Xi и удовлетворяя условию при х = xj, получаем 
уравнение для определения Л в виде ЛЦ|?(х2)) = 0. откуда з 
силу (3.7) находим

¥>з(Л) = ||»мГ/а + О(Р), п = 1,2,..., р,(Л) = 1 fZ ^dx.

Г(4.5) 

где Г]„ — п-й корень функции АЦт)'). Пользуясь асимптотической 
формулой (1.6.7), при n 1, уравнение (4.5) запишем в виде

<р2(Л) = 1г(п - 1/4) + О(я), (4.6)

удобном для сравнения с уравнениями (4.3), (4.4). Даже при 
небольших п уравнение (4.6) дает приемлемую точность. При­
ведем первые значения (2/3)|»;п|3/3 и (в скобках) соответствую­
щие значения т(п - 1/4): 2.383 (2.356), 5.510 (5.498). 8 647 (8.639). 
Иллюстративный пример см. в п 2.4.9.

Собственные функции осциллируют при х. < х < х2 и зату­
хают при приближении к краю х = Г] (рис. 7).

В работах [53, 58, 85, 111, 180. 188) рассмотрены и другие слу­
чаи, возникающие при асимптотическом решении задачи (4.2). 
Случай двух точек поворота, между которыми р > 0 и решения 
уравнения (4.2) осциллируют, рассмотрен в следующем н. 2.5.
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5’. Перейдем к рассмотрению краевых задач на собственные 
значения при п > 2. Для системы (1.1) введем граничные усло­
вия

ВО)« = 0 при i-Xj, J =1,2, (4.7)

где — прямоугольные матрицы размером п х пу. Для ура­
внения (2.6) возьмем однородные (q[J 1 = 0) условия (4.1). Коэф­
фициенты системы (1.1) и уравнения (2.6) будем предполагать 
зависящими от параметра Л, т.е. Xt = Л*(г,Л), а* = аь(т,Л 
Краевые задачи для уравнений (2.8), (2, 12), вырождающихся 
прир = 0 в уравнения меньшего порядка, рассмотрены в пп. 2/ 
2.7.

Пусть построены асимптотические разложения при р — 
для п линейНо-независимых интегралов уравнения (1.1). Тогда 
для определения Л приходим к уравнению

Дп(Л,д) = 0 (4.8)

в виде равенства нулю определителя порядка п, получающегося 
при подстановке в условия (4.7) или (4.1) линейной комбинации 
интегралов. Исследование уравнения (4.8) распадается на pH-* 
частных случаев в зависимости от свойств корней уравнений 
(1.4).

Пусть сначала точки поворота отсутствуют, а уравнен^ 
(1.1) имеет 11 и lj интегралов краевого эффекта вблизи лево! ’ 
и правого концов промежутка [хi, г2] соответственно и 10 осни» 
пирующих интегралов (Zq -Hi + Z2 = п).
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Авторам обзора не прихолилос:. в приложениях сталкивать­
ся со случаями, когда li > о. или I? > п2. г е когда число инте­
грален краевого аффекта больше, чем число граничных условий 
на соответствующем краг. Пусть lt - л; (случай I? — п? ему 
аналогичен) Тогда с погрешностью порядка е"/и уравнение 
(4.8) распадается на произведение двух уравнений

Дп,(А,р) = 0 и Д,_п.(А.р) = 0 (4.9)

Первое из них получается в результат- г:-..;-таи.,яки линейной 
комбинации интегралов краевого чффег гч ябли in крал г = т в 
граничные условия (4 1) на этом кра» Если ураяигние Л,., — 
имеет решение, ему соответствует собственная функция экспо­
ненциально затухающая при удалении ,т края г = х; Соб­
ственная функция, соответствующая г арию у р з в • А.. - = 0.
при U 0 может содержать осциллирующую компоненту В 
и. 3.2 рассмотрен пример, в котором G = п.

6е. Пусть уравнение (1.4) имеет пару чисто мнимых корней 
Xij = ±ip(x, Л) и тц = (| + 1. пз = (j + 1 1 .. дл ... ,i= 4.8;
можно привести к виду

1>1(Л. р) cosy- 4- Dj(A.p) sin.4 = 0

<p = s?(A.p)=- / р(х AUx, (4 10)
Я Л,

где D\ и Dj — регулярные функции р (см. также [47’ 1 Урав­
нение (4 10) определяет серию собственных значений расстоя­
ния между которыми имеют порядок р, а соответствующие соб­
ственные функции содержат осциллирующую компоненту. Ур­
авнение (4.10) подобно уравнению (4.3) и отличается от урав­
нений (4.9), корни которых (если они существуют) регулярно 
зависят от р:

Л = Ло + рЛ( + .., ДП|(Ас,0) = 0. (4.11)

По отношению к корням уравнения (4.10) разложение (4.11) не­
применимо.

7" Пусть теперь система (1.1) имеет одну простую точку по­
ворота х = х.(Л), такую, что при х > х. уравнение (1.4) имеет
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пару чисто мнимых корней Ajtj = ±ip(z, Л), а при z < х.
А, < 0. А2 > 0. Кроме того, уравнение (1.4) имеет /1 = п( ,, 
корней с ReA < 0 и /2 = п2 - 1 корней с Re А > 0. При атц, 
предположениях уравнение (4.8) распадается на два уравнен^ 
первое из которых ДП1 = 0 совпадает с уравнением (4.9). Обр,' 
тимся ко второму уравнению (4.9). Оно зависит от граничив 
условий только на крае z = х2 и с учетом преобразования(3,j( 
приводится к виду

D(A,p)Ai(n(x2)l + pP(1)(A,p)^/li(»7(x2)) = 0, (4.12)

где в силу (3.7)

/ 3 \ 2/3 / ч \ 2/3
p^dr) 5 \2^Лу ^1JI

Если > 1, то, используя асимптотическую формулу
(1.6.7), уравнение (4.12) приводим к виду (4.10) при <р - ¥?г(Л) 
(см. (4.5)). Последнее уравнение, как и (4.10), имеет серию кор­
ней Л, расстояния между которыми имеют порядок р и который i 
соответствуют осциллирующие при г. < х < х2 собственные 
функции.

При х2-х. ~ р2^3 будет >?(ж2) ~ 1 инриО(Л.р) / Оуравненис 
(4.12) принимает вид i

-41[>/(1г)) + я1/3О'(Л,р)Л|'[’Я-Г2)] = 0. (4.14)

С погрешностью порядка р1/3 это уравнение преобразуется ? 
уравнение вида (4.5).

8е. Одномерные задачи о свободных колебаниях и устойчи­
вости оболочек в пп. 3.2, 3.3 иллюстрируют сказанное. Рассмо­
трим задачу об определении частот ш собственных колебаний 
балки переменной толщины с защемленными концами. Имеем 
краевую задачу

S2 (г(г)Й) -я(^у = о,

у(0) = у'(0) = „(/) = у‘(1) - о, (4.15)



г(г) = E/(z) > О, ч(х) = pS(z) > О,

где у(х) прогиб, г(х) жесткость балки на изгиб, Е — модуль 
Юнга, 1 момент инерции сечении, gfz) линейная плотность 
материала, р - его поверхностная плотность, S ~ - площадь по­
перечного сечения, / длина балки

Положим w2 = д'4. Тогда уравнение (4.15) примет вид (2.12) 

(Г(Ж)^) -«(г)» =°- <416> 

Спектральный параметр Л не вводим, считая искомыми зна­
чения малого параметра д, при которых уравнение (4.16) име­
ет ненулевые решения, удовлетворяющие граничным условиям 
(4.15). Характеристическое уравнение (2.13) имеет вил r(z)A4 — 
q(x) = 0, поэтому выполнены предположения, при которых по­
лучено уравнение (4.10). В рассматриваемом случае это урав­
нение принимает вид

Отсюда находим

+ "-‘•2........ |4л,)

или

и/„ = к2(в + 1/2)2 +0(1), П=1,2------ (4.19)

Точность формул (4.18), (4.19) повышается с ростом н. Примене­
ние формулы (4.19) для балки постоянного сечения (р, q — const) 
дает при n = I погрешность 0.004. Эта погрешность связана 
с тем, что при выводе формул (4.17), (4.10) мы пренебрегали 
взаимным влиянием краевых эффектов, т.е. величиной е~с!^ по 
сравнению с единицей (для балки с = /(<j/r)*/4).

9°. В качестве примера, иллюстрирующего появление точек 
поворота, рассмотрим колебания круглой мембраны с большим
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числом m волн в окружном направлении

/1 d / </u\ >п}иЛ

где w(r)cosm^ — прогиб мембраны, Т — натяжение, р — ц, 
верхностнал плотность материала мембраны, и, частота t 
лебаний. Я — радиус мембраны. Точное решение задачи выр4 
жается через нули функции Бесселя

Wmn —
1 IT

(^rnT*) = 0» и — 1,2,... (4.21

Рассмотрим асимптотическое решение при 
мен

па —> оо. Послед

P=-i w(z) = yz~l/i,
m

г = Rz (4.Й

Л

уравнение (4.20) принимает вид (4.2):

(4.1

асимияНаличие особой точки при х = 0 не препятствует 
тическому интегрированию уравнения (4.23), ибо мы получа' 
решение, вкспопенциально убывающее с уменьшением г. Слал 
смымр’/4 в выражении для р пренебрегаем. При Л < 1 краев- 
задача (4.23) ненулевых решений не имеет. Пусть Л > 1. Тогд 
точка поворота с. = Л-1/3 попадает в область интегрировал 
О < г < 1. и мы можем воспользоваться формулой (4.5). Вы­
числяя приближенно в (4.5) в предположении, что точка; 
близка к 1. находим

Лщп - 1 +

W?n — п-й корень Ai(t)) = 0. Сравнение формул (4.21) и (-Ь- 
дает

о„.„ = m.\V2. (45*
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В [198] лкно асимптотическое разложение отп по отрицатель­
ным степеням гп1^3, перпыс дна члена которого совпадают с 
(421).

В п. 4.3 представлено обобщение этой задачи для мембраны 
занимающей произвольную выпуклую область

2.5. Локализоплпззыс решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений

1°. В п. 2 4 отмечены случаи (см.(4.9), (4.12)) когда собствен­
ная функция экспоненциально затухает при приближении к од­
ному из краев промежутка [гi, Zj], а уравнение для определения 
собственного значения А не зависит (с погрешностью порядка 
£-'/»* ) от граничных условий на этом крае. Здесь рассматри­
ваем случаи, когда система (1.1) или уравнение (2 6) имеет ре­
шение, осциллирующее при х1.11 < х < г.5' (zj < х.‘< х.‘ < х- 
и экспоненциально затухающее при приближении к краям х> и 
х2. С погрешностью порядка е-€'м можно считать, что это ре­
шение удовлетворяет любым однородным граничным условиям 
при г = X) и х = х2. Далее это решение будем называть лока­
лизованным. Считаем, что коэффициенты системы (1.1) зависят 
от параметра Л, и ищем собственные значения Л, при которых 
существует локализованное решение.

К обсуждаемым нами случаям сводятся некоторые задачи из 
квантовой механики для одномерного уравнения Шредингера 
задачи но теории колебаний, динамики и устойчивости оболо­
чек [47, 81, 180, 188, 211,216, 234] и др. В [180] содержится доста­
точно полное исследование. Мы проанализируем простейшие 
случаи

2°. Рассмотрим сначала уравнение второго порядка (4.2), 
по-прежнему считая г(х) > 0 (х 6 S). Пусть plx1.'1) = О,
p'fz?1) / 0, причем р(х) > 0 при г’.1' < х < х','1 Условие
существования локализованного решения имеет вид

1 /г'3> 1Г
/(i,A)dx = ~(2п + 1) + О(р), п = 0,1,2,..., (5.1)

где f = (p/г)1^2. Условие "квантования” (5.1) может быть полу­
чено разными способами-
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1) путем использования эталонного уравнения (3.9), описи- 
ваюшего поведение решения сразу в окрестности обоих точек 
поворота г = т/’ [211, 215];

2) путем построения решений (3.6) в окрестности каждой из 
точек поворота х'/! и последующего сшивания их асимптотик 
(3.8) при < г < х‘” [47];

3) путем обхода точек поворота по комплексной плоскости z 
(180. 188].

В качестве примера рассмотрим свободные колебания стру­
ны, лежащей на упругим основании:

±(ы2р - с(х))у = О, (5-2)

у — 0 при z — ±оо,

где 7 , р - натяжение струны и ее поверхностная плотность, 
ы — искомая частота колебаний, с(х) - переменная жесткость 
основания. Предположим, что функция с(х) имеет минимум при 
z = 0, и будем искать формы колебаний, локализованные вбли­
зи х = 0. При с(х) = Со + Cjz3 задача имеет точное решение 
[63]

yn(x) = On(xv^) = //n(T)e"3/2.

z=(^)l/‘lx, п = 0,1,2....... (5.3)

*’=/>-’ [eo + (W/2(2n+l)].

где Hn(z) — полином Эрмита степени n, Dn(t) — функция пара­
болического цилиндра (рис. 8 соответствует случаю п = 6).

При других функциях с(г) формула (5.1) дает приближенное 
уравнение для ы„

.__________
J (1( -с(г))</х = 2п±1, п=0,1,2,..., (5.4)

точность которого повышается с ростом п. Здесь х1*} — нули 
подкоренного выражения в (5.4).
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3°. Пусть теперь порядок системы (1.1) или уравнения (2.6) 
больше двух и пусть при х?' < z < х*. ’ характеристическое 
уравнение (1.4) имеет два чисто мнимых корня

Л1.2 = ±(/(х), /(х) ~ (х*.2’- х)1/2(х - х?'}1/2, х — х? (5 5)

которые при хб ^xil,,x(."’j переходятв вещественные корни раз­

ных знаков. Остальные корни уравнения (I I) имеют отличную 
от нуля вещественную часть Тогда при выполнении того +:е 
условия (5.1) система (1.1) имеет формллъып локализованное 
решение. Дли того чтобы это решение было асимптотическим, 
необходимо наложить дополнительные ограничения типа (2.4) 
или (2.5) на корни уравнения (1.4).

4°. Отметим еще один случай появления локализованных ре­
шений лля систем, порядок которых не меньше четырех [47]. 
Пусть при х?1 < г < г1.2’ уравнение (I 4) имеет четыре чисто 
мнимых корня вида

А1Д3.4 = ±ч(х)±«/(г), /(х) ~ (x'.2|-x)l/2(z-rl.l’)l/2. X — х1.‘\
(5.6) 

где функция f(z) голоморфна. Прихё [x?',x?'j корни (5.6) име­

ют отличную от нуля вещественную часть При тех же предпо­
ложениях относительно остальных корней уравнения (1.4) усло­
вием существования локализованных решений снова будет со­
отношение (5.1).
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5°. При решении залам колебаний и устойчивости (см. главу 
3) особый интерес представляет определение наименьших эна. 
чений Л и построение соответствующих собственных функций 
Часто оказывается, что при атом собственная функция являет 
сл локализованной, а точки поворота rL" и хЬ' — близко рас 
положенными (х?' - х? 1 ~ р1/2). В атом случае может быть 
использован описываемый ниже алгоритм (см. также [81, 146. 
234]). Этот алгоритм является упрощенным одномерным вари­
антом алгоритма работы [93].

Рассмотрим самосопряженное уравнение порядка 2п

=0’ (5 7) 

причем коэффициенты at предполагаются вещественными, го­
ломорфными и линейно зависящими от параметра А:

at = ait ~ Лазь, Л > 0.

Будем искать собственные значения Л, для которых суще­
ствуют локализованные в окрестности некоторой точки Xq (ij < 
io < *г) решении уравнения (5.7). Точку х0 называем наиболее 
слабой. Решение ищем в виде асимптотического ряда

У(*>Я) = £2p‘/Jy*(<)exp [> (p"1/W + ^2/2)] ,
1=0

? = <1/2(*-*о). (5.81

Л = Ло + рЛ] -г .. - ,

где ук(£) — полиномы по ро, xq, Ль вещественны, Im а > 0. П®- 
следнее условие обеспечивает убывание решения (5.8) с рост°м 
|XVo1' X

Делая в характеристическом уравнении (2.7) замену а - 
и разрешая его относительно Л, получаем



Предположим, что существует единственная точка ро, г0, такая,
что

(+)
Ло = min{/) = /(ро.хо)

р.г (5.9)

и
d2f = f^P2 + + fLd'2 > 0.

•о с)’/(р6, х0)
др0г>г0 (5.10)

Минимум (5.9) ищется по всем х € [х; г21, ро > 0. для которых
/ >0. Тогда решение вила (5.8) существует, причем

Л) = //т(г). = е'/’С. Л‘т» = Ло -г рЛГ + О(Л

(5 11)

гдеЯт(г) — полином Эрмита степени ni ib частности гТ = 1. 
Я; = г, Яг = т2 — 1/2 ). Формулы (5.8). (5.11 • определяют серию 
собственных значений Л(т\ наименьшее из которых получается 
при гп - 0.

Что касается собственных функций, то здесь следует разли­
чать два случая

Л) ро = 0 и В) ро > 0.

В случае ро = 0 собственные функции имеют вид

y<m>(t.p) = (Нт(г) + О(Я)1'У'’'’, -• = (c/p)l'2(r - rQ),

а соответствующие собственные значения Л(т’ простые. Таково 
же поведение собственных функций при сближении точек пово­
рота л1.1’, т?1 если между ними характеристическое уравнение 
(I 4) имеет одну пару чисто мнимых корней (см.(5.5))

В случае ро > 0 функция (5.9) комплексна. Так как коэффи­
циенты и* в (5.7) вещественны, решениями уравнения (5.7) бу­
дут как вещественная, так и мнимая части (5.8) Но было бы 
ошибочно считать что собственные значения Л!'п) двукратны и
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произвольная линейная комбинация вещественной и мнимой ча­
стей (5.8) лает собственную функцию. Дело в том, что ряд (5-8/ 
является не сходящимся, а асимптотическим и параметру Л('л 
соответствуют две фиксированные вещественные собственные 
функции 

Рог Re(a)(r - Гр)1 
Р 2Я

+ ©>,

где фазы 6, фиксированы (0 < 9t. 02 < 2зг). Соответствующие 
точные собственные значения Л1"1-1' Л<т'2) различны, однако

AA = A(mJ,-A<m,' = O(//') (5.13)

для любого N. Такие собственные значения назовем асимпто­
тически двукратными В случае, котла уравнение (1.4) имеет 
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две пары чисто мнимых корней (5 6) между точками поворота, 
собственные значения также асимптотически двухкратны.

На рис. 9 при т = 0 показаны собственная функция при
рс = 0 («) и две собственные функции при ро > 0 (6, в).

2.6. Регулярное вырои^цевие краевых задач

1’. В атом разделе дается краткое описание асимптотиче­
ского метода Вишика—Люстерника решения линейных одно­
мерных краевых задач, сингулярно вырождающихся в задачи 
меньшего порядка (см. также [33], [177]).

Рассмотрим краевую задачу Лр, состоящую из уравнения

* = 1 >=0

и граничных условий

9‘ при Z = X;,

4= 0,1... .,ги, + п,-— 1, )=1,2, гп] + гпт = гл, П14-яз = п
(6.2) 

Относительно коэффициентов а* будем делать различные пред­
положения, однако во всех случаях а,п 0, ат+п 0. Рассмо­
трим также вырожденную задачу Ао

52 = /(*)• *€[xi,u]. (6-3)

= при х = Xj, 4 = 0, 1,..., — 7 — 1.2. (6.4)

Пусть сначала коэффициенты at постоянны. Рассмотрим до­
полнительное характеристическое уравнение (сравни с (2.10))

J2al+mAk = 0. (6.5)
ь=о

Вырождение задачи Аи в задачу Ао при р —• 0 (д > 0)
называется регулярным, если уравнение (6.5) имеет гц корней с 



отрицательной вещественной частью и >ij корней с положитель­
ной вещественной частью (ni + П2 — ’>).

При регулярном вырождении число выпадающих граничит 
условий при переходе от задачи Дм к задаче До равно числ> 
корней уравнения (6.5) с соответствующим знаком вещественной 
части. Если некоторые из корней уравнения (6.5) чисто мнимые 
вырождение регулярным че является.

2’. Опишем структуру асимптотического решения. Пусть 
задача До однозначно разрешима при любых /(л), <7*'• Тогда 
решение задачи Л„ представимо в виде суммы трех асимптоти­
ческих рядов

у(т,/г) = y””(i,p) + Tu’(m,p) + a(”(W>P).

у(0,(г,р) с? ^2/?yt(z), (6.6)
>=0

^>=р-1(х-т,), 7 = 1,2,
t=U

причем требуем, чтобы функции ’ были интегралами погра­
ничного слоя в окрестности краев х — х;, т.е.

41>(Ч1)—0 ПР« 41 — оо.

**a>(w) —* О ПРИ 4» — —оо, к = 0,1,2,... (6.7)

Функции !д, т!п однозначно определяются в результате под­
становки (6.6) в (6.1), (6 2).

Функция уп суть решение задачи До. Функции yt (к > 0) 
определяются из неоднородных краевых задач типа До, правые 
части которых зависят от ранее определенных функций. По- 
строение функций уь иногда называют первым или основным 
итерационным процессом.

Функции являются решениями краевых задач
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"I О, * = т, + 1».. .,гп) + и,-- 1

с дополнительными условиями (6.7). Последующие приближе­
ния однозначно определяются из неоднородных задач, ана­
логичных (6.8), правые части которых зависят от предыдущих 
приближений. Процесс построения функций называется
вторым или дополнительным итерационным процессом. Взаи­
модействие первого и второго итерационных процессов»осуще­
ствляется только через граничные условия.

Функции z[3 ' имеют вид

(6-9)

где Pjp полиномы возрастающих с ростом к степеней, а сум­
мирование распространяется на все корни А/ уравнения (6.5) с 
соответствующим знаком вещественной части. При этом не тре­
буется, чтобы корни А/ были простыми.

Этот алгоритм практически без изменений распространяет­
ся на случай, когда коэффициенты си в (G.1) не являются посто­
янными. а зависят от х и р

сс
ак - ак(х,р) = У^/АиС*).

1=0

гдеац(г) голоморфны. При этом в уравнении (6.5) считаем ак = 
Oio(z) и требуем, чтобы при всех х уравнение (6.5) имело пк (по) 
корней с отрицательной (положительной) вещественной частью 
(последнее требование может быть ослаблено). В формуле (6 9) 
берем Xi = Xi(zj).

3°. Алгоритм Вишика — Люстерника может быть применен 
и при решении задач на собственные значения. В этом слу­
чае коэффициенты ак в (6.1) зависят от спектрального параме­
тра Л, а уравнение (6.1) и граничные условия (6.2) однородны 
(/ = = 0). Пусть Ло — собственное значение Л для выро­
жденной задачи Aq. Построение собственного значения Л зада­
чи близкого к Ло, и соответствующей собственной функции



62

может быть выполнено с использованием описанного алгорит- 
ма. Различие заключается в том, что при определении функций 
уз (г) в (6.6) приходим к неоднородным краевым за дачам (типа 
(6.3), (6.4)) на спектре. Условие совместности этих задач дает 
возможность определить поправочные слагаемые в разложении 
Л в ряд по степеням р В частности, если Ло — простое соб­
ственное значение задачи Ло, разложение Л ведется по целым 
степеням /г

Л = £р‘Ле. (6.10)
t=o

В качестве примера определим частоты собственных кол» 
баний иеабсолютно гибкой струны длиной L с защемленным» 
концами В безразмерных переменных приходим к краевой 34 
даче Л,,

где

при •г = 0, я,

2 ЛТя1
W - pl’’ (6.Ill

EI жесткость на изгиб, Т - натяжение,/; линейная плот 
кость струны, о/ - частота колебаний

При р —> 0 задача вырождается в задачу Ло

— + Лоуо = 0, ро = 0 при х = 0, я, 
ах’

решение которой суть Ло = п’, уо = sin пт. п = 1,2,...
Вырождение задачи в задачу .4о регулярно, ибо mi = 

П| = tnj - nj = 1. а уравнение (6.5) —А2 + 1=0 имеет один 
положительный и один отрицательный корень.

Найдем Л| в (6.10) Функции пограничного слоя в первом 
приближении таковы

т<1) = «-’■, 4’) = (-1)п+’пе”-

Для у, получаем краевую задачу

+п’ут =-Лцм, yi(0) = -n, yi(x) = (-!)""•

J



63

условие совместности которой даст Л| = •1п2;г'1.
На рис. Юпоказана первая форма собственных колебаний аб­

солютно гибкой (кривая 1) и неабсолютно гибкой струны (кри­
вая?) с защемленными концами

4°. Рассмотрим систему уравнений первого порядка с малым 
параметром при части производных

^-Лцу+Л12д, р—= Я2)у + Л22г, (6.12)

где у и : — векторы размерности гп и п соответственно и Aij 
матрицы соответствующих размеров, регулярно зависящие от 
р:

Ло = 40(г,р) =
Jt=O

Если dct(A°2) 0 при всех г. система (6.12) при fi ~ 0 выро­
ждается в систему порядка т

= г(0) = -Д^-1л'?У(1 (6.13)

Рассмотрим характеристическое уравнение

det(.4l2’’(x) - АЕ) = О

и предположим, что ато уравнение имеет ni (п2) корней с отри­
цательной (положительной) вещественной частью (гц + и2 — п) 
Тогда можно говорить о регулярном вырождении краевых за 
дач.
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Пусть задача .4И состоит из системы (6.12) и граничных уел», 
вий

/*’(»>*) = О при *=tj, 1-= 1....... т, + п>, J =1.2, (6 14)

где/^’ — линейные функции у, г. В отличие от задачи (6 1), (6.2) 
вопрос о том, какие из условий (6.14) должны быть сохранены 
при переходе к задаче Ло, не является простым, особенно в слу­
чае, когда коэффициенты в ' зависят от р. В общем случае за­
дача Ас заключается в системе (6.13) и некоторых т; линейны» 
комбинациях граничных условий (6.14), построение которых на­
зывается расщеплением граничных условий. Для задач теории 
тонких оболочек вопрос о расщеплении граничных условий об 
суждастся во многих работах [6, 40, 41, 47, 53, 77, 109. 170. 184 
185, 191].

2.7. Случаи нерегулярного вырождения

1’. Здесь рассматриваются те же краевые задачи А,, и Л) 
что и в п. 2.6. однако предполагается, что вырождение задачи 
A/j в задачу .4о регулярным не является.

Если коэффициенты я* в уравнении (6.1) вещественны и по­
стоянны. нарушение регулярности может быть связано с появле­
нием чисто мнимых корней уравнения (6.5).

Если а/, зависят от х, появление чисто мнимых корней (6.5) 
возможно как на всем промежутке интегрирования, так и ка 
его части. В последнем случае имеются точки поворота, силь­
но осложняющие асимптотическое интегрирование (см. п. 2.3) 
Ниже предполагается, что точек поворота нет.

Будем предполагать, что уравнение (6.1) и граничные усло­
вия (6.2) однородны (/ = 1 = 0), а коэффициенты at зависят
от спектрального параметра Л, и искать собственные значения 
Л и соответствующие собственные функции.

Пусть уравнение (6.5) имеет (/2) корней с отрицательными 
(положительными) вещественными частями и 2г чисто мнимых 
корней (I» + /2 + 2г = в, < гц, /2 < п2). Общее решение уравн­
ения (6.1) запишем в виде

гл + г»

4 = 1 

(7.11
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где Ct произвольные постоянные, функции y(t,(z,p) при 
I < I < гп имеют вид (2.11), а остальные функции т/**(г,/з) при 
П1 + I < i < m + п имеют пил (2.1), причем I, + /2 из них имеют 
характер интегралом краевого аффекта, а 2г функций осцилли­
руют-

Подстановка решения (7.1) в граничные условия (6 2) приво­
дит к уравнению

Дт+п(Л,д) = 0, (7.2)

где ДР — определитель порядка р, составленный из функций 
и их производных при z = zi z2.

Рассмотрим также уравнение

Л?„(Ло) = о,

соответствующее задаче Ло и зависящее от функций т/4)(^ 0) 
при I < к < in.

При mi = Шг уравнение (7.2) может быть представлено в 
виде [148]

Дт+„ = Д°,(Л)ДГ.(Л,Я) + 0(1) = о. я - а.

где определитель Дп составлен из интегралов (2 1).
Если

Дп(Л,р)>а>0 при 0 < д < яо. (7.3)

то для собственных значений задач .4(, и До выполняется соот­
ношение

Гпп Л(д) = Ло. (7.4)
я-о

Если при этом Ло — простое собственное значение, имеет место 
асимптотическое разложение по целым степеням р

х>
М —0- (7.5)

к = 0

В частности, в случае регулярного вырождения условие (7.3) 
выполнено.

2" Если условие (7.3) не выполнено, задача .Ая может иметь 
Дополнительные собственные значения, не стремящиеся к соб­
ственным значениям задачи .Ло при р — 0. Структура дополни­
тельного спектра задачи Лр может быть разной в зависимости
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от характера уравнения

Д„(Л,р) = 0 (ц

при ц -» 0. Отметим две возможности, встречающиеся в пр-,, 
хладных задачах

Если уравнение (7.6) может быть записано в виде
Д„(Л,д) = Д°(Л) + о(1) = 0, я-О, (7.J

а уравнение Д°(Л) = 0 имеет корни Л = Л., то задача Л„ бу. 
дет иметь дополнительные собственные значения, подобно (7 4 
(7.5) стремящиеся к Л. при р — 0.

Уравнение (7 8) может также иметь пил. подобный (2.4.10 
(1481:

N
#о(Л»д) + Д;(Л, м)со8[д“1^(А,я)1 = 0. (U

7 = 1
где lij, 4>j регулярно зависят от /<■ При некоторых дополнитесь 
них предположениях относительно В,. уравнение (7 8) им«: 
корни, расстояния между которыми порядка /г т е дополна 
тельный спектр краевой задачи А„ является плотным. Задачи 
с таким спектром рассматриваются в п 2.4, 3.3.

3° Вернемся к случаю, когда уравнение (7.6) представимо! 
пиле (7.7), и рассмотрим пример [149] Свободные малые коле 
бания плоской спиральной пружины в своей плоскости описы­
ваются уравнением

+ 0 < г < 1,

dy d'U
У = у-= 3-5= 0 при г - 0. х=1

аг аг1
Здесь г — безразмерная длина упругой линии, q(x) — ее *Р* 
визна, у(т) — проекция смещения на нормаль,

Е1
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ji > 0 малый параметр, г — характерный радиус кривизны, 
(- мина упругой линии, р плотность, S — площадь попе­
речного сечения, EI — изгибная жесткость, ш — частота ко­
лебаний. Граничные условия в (7.9) соответствуют жесткому 
шпемлению концов

Дополнительное характеристическое уравнение (7.3)

д-’А* + 2 А2 + д2 = 0 (7.10)

имеет два тождественно кратных чисто мнимых корня А = 
поэтому вырождение задачи (7.9) в задачу

?^г(«Уо) +лоуо = 0, Уо(О) = уо(1) = 0 (7.11)

не является регулярным.
Из шести интегралов уравнения (7.9) два имеют вид (2.2.11), 

четыре интеграла имеют вид (2.2.1) и являются осциллирующи­
ми (р- 3.4,5,6)

^’(r.p) S ^у^^т^ехр f i / Ap(r)dxV Ар = ±iq.

k=o Ja '

В связи с тем, что корни уравнения (7.10) кратные, функции у^’ 
находим из дифференциальных уравнений второго порядка. В 
частности.

4(’2^)+л-^’=°- (712)
Уравнение частот (7 2) имеет вид

Дд(Л)Д2(Л) + о(1) = 0, р — о,

где уравнение Д0(Л) = 0 дает собственные значения До за­
дачи (7.11), уравнение А.(Л) = 0 — собственные значения
Л. залами, состоящей из уравнения (7.12) и граничных условий 
!40) = у(1) = 0. Пусть корни уравнений Ао(Л) = 0иД.(Л) = 0 
различны В атом случае построение старших приближений по­
казывает, что для собственных значений полной краевой задачи 
(7.9) имеет место разложение (7.5). При атом корню Л. соответ­
ствуют два близких собственных значения задачи (7.9), разли­
чающиеся на величину порядка /1.



Глава 3

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
В ОДНОМЕРНЫХ ЗАДАЧАХ ДИНАМИКИ 
И УСТОЙЧИВОСТИ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК

Система уравнений теории оболочек является довольно г ро 
моздкой системой уравнений в частных производных. Она со­
держит естественный малый параметр, связанный с относитель­
ной толщиной оболочки, поэтому асимптотическое представле­
ние решений является необходимым элементом качественного 
анализа, а также может дать существенное упрощение при не­
строении приближенных численных решений.

В данной главе будут рассмотрены линейные задачи, н ко­
торых путем разделения переменных система уравнений теории 
оболочек может быгь сведена к системе обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений. Линейные задачи, в которых перемен 
ные не разделяются, обсуждаются в главе 4, а в главе 5 рассмо 
трены некоторые нелинейные задачи.

3.1. Основные уравнения теории тонких оболочек

Приведем основные соотношения простейшего двухмерного 
варианта теории оболочек. Подробнее с уравнениями теории 
оболочек можно познакомиться по монографиям [36, 40, 41, 50, 
52. «8, 107, 227) и др.

I*. Пусть произвольная точка Л/ поверхности S определя­
ется радиус-вектором г = г(а1,аг), где — система орто­
гональных криволинейных координат, совпадающих с линиями 
кривизны.

Оболочка представляет собой тело, занимающее объем

(oi.o-JeG,

где г — расстояние по нормали до поверхности S. h — толщи­
на оболочки Пусть Г — граница области G. Поверхность s 
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нмывастся срединной поверхностью оболочки. Оболочку нады­
мит тонкой, если мала ее относительная толщина Л/К, где 11 
приторный линейный размер срединной поверхности.

Введем местную ортогональную систему координат с орта­
ми et, ej, п, где

(1 •— 2), п = е, х ег- (1.1)

Здесь и далее в атом пункте (1 <-• 2) означает, что аналогичные 
формулы имеют место и при замене индексов 1 и 2.

Первая и вторая квадратичные формы поверхности таковы:

I = ds1 = Aidax + A^da?, I/= ф-da? + ^-daj, (1-2) 
«1 П2

где di — длина дуги кривой на поверхности, АХ,А? — коэффи­
циенты Ламе, Л;, Ri — радиусы кривизны Будем использовать 
также обозначение к, = R~l.

Опишем деформацию срединной поверхности. Пусть Uj, Иг, 
Ш —проекции перемещения точки М на орты е1, ej, п до дефор­
мации. В линейном приближении тангенциальные (мембранные) 
деформации поверхности ej, ej, ы имеют вид

_ 1 3u| 1 9.41 w
е> 41 йог] + ЛМа 9а2 U2 Ят’

углы поворота 7!,та нормали п

1 dw U|
4i9a] Л] (1-2). (1.4)

Изгибные деформации поверхности ес>, к2> г

1 Э71 1 9Ах
1 Ах Sai Л1Д2Йаг7'

т = ±«21 +
А 2 dct2

1 дАъ 
Л 1*42 да\ *^2 (1.5)
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2’. Уравнения равновесия элемента срединной поверхноеТ( 
при малых деформациях

^Г + ~^Г + Л1Л2 = 0, (Ц

Л1Л;<5з +
Wh) , д(АхМг) , ЗЛ2 „ п
“лГГ + _^7“ + ^7Я2-°

где Т„ S,, Q, — проекции равнодействующей внутренних ус» 
лий, действующих я сечении в, = const, на орты е[. е2, п, Н,. ?!, 
— проекции момента внутренних усилий, Fj, F2, F„ — проект* 
интенсивности внешней нагрузки.

Соотношения (1.1)-(1.6) одни и те же для всех линейны 
двухмерных теорий оболочек. Различия заключаются в фор 
пулах связи между у лилиями и деформациями Гипогезы Кирт 
гофа — Ляпа, заключающиеся, главным образом, в том, чк 
элемент оболочки, нормальный к срединной поверхности, до де 
формации не меняет свою длину и остается нормальным к не1 
и после деформации, приводят к соотношениям упругости [101

Г| = F(c> + HTs),

Mi = О(м + икз), Hi = H = D(1 -is)r (1—2), (1.7

n S'»3
12(1 - a/2) ■

где E, и — модуль Юнга и коэффициент Пуассона (предполап 
ется, что материал оболочки однородный и изотропный).

Именно через соотношения упругости (1.7) проникает вс* 
«тему уравнений малый параметр, связанный с относитсльв ' 
толщиной оболочки и отражающий тот факт, что жесткость!1' 
кой оболочки на растлжение значительно больше, чем на изг*
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В большинстве задач ту же точность лают и более простые 
соотношения упругости [88], где

S\ = St = S - ]-K(l -

Недостаток втих соотношений в том, что последнее из уравне­
ний равновесия (1.6) выполняется неточно. Более громоздкие 
соотношения упругости, чем (1.7), приводятся в [41, 86]

Система уравнений (1.6) имеет восьмой порядок, поэтому на 
каждом из краев оболочки должны быть заданы четыре i ра- 
начных условия. Простейшие варианты граничных у доний на 
крае 01 = а° заключаются в том, что считаются заданными об­
общенные перемещения (ui,U2,w,7i) или соответствующие им 
обобщенные усилия

щ = и? или 7) = Т?.

0 _ Я _« 7/°и2 = и°2 или Si + — = Sf + —, 
Л 2 К2

0 л 1 дН „а 1 дНс
ш = ш или Q1 - — — = Q\ - — -—.

71 = 7? или ЛЛ - Л/°

(1-8)

3°. Как видно, полная система уравнений общей теории обо­
лочек довольно сложна Однако в ряде случаев эти уравне­
ния можно упростить. В задачах по устойчивости оболочек, 
например, если выпучивание сопровождается появлением мел­
ких волн (размеры которых хотя бы в одном направлении малы 
по сравнению с характерными размерами оболочки) применяют 
уравнения теории пологих оболочек. В атом случае система 
уравнений равновесия и уравнений совместности деформаций 
сводятся к разрешающей системе двух уравнений относитель­
но прогиба и: и функции усилий Ф (см. [52])-

ЯД’ц. - Д*Ф + Fn = О, (£7Л)-,Д1Ф + Д*ш = 0. (1.9)

Здесь операторы А и At определены следующим образом:

Гд д \ д /Л1 a 'llIdo, Uh да, / &*2 \.42 da2J
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[д 1< 1 A7 d 'A d \( ' Л‘ d
\ R7 .41 dai,/ da7 \Я1 Л2 cla2/j

Внутренние усилия связаны с функцией усилий Ф следующ. 
ми соотношениями

т 1 / 1 \ . 1 ЭФ
1 Аз да^\А] да: J А(Аз dai да) 

S=..H^A('1A\ di А /А
2 [Л1 Э01 \ A?j да7) Л2 Эа» \ Л? Э<*1 / J

В соотношения^ .7) нсвходяг такие. из которых определяют 
ся перерезывающие усилия Qi. Qj Они вычисляются из ура» 
нений (1.6)

Отказ от гипотез Кирхгофа—Ляпа, заключающийся во ви­
дении в рассмотрение углов сдвига <51, <б2, повышает число основ- 
них неизвестных системы до пяти (ut, u2, w, , 62). IIри атом» 
соотношениям упругости типа (1.7) добавляются

Qi=Gh6i, Q7 = Gh6-j,

где G — приведенный модуль сдвига, а суммарный порядок ст 
стемы повышается с 8 до 10. При этом элемент оболочки, нор 
мальный к срединной поверхности до деформации, предполага 
ется не меняющим своей длины. Существуют теории, описывае­
мые системами двенадцатого порядка и допускающие растя-ке 
пиенормального элемента(см .например, [130]). Лвухмерпы; 
теории оболочек более высокого порядка, основанные на раз 
ложениях в ряды по толщине [31, 69), не получили широкой 
применения В [239] предложена двухмерная теоризз оболочек 
в которой оболочка моделируется оснащенной поверхностью 
каждая точка которой наделяется шестью степенями свобода 

тремя поступательными и тремя вращательными. Вопросы 
связанные с погрешностью уравнений двухмерной теории обо­
лочек по сравнению с уравнениями трехмерной теории упруго­
сти, обсуждаются в п. 4.5.

4* С учетом соотношений (1.3)—(1.7) систему уравнений те 
ории оболочек можно привести к системе такого вида, что не 
известными будут только перемещения uj, u2, из = ш [41];

з
+ L0)u, + F, = о, i = 1,2,3.

jel

(1.10)

J
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Здесь Л',;. Ltj линейные дифференциальные операторы (в об­
щем случае с переменными по о«i, oj коэффициентами), Гз — F„, 
(, > 0 — геометрический малый параметр,

Л’
12Я2(1 - и’)

Прир = 0 система (1,10) называется бсз.мо.чситкоИ 
Рассматриваем задачи, в которых F, пропорциональны спек 

тральному параметру Л. В случае колебаний

F, = -Ли,, (1.11)

гдер плотность, и — искомая частота свободных колебаний
Для задачи устойчивости безмоменгного начального напря­

женного состояния, определяемого усилиями Tf, . So- имеем

Fi = Fj = 0, Гз — ЛД,и>,

> = J. (112)

(T?,7?,S°) = -AEhp1(l1,t2,l3),
где w = uj — нормальный прогиб при потере устойчивости, 
Л> 0 — параметр нагружения.

При р £ 0 система (1 10) эллиптическая и имеет восьмой 
порядок. На границе Г области G заданы четыре однородных 
граничных условия. Если а ги условия самосопряженные, зада­
ча (1.10) имеет дискретный спектр. Отметим, что однородные 
условия (1.8) — самосопряженные.

При р = 0 система (1 10) имеет четвертый порядок, чи­
сло граничных условий сокращается до двух В зависимости 
от знака гауссовой кривизны /< срединной поверхности система 
(1.10) может быть эллиптической, гиперболической или пара- 
Солической (соответственно при К > 0, К' < 0 или К — 0). 
Краевая задача для безмоментной системы может иметь участ­
ки непрерывного спектра, что влечет за собой трудности при 
предельном переходе при р — О [47, 81].
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3.2. Колебания оболочек вращения 
с большим числом волн по параллели

1° При рассмотрении колебаний оболочки вращения им 
стве криволинейных координат alt о2 целесообразно взяты, 
(я — длина дуги образующей. — угол в окружном напри, 
иии) (рис. 11).

Рис. И.

Тогда

Л) = 1, Л2 = В, Я1 = ^, Я2 = —
as sin fl

где В — расстояние от точки срединной поверхности до - 
вращения, fl — угол между нормалью к оболочке и осью эрз- 
ния. В связи с тем что функции В, /?1, Я2 зависят только»' 
коаффициенты системы (1.10) не будут зависеть от <р. Если»1 
лочка ограничена двумя параллелями или имеет форму купе, 
задача допускает разделение переменных

w(s,ip) = u(s)exp(im^>), m = 0,1,... Р‘

Остальные неизвестные также имеют множитель exp(imr"' ' 
торый после подстановки в систему (1 10) сокращается ВГ 
зультате получаем систему обыкновенных дифференциал^ 
уравнений с параметрами ц, т, Л Структура асимптотик 
разложений интегралов системы (1.10) зависит от соотн<н||е1 
между порядками этих параметров.
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Далее при анализе частных случае» будем ссылаться на си­
стему (1.10), явный вид коэффициентов которой из-за громозд­
кости не приводится, и на менее точную систему

/ДДш- ДкФ - Ли. = 0, ДДФ+Дщ-0 (22)

получающуюся из (1.9) после разделения переменных 2 1) Си­
стем» (2.2) позволяет правильно определить стар|:;и- члены 
асимптотических разложений интегралов в в< ’ . з:де­
ваемых далее случаях, кроме бе зм м-нг: :к ж ;х.г.в -и 
п. 3.5).

2’. Предположим, что

р~\, А-1

Тогда все решения системы (1.10) будут иметь большой показа­
тель изменяемости < — 1 (см. п. 17) Система li/l м быть 
приведена к системе вида (2.1.1), и ее решения имеют вид 2 ч 1

оо

w(s.m) = 52 ех₽
t=0

(2-3)

где A(s) удовлетворяет характеристическому уравнению, кото­
рое имеет восемь корней и может быть записано в виде, разре­
шенном относительно Л:

Л = /(р. s) =
(Ра + <;)4 + (*зР3 + М*)*

(р’ + Г)1
(2.4)

А = «Р. «*£•

В [47] исследованы различные случаи поведения корней ур­
авнения (2.4) в зависимости от формы срединной поверхности 
(ем. также [152, 153, 161]).

Осциллирующие интегралы системы (1.10). (2.2) существуют 
лишь н том случае, когда уравнение (2.4) имеет вещественные 
корни р. Найдем Ло по формуле (2.5.9)

Ло = min{/} = /(po,so) 
JM

(2.5)



и положим
Л + = max/(О,«).

Тогда при Л < Ло точек спектра нет. Если Ло < Л < Л+. внутри 
промежутка интегрирования есть точки поворота. Если же. щ. 
конец, Л > Л+, система (1.10) имеет одну пару осциллирующщ 
интегралов, а уравнение частот приводится к уравнению вид 
(2.4.10) (47, 152].

Рассмотрим подробнее случаи с точками поворота. Для с, 
нической оболочки и оболочки в форме параболоида вращеяц 
в (2.5) имеем ро = 0. а параллель so совпадает с крайней пара» 
лелыо 40 = *j. Для атих оболочек при А € (Ао. А+) существуя 
одна простая точка поворота s. (А — /(0,s.)), и уравнением 
стот приводится к уравнению вида (2.4.12) [47. 152]. Для об:- 
лочки, имеющей форму вытянутого эллипсоида вращения, п:- 
прежнему ро - 0, однако sq совпадает с экватором. Частоть 
собственных колебаний, близкие к Ао, можно найти по форм; 
лам (2.5.8), (2.5.11).

Как уже упоминалось, расстояние между корнями уравнений 
(2.4 10), (2.4.12) имеет порядок ц Среднее расстояние между 
частотами колебаний при данном tn назовем плошносшт» рас­
пределения частот при данном т. Суммируя плотности часке 
при всех т, можно получить полную плотность распределен»! 
частот. При втом оказывается, что при вычислении плотное:! 
можно ограничиться случаем m ~ д'1 и воспользоваться фор­
мулами (2.4.10), (2.4.12) [160]. Для пологих оболочек вопрос: 
плотности распределения частот рассмотрен в [20], а для об» 
лочек произвольной формы в [8]. В [135] обсуждается вопр; 
о плотности частот для различных упругих систем

3.3. Некоторые задачи об устойчивости оболочек 
вращения

1°. Вопрос о потере устойчивости оболочки в общем слу 
чае обсуждается в п. 5 4. Здесь рассмотрим устойчивость of'1' 
лочки вращения. Исследование потери устойчивости осесим.''1' 
тричного начального безмоментного состояния оболочки вр’ 
тения при бифуркации в неосесимметричную форму с m во-’ 
нами в окружном направлении в значительной мере аналоги^1 
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исслсдопакию ее неосесимметричных колебаний Различие, во- 
псрных, состоит в том, что уравнение (2.5) заменяется на урав­
нение

А = /(/'.»./') = (р2 + ?’)’(СР2 +2<ЗР?+ <}?’)'
(3.1)

где приняты тс же обозначения, что и и (2.5). Во-вторых, при 
решении задач об устойчивости нас интересует только наимень­
шее собственное значение параметра нагружения Л (и быть мо­
жет, близкие к нему). Поэтому необходимым этапом решения 
задачи об устойчивости является минимизация Л по числу т 
волн в окружном направлении ( или по параметру р)

Как и в (2.6), найдем сначала

Ло = min{/} = /(po.so.po). (3.2)P.S.0

гдер вещественно, а минимум, как и в (2 5 5i вызи ляется лишь 
по тем значениям р, s, р, для которых / > Q

Для существования минимума Ло > 0 на параметры зада­
чи следует наложить ряд ограничений [44\ Во-первых, должны 
существовать направления, по которым начальные напряжения 
сжимающие. Математически это означает, что квадратичная 
форма i ip2 + “21зрч + 12?2 не является отрицательн й

Во-вторых, в ряде случаев оказывается, что минимум 

Ло = 0 при ро = до = О, (3.3)

что говорит о нарушении исходных предположений, в том чи­
сле, m ~ р~1. Равенство (3.3), в частности, выполнено для всех 
задач об устойчивости оболочек отрицательной гауссовой кри­
визны (1"т к? < 0) и для части задач об устойчивости оболочек 
нулевой кривизны (tx = 0), в которых потеря устойчивости 
связана с внешним давлением или кручением (12,1з г 0). Здесь 
эти задачи исключаем из рассмо трения, но к некоторым из них 
мы обратимся в п. 3.7.

При определенных вариантах граничных условий, называе­
мых с.тибмжи закреплениями края s = sj, потеря устойчивости 
происходит в окрестности этого края при Л < Ло [174, 234). При 
этом система (1.10) или (2.2) не имеет осциллирующих интегра­
лов. а форма потери устойчивости суть линейная комбинация
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четырех интегралов краевого эффекта вблизи края s = sj. Д/ц 
определения Л служит равенство (2.4.9). В частности, по такой 
форме происходит потеря устойчивости круговой цилиндриче­
ской оболочки при осевом сжатии в случае слабого закрепления 
края [50, 223 и др.].

Отметим, что не только сами граничные условия, но и фор 
ма оболочки и характер начального нагружения в окрестности 
края « = sj влияют на то, будет ли закрепление слабым Сво­
бодный край всегда является слабым закреплением.

2° Пусть закрепление не является слабым и при so в (3.2) до- 
стигается изолированный минимум. Тогда параллель s = so на- 
зываем наиболее слабой, ибо именно в окрестности этой пара?, 
лели локализуется форма потери устойчивости [158, 234]. Если 
параллель s0 расположена достаточно далеко от краев оболоч­
ки. форма потери устойчивости и критическая нагрузка не зави­
сят от граничных условий и определяются по формулам (2.5.8) 
Этот случай имеет место, в частности, при потере устойчивое» 
вытянутого эллипсоида вращения под действием внешнего да­
вления (см. [36, 118, 158. 203, 234] и рис. 12, на котором показан* 
форма потери устойчивости).

Рис. 12.

Если параллель «о совпадает с краем (so = s?), в окрест» 
сти края появляется точка поворота $ = s. и лля определении 
критической нагрузки используется уравнение (2.4.14). В част­
ности, в задаче об устойчивости выпуклой оболочки вращения
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при кручении вследствие моментов, прил-ж* •'пых и ■ > - 
наиболее слабой всегда окатывает' и крайняя n<j •> , .
234]. При этом критическое значение параметра нагружения Л 
представим в виде ряда по степеням р,/3

Л = Ло + /?'3Л} + рЛ3 + О(//3).

где Ло определяется формулой (3.2). Л-, зависит только от функ­
ции (31). а Лз зависит и от граничных условий при я = «-

3“. Интерес представляют две задачи устойчив*, ти для 
которых функция (3.1) нс зависит от з, т • наиболее слабая 
параллель не выделяется а нее точки оболочки в ранг л мере 
предрасположены к потере устойчивости Речь идет круго­
вой цилиндрической оболочке при равномерном осевом сжатии 
и о сферической оболочке при равномерном внешнем давлении 
(рис. 13) Эти задачи сыграли решающую роль в развитии тео­
рии устойчивости оболочек, во-первых, в связи •: широкими при­
ложениями для расчета инженерных конструкций и, во-вторых 
в связи с тем, что, несмотря на простоту формуляров» и трогое 
решение этих задач (в нелинейной постановке) сосредоточило 
в себе все основные трудности задач об устойчивости оболочек 
[36. 50. 52, 118, 176 . 200 227 , 238 и др ]

Путем подходящего выбора безразмерных переменных для 
цилиндрической оболочки при осевом сжатии и для фериче- 
ской оболочки при внешнем давлении функции (3.1) можно пред­
ставить в виде

Л = (р2 + ?2)2Р~2 + (р2 + <72)"2Р2. Л = Р2 +«’ + (р5 * Г Г1

Минимум Ло = 2 достигается на множестве значений р д. что го­
ворит о многообразии форм потери устойчивости, соответству­
ющих одной и той же критической нагрузке. Например, для 
цилиндрической оболочки с шарнирно опертыми краями форма 
потери устойчивости имеет вид

где L — длина оболочки, а »п и п — целые числа, такие, чтобы 
было выполнено приближенное равенство р„ + ~ р„ Приве-
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Рис. 13.

дем еще значения критических нагрузок в этих задачах в р» 
мерных переменных

Т» = Е>‘7 0° - —2£/|2 (341
1 у/3(1-1/2)Л’ У3(1 - и2)/?2’

где 7J1 — критическое значение осевого усилия при потерг 
устойчивости цилиндрической оболочки (50, 218], a q° — xpi 
тическое давление для сферы [240]. Значения (3.4) принятом- 
зывать классическими. Последующее развитие теории устойчи­
вости оболочек в значительной мере связано с учетом различ­
ных возмущающих факторов (начальные несовершенства, гра­
ничные условия, моментные начальные напряжения, нелиней­
ность), существенно влияющих на значения (3.4), в основном Л 
сторону их уменьшения

3.4. Колебания и устойчивость цилиндрических оболочек 
с шарнирно опертыми краями

1°. Остановимся еще на одном классе одномерных задача
ОПИИ обоЛОЧеК, КОТОРЫе Гтивппо.ло t- (2.1.1) Р*"'1 



81

идет о цилиндрических оболочках постоянной длины L с шар­
нирно опертыми криволинейными краями. Коэффициенты и- 
стсм (1.9) или (1.10) не зависят от координаты к вдоль образу­
ющей) и после разделения переменных

w(e,z) = w(x)sin/?n«, вп = —jj-, п=1,2......  

приходим к системе обыкновенных дифференциальных уравне­
ний с независимой переменной т (0 < z < r j, являющейся ко­
ординатой вдоль направляющей. Для замкнутой в окружном 
направлении оболочки граничные условия заменяются услови­
ями периодичности.

Для исследования нижней части спектра частот свободных 
колебаний запишем систему (1.9) в виде [16, 47]

р;ДДш + /?21'з(л)Ф + Гз = 0. д^ДДФ - i321:5:x)w = П.

Г3 = -Л’с, 41

Здесь pi > 0 малый параметр, k2(z) переменная (в обшем 
случае) кривизна направляющей, Л искомый параметр часто­
ты. В связи с различием выражений для ~2 в (1.11) и (4 1) здесь 
порядок частоты снижается.

Задача об устойчивости оболочки такой формы под действи­
ем начальных усилий 77, Т? описывается той же системой урав­
нений (4.1), в которой

(7M) = -AEMUi,h)-

В частности, в случае однородного внешнего нормального да­
вления I; = 0, t2 = к2(г).

Задача об устойчивости цилиндрической оболочки при не­
однородном осевом сжатии описывается системой (1.9) при

Дш= F3 = -A<i(x)/?’u>, 7f = -XEhtifr.

Во всех перечисленных случаях система (4.1) или (1.9) мо­
жет быть представлоч» — /о i п„„ ,.р ношений и 
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существование локализованных решений определяется налима 
ем чисто мнимых корней характеристического уравнения (2.1 f,i 
Положим в нем А = ip и разрешим его относительно Л. Тогд 
для исследования колебаний оболочки получаем

Л = /1(р,г) = р” + ^^(х)Р-4 (Д. ~ 1).

а для исследования устойчивости при нормальном давлении и 
осевом сжатии имеем соответственно

Л = Л(р.г,/?п) = (p2 + $?fc?(x)p e)t2l(x), (4.2)

Л = /з(р, -г, =
(Рг + ?п/ + *г(-г)<?п.
M^P’ + tf)2 ’

?п = М.-

Во всех случаях при отыскании минимума функций /, (i = 
1,2,3) по р. х (см. (2.5 9)) находим, что минимум достигается 
при р = Ро > 0- Если минимум достигается при изолирован 
ном значении г = z<j (наиболее слабая образующая) и выполнено 
неравенство (2.5.10), то собственные значения Л(т) асимптоти­
чески двукратны (см (2.5.13)), а собственные функции имеют 
вид (2.5.12) Приведем некоторые результаты.

2°. Нижняя часть спектра асимптотически двукратных ча­
стот собственных колебаний некруговой цилиндрической обо­
лочки определяется по формуле [16, 47]

= ^2Zi2ho [1 + 4(m + 1/2)р1^^-3/4(1-',0)1/2 + 0(д2)1, 

(4.3) 
т = 0,1,2,...; п = 1,2,...,

где fc2o и к20 — значения кривизны t2(r) и ее второй производ­
ной, вычисленные на наиболее слабой образующей г = хц. на 
которой кривизна к?(х) минимальна. Наименьшая частота по­
лучается при т = 0, n = 1.

Критическое значение внешнего давления ро при потере ус­
тойчивости некруговой цилиндрической оболочки средней дли­
ны таково [166]:

Ро ~ З3/Ч 1 + 37'%

л



83

При этом в продольном направлении образует, к одна полувол­
на деформации (0п = в (4 2)).

Критическое значение осевого сжимающего усилия 7) при 
потере устойчивости некруговой цилинлричсо й обол чии при 
неоднородном осевом сжатии [144, 146, 234] 

где7^ — классическое значение критической нагрузки для кру­
говой оболочки при однородном сжатии (см. (3.4)). На наиболее 
слабой образующей z = Zq функция -j(z) принимает наименьшее 
значение. Формула (4 5) применима лишь при jn < 1 Случаи 

к; 1 и q„ > 1 требуют отдельного рассмотрения (см [234])
В [144] рассмотрена задача об изгибе оболочки под действи-м 
момента На примере этой задачи путем численного интегри­
рования системы уравнений отдельно найдены критические на­
грузки для четной и нечетной форм потери устойчивости Эти 
критические нагрузки оказались очень близки между собой, что 
подтверждает оценку (2.5.13) для асимптотически двукратных 
собственных значений (см. также [234]).

Переход в формулах (4.3), (4.4), (4.5) к случаю круговой ци­
линдрической оболочки осуществляется путем замены квадрат­
ной скобки на единицу. В частности, формула (4.4) дает класси­
ческое значение [233] критического давления при потере устой­
чивости круговой цилиндрической оболочки средней длины.

3.5. Колебания оболочек вращения 
с малым числом волн по параллели

Перейдем к исследованию таких соотношений между пара­
метрами /г, т, Л, при которых система уравнений (1.10) имеет 
одновременно интегралы с большим и с нулевым показателями 
изменяемости В атом случае краевая задача для системы (1.10) 
вырождается в краевую задачу меньшего порядка

В случае осесимметричных колебаний оболочки вращения 
m = 0, и систему уравнений (1.10) можно записать в виде 
(2.2.12)

iV' , яг', ,
" + =o,

4 = 1 4=0
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" ftfc) " Л' °6 " b (51)

где Л то же, что и в формулах (1.11). На краях s — Sj и s = j; 
заданы по три однородных граничных условия. Вырожденная 
(или безмоментная) задача заключается в отыскании решения 
уравнения

ЕМ*)^г = 0, (5.2)

ь=о

удовлетворяющего на каждом из краев по одному (тангенци­
альному) граничному условию. Тангенциальными называются 
условия, накладывающие ограничения на проекции перемеще­
ний или усилий на касательные к срединной поверхности на­
правления. Например, в случае жесткой заделки края (и = и,= 

= 0) тангенциальным будет условие и = 0, накладыва­
ющее ограничение на проекцию перемещения и на направление 
образующей.

Уравнение (2.6.5) имеет вид

А4 + 62(s) = 0. (5.3)

Поетому, если при всех s будет bt(s) > 0, вырождение моментной 
задачи (5.1) в бе.змоментную задачу (5.2) регулярно.

В частности, в статике (т.е. при Л = 0) вырождение всегда 
регулярно за исключением случая оболочки типа тора, у кото­
рой /?2(в) = оо на некоторых параллелях Расчет статических 
напряжений в оболочках использует расчленение ее напряжен­
ного состояния па безмоментное состояние и краевой эффект (41), 
41, 107, 10!), 191].

Вырождение будет регулярным, если Л < Ли), где Л(1) вво­
дится по формуле (2.3.10). При рассмотрении свободных коле 
баний собственныезначения Л будут иметь разложение (2.6.10), 
в котором в общем случае Ат # 0, несмотря на то, что возму­
щающий оператор н (5.1) имеет множитель д4. Слагаемое pAi 
в (2.6.10) появляется в результате удовлетворения граничных 
условий с помощью интегралов краевого аффекта.

При Л<” < Л < Л'2’ (см. (2.3.10)) промежуток интегрирова­
ния содержит точку (точки) поворота. Этот промежуток состо­
ит из точек непрерывного спектра безмоментной задачи (5 2) (6,

а
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Рис. 14.

•17] При Л > Л(1) для моментной задачи (5.1) расстояния между 
соседними точками спектра имеют порядок д [47].

Пусть Л > Л<2>. В этом случае точек поворота нет. Урав­
нение (5.3) имеет одну пару чисто мнимых корней, ибо Ь2 < О 
Вырождение (5.1) в (5.2) регулярным не является, а уравнение 
(2.7.2) имеет вид [47]

Д(Л,я)=До(Л)сод[^-1’<5(Л)] + 0(р) = (), д= [*\-b,)V*ds,

(5.4) 
где уравнение До(Л) = 0 дает точки спектра Ло безмоментной 
задачи (5.2) (спектр которой при Л > Л^ дискретен и имеет 
точку сгущения при Л — сю). Если До(Л) не близко к нулю 
(точнее, |р~*До| 1), уравнение (5.4) принимает вид

cos(fi~i6) = о(1), д —О (5 5)

и дает спектр, расстояния между соседними точками которо­
го имеют порядок д [47, 123, 133, 154]. Пусть Л - Ло ~ д, где 
До(Ло) = 0. Можно показать, что вблизи Л = Ло корни (5.5) раз­
двигаются и появляется один лишний корень. Говорить же, что 
корню Ло соответствует определенный корень уравнения (5.4), 
не всегда возможно. Эволюция форм собственных колебаний 
оболочки при переходе через точку Л = Ло рассматривается в 
[47].
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На рис. 14 схематично показаны формы осесимметричиЗ 
колебаний оболочки вращения и случаях Л < Л111 (рис. 14. 
Л > Л(2> (рис. 14.6) и Л11' < Л < Л<” (рис 14, в) В послед., 
случае К, > 0, промежуток < s < «2 имеет точку повор , 
s = s., справа от которой функция w(s) содержит быстро ocip. 
лирующее слагаемое.

Для неисесимметричпых колебаний с небольшим числом 
волн в окружном направлении (m ~ 1, р — 0) справедлив 
все изложенное по поводу осесимметричных колебаний [8. г 
159]. Различие заключается лишь в повышении на два порцг. 
ка уравнений (5.1) и (5.2) и в увеличении числа тангенцвда 
них граничных условий на одно (нетанг енциальных гранична 
условий, которые отбрасываются при переходе от задачи (5: 
к задаче (5.2), по-прежнему, два).

3.G. Низкочастотные колебании оболочек вращения

1’. Обсудим ряд задач о свободных колебаниях оболочг« 
вращения, в которых А(/<) —* 0 при /з —» 0, т е. происходи 
уменьшение порядка некоторых частот собственных колебание 
Это уменьшение связано со слабым закреплением краев »=),! 
и s - »2 оболочки и (или) с формой ее срединной поверхности

Вводим в рассмотрение тангенциальные закрепления а = 
и v = 0 и иетангскц иа.ияые закрепления и, - 0 и dw/ds е 
(здесь и, V, ui проекции перемещения на касательные к коор 
динатпым линиям срединной поверхности и нормаль). При­
сутствии закрепления обращается в нуль соответствующее of 
общениое усилие (см (1.8)).

Вопрос о влиянии слабого закрепления краев на снижет» 
частот собственных колебаний рассматривался в работах [й 
42, 47, ИЗ, 132. 162. 163]. Перемещения оболочки, при которь» 
срединная поверхность не испытывает тангенциальных деф’Р 
маций Ci, Cj, ы, называются изгибаниями. Малые изгибания об' 
лочки вращения с т волнами в окружном направлении удов^ 
творяют системе уравнений

fj г =Q,

где в соответствии с (1.3)

du w В' mv
€1 = j-----п~' ~ "i7u+ “Е—as R] В В

ГЛ«

Rl' В
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Если существует ненулевое решение системы (6.1). удовле- 
гворяюшее всем закреплениям, буде.м говорит! что обиаочка 
имеет «ствякее изгибание. При наличии истинных изгибаний 
происходит наибольшее снижение частоты колебаний [47, 88, 
IN]

А~/. (6.2)

iсами колебания по форме, близкой к изгибаниям называй : , 
колебаниями рэлеевского типа

Частоты собственных колебаний могут быть также ■ л.~. га; 
юусловия минимума функционала Рэлея

А — mill
u,v,w

П(+д4Щ
Т (64)

П, = [ [(el + 2i-f ic2 + £? +

n< 4- 2tZK; Ko ■+■ Kj + 2(1 — i'T" )dG.

T = у у (u2 + v2 + e.2)JG

2е Пусть система (6.1) имеет ненулевое решение, удовлетво- 
I’loiiiee всем тангенциальным закреплениям и не удовлетворя­
ющее Петангенциальным закреплениям. Такое решение пазы- 

тангенциально возможным изгибанием (этот термин вве- 
А .1. Гольденвейзером» Тлена пля определения частот

В (6.3) минимум берется по перемещениям ч. t .u, удовлетво­
ряющим всем закреплениям, а интегрирование ведется по всей 
■рединной поверхности. Через П,. Г1< и Т обозначены соотвег- 
твенно величины, пропорциональные потенциальным анергиям 

растяжения и изгиба оболочки и ее кинетической энергии
Из условия (6.3) становится ясно, почему наличие изгибаний 

или близких к ним деформаций ведет к существенному сниже­
нию частот колебаний.

Для определения низших частот колебаний оболочек энерге­
тический метод Рэлея был использован в работах [47 134, 163].
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и форм колебаний эффективным оказывается метод Випадц 
Люстерника. Решение системы (6.1) удовлетворяет и сиси,, 
безмоментных уравнений (1 10) при р = 0, Лс = 0. Построй 
интегралов краевого эффекта, ликвидирующих невязки в к 
полнении нетангенциальных закреплений, позволяет найти в. 
нулевые члены в разложении (2.6.10) параметра Л. Призу, 
Л ~ р, если имеются невязки в выполнении условий w = (, 
Л ~ д3, если тангенциально возможное изгибание не удовлеть> 
ряет лишь условиям w' = 0.

Приведенные оценки порядка Л (т.е Л ~ д°) неравном’^ 
по т, ибо при т ~ р-1 имеем Л ~ 1 (см. п. 3.2).

3’ Снижение порядка частот колебаний происходит дляоб> 
лочек нулевой и отрицательной гауссовой кривизны. При г» 
строении нижней части спектра хорошо закрепленной оболоч» 
нулевой гауссовой кривизны (Я?1 = 0) следует считать (Г.
155]

m~p_1/s, Л ~ р3. (U

При этом предположении система (1.10) или (2.2) имеет четы;' 
интеграла краевого эффекта вида (2.2 1) и четыре интеграл, 
имеющие разложение (2.2 11):

со
«(в.р) = 52р‘ш4(а),

ь=о

где ыо(з) удовлетворяет уравнению четвертого порядка

1 /B4d’w0\ (
wn = 0. (61'

В силу оценок (6.4) p4nis ~ 1, Л>п4 ~ 1, поэтому все коафф1!:;‘ 
енты уравнения (6.5) имеют порядок единицы. Лля кониче^' 
оболочки В, Rt — линейные функции s (В = R? cos о, а — У1’, 
при вершине конуса), а для цилиндрической оболочки 
считать В = Л’} = 1 (вследствие подходящего выбора безр- 
мерных переменных).

Вырождение при д — 0 краевой задачи (1.10) в задачу, 
стоящую из уравнения (6.5) и двух (как правило, тангенн*18 г 
ных) граничных условий на каждом из краев s = Si, s = 
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екя регулярным. Уравнение (6.5) принято называть полубезмо- 
.меятнылс, ибо при его выводе сохранена жесткость оболочки на 
изгиб в окружном направлении (слагаемое с множителем in*).

4°. Исследованию нижней части спектра оболочек вращения 
отрицательной гауссовой кривизны (ЯтЯ? < 0) посвящены ра­
боты [82, 83] (см. также [47, 163]). Рассмотрим сначала случай, 
когда закрепление краев оболочки препятствует появлению из­
гибаний. Тогда в окрестности наименьшей частоты

тп ~ д2'3, Л ~ д4^3, (6.6)

система (1 10) имеет четыре интеграла краевого эффекта вида 
[47]

U',F)(s,p) J2pt/3Wt’)(s)exp / Ap(s)ds + д"1/3 / Ap(s)Jsl , 

q \ I* J *0 J *C '

^+Hp=0> '4P) = л-,/Ч"3/2- ₽=U,3,4. (6.7)

Четыре других интеграла системы (1.10) имеют показатель 
изменяемости I = 2/3 и являются осциллирующими. Они пред­
ставимы в виде асимптотических рядов

ww(»,p) с: ^2 eluj.₽'(s) ехр ( - / Ap(s)d*^ , с = д2|/3 > 0, (6 8) 

i=0 V Ли )

=0, Р~'пе-‘ P = (6.9)

Уравнение (6.9) имеет кратные чисто мнимые корни, поэтому 
функции w*1) удовлетворяют уравнениям второго порядка, при­
чем

i G(i)S)+G2A»/(s)-^)y=o' (6io)

Л = е2Л', (р) _ I Я) Н->
0 ~ Я У'

3(s) =
‘2flja4|Ap| 

дЯ^Яг-Я,)2'
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Приближенное решение получаем, подстав лял интеграл , 
в тангенциальные граничные условия. П результате для в 
могательной функции у(л) в зависимости от рассматриаа 
варианта тангенциальных граничных условий приходим kJ 
или иной задаче Штурма—Лиувилля [-17, 82, 8.3] Построй, 
следующих приближений и удовлетворение неталгеишаш 
граничным условиям с помощью интегралов (6.7) позволяв 
лучить разложение А в виде

А ох //3(Ао + Яг/3Л'2 + Мз + ■ • •).

где А'о и Л, зависят только от тангенциальных граничных j. : 
вий, а Аз зависит от нетангенпиальных граничных условны 
интегралов (6.7).

При приближения параметров оболочки к таким, для«:г | 
рых при небольших m имеются изгибания (истинные илиrJ 
генциальио возможные), происходит дальнейшее уменьшен/ 
вплоть до величин порядка р4 [47, 82. 83, ИЗ, 111].

5® Интересным с точки зрения асимптотического иии;>. 
рованил является рассмотрение оболочки вращения, имею, 
участки положительной и отрицательной гауссовой криви/- 
Пусть при «| < « < s. будет Rt > 0. при s. < s < sj 6j: 
Я1 < 0, причем 4i(s.) = 0, t[(s.) < 0, где kl(s) = (ВД? 
Точка в. изменения знака кривизны является точкой а- 
рота. В окрестности этой точки интегралы (6.8) непримш1 
ибо уравнение (6 10) имеет особую точку при д = s. (j(s,) - 
Построение асимптотических разложений четырех интегрг 
системы (1.10) использует эталонные функции Эйри [115, Кч 
169], подобно (2.3.5). В этих же работах рассмотрен ряди1 
вых задач для свободных колебаний и устойчивости обо»4 
такой формы.

3.7. Вырождение краевых задач устойчивости оболоЧО

1®. Рассмотрение задач об устойчивости оболочек враше 
пол действием осесимметричной нагрузки в значительной " 
аналогично анализу задач о свободных колебаниях По’г' 

становимся лишь на некоторых обстоятельствах, отлича^^ 



91

,поддачи друг от друга, и назовем работы, я которых олубли- 
k 1*ны соответствующие результаты.

В нервом уравнении (2 2) третье слагаемое — Л гл заменяется 
■rUiW, причем 

где(| - безразмерные начальные усилия (1.12).
Качественное исследование устойчимости оболочек в линей- 

ком приближении проведено в работах [36, 42, 44, 50, 118. 173, 
174,200,234] и др. Проанализируем некоторые результаты.

2е. Если оболочка с любой формой срединной поверхности 
имеет истинное изгибание с небольшим числом т волн в окруж­
ном направлении. то [42, 44, 173]

Л-я2, (7.2)

если нагрузочный член (7.1) производит работу на этом изги­
бании. Сравнение оценки (7.2) с оценкой (6-2) для колебаний по­
казывает, что в случае задач устойчивости наличие изгибаний 
приводит к меньшему снижению параметра Л, чем в случае ко­
лебаний Это же различие сохраняется и для слабо закреплен­
ных оболочек. В частности, наличие тангенциально возможных 
изгибаний в общем случае не ведет к снижению порядка крити­
ческой нагрузки [173]. Однако если изгибание не удовлетворяет 
только условию w' ■= 0, то снижение порядка Л происходит.

3’ Для оболочки вращения нулевой кривизны вместо урав­
нения (6.5) получаем уравнение

(7.3)

1леД(ш определено в (7.1). У равнение (7.3) позволяет получить 
приближенные решения некоторых задач устойчивости оболо­
чек, которые. как и н случае колебаний, могут быть уточнены 
путем введения в рассмотрение интегралов краевого аффекта.

В частности, для хорошо закрепленной оболочки в случае 
внешнего нормального давления > 0 и

m ~~ р ,/2(
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в случае кручения под действия моментов, приложенных к 
нам, имеем Ь = 0, <з / 0 и

т-р-1'2, Л~Я’/2;

наконец, в случае возникновения осевой сжимающей силы); . 
h = 0, t] > 0 и Л ~ 1. В последнем случае уравнение (7.3)ц 
дает приближенного решения, и следует исходить из систем 
(2.2).

Устойчивость цилиндрической оболочки иод действием 
шнего давления и (или) кручения исследована во многих pafc 
гах [50, 176, 200, 238]. В [99] рассмотрена устойчивость конин* 
ской оболочки под действием нормального внешнего давленщ 
В [170] обсуждается вопрос о расщеплении граничных условии 
т е. о выборе двух условий (на каждом из краев), которыми;* 
но удовлетворить при решении уравнения (7.3).

Отметим еще работы [101, 102, 172]. в которых исследуют 
свободные колебания и устойчивость оболочек, близких к обо­
лочкам нулевой гауссовой кривизны. Степень близости опрев 
ляется тем что кривизна образующей fcj = 1/Я] мала (^ •'-р 
Построение нулевого приближения для задач об устойчивое 
сводится к уравнению четвертого порядка

Дх(В’1Д*шо) + ---- wo + р2П1*ЛДгшо = 0, (•'

где дифференциальный оператор Д* определен в (2.2). Урда-’ 
ние (7.4) при 1/Л1 = 0 переходит в (7.3).

4° Устойчивость оболочек вращения отрицательной гхк 
совой кривизны под действием осесимметричной нагрузки р»- 
сматрнпалась в работах [3, 84, 113, 114]. Исследование устой- 
чивости аналогично исследованию низкочастотных колеба»*1 
Построение асимптотических разложений для формы поте}* 
устойчивости и критической нагрузки в нулевом приближен»* 
приводится к задаче Штурма—Лиувилля для уравнения в"-9 
(6.10). При атом

т-р’2/3, А-р-2'3.
Если же при небольшом m возможны изгибания, удовлетв*1!* 
ющие всем закреплениям (кроме, быть может, и/ = 0). то П1‘ 
исходит дальнейшее снижение критической нагрузки вилок- 
величин порядка/з2 [113, 114].
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3.8. Колебания вращающихся оболочек вращения

В данном разделе мы рассмотрим особенности спектра ча­
стот собственных колебаний вращающихся тонких упругих обо­
лочек К основной особенности спектра следует отнести связан­
ное с вращением расщепление двукратных при in > 1 собствен­
ных частот [81]. Кроме того, вращение оболочки вызывает сдвиг 
частот.

1*. Рассмотрим колебания оболочки вращения, вращающей­
ся с постоянной угловой скоростью Q вокруг оси симметрии. 
Пусть оболочка ограничена двумя параллелями или имеет фор­
му купола. В отличие от неврашаюшейся оболочки (см. п. 3.2) в 
зтом случае при разделении переменных частные решения пред­
ставляются в виде суперпозиции бегущих волн [220, 221]

u[w](s,y>,<) = u[u'](s) соз(тщг — u/t + о),

v(s, у?, t) = t>(s) sin(my3 — + a),

raeU = (u,v,w) — вектор перемещений.
Уравнения, описывающие такие колебания, после разделе­

ния переменных имеют вид (1.10) с дополнительными операто­
рами. порожденными вращением,

(/AV + £ +u,J + 2w.f2.£e + U = О, (8.1)

гдеП. иы, — безразмерные частота колебаний и угловая ско­
рость вращения оболочки, связанные с соответствующими раз­
мерными величинами по формулам (см. (1.11))

(далее* опускаем). Операторы JV и £ в (8.1) те же, что и в (1.10), 
оператор £е, учитывающий силы инерции Кориолиса, имеет вид

(
О-В' 0 \

-В' 0 B/R3 .

0 B/Ri 0 /Последнее слагаемое в уравнении (8.1) учитывает силы инерции 
переносною движения и связанные с ними начальные осесимме- 
'ричньи напряжении. Конкретный вид последнего слагаемого
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может бить различным в зависимости от сохранения или от- 
брасываиия тех или иных малых членов [36, 205, 218] Главна, 
часть згого операюра Получена в [146].

Предположение о малости начальных деформаций влечет за 
собой малость !12 по сравнению с 1

2е. Краевая задача для определения собственных частот 
неврашающихся оболочек рассмотрена в и 3.2, 3.5. 3.6. Пусть 
-о простое собственное значение, a Uo собственная функция для 
атой задачи Перейдем к случаю Q £ 0, 12- <g 1 Через W|, wj
и U(1) и Ъ',г) обозначим собственные значения и функции задачи 
для вращающейся оболочки, соответствующие ы2 при 12 = 0. 
Представим ицj в виде

W1.J = ±о(Я) + 5(0),

QJ оо
0(11) = ыо + £ Пг'0!„ Л(12) = £ О2-1^.,,

•=1 1=1

U<‘>(ft)=U0 + £(-])'‘f2’U,. к = 1,2.
1=1

Тогда метод возмущений даст следующие выражения для опре­
деления первых коэффициентов в указанных разложениях

^0 + 0(0»), Д = (8.2)
(Uo, Uo)

д _ (^«UbOp) + A(Ui Up) _ £n(Uo, L>o)
,_2wo (Uo,U0) 2w0(Uo,Uo)' 1 '

где через (/,j) обозначено скалярное произведение в Lj, опре­
деляемое формулой

(/»$) = /

Отметим, что для осесимметричных колебаний (т = 0) ко­
эффициент 3 = 0 и вращение вызывает только сдвиг частот 
без расщепжщия. Расщепление частот в поле гироскопических
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сили „рецессии форм собственных колебаний имеют аналогом, 
например, прецессию Лармора или колебания маятника Фуко.

Подробнее эффект расщепления частот обсуждается я [220, 
211,230,241].

Исследуем влияние вращения па различные хилы колебаний 
в соответствии с классификацией монографии .47]. Лля удоб­
ства введем обозначения

= g > О, Д1.2 = 
и; о

Тогда для квазипоперечных колебаний малой изменяемости по­
дучим

Д ~ р1'^ + д*е, с = g — р, 0 < р < 1,

для квазипоперечных колебаний большей изменяемости —

Д ~ д3л+’-5 -р с — q + р — 1. ) < р < 2,

илля квазитангенциальных колебаний —

Д~рР+«+р2«, 0<р<1,

где р — показатель изменяемости главного напряжепнодефор- 
мированного состояния оболочки, а к = 2 при с > 0 и к = 1 при 
с < 0.

В указанных оценках первые слагаемые даю-, порядок вели­
чины^1, а вторые — порядок величины (о -ыо)«о-1 Отсюда 
следует, что для рассмотренных видов колебаний разность 2.5, 
между частотами иц и —w> относительно мала. Что касается 
абсолютного значения 0, то в работе [32] было показано, что 
-1 < Д < 0, а в статье [55] — что ,5 = — 1 только для m = I и 
только для кольца и цилиндра, не испытывающих осевого сме­
щения (и = 0).

Для квазитангенциальных колебаний малыми оказываются 
и величины Д. Для квазипоперечных колебаний влияние вра­
щения на указанные разности описывается параметром с. При 
' > 0 частоты сдвигаются относительно мало, а при с < 0 
■лвиг оказывается весьма значительным Наиболее сущсствен-

< влияние вращение оказывает на частоты кназипоперечных 
колебаний с промежуточной изменяемостью (р — 1), так как 
8 атом случае параметр с минимален. Это влияние растет с 
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уменьшением толщины оболочки А и с увеличением скорости 
вращения П.

При с < 0 метод возмущений, описанный выше, не примени^ 
а при с > 0 он позволяет оценить влияние вращения. Пусц 
с > 0 и пусть известны и Uo(s) для невращающейся оболом, 
ки. Коэффициент расщепления (бифуркации) /3 определяется^ 
формулам (8.2), а для вычисления а2 ио формуле (8.3) необхо. 
димо знать решение Ui-

Для квазипоперечных колебаний с р > 0 порядки различит 
слагаемых в выражении для о2 различны, и с погрешность» 
порядка pir находим

(^nUo.Uo)
°2 2u»o(Uo,Uo)

Для квазипоперечных колебаний с р = 0 и любых квазитанген- 
циальных колебаний подобные упрощения не вводятся, однако 
они и не нужны, поскольку в гтих случаях «2 ~ А0, и с погреш- 
костью порядка Q2 можно считать а = ыо.

3". Особый интерес представляют колебания с низшими ча­
стотами wo, среди которых мы выделим класс сверхнизких ча­
стот, величины которых имеют порядок /Р (о?о ~ /Р, у > 0).

Появление сверхнизких частот может быть обусловлено раз­
личными обстоятельствами. Одно из них — это существова­
ние у оболочки истинных изгибаний (см. п. З.б). Для оболочек 
простой геометрии (конус, сфера) первые члены в разложении 
решений по А имеют простые аналитические выражения [137] 
Приведем здесь формулы описывающие влияния вращения на 
частоты колебаний 1) — конических или цилиндрических обо­
лочек средней длины для больших гп [137]; 2) — длинных цилин­
дрических оболочек [55, 137] и 3) — сферических оболочек [55. 
60,137].

В первом случае

W = ftfl±(w’ + m’n!)V2,

причем для цилиндрической оболочки 
Ыо принимает наименьшее значение и0

О = г/2. 
~ р при

Отметим. чТ‘ 
-1/S си- 

гп ~ р '
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п. 3.5), а формула (8.4) справедлива для частот, лежащих вблизи 
тинизшей частоты, для которых т ~ р~г (0 < р < 1)

Во втором случае (I Э> 1)

д ___________2т________
Р1 m’ + l + ftm-’H

Здесь коэффициент D* зависит от граничных условий и числа 
воли вдоль меридиана. / = L/R безразмерная длина оболоч­
ки Интересно, что только в этом случае при к — 0, rn = 1 
возможно обращение частоты колебаний в 0, свидетельствую­
щее о потере устойчивости, связанной с вращением оболочки.

В статье [60] был исследован случай низкочастотных коле­
баний сферического купола В = sin 0. О < б < ffj. для которого 
в случае чисто изгибных колебаний

01

где Гт — функции от б2, выражаемые через квадратуры На 
рис. 15 приведена зависимость коэффициента расщепления /?1 от 
величины угла раствора купола

Более подробно влияние граничных условий, а также крал 
01 исследовано в [55].

4° Рассмотрим теперь влияние вращения на решения систе- 
м«(8.1). Начнем со случая осесимметричных колебания и коле­
баний с малым числом волн по параллели, рассмотренного для 
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неврашаюшейся оболочки в п. 3.5. Характер интегралов при 
р —• О существенно зависит от обращения в 0 коэффициента

62(а) = Я, 2 + m2fl2 - ы2

(сравни с (5.1)). Отличие от неврашаюшейся оболочки прояв.и 
стен в наличии члена m’fl2, вызванного действием начальны! 
напряжений. Полагая t2(s.) = 0, получаем выражение, опре­
деляющее точку поворота л.. Таким образом, в случае малой 
т я промежутках, не содержащих точки поворота, а также при 
В # 0 система содержит четыре регулярных безмоментных ин­
теграла и четыре квазиноперечных интеграла с большой изме­
няемостью, имеющие вид (2.2 1)

^n(s) = р'”')52р‘г(„‘,(«)ехр Q X„ds^ ,

где
А.. >'«„р „=1......... 4.

Рассмотрим теперь неосесимметричные колебания при (»л — 
р , j ~ 1). В этом случае все интегралы системы будем искать 
в виде (2.3)

«ш(«,р) = ^p'x(u(s)exp / An</sV t.n = 1.....8. 

i=l J», /

Для определения А получаем уравнение (см. (2.1.6)) четвертой 
степени относительно А2, где s, w, fl, т являются параметрами'

dct(.4(0> - ХЕ) = 0. (»•’)

В формировании А участвуют только коэффициенты а^.1 систе­
мы уравнений колебаний. Определим, в каких случаях враик- 
ние оказывает влияние на величину А. Считая fl = р*- OIIJ” 
делим, что порядок старшего члена матрицы LJ1 равен /В1' 
порядок старшего члена матрицы 112Д^ равен /т_2+2*. Слсдовз 
гельно. при ч > 1 вращение не оказывает влияния на фор.мирс 
вание А При 0 < q < 1 изменится коэффициент а^1. нхоДЯШК11 
в уравнение (8.5).
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0 результате при = 1 корни уравнения (8.5) имеют порядок 
I и во всех решениях показатель изменяемости равен 1 (по

В случае 0 < q < 1 (весьма быстрое вращение) существует 
две группы корней. Корни первой группы определяются урав­
нением 2

02-S) +-W-2 = o.
Эти корни имеют порядок а интегралы уравнений име­
ют показатель изменяемости (3 — ?)/2. Порядок корней второй 
группы, определяемых уравнением

равен а интегралы уравнений имеют показатель изме­
няемости (q + 1)/2. Данный случай менее интересен так как 
при таких q не существует чисто мнимых корней и, следова­
тельно, осциллирующих интегралов. Для того чтобы они су­
ществовали, следует рассмотреть частоту ы порядка не менее 
I»*"1. Более подробно интегралы уравнений колебаний враща­
ющихся оболочек представлены в [137].



Глава 4

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

4.1. Введение

В зависимости от круга рассматриваемых задач асимпто­
тические методы интегрирования уравнений с частными про­
изводными отличаются большим разнообразием. Ограничимся 
анализом методов, находящих применение в задачах механики 
деформируемого твердого тела, особенно в задачах теории тон­
ких оболочек и пластин Методы, используемые в задачах вяз­
кой жидкости, не обсуждаются

Рассмотрим дифференциальное уравнение

гп
Lw = <ц(х)

|К|=0

дк W 
дхк ПН

1 — (Л1 > • • • 1 “ (^1| • • • | )» |^*| — + ■ • ■ + fen

в области D пространства Rn Основная форма асимптотиче­
ских разложений решений уравнения (1.1)

w(r,p) с: Ф(х,/з)ехр{А5(х,р)}, (1-2)

где р > 0 — малый параметр, А “ р-' — связанный с ним боль­
шой параметр (t — показатель изменяемости функции (1.2) (<м 
в. 1.7)), функции Ф и S ищутся в виде рядов

ОС

ф(х,р) ~ “з+1 >ai’
j=o

Зо = 0, 0J+l>0>. (1.31

3=0

Существенными у функции S являются лишь слагаемые. лл'! 
которых Д, - t < 0. Остальные слагаемые могут быть взят1"1 
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-иными нулю за счет изменения функции Ф Часто функция $ 
'днйт быть выбрана не зависящей от р.

В одних задачах от параметра р зависят коэффициенты at 
в (1.1), в других параметр р содержат граничные условия [34, 

j)j, в третьих параметр р вводится формально для построения 
решений с большим показателем изменяемости.

Если ReS отлична от постоянной, функция (12) описыва­
ем экспоненциально растущие или затухающие решения; если 
KeS = 0, Ini S’ отлична от постоянной, то функция (1.2) быстро 
сциллиру тощая. В окрестностях отдельных поверхностей или 

линий (называемых каустиками) представление (1.2) становится 
непригодным. Каустикам в одномерном случае соответствуют 
мочки поворота.

Для построения коэффициентов Ф7, Sj в (1.3) решение (12) 
вставляется в уравнение (1.1) и приравниваются коэффициен- 
гы при одинаковых степенях р. Для определения 5о(т) старшие 
коэффициенты дают нелинейное уравнение

Я(р,ш) = 0,
_ (dSo dSol

Р ~ t dxi.......dzn J 

относительно частных производных первого порядка функции 
Sj. Из последующих приближений находятся уравнения для 
определения Sj (j > 0) и Фу. Лля частных случаев эти уравне­
ния будут рассмотрены далее.

Вопросе том, являются ли решения(1.2), формально удовле­
творяющие уравнению (1.1), асимптотическими разложениями 
точных решений при р — 0, не имеет в настоящее время окон­
чательного решения и далее не обсуждается.

4.2. Уравнение Гельмгольца и его обобщение

1’ Коротковолновую асимптотику решений уравнения Гель­
мгольца в Н„

а2 д- а2Aw+7?w = 0, Д=—+ ...+ _ (2Л)
Рассмотрим в качестве примера, отражающего основные осо­
бенности асимптотических разложений (1.2). Здесь А — боль­
шей параметр, а функция с = с(г) предполагается бесконечно 
дифференцируемой.
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При n = 3 уравнение (2.1) описывает распространение зву. 
на с переменней скоростью с(х). При п = 2 оно описывай 
установившиеся колебания мембраны с переменной плотностью 
р(х) = (с(х))"3 В обоих случаях А — частота колебаний

Формальное асимптотическое решение уравнения (2.1) имеет 
вид [9,24]

w(x,p)= 52(-1»*ж(*)е,А,(1), /т = А-1, (2.2)
е=о

где т(х) удовлетворяет уравнению эйконала 

а коэффициенты wt(x) находятся из уравнении переноса

29 т V ti.t 4-и'ьДг = Ain-j, < = 0,1,2. .., w_t=0 (2.3)

Введем систему лучевых ортогональных криволинейных xi>- 
opJuHdm о, т таким образом, что

Х( = хДо,г), о = (aiап_1), 1=1,2,...,п. (2.4)

При фиксированных п; формулы (2.4) дают линии, называемые 
лучада и являющиеся экстремалями функционала Ферми

В результате интегрирования уравнения (2.3) при к - 1 
получаем [9]

ш0(х) = ^(а)с(г)У_1/2,

где ф(о) — произвольная функция, определяемая из граничны1 
условий, a J - якобиан преобразования (2.4). В [9] приведен*1 
в виде квадратур также коэффициенты u>t(r) при к > 0.

На огибающих семейства лучей (2.4) J = 0. и представлен^ 
(2 2) становится непригодным. Далее рассматриваются час’’ 
ныс случаи, н которых вместо (2.2) построены другие разло^ 
НИЯ
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Лучевые решения (2.2) описывают достаточно широкий класс 
решений уравнения (2.1). Произвол имеется как при выборе 
криволинейных координат (2.4), так и при интегрировании уч­
инения (2.3). Этим произволом следует воспользоваться для 
удовлетворения граничным условиям. Как правило, при выборе 
криволинейных координат (2.4) принимается во внимание форма 
рассматриваемой области Граничные же условия удовлетво­
ряются при интегрировании уравнения (2.3).

2°. Рассмотрим внутреннюю задачу Дирихле

d'2w д2ш
Эх? + дл% + и> = 0 при (г],Ж2)бГ

аа собственные значения в области С на плоскости (п = 2). огра­
ниченной гладкой замкнутой выпуклой кривой Г. Заисключени- 
ем случаев, когда переменные xj, х? разделяются, эта задача не 
имеет аналитического решения даже при с(х) = const Неизвгст- 
но, как ведут себя собственные функции идг,,(х1. х2) при г. — ос. 
глеп — номер собственной функции. Рассмотрим асимптотику 
двух двухпараметрических наборов собственных функций ха­
рактерных тем, что они локализуются в окрестности некоторой 
линии Го и йкспоненциально убывают при удалении от нее

Для первого из них собственные функции u "n ’’'(х^х; лока­
лизуются в окрестности границы Г области С (т е Г; = Г). 
Здесь ш — число волн вдоль границы, р - число полуволн 
о направлении, перпендикулярном границе. Если с - const и 
область G выбрана в форме круга, переменные разделяются и 
задача имеет точное решение (см п 2.4.10). Такие собствен­
ные функции называются функциями типа шепчущей галереи и 
рассмотрены в [9, 79].

Термин "шепчущая галерея" связан с тем, что при некоторых 
Условиях звук хорошо распространяется вдоль стен выпуклого 
залай не проникает в его середину.

Вводится связанная с кривой Г система криволинейных ко- 
^Рлинат s, п (рис. 16), где s — длина дуги Г, п — расстояние до 
Г По нормали (внутри G считаем н < 0).

Тогда частоты А|п.р и формы рассматриваемой серии
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собственных колебаний представимы в виде
00

Ащ,р — Ат atAm ^3,

4=0

т — оо, (2.5)

-1

Ат = 2nnri, Ь =

т —» оо,
оо 

0=£>(а,м)А-‘'».

4 = 0

р= 1,2,...

а = а(«,п, А) = <н(«, м)А_*^а,
4=0

v = Л2/Зп, А = Ат р,

Здесь т —* ос, р фиксировано. Как и в п. 2.4, решение и(т Г
представлено с использованием эталонной функции Эйри, 
р-й корень уравнения Л,(г)) — 0. В результате растяжеНИ*
масштаба v - Аг/*п и разложении в рады по степеням iz произс 
шло асимптотическое разделение переменных в окрестности Г 
Здесь о», А — полиномы по степеням V, приведенные в [9]. Кр1’’ 
ме того, в (2.5) L — длина дуги Г, p(s) — ее радиус кривизн*"1 
предполагается, что Р > 0.
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♦’PMa W ■ в известной мерс аналогична формам колеба­
ли потери устойчивости оболочек, локализованным в окрест­
им края (см. п. 2.6.6, 2.6.10).

3' Другой двухпараметрической серией частот f и форм 
i1*1’1 собственных колебаний, для которой известно асимпто- 
{мческое разложение при А —• оо, являются форма типа прч- 
цицего мячика [9, 80]. В частности, такие формы возмож- 
,-j в окрестности меньшей оси эллиптической мембраны при 

= const. Необходимое условие существования таких 
(орм — наличие луча Г о, пересекающего в двух точках под пря­
ными углами границу Г области G.

Термин "прыгающий мячик” связан с тем, что искомая фор- 
^колебаний может быть построена методами геометрической 
Шики путем последовательного зеркального отражения луча 
играниц области. Траектория же луча повторяет траекторию 
Шика.

Рассмотрим сначала простейший пример, в котором пере­
менные разделяются и может быть записано точное решение. 
Пусть область G — это полоса

0 < s < L, —оо < п < оо,

з уравнение (2.1) и граничные условия имеют вид

w(0, n) = w(L, п) = 0.

После разделения переменных w(s,n) = w(n)sin(mxs/L) прихо­
дим к уравнению Вебера

Р = 0.1,2.......
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+ (р+ 5 - 7) Dr = 0, Dp(C^) = е^’/’ЯДС), 

причем А = A^j, находится из уравнения

^=(тЛ^<2'+1>-
В общем случае при выполнении некоторых условий устой­

чивости собственная функция также может быть выражена че­
рез функции параболического цилиндра. Для этого сначш 
вводим криволинейные координаты я,п, связанные с лучом Го 
Тогда

п) = е*ЛоРр(Йх/2), т — ос. (26)

о ~ У A_t/2ot(s и),
*=0

Д=^А-*/гД(«,*-), 1/ = А’/’п.

ь=о
ас

А = Ато р _ Ат ~ а*Ат .
*=о

Оо = 1.

где, как и в (2.5), о* и Л — полиномы по степеням V.
Сравним между собой разложения функций w, даваемые фор 

мулами (2.2), (2.5) и (2.6). Показатель изменяемости всех отит 
функций t = 1. Более детальное рассмотрение показывает, что 
в различных направлениях изменяемость этих функций различ­
на. В направлении п функции w меняются медленнее, чем • 
направлении з Обозначим частный показатель изменяемое™ 
в направлении п перпендикулярном лучу, через <т (см п. 17) 
Тогда для функции (2.2) Г, = 0, для функции (2.5) Г( = 2/3. хи 
функции (2.6) G = 1/2.

4° Еще одна задача связана с построением высокочастотна > 
асимптотики волнового поля, рассеянного телом [9]. В связи ‘ 
тем, что здесь рассматривается бесконечная область С, кре*' 
условий на поверхности тела необходимо поставить еще ус.» 
вия на бесконечности для отраженного поля. В двухмерном слу 
чае эти условия имеют вил

- iAu ) —. 0 при г -♦ оо. (2'
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1хтроена асимптотика отраженного волнопого поля как в осве- 
гвной области, так и в зоне тени [9]. Наибольшие трудности 
Тедставляет построение асимптотики на границе света и тени, 
:,ичем в этом случае используются эталонные функции Эйри.

Указанная задача имеет обширные приложения к гидроупру- 
жги [30, 106, 195]. В отличие от отражения от твердых тел от­
роение звука от упругих тел, в частности от тонких упругих 
Лиечек, значительно сложнее, ибо в теле возбуждаются упру- 
nie колебания, порождающие дополнительные звуковые волны 
«жидкости По этим волнам можно судить о параметрах тела.

Большой цикл работ выполнен по исследованию спектра ча­
стот колебаний тонких оболочек, погруженных в жидкость либо 
содержащих жидкость внутри [7, 28, 48, 81, 121, 122, 124]. Спектр 
чзстот колебаний оболочек, содержащих жидкость, дискретный 
«вещественный. Что касается спектра частот колебаний оболо­
чек. погруженных в жидкость, то он не является вешествен1тым 

| Колебания затухают, ибо энергия колебаний уносится волна­
ми в бесконечность. Однако существует обширный класс форм 
колебаний, для которых это затухание очень мало.

5’ Лучевой метод находит приложения и в задачах дина- 
чики упругих тел [11, 38, 199]. В твердом теле с различными 
скоростями распространяются волны растяжения и волны сдви­
га. Кроме того, возможно появление волн Рэлея, распростра­
няющихся по поверхности тела [88]. Кроме теории колебаний, 
результаты асимптотического интегрирования находят прило- 
<еяие в сейсмологии, сейсморазведке [10].

При исследовании колебаний тонких стержней, пластин и 
оболочек обычно используются одномерные или двухмерные 
уравнения (см. и. 4.5). Однако при повышении частоты коле- 
Саиий использование таких уравнений дает ошибочные резуль- 
гаты. и приходится исходить из трехмерных уравнений теории 
упругости. Трехмерные уравнения необходимо использовать 
> случаях, когда длина волны деформации соизмерима с тол­
щиной пластины (стержня, оболочки) или меньше ее. Высо­
кочастотные колебания пластин и оболочек с использованием 
асимптотических разложений, учитывающих малость относи­
тельной толщины, рассмотрены в работах [18, 46, 66. 67, 175].

В работе [175] для анизотропной пластины переменной тол- 
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шины построено трехпараметрическое семейство частот и форм 
колебаний, локализованных в окрестности точки максимально 
толщины пластины. Эти формы обобщают формы (2.14), в ка­
честве эталонных функций используются функции параболиче­
ского цилиндра.

Интерес представляет вопрос об асимптотике распределе­
ния частот собственных колебаний тела. Этот вопрос уже м- 
трагивался в п. 3.2.2 в связи с одномерными задачами. Рас­
пределение часют для двухмерных и трехмерных упругих тех 
обсуждается в обзорной статье [27]

б°. Возвращаясь к асимптотическим разложениям (2.2), (2j),
(2.6),  отметим, что в работах [24. 93, 94, 95] содержится описз- 
ние другого способа построения асимптотических разложении 
— метода канонического оператора Маслова Решение ищется 1 
том же виде (1.2), причем разработан эффективный способ по­
строения функций Ф и S. Этот метод может быть использовит 
и для нелинейных уравнений с параметром. Основная область 
его приложений — это квантовая механика В п. 4.4 для зз- 
дач локальной потери устойчивости оболочек будет использо­
ван упрощенный вариант этого метода.

4.3. Вырождение двухмерных краевых задач

1°. Рассмотрим краевую задачу Ли

pnNm+fw +Lmw = x = (xllx2)eG, (31)

m,u'=m°, i=J,2....... (rn + p)/2, x £ Г,

в двухмерной области G с границей Г. Здесь p > 0 — малый 
параметр, Lm, Nm+f — линейные дифференциальные операторы 
вида (1.1) порядков т и т + р соответственно (числа гп, р чет­
ные), т, — дифференциальные операторы граничных условий.

При /з = 0 задача вырождается в задачу Ло-’

7-mWO = /(г),

/,и-0 =/°, 1 = 1,2,..., т/2, х G Г, 

(3.5)



109

где граничные условии либо получаются отбрасыванием части 
граничных условий (3.1), либо являются линейными комбииаци- 
хмиусловий (3.1). Лалеебудут рассмотрены и другие варианты 
вырожденных задач.

Асимптотические методы в теории упругости обсуждаются 
в [105]. Лля задач теории тонких оболочек вопросы асимпто­
тического интегрирования рассмотрены в [40, 41 43] В этом 
случае m = р = 4, оператор Nm+e эллиптический Что касается 
оператора Lm, то его тип зависит от знака гауссовой кривизны 
А' срединной поверхности При /< > 0 оператор Lm эллиптиче­
ский, при К = 0 — параболический и при К < 0 — гиперболи­
ческий.

2°. Подобно п. 3.1, здесь также может быть введено понятие 
регулярного вырождения [33]. Лля введения этого понятия для 
уравнения (3.1) в окрестности кривой Г перейдем к местной си­
стеме координат s, п, где п — внутренняя нормаль к Г, г — длина 
дуги Г. Пусть старшие производные в операторах pn.Vm+, и 
по н имеют вид

dn‘^w дти 
pFa'n+fd^ + Отд^

По аналогии с (2.6.5) вводим дополнительное характеристиче­
ское уравнение

om+p(s,0)A', + am(s,0) = 0, (3.3)

коэффициенты которого зависят от s как от параметра. Вы­
рождение задачи Ар в задачу Ао будем называть регулгркы.ч, 
если уравнение (3.3) имеет р/2 корней с отрицательными веще­
ственными частями (в [33] рассмотрен более общий, чем (3 1), 
случай).

Пусть решение задач Ао существует и единственно при лю­
бых /(г) и I?. Тогда решение задачи Ар, подобно (2.6.6). ищем в 
виде суммы двух формальных рядов

ОО СЮ
w(r,p)^^2/wt(x) + p“5Lp‘ct(s,rj), ч=-, (3.4)

1=0 4=0 V

где на функции ц накладываем условие

=к(я,п) —О пр» 7 — оо. к = 0,1,2, (3.5)
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Решение (3.4) складывается из основного решения (первая 
сумма) и дополнительного решения, имеющего характер погра­
ничного слоя или краевого эффекта. Основное решение опреде­
ляется из краевых задач типа (3.2). Дополнительное решение, 
как и в (2.6.8), определяется из краевых задач для обыкновен­
ного дифференциального уравнения с постоянными коэффици­
ентами

dmzt
Om+p(s10) drfn+p + Om(*'>0) 0,1,2,... (3.6)

Здесь s — параметр, /■& = 0, а функции Fk (A- > 0) зависят от 
ранее найденных функций (j < t). Ищем решение уравнений
(3.6),  удовлетворяющее условиям (3.5) и (в сумме с основным 
решением) тем из условий (3.1), которые не вошли в (3.2).

3° В качестве примера рассмотрим две задачи о неабсолют- 
но гибкой мембране. Равновесие защемленной мембраны в без­
размерной форме описывается краевой задачей

-р2Д2ш •+ Дш = /(z), (3.7)

где, подобно п. 3.1.4, д > 0 — малый параметр, учитывающий 
жесткость на изгиб, ш — нормальный прогиб, /(г) — интенсив­
ность поверхностной нагрузки. Задача решается в области С с 
гладкой границей Г (см. рис. 16).

В этой задаче вырождение регулярно, и вырожденная задач!

Дшо = /(т); u'o = 0 при z 6 Г (3.8)

соответствует абсолютно гибкой мембране.
Пусть решение u'0(z) задачи (3.8) известно Решение полной 

задачи (3.7) имеет вид (3.4) Первые члены рядов в (3.4) таковы

+ О(МЭ).

где u'i(z) суть решение задачи Дирихле

Диц = 0; при х € Г.
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Свободные колебания той же мембраны находятся из реше­
ния краевой задачи

-д2Д2ш 4-Дш+Лш = 0; и=^ = 0. тбГ (3 9)
с/л

которая при ц —• 0 вырождается в задачу тля абсолк :и гиб­
кой мембраны

Дшо + Лошо — 0; u'o = 0, z е Г. (3.10)

Здесь Л — искомый параметр, пропорциональный квадрату ча­
стоты собственных колебаний (см. (2.4.22);.

Пусть Ло — простое собственное значение задачи (3 10), ко­
торому соответствует собственная функция u 0. I огда вырожде­
ние задачи (3.9) в задачу* (3 10) регулярно и

Л = Ло+рЛ) +О(р2),

причем

•'“/г® "'С/Х-И ■
где Ai находится из условия совместности находящейся на спек­
тре краевой задачи для определения функции Ui(x)

4° Уравнение теории тонких оболочек схематично можно 
представить в виде (3.1) при ш = р = 4. Вопрос о вырожде­
нии полной задачи Ар в безмоментную задачу Ас для теории 
оболочек обсуждается в обзоре [43].

Сравнительно просто решается вопрос о том. является ли 
вырождение регулярным. Пусть Г — граница области G, за­
нятой срединной поверхностью. Введем местную систему ко­
ординат s,n, связанную с линией Г. и пусть К, — нормальная 
кривизна поверхности в направлении Г Тогда вырождение ре­
гулярно, если

Л'2(з) - Л > 0

во всех точках Г Здесь Л — параметр частоты при установив­
шихся колебаниях.

В задачах статики (Л = 0) регулярность вырождения нару­
шается лишь в случаях, когда Л'а = 0, а именно, на асимпто­
тических линиях оболочек нулевой и отрицательной гауссовой 
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кривизны Построения решений в окрестности совпадающего 
с асимптотической линией края для оболочек нулевой и отри­
цательной гауссовой кривизны выполнены в [35, 128]. Сложнее 
построение в случаях, когда край касается асимптотических ли­
ний в отдельных точках [87].

Как уже упоминалось (см. п 4.3.1), для того чтобы задачу Л,, 
в нулевом приближении можно было заменить задачей Ло кро­
ме регулярности вырождения требуется однозначная разреши­
мость задачи Ло при любых правых частях в (3.2). Условия,при 
которых задача Ло однозначно разрешима, в характерных для 
теории оболочек задачах выполнены далеко не всегда. Ее раз­
решимость связана со знаком гауссовой кривизны поверхности, 
характером граничных условий, наличием изгибаний или пая- 
Эоиэгибаний [42, 43]. Под последними понимаются перемещения, 
удовлетворяющие закреплениям, при которых тангенциальные 
деформации срединной поверхности относительно малы.

В задачах динамики тонких оболочек возможности расчета 
по безмоментной теории (задача Ло) по сравнению с задачами 
статики еще более сужаются. Начиная с некоторой частоты 
колебаний вырождение задачи Лм в задачу Ло регулярным не 
является. Особые трудности представляет исследование коле 
баний в случае, когда параметр частоты Л (см. (3.1.11)) лежит 
в интервале [43, 47, 81]

Л" < Л < Л+, Л- = min {К}, Л+ = тах{/П, (311) 
г,У,в г,у,0

Л' = cos2 6 + к2 sin2 0,

где fc|, к2 — главные кривизны срединной поверхности. Ин- 
тервал (3.11) — это область непрерывного спектра однородноЯ 
задачи Ло- В области интегрирования G при этом появляюг 
ся переходные линии, при переходе через которые изменяется 
тип безмоментного оператора Lm (с эллиптического на гипер­
болический). Эти линии являются обобщением точек поворо­
та на двухмерный случай. Исследование поведения решений в 
окрестностях переходных линий содержится в [8, 47, 192], одш- 
ко полное асимптотическое решение задачи, в отличие от одно­
мерного случал, не найдено. В п 4.4 будут построены решения 
локализованные в окрестностях точек и линий.
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При Л > Л+ переходные линии отсутствуют, и воэмож; <■ про­
вести классификацию свободных колебаний болячки выделив 
квазитангеициальные и хоазипопсречние колебания в зависимо­
сти от того, преобладают ли перемещения в тангенциальном 
или нормальном к поверхности направлении (см >17]) При 
Л > 1 для исследования этих колебаний можно использовать 
упрощенные уравнения, аналогичные уравнениям таиг'Нциаль- 
ных и поперечных колебаний пластинки

Классификация свободных колебаний проведена также для 
оболочек, содержащих жидкость [124], для оболочек в магнит­
ном поле [125], для пьезокерамических оболочек [129j

Для оболочки, колеблющейся в безграничной жидкости, по­
строены переходные поверхности в жидкости [121]

5’. Общий способ проведения классификации рсскний си­
стем дифференциальных уравнений в частных производных, раз­
работанный А.Л. Гольденвейзером применительно к задачам 
теории тонких оболочек [41, 47], заключается в следующем. В 
результате анализа задачи выделяются неизвестные и параме­
тры, определяющие решение того или иного вида При атом 
желательно, чтобы выделенных величин было возможно меньше 
(из двух величин с одинаковым характером поведения берется 
одна и т.п. ). Например, при исследовании колебаний оболочек 
такими выделенными величинами могут быть

Л, w, и, г, 1, <ь ... (3.12)

— параметр частоты, нормальный прогиб, тангенциальный про­
гиб, тангенциальная деформация, показатели изменяемости и 
т.д. соответственно. Порядок каждой из величин (3.12) (кроме 
1,сравнивается с основным малым параметром р.

Л~ра, ш~р‘, и~ц', С~р, ..

Некоторые из показателей (например. □. 4) задаются произволь­
но и ищутся непротиворечивые значения остальных показателей 
(с, d.t.ti). Признаком непротиворечивости является как пра­
вило, равенство порядков не менее чем двух главных членов в 
каждом уравнении системы и непротиворечивость самой систе­
мы ппи с.охоанении и ней только главных членов (см также 
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[68]). В зависимости от того, какие члены оказываются глаг 
ными, получаем тот или иной вариант упрощенной системы и 
соответственно тот или иной характер решения.

6’ В качестве простого примера рассмотрим систему уран 
нений (см. (3.2.2))

//Д2и' - Лш -

= 0,
_ д1

дх* + ду* ’ (3.13|

описывающую квазипоперечные колебания цилиндрической обе 
лочки. При выводе уравнений (3.13) уже были отброшены 
тангенциальные силы инерции и некоторые другие слагаемые, 
поэтому анализ этой системы дает лишь частичное представле­
ние о колебаниях цилиндрической оболочки, однако рассмотре­
ние здесь полной системы было бы громоздким (см. [47]).

Исключая Ф, для неизвестной функции w получим уравнение 
восьмого порядка

(3.14)

Положим

Л~/Л

причем будем считать, что 0 < 1, 1] < 2. При t = 2 длина волны 
деформации соизмерима с толщиной оболочки, и система (3.13) 
становится неприменимой.

При рассмотрении порядков слагаемых в (3.14) удобно вы 
делить два случая <i > t и h < Z. В этих случаях поряди 
слагаемых в (3.14) соответственно равны:

4-81, а -411 -41 (h>0
4-81 а - 41 -41 (Ц < <)

Будем придавать показателям изменяемости (Ji разные зна­
чения и сравнивать порядки (3.15) слагаемых в (3.14).
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В результате область параметров разобьется на пять 
подобластей (см рис. 17), в каждой из которых уравнение 3 !4| 
.можно заменить упрощенным уравнением

(П) M4^--Aw = 0. а = 4(1-»,).

(IIJ) /|^-Aw = 0. а = 4(1-1), (3.16)

(/И) P“S:_(A_1)|f = 0' «>=4(1-0

(V) _(Л_1)£^ +2-^=0, Л-1-Я-. «1=2(1-10.

Уравнениями (3.16) можно пользоваться в открытых обла­
стях 1 ■ V. На гранииах областей уравнения усложняются. На­
пример, на отрезке АВ (не включал точк> В)

В точке В все члены уравнения (3.14) имеют одинаковый по­
рядок (а = 0).
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В областях IV и V значения Л близки к Л — 1 Действитель­
но (см. [135,160]), точка Л = 1 является точкой сгущения частот 
колебаний цилиндрической оболочки

4.4. Локальные формы потери устойчивости
и колебаний оболочек

1°. Для исследования устойчивости безмоментного началь­
ного напряженного состояния тонкой оболочки используем си­
стему уравнений (3.1.9), (3.1.12). Если коэффициенты этой си­
стемы постоянны, вмятины при потере устойчивости покрывают 
всю оболочку:

w = woeu, Ф = Ф0е12, z = p“‘(piai + Ргоз),

где волновые числа р- удовлетворяют уравнению

Ж» 1 = (?т 9з)4 4- (Л-ддр -4- fctgg)
1 (?? + 92)2(г1«1 +2<з?1дг +м!)’ 

4j=PjA-r\ =

Критическое значение Л получается в результате минимизации 
функции Н по всем вещественным ру (см. [196]).

Если коэффициенты к,, t, переменны, форма потери устойчи­
вости может локализоваться в окрестностях некоторых наибо­
лее слабых точек или линий на срединной поверхности.

Исследуем сначала выпуклую (Лгт&г > 0) оболочку и будем 
искать наиболее слабую точку а, = а®. Рассмотрим функцию

Л = Н(р;,а;),

где И — та же функция (4.1), и будем искать ее минимум по 
четырем переменным р,, о,. Пусть минимум достигается при 
Р. = Р°, «I = о? и равен Ло.

Если точка а® удалена от краев оболочки и матрица четвер­
того порядка
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шляется положительно определенной, решение системы (2.6 4). 
локализованное в окрестности точки а°. имеет вил [164 234] 

и>(а,-,р) =: ^pl/2wt((; )exp Л fp_1/2(Tp° + ■’( I ? (4 21

4=0 ‘

=/Г1'2^ - а°), (т = ((,.(,), рвг = (р?.р?) 
1=0

Здесь wt — искомые полиномы по f;, д1 At — искомые поправки 
► критической нагрузке Ло, S — искомал постоянная матрица 
зторого порядка, мнимая часть которой положительно опреде­
ленна.

Формула (4.2) обобщает формулу (2.5.8) на случай двух неза- 
аисимых переменных Она является частным случаем формулы 
|!.2).

Не останавливаясь на определении u>t(£), S. укажем лишь, 
что формула (4.2) определяет двухпара.метрическу ю серию бли­
зких собственных значений Л, у которых общее Ло, а

At =Л^‘т’) = d“l((i/2+ «»!>!+ (1/2 +ттРз), (4-3)

Tn;, m2 — 0, 1,2,..., Wi > 0, d > 0.

Потеря устойчивости происходит при наименьшем собствен­
ном значении, соответствующем пц = mj = 0, причем ио = 1-

Отделяя вещественную и мнимую части в (4 2), получаем, 
что каждое собственное значение (4.3) является асимптотически 
двукратным. Форма прогиба имеет вид

w = Re ^2pk'2wk(^)eis^ е~^Т^,

т = Я_1/2(гр°+|{'rS1f + 0, S = Si + iS2.

Используемый метод не дает возможности определить фазу 0. 
которая принимает одно из двух значений: 0 < 01, 0т < 
Вмятины имеют вытянутую форму и заполняют эллипс (1 Лч = 
С.
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Рис. 18.

Этим методом в [98] построена форма потери устойчиво­
сти эллипсоида вращения при комбинированном нагружении 
(рис. 18)

2“ Если наиболее слабая точка попадает на границу Г обла­
сти, занятой оболочкой, построение формы потери устойчиво­
сти резко усложняется, ибо возникает необходимость в удовле­
творении граничным условиям. Форма потери устойчивости 
представляется в атом случае в виде суммы функций с различ­
ными асимптотическими представлениями [90].

Для оболочек пулевой и отрицательной гауссовой кривизны 
формы потери устойчивости, локализованные вблизи точек, не 
характерны. Дело в том. что возмущения по оболочке имеют 
тенденцию распространяться вдоль характеристик. (У оболо­
чек отрицательной кривизны две системы действительных ха 
рактеристик, у оболочек нулевой кривизны — одна система, а 
оболочки положительной гауссовой кривизны не имеют веще­
ственных характеристик ) Исключение составляет задача о по­
тере устойчивости цилиндрической оболочки переменной тол­
щины при неоднородном осевом сжатии, D которой возможны 
формы потери устойчивости, локализованные в окрестностях 
точек [168].

Локализованные в окрестностях характеристик формы поте 
ри устойчивости оболочек вращения отрицательной гауссовой 
кривизны возможны только при их неосесимметричном нагру­
жении. Одна из задач такого типа рассмотрена в [89].

Локальные формы потери устойчивости и колебаний оболо-
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.«нулевой гауссовой кривизны обсуждаются ниже

3‘. Свободные колебания и устойчивость конической обо- 
чки описываются системой уравнений (3.1.9), (3 1 10). Систе- 

I) координат 5, на срединной поверхности оболочки введем 
гасим образом, что

.41 = 1, А2 = «, 1'1=0 k2 = k(f)s~'.

Здесь s = sQ/R. sa — расстояние до вершины конуса.
Предположим, что оболочка замкнута в окружном нагсрав.те- 

ят и ограничена двумя краями

s = S](yo), e = s2G>), 0<?<?\, (4.4)

П каждом из которых заданы четыре однородных граничных 
условия.

Приближенное решение системы (3.1 9) представим в виде 
суммы основного полубезмомешного решения и краевого эф­
фекта вблизи краев (4.4). Основное решение ищем в виде [165. 
167J

сс
w(s, яО = 52/4Z2wt(s>^)exp

*=0

Л = Ло + Р1Л1 4- pjAj +

где pj = р — малый параметр, £ = р[ 1 2(р ~ й1 ‘ч(<.{1 — 
полиномы по Impo = 0, Im а > 0.

Асимптотическое разложение (4.5) отличается от разложе­
ния (2.5.8) только тем. что его коэффициенты и> зависят от па­
раметра s. Решение (4.5) убывает при удалении от наиболее 
слабой образующей <р = <ро

В нулевом приближении получаем

1‘2(¥>) д’ ( з^И’о')
PJ 0л» V ) + Цн'О + Лс-Vu'o = 0. 

Г*
(4.6)

В задаче устойчивости Л'и>о = -t2pj«"1ul). в задаче о свобод­
ных колебаниях Nu>a = —swo- Порядок уравнения (4.60) позво­
ляет удовлетворить на каждом крае (4.4) лишь двум граничным 



условиям. Вопрос о выборе таких граничных условий лля ур­
авнения (4.6), которые обеспечивают регулярное вырождение 
краевой задачи, рассмотрен в [171]. Остальные лпа граничных 
условия на каждом крае удовлетворяются путем выбора инте­
гралов краевого эффекта. Отмстим аналогию рассматриваемой 
задачи с одномерной (уравнение (3.6.5)).

Собственное значение Ло является функцией величин ро и 
W- Ло = /(ро.ро)- Значения параметров ро и <ра находятся из 
условий

(4.7)

Параметр о является корнем квадратного уравнения

37
dpadfo

Из условия совместности второго приближения следует

л(Г'п* д2/^ \ 
дрод<ро) ’

ш = 0, 1,2,...; п = 1,2,3,...

Здесь Wm(£) — полином Эрмита степени т, ШдП) — собственная 
функция краевой задачи для уравнения (4.6), соответствующая 
собственному значению Лд”\ Собственные значения рассматри­
ваемой задачи Л^"1 ■"> = Лд"' + /мЛ,”*'"1 + ... являются асимпто 
тически двукратными.

4°. Данный асимптотический метод можно использовать для 
исследования колебаний и устойчивости цилиндрической обо­
лочки. В этом случае множитель s в уравнении (4.6) следует 
заменить на единицу. Для цилиндрической оболочки решение 
ряда задач можно получить в явном виде.

Рассмотрим в качестве примера задачу об устойчивости сво­
бодно опертой круговой цилиндрической оболочки с косым кра­
ем под действием однородного внешнего давления [166] В этом



случае Л] = Л2 = Jt2 = h = 1. Лля уравнения (4.F) следует взять 
граничные условия

Wo = Wo—0 при « = «1, * = »j. (4.8)

Пусть «1 (?) - О, ®2(^) = I + tg/?cos<y>, гле 3 pi О — угол наклона 
•рая. Тогда решение краевой задачи (4 С), (4 Ь) имеет вил

itns

В задаче устойчивости практический интерес представляет наи­
меньшее собственное значение, соответствующее г. - 1. Решив 
систему (4.7) при n = 1, получим

<Ро = о, Ро = 3!/,4я//о, /о = «з(О).

Таким образом, наиболее слабой образующей сказывается 
ааиболее длинная образующая <р — 0. Нулевое приближение 
для собственного значения А,,' ‘ = 4~3~3'*/1; лает д.-.я критиче­
ского давления формулу Саутуэлла—Папковича. соответству- 
И1цую оболочке длиной /о с прямыми краями.

Легко проверяется, что

52/(1) З2/1» д'1?" _ 4ztgiJ
5р2 _ 161 SpoSgo ~ ' dfl ~ З3^'

Поправка первого приближения, учитывающая влияние ко­
сого края, определяется по формуле

т = 0,1,2,...

Лля построения следующих приближений необходимо ис­
пользовать более точную систему уравнений (31 1С)

В работе [170] приводится модификация данного асимпто­
тического метода, которая в ряде случаев оказывается более 
удобной, чем изложенная выше. Основное решение предлагает­
ся искать в виде

ОС
w(s.s’.Pt) = 52p>Wk(x,sf)exp

U_-3
(49)
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В отличие от (4.5) в (4.9) разложение в ряд ведется по целым 
степеням параметра дь

Появление форм колебаний и потери устойчивости, локали­
зованных вблизи образующей конической или цилиндрической 
оболочки, связано с переменностью геометрических и физиче­
ских параметров оболочки, наличием косого края, неравномер­
ностью распределения начальных усилий. Решения различны» 
задач устойчивости оболочек нулевой гауссовой кривизны с по­
мощью описанных здесь асимптотических методов содержатся 
в работах [90, 97, 99, 144, 145].

В работах [101, 172] рассмотрены колебания и устойчивость 
оболочек, близких к цилиндрическим и коническим. Для таких 
оболочек решение можно представить в виде (4.9), если откло­
нение формы срединной поверхности от идеальной мало (имеет 
порядок р) и меняется достаточно плавно.

4.5. Асимптотическое интегрирование уравнений 
в узких областях и приложение к теории 

тонких оболочек и стержней

1°. Интенсивное развитие этого направления асимптотиче­
ского интегрирования связано п значительной мере с прило­
жениями к тонким стержням и оболочкам. Первоначально для 
вывода двухмерных уравнений равновесия пластин и оболочек 
и одномерных уравнений равновесия стержней использовались 
гипотезы о распределении перемещений и напряжений по тол­
щине [70]. Для оценки погрешности гипотез и вытекающих из 
них уравнений необходимо провести сравнение с решениями 
трехмерных уравнений теории упругости. Однако лишь очень 
немногие трехмерные задачи имеют точное решение, поэтом; 
построение асимптотических разложений может оказать здесь 
неоценимую услугу.

Асимптотические разложения используют малый параметр 
который появляется о результате растяжения масштаба. При 
атом, как и в п. 4.2, решение имеет вид суммы функций, получа­
емых п результате двух итерационных процессов — основного 
и дополнительного. В результате основного процесса строится 
решение вдали от краев области (пусть речь идет о пластине
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или оболочке), трехмерная задача сводится к длухмер» й До­
полнительный итерационный процесс позволяет удовлетворить 
граничным условиям на крас и корректно сформулировать гра­
ничные условия двухмерной задачи, получающейся в результа­
те основного процесса.

Полное рассмотрение вопросов асимптотического интегри­
рования трехмерных уравнений для стержней и оболочек слиш­
ком громоздко, поэтому мы ограничимся рассмотр- идем двух 
простейших задач с целью иллюстрации метода асимптотиче­
ского интегрирования в узких областях, а затем дадим краткий 
обзор литературы.

2’ Рассмотрим плоскую задачу теории упругости в узкой 
прямоугольной области

£Zs + £l=0 ^ + ^. = 0. 
дХ 4 Оу ' дг ду (5.1)

О < х < /, 0 < у < h, h/t = ,1.

<rz = A'(fr + и£у), ov =■ К(еж + исг), г., = С_.
,, = Е G - Е

1-м’’ 2(1-г и)’
_ ди _ ди _ ди ди 

Cz di’ е> ду' w ду + di’

где u, v — проекции перемещения, Е. G — упругие модули, г,. 
е w — деформации, <тг, сгу, т — напряжения

Пусть сторона у = 0 закреплена, а на остальных сторонах 
заданы напряжения

u = v = 0 при у = 0. (5.2)

= <г’, г = г* при У = Л.
<тг = <г’°, г = г'° при г = 0.
<тг = с*1, г = г'1 при г = /.

Функции в правых частях (5.2) считаем бесконечно дифферен­
цируемыми.

Рассмотрим сначала основной итерационный процесс. Сде­
лаем замены

г = 1(, У = hq. (5.3)
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Тогда слагаемые системы (5.1)с д/Оу приобретут множитель 
р-1. Решение полученной системы можно искать в виде

СО

T = (5.4)
1 = 0

где т*(С'1) - полиномы по ij, коэффициенты которых выража­
ются через производные функций т’({) Здесь буква :
заменяет любую из неизвестных в (5.1), причем значения пока­
зателя о, при старшем члене таковы:

о, = 0 при z = (<7X1o-y,r,£j,w), 
= 1 при a = (u,w,ex).

На каждом шаге основного итерационного процесса неизвестные 
функции определяются единственным образом

В общем случае решение (5.4) условиям при х = 0J не удо­
влетворяет. Рассмотрим дополнительный итерационный про­
цесс в окрестности края х = 0. После замен

х = Л(, y-hy (5.5)

для построения погранслоя зг получим задачу, аналогичную 
(5.1), в области 0 < ( < д-1, 0 < у < 1, причем на кра­
ях г) = 0 и т; = 1 заданы однородные граничные условия 
u = v = п, = т = 0, а на крае — 0

<Гх = ^(Ч.д), т = т’(т),ц),

где oj и г* — ряды по степеням д — берутся такими, чтобы 
сумма г+т удовлетворяла условиям (5.2) при х = 0. Взаимным 
влиянием краев х = 0 и х — I пренебрегаем, поэтому, считая, 
что решение при подходе к противоположному краю затухает, 
поставим условие

ст* ,а’,тг ,иг ,v’ —• 0 при < ос.

Сформулированная задача при любых функциях а*, т’ имеет 
единственное решение

Если на обеих сторонах у = 0, у = h заданы перемеще­
ния, для пластин из малосжимаемого материала асимптотика 
решений оказывается отличной от (5.4) [92].
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3° Рассмотрим ту же задачу (5.1), но при других гранич­
ных условиях. Предположим, что на всех четырех краях зада­
ны напряжения. Рассматриваемая задача ; быть ; is.- 
я на сумму симметричной и антисимметриях л ти и: л 
срединной линии задач. Рассмотрим п -л- о?. . |адача
хзгиба балки). Граничные условия возьмем в вид-

<ху = ±<г;, г=т* при У = (5бу

На функции, входящие в условия при г = I. пак: :di«м - 
згаетстнующие требования четности Усилия и ■ . ч;. „ —и- ча 
балку, предполагаем самоуравновешенными

Рассмотрим основной итерационный пр :. Г! ■ 
женил масштаба (5.3) решение ищем в том же виде ' I ,.-ло 
порядки о, неизвестных функций будут другими

а, = —3 При - = (*).
а, = -2 при z = (cr-.u,£r.rf),
а, = -1 при
at — 0 при -’ = (*,)•

Для построения только старших членов в (3 1) приходится 
делать четыре итерации. Для облегчения вы> лад к пре де.-.им 
сначала напряжения. Для этого введем в рассм< трение уравн­
ение совместности в напряжениях. Оно вместе с уравнениями 
равновесия образует замкнутую систему 

&<ГГ дг<Гу 
'дёГ = о, 8а. дт = 0. = 0,

dr dat
*?+я1Г

которая может быть проинтегрирована без ег.ределегахл пере­
мещений. Находим первые члены в (5 4)

<тг = с(0п, ,=,(!-

„ _ 2 f 'l3 Ч A в’С _ 24 •’ Р I 6 б) 8?' 8(ч ~

Геперь из системы (5.1) вычисляем старшие члены для пере­
мещений:

8( ЕС^’П- 8(4 ~ р Очд( ~ £ц -
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откуда получаем уравнение прогиба балки

£4 24Z . £Л3сНв п .
оГ* = ё^ или лг^ = 2^- (5.7)

В построенное приближение касательные усилия т* из (5.6) нс 
вошли. Они могут быть учтены лишь в следующем приближе­
нии. Для уравнения (5.7) на каждом крае £ = 0. £ = 1 нуж­
но поставить два граничных услопия. Эти условия могут быть 
найдены из дополнительного итерационного процесса.

После растяжения масштаба (5.5) в нулевом приближении 
для дополнительного итерационного процесса получаем задачу 
(рассматриваем край ( ■= 0)

OtrT dr
= 0,

dr 5(7 „ 
дС. +~дй = 0,

а, = .;-«(0)„, r = ,--„(l -£)(£),. < = 0.

<Гг,<гу,г~~ 0 при < -+ 00.

Эта задача имеет решение, удовлетворяющее условию затуха­
ния при ( — со лишь в случае, когда нагрузка на крае ( = О 
самоуравнонешена, т.е.

т‘/г ,1/2
/ r)(7zdrj = 0, I rdij = 0 при С = 0. 

-'-1/2 J-1/7

Самоуравновешенность нагрузки достигается путем выбора е(0) 
и (дс/д^о, т.е. путем задания при < = 0 граничных условий 

для уравнения (5.7) Эти услопия совпадают с обычными гра­
ничными условиями, когда на конце балки задаются перерезьг 
вающая сила и изгибающий момент.

4° Переходя к обзору работ по стержням и оболочкам, осп- 
новимся кратко на тонких стержнях. Основы инженерных одно­
мерных теорий тонких стержней были заложены трудами Сен- 
Венана (229]. Кирхгофа [70, 212] и Клебша [202]. В дальнейша*



(большинстве работ, посвященных выводу ,;>г.м-;,ии-. ■, id 
пений, использовались гипогезы, связанны. р.счр .. ,„.м 
перемещений и напряжений по толщин г. 11 ; :1|.

I ясй модели Кирхгофа— Клсбша учитывают'. ■> д. ; .■ 1Л.
дай изгиба и кручения Более точны-, .м ' П I им ... ,
учитывают также деформации сдвига -и ра : .<* ж- с ■ и- 

I иии.
Вопросу вывода одномерных уравнений . й .< :х< ; из

I трехмерных уравнений теории упругости ось шг.ч- (я от.тгчие 
»Туравнений теории оболочек) сравн ен .> н ио; ' ' ’ [56 
62, 119, 201, 224 и др ] В качестве первого г.риг..,-г лч -j. 
чаются уравнения Кирхгофа—Клебша Поел > ::л- ; .,г гл_ 

I женил приводят к уточненным моделям
Интересным объектом асимптотического анг.-иы -згллютея

| тонкостенные стержни. Они .занимают пр - ■ ■ ■ -
иие .между обычными стержнями и оболочками При и рве­
нии инженерной теории вводится дополнит-.и сво­
боды — депланация поперечного сечения При а . -.inc тич> 
сном подходе к выподу одномерных уравнений т • • тенных 
стержней приходится решать задачу .- двумя м •. м- г; и-
ческими параметрами. Первый из них ;-аы:. .-п: .,.-ю мак­
симального размера поперечного сечения г --•;кзч. *
второй — отношению максимального и мини • : размтров
сечения. Асимптотическому исследован.н- п. • - -it работы 
(57, 120].

5° Методы исследования уравнений .- - • и*-
стин. основанные на асимптотическом интггрир алнни трехмер­
ных уравнений теории упругости, разработаны А Г >льдек- 
вейзеро.м [41] и его учениками [51, 76. 127] (см также работы 
[1, 17, 206]) Подробный обзор публикаций П" этой прс' леме 
содержится в [43]. Обсудим некоторые результаты

В статических задачах теории оболочек папряженнодефор- 
миропанное состояние складывается из основного состояния и 
состояния пограничного слоя. Основное состояние охватывает, 
внутреннюю часть оболочки и опрсделн т. л основным итер.тцп- 
онным процессом В нулевом приближении основной итераци­
онный процесс приводит к двухмерным уравнениям Кирхгофа— 
Ламе. Пограничный слой сосредоточен вблизи Гранины Г об.за­
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сти G, занятой оболочкой (а также, возможно, вблизи других ли­
ний искажения, например, сосредоточенных нагрузок, разрывов 
в геометрии поверхности). На расстояниях порядка толщины 
оболочки h пограничный слой затухает

Асимптотическое интегрирование уравнений теории упру­
гости позволило ответить на вопрос о порядке погрешности А 
двухмерных теорий оболочек. Первый результат в этом напра­
влении был получен в [108]:

Д~Л.,

где /1. — относительная толщина оболочки (Л. = h/R). Позд­
нее [41] (см. также [213]) было установлено, что погрешность А 
зависит от изменяемости напряженного состояния. Пусть ( — 
показатель изменяемости, вычисленный по отношению к пара­
метру h. (т.е. дФ/да ~ Ф). Тогда

Д ~ шах(Л., А2"2'), (5.8)

т.е. при t = 1 возможности двухмерной теории для описания 
напряженного состояния оказываются исчерпанными.

Оценка (5.8) касается внутреннего напряженного состояния 
Два обстоятельства могут повлиять на величину погрешности 
Д в сторону ее увеличения — это влияние пограничного слоя 
и близости деформации к изгибанию срединной поверхности 
Подробнее об этом см. в [43].

Для стационарных динамических задач теории оболочек и 
пластин оценка (5.8) нуждается в уточнении, связанном с влия­
нием частоты колебаний. Исследованию этого вопроса посвя­
щены работы [46, 64. 65). Вопрос о двухмерных динамических 
уравнениях для пластин обсуждается в [112]. Вопрос о погреш­
ности двумерных уравнений для оболочек простой геометриче­
ской формы может быть решен в результате сравнения с точных1 
решением трехмерной задачи теории упругости [96].

Обратим внимание на работы [2, 26, 45, 59, 117], опубликован­
ные в 1992 г., в которых рассматривается область применимости 
различных двухмерных теорий для пластин и оболочек.
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АсИМПТОТИЧССКОв ИНТ'ТрИропаЯИ' 
нелинейных дифф<-р< нпи .льиш Урал

Асимптотические разложения р-... 'и.' 
ренниальных уравнений отличаю; r. . -и ; ■ . ■ -нем.
Сошлемся на .монографии [19, 23. ~ • •: > .? >1 I ; 1«9|
и др. Ограничимся небольшим кру: ■ и в -оя »>. -ч» с
СИНГуЛЯрНЫМИ ВОЗМутеНИИМИ .ВС :а.в ; ... “ИЙ I -йиых
уравнений и имеющих приложения к i ■ :ич ■ i м тес
рии оболочек.

5.1. Задача Коши для обыхаооеяиых диффереяцпальаых 
уравнений

1°. Рассмотрим задачу Коши для и ; • ■ • - йиыт
дифференциальных уравнений

у(0) = у°, х(0)=г 0<Г<7 (И)
которая при // — 0 вырождается и си*- т» \*\ |Г* ли 1Т ; -.-шделльных; 
и п алгебраических уравнений

= f(yo.xo.l). F(y - х С = 0 (12)

Уо(О) = уе

Здесь y,f— векторы размерности »п х ж F ( но< :и п 
Пусть система уравнений (1.2)

F(yo.*c.C ’ 0 (13)

имеет изолированное решение

/■ I = »и(Ус.О. (М)
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Подставляя это решение в систему (1.2), приходим к выро­
жденной задаче

^Г = /(Уо.г0(Уо.О.О. Уо(0) = у°. (1.5)
at

В связи с описанным вырождением задачи (1 1) в (1 5) возни­
кают два вопроса во-первых, в каком соотношении находятся 
решения задач (11) и (1.5) при р —» 0 и. во-вторых, какова ана­
литическая структура решения задачи (1 1) при р > 0. Отпет 
на первый вопрос дает теорема Тихонова [147], в которой при 
определенных ограничениях (в основном, на функции f и F в 
(1.1)) выполняются соотношения

У(<.р) — Уо(0 ПРИ Р —0, 0 < t < Т, .
z(l,p) -» zo(<) = zo(yo(l)-O при р — О, €<t<T.

Естественно, что функция гц(1) граничному условию (1.1) в об­
щем случае не удовлетворяет.

2° Решение задачи (1.1) в виде асимптотического ряда но 
степеням ц построено в [29] и кратко излагается далее.

Пусть х заменяет любой из символов y.z. Решение x(t,p) 
задачи (1.1) ищем в виде

ОС ОС

52**(Ор* + ^хинА (17> 
»=0 *=0

где т = </р — быстрая переменная, а на функции Xt(r) накла­
дываем ограничение

Х*(т)~>0 при т — оо, (1.8)

т. е Xi(r) — это функции пограничного слоя.
Для того чтобы ряды (1.7) давали асимптотическое решение 

задачи (1.1), достаточно потребовать, чтобы
1) функция (1.4) была изолированным решением систем^1 

(1.3);
2) правые части F(y, :,t) и /(у, г,/) были аналитическими 

функциями своих аргументов:



3) решение (1.4) было асимптотически устойчивой точкой по- 
I ил присоединенной системы

^=Г(У.М), (19)

причем все корни дополнительного характеристического урав- 
I пения

det(A — АЕ) = О, А=|^) (110)
' дг / z=z31y0 <1 

имели отрицательные вещественные части.
4) начальная точка zc принадлежала области притяжения 

I устойчивого решения (1.4).
Отметим, что в (1.9) у и I рассматриваются как параметры.
При решении краевых задач целесообразно ввести более об­

щее, чем в пункте 3, определение устойчивости- если все корни 
дополнительного характеристического уравнения (1 10) имеют 
отрицательные вещественные части, будем говорить, что корень 
i(y,t) устойчив вправо. Если все корни уравнения (1.10) имеют 
положительные вещественные части, говорят об устойчивости 
плево и корень z(y,/) называют устойчивым влево

Условия 1)—4) могут быть ослаблены, если мы хотим полу­
чить лишь соотношения (1.6).

3°. Построение последовательных членов в рядах (1.7) в зна­
чительной мере аналогично алгоритму метода Вишика—Люст- 
ерника(см. п 2 6). Нулевое приближение для уо(О вычисляется 
по формуле (1.5), a Y0(r) = 0 Функция zo(f) определяется по 
формуле (1.4). Для построения Z0(r) приходим к задаче Коши

= F (y°,zo(0) + Z0(r), 0) - F (y°.zo(O),O).

Zo(O) = z° - zo(0). (1.11)

которая в силу условий 3) и 4) имеет решение, удовлетворяющее 
соотношению (1.8).

Последующие члены рядов (17) определяются из линейных 
уравнений в следующем порядке: Yi.yi.Zi, Z|, Yj,.. Функции 
Yj находим в виде квадратуры

Y,(r)= Г [f(yo,zo(O) + Zo(r),0)-f(y°.zo(0),0)]<(r. (112)
J оо
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Для определения yj, zj решаем линейную задачу Коши

где индекс 0 означает, что соответствующие производные вы­
числены на решении (14). В силу условия 4) матрица А = 
(dF/dzJo имеет отличный от нуля определитель, и из (1.14) на­
ходим величины Zj, которые подставляем в (1.13).

При построении последовательных приближений правые ча­
сти уравнений (1.1) представим в виде

F(x,l) = F(x, t) + F'(X, г). (1.15)

где через х и X обозначены соответственно первая и вторая сум­
мы в правой части (1.7). Соотношение (1.15) определяет функ­
цию F"

F’(X.r) = F (х(дт) + Х(т),дт) - F (х(дт),рт)

и было уже использовано при написании (1.11) и (1.12).
Уравнение для определения Zi(r) оказывается уже достаточ­

но громоздким

dZ, _ /£F\
dr \3у/ (Y1(r) + y1(0) + ry'(0)) + 

00

00

- (S.(,,m+*•<«» - О <«<»> t ’*»» -’ (I).■
Zi(0) = -z1(0).

Здесь ()oo означает, что производная вычисляется при у = у0, 
z — zo(0) + Z0(r), t = 0

4". В [29] приводится доказательство того, что формальные 
ряды (1.7) являются асимптотическими разложениями точных 
решений при д — 0 (д > 0).



1.13

Задача (1.1) допускает обобщена» и на случай, когда правые 
дети системы (11) регулярно зависят от р

5.2. Вырождение нелинейных краевых задач

, Is. При рассмотрении краевых задач ограничим и -лучаами. 
!игда решение может быть представлено в виде суммы медленно 
чтлошихся функций и функций типа л-.граничного я. Кро­

не пограничного слоя в окрестностях концов пр,м-тутка ин­
тегрирования возможно появление и внутреннего г. гч и .н. .и 
им.

Рассмотрим краевую задачу

^=f(y,z,Z), p^ = F(y.z.Z). 16(0.1]. (2.1)

Деу и z - m-мерный и n-мерный векторы П> г;, еалан п - п 
граничных условий общего вида

A(y(0),y(l).z(0).z(i)) = 0. 1=1. .m + n (22)

Вырожденная система уравнений имеет 1 : * еи.1 ! -' од- 
I едко вопрос о соответствующих ей граничных условиях стано­
вится нетривиальным.

Пусть zo(yo.Z) — изолированное решение уравнения (1.3. В 
I ‘крестности этого решения рассмотрим присоединенную систе- 

*У (1-9), в которой y.t считаем параметрами Пусть уравнение 
1.10) при всех / ,уо из некоторой области, содержащей решение 

(Уравнения (1.3), имеет гц корней с отрицательными веществен­
ными частями и пу корней с положительными вещественными 
частями (Hi +п3 = п). В этом случае решение задачи (2 11 ищем

I 1 виде, аналогичном (1.7). но с двумя пограничными слоями 

х((,р) = £Xl(()/ + fX0,(n>)/ + £Х11’(П)/. (2 3)

Jk=O fc=0 *=0

X(t0,(r0) — 0 при r0 — oo,

Xl"(ri) — 0 при n — - oo,

r0 = l/ц, rx=(t- l)/p.

(2.4)
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Ограничимся обсуждением вопроса о граничных условии» 
для вырожденной .задачи (1.2). В нулевом приближении условия 
(2.2) можно записать в виде

^(yo(0).ya(l),zo(0) + z!,(”(0).zo(l) + Zo,)(l)) =0- (?5)

В силу (2 4) семейство функций Zjj (Zg1^) содержит >ц (nj) по­
стоянных Исключение этих функций из условий (2.5) приводит 
к m соотношениям, которые не содержат функций пограничного 
слоя и служат граничными условиями для вырожденной задачи 
(1-2).

Далее приведен пример, содержащийся в книге [29].

2°. Рассмотрим краевую задачу

dt —(= — У — 1)(* - У)(г - У + 1), (2.6)

1/(1) = 0, z(0) =

где у, г — скалярные функции. Уравнение F(y, z, t) = 0 имеет 
в данном случае три изолированных решения: 1) z = у + 1, 2) 
z = у 3) z - у — 1, каждое из которых может дать решение 
краевой задачи (2.G). Этим решениям соответствуют медленно 
меняющиеся функции нулевого приближения и присоединенные 
уравнения (1.9):

1) у0 = е'-1-1,

2) ус = 0.

3) у0 = 1-е'-1,

Z0 = С1 1, dZ _
77 -

-’о = 0, dZ _
77 -

Zo = -е'-1, dZ _ 
dr

-Z(Z + l)(Z+2)

-(Z-1)Z(Z + 1) (2.7|

-(Z - 2)(Z - 1)Z

1) Корень z = у + 1 уравнения /•’ = 0 устойчив впра­
во, область притяжения корня Z = 0 уравнения (2.7) суть
-1 < 2(0) < со, или в силу (111) для z°. удовлетворяют!» 
неравенству

-1 + е 1 < z° < оо,

задача (2.6) имеет решение, стремящееся к уо, zo при р — О, I > 
€ > 0.
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2) Корень z - у устойчив влево поэтому краевая задача (21)
не имеет решений иила (2.3) сгр'м-;.:и< х и •, ,.я
р — 0 (если zu у! 0).

3) Корень z = у - I устойчив вправо С областью прмт«ж»1»«о1

-ос < z° < 1 - с"1

Суммируя рассмотренные варианты, видим, что ври —ж < 
т° < — 1 + е*1 задача (2 6) имеет одно решети' стремя-дееся пре 
у — 0 к функциям yo.zo (см. (2.7) случай . рис В ч

При -1 + е-1 <**;<! —«“* эалачж (2 6) имеет два ретвствм, 
одно из которых соотпетстпу' >. ж v ' л чаю
3) (рис. 19, 6).

При 1-е-1 <в° <со снова гю.у.чаем одно решение еоотвО* 
ствующее случаю 1) (см. рис 19. я

3°. При рассмотрении виз трг.' • ' - ра-
ничимся одним примером < . • - ' •-
ждением к [29]

(2.8)

Для этого примера несложно запи .ат ■> т .

(2 9)

При рассматриваемом здесь асимг. - ы подходе полу­
чаем, что уравнение F = 0 имеет два ( ещешш 11 : = — 1 м2) 
а = 1, первое из которых устойчиво влево, а второе — вправо. 
В связи с тем, что оба граничных у . кия о . • - > . <а
функцию у, оба решении уравнения F = 0

1) .- = -1, у=-
2) .- = 1. у = (

t < 1/2
< > 1/2 (2 10)

участвуют в построении решения задачи (2 < И; ■ .наг j - и 
У = (-1 пересекаются ао внутренней точке ( = 1/2 и к от р-стно- 
сти этой точки возникает внутренний пограничной • т. а сгла­
живающий разрывы функций (2.10) при I = 1, ; (ср • . ., .«
решением (2.9); см рис 20)
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Рис. 19.
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Рис. 20.

5.3. Метод возмущений Ляпунова- Шмидте.
Э теории ветвления решений веливейпых урааи- ним

1°. Основы теории ветвления решений ю-ли-.-:.-. , лик .
НИЙ были заложены в начале века в работал \ М - I. ... < » и
Э. Шмидта. Было показано, что задача о чи :.-.е и п-nr i-нли ре­
шений интегральных или дифференциальных уравнений м ■ 
быть сведена к исследованию систем неявных акал.
функций, называемых "уравнениями ;л>.я,- ■

Метод ЛяпуноваШмидта, его различны- v г
развитие подробно рассмотрены в [15, -’5’

Идея метода заключается в разложении иссл-д. м урав­
нения на два: ОДНО в конечномерном Подпространств! размер­
ности п, а другое — в его бесконечномерном ортогональном до­
полнении.

Математически задача о ветвлении рынений цели (ейиого 
уравнения может быть представлена следу ютим образом. Пусть 
G(V, А) — нелинейный оператор, заданный ла прямой сумм ли­
нейных пространств А', £"о (I’ € Г. A i I' > со значениями ■ ли­
нейном пространстве £). Задача подразделяется на три части 
[15]-

1) определение значений параметра А (например, ХЛ в 
торых меняется число решений уравнении G’(f. А) = 0.

2) определение числа решений с малой нормой в окрестности 
А = Aqj
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3) изучение поведения решений с малой нормой и окрестно 
сти Л = Ао-

Если известно, что при Л = Ао уравнение С(Г. Ао) = 0 имеет 
решение U = Со, то путем сдвига Ао + А - Л и (/о + в - V и 
замены

G(b'o + в, Ао 4-А) = Ф(и, А)

задача сводится к нахождению решений, ответвляющихся от ну­
левого (так как Ф(0,0) = 0) для уравнения

Ф(и,А) = 0. (3.1)

2° Пусть оператор Ф(и. А) непрерывно дифференцируем. Обо­
значим

» = -Фи(0,0).

Тогда уравнение (3.1) записывается в следующем виде:

Su=R(u,A), (3.2)

где
Л(и, А) = Ф(и, А) — Ф„(0,0)и.

Элемент <р£Е назовем нулем оператора В, если он является 
решением уравнения Ви = 0.

Множество Л'(В) всех нулей оператора В линейно и замкну­
то, т е. является подпространством в Е. Назовем размерность 
N(B) числом нулей оператора В.

Если оператор В не имеет нулей, то оператор В-1 существу­
ет и ограничен и уравнение

Ви = h (3.3)

разрешимо при любом h из Е\.
Напомним некоторые определения. Пространство Е', сопря­

женное к Е, — это пространство, состоящее из линейных вепре 
рывных функнионалоп на Е. Линейный оператор В называется 
нормально разрешимым, если или уравнение (3.3) разрешимо
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;и любом Л иэ Е\. или в пространстве Е" существует папаш 
|ло М*(В) функционалов V. такое, что для рлр>-л!хмо'--и ypv 
тения (3.3) необходимо и достаточно чтобы для люб ь и> 
'•(В)

(*.*-) = О,

;е(Л.ф) — значение линейного фунюд- нала . на элем-ите л 
Нормально разрешимый оператор ил и.та'-т'л фр-.ч лам 

тхм оператором, если размерности мно*?« т» 5'1 В) л '<’<В) ко- 
ичиы и равны Будем дальше считать, что п-рэт-рА фр*Д- 
ПЛЬМОВСКИЙ оператор и п > 1, где в —ЧИ пора
3 Пусть pi --рп — базис подпространства В a ti-_ V. 
-базис в Лг*(5). Тогда общее решение однородного ураамеям 
Su = 0 имеет вид и = где - •'i и>' • -ме чи-ла
Iусловие разрешимости неодлороди.го урави-ни^ 33 м «и? 
1редстанить в виде

(Л,р\) =0, i=l в

Введем оператор Р — проектор Е и» A t В) ш ■ € Е 

Ри = ^(и.ъ)Р>-

•=1

•Де 71, , Эп — такие функционалы иэ Е~. что

(Л.7>) = *.>. «. J = 1. "

В общем случае ,т„ могут не совпадать с а .. , г. ) Опе­
ратор Р порождает разложение пространства Е к :•■ члп н - ■ м 
ну:

£=Л’(А)еЛ'(В)\

где N(B)l состоит из тех элементов и € Г л ля к : рых

(и,7,)=0. 1 = 1----- п

Аналогично можно построить оператор Q проеыор в £i 
Для Л е Е\ положим

п
<?л = £(Л,^Ф».

«=1

(3 4)



140

Здесь zi, — такие элементы £?i, что

= fal, к,I = 1, ..,n.

Оператор Q порождает следующее разложение простран­
ства Е[ в прямую сумму подпространств:

El = Ei.n & Е{-п.

Отметим, что если Е = £), то равенство -V(B) = Е1п выпол­
няется тогда и только тогда, когда det || (у?,, V’>) ||/ 0, и тогда 
можно считать

fe>.,t;) = £,,, i.j = 1........п,

и п
Ри = Qu = ^(u, 

k=i
Вернемся к уравнению (3.2). Положи» и = z + у, где

х = (/ -P}ueN(B^, 
у=Рие ЛГ(В).

спроектируем уравнение (3 2) на Е^„ и Е^п.

Bz = (/-Q)R(x + y,A),
0 = QK(x + y,A). (3-5) j

Система (3.5) эквивалентна уравнению (3 2), где В — сужение 
оператора В на .V(B)1, Q — проектор, определенный формулой 
(3.4), а. I — тождественный оператор.

Первое уравнение (35) может быть упрошено (с учетом вто­
рого):

Вх = R(x + у, А). (3.6)

По теореме о неявных операторах [25], так как существует 
ограничен В-1, в достаточно малой окрестности точки х = }~ 
А = 0 существует и единственно решение х = х(у, А) уравнеям 
(3.6), непрерывное и такое, что



Подставив это решение по второе уравнение (3 5). получим

(?Я(х(р.А) + у,А)=0. (3.7)

Это уравнение принято называть уравнением Ляпунова—Шми­
дта. Его можно записать в виде системы п скалярных уравнений 
с п числовыми неизвестными.

Поскольку элемент у € .V(B) можно одг- шачно представить 
8 виде п

у =
.=1

то
г(у,А) = х((ь- .(«. А),

и с учетом соотношения (3.4) уравнение (3 7; мол-ио записать 
так:

1<*)(С1,...,5п.А)=(я^(51... .fa. А) + £** J **)=0.

(3.8) 
к= 1,....п.

Уравнения (3.8) называются уравнениями разветвления
Функции 1/*)((з,..-Лп.А) непрерывны при всех достаточна 

малых А,51,.. и

Д<‘’(0....... 0.0) = 0; А = 1.........п

Ценность уравнений разветвления (3.S) состоит в том что число 
их малых решений равно числу малых решений уравнения (3 2) 
[25].

3°. Уравнения разветвления (3.8) могут быть получены и 
другим способом

Введем оператор В, связанный с оператором В соотношени­
ем

вв = Ви + У2(ил,)2, (3.9)
i = i

Оператор В называется оператором Шмидга и является рас­
ширением оператора В на Е.
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По обобщенной лемме 1Пми лги [25] оператор В"1 существует 
и ограничен Обозначим Д~* = Г Уравнения (3.2) с учетом (3.9) 
можем представить в виде эквивалентной системы

би А)(31°) 
1=1

(t = («,7t). к = 1 ...,п (3.11)

После замены переменной

п
“ = *+22

1=1

для определения z имеем

В-г = 11 +

(так как из (3.9) Вр, - а Г г, =$?,,» = J. , n).
Это уравнение при всех малых A,fi, . имеет единствен­

ное решением, и, значит, уравнение (3.10) имеет единственное 
малое решение

9 =г(6,-. .<П,А) +
i = i

Но ото решение должно удовлетворять уравнению (3.11) 
Учитывая, что ($?,,?;) = 5,у, для определенияfj,. , полу­

чаем
Мб........fn,A),7t) = 0. * = 1,...,п. (3.12)

Эта система также представляет уравнения разветвления. (По 
определению сопряженного оператора Д’, действующего на Е’ 
со значениями в Е{ (г, Д*^) = (Вх,-ф), можно получить ц = 
(B)’V>* и уравнения (312) переписать в виде

(Bx(G,...,4n.A),^) = ,0

что с учетом (3.10) полностью совпадает с уравнением (3 8).)
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Г Если оператор Ф(и,А) *иа.'и,,-. ..... - т-.рей

местности начала коорллнлт, то >: о. ' („.А)
аналитические по ей им аргументам .< .;.... ,ч тпле- 

ы (3.8) или (3.12) можно записать о и.:

Е 4‘^)«'+ е Ед.‘ = | ,3 ,3>
• 14- 4»w>2 •14 > О J х I

t = 1, ... n,

* — т 11 • • •«»»> 4 — 4i • ■ 4*.
c> _ c>i c«.s -Ci C-,

!десь i и 4 — су бйндексы. if*’ (A) — ковффиихеяты уравнения 
гияетяления — степенныефунсписка •:?■>-• .-■•</> 1
«числа при / = О

В случае, если А - числовой пн ■'• ,

Д(|(А) = ДМ'

•уравнение разветвления (3 13) имт - •• -.

Е £.-?V+ Е ' Е 
<«+ + l«>? >i4 +<.>0 txl

А = 1. ...л.

Если число нулей оператора В рав • р<т, что
«мест место одномерный случай ветвления В «том случае хр­
анение (3.2) можно записать так

Bu = EfllA+ 52 (315)
•Ъ>2

«система урапнений разпгтоленми (3 1Г пг; ч лиги уравнение

Ew‘ + E4‘E/“V = 0.
4=3 4=о :=;
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5°. Метод Ляпунова—Шмидта позволяет не только опреде­
лить число решений, ответвляющихся от основного, но и по­
строить эти решения в окрестности точки ветвления

Наиболее просто решение определяется для одномерного 
случая ветвления. В этом случае исходное уравнение может 
быть записано как

Bu = F01X+ У7 Fi;u‘AJ 4-(z, (3,16)
i+l>2

f = (u,7).

где
1 3’+>Ф(0,0)

_ >i j! du'dX>

Малое решение в = u(f, А) уравнения (3.16) можно искать в виде 
ряда

со ос со
u = 5Lx,of + £^^z1?A< (3.17)

1 = 1 1=0 ; = 1

Подстановка этого ряда в уравнение { = (и, у) дает уравнение 
разветвления. Поэтому

Ху = (хУ.7) (318)

и, подставляя ряд (3.17) в (3.16) и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях Аи(, можно получить рекуррентную 
систему для определения г,,:

5*oi = Воь
Bz02 = Л>2 + 2Гцго1 + ^20*01»

5*io = z>
5*20 = Foo*?o, (319)

Bzn = 2FnXio 4- 2F2o*io*oi.
Bi2i — 2Fnz2o 4- 2F20Z01X20 4- 3F2ixJ0 4- 3F3oXoizio»

Из (.3.19) последовательно можно определить

Xij — Г Fjj, 
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где Л; — правые части в (3 19).
По соотношению (3.18), учитывал, что (Г’л •. м «и |!»Л- 

ти коэффициенты уравнения ратв'тк ?vz.i

f-oi = (Fob С1).
Z.O2 = (Foj + 2Гц(ГГ<н) + f«( rff!)’.»)

1.2O = (W,V).

£n = (2Г|ц» + 2Гм^(ГГ<н).Н

Если число нулей оператора В б<..;ь.."- и. • . - ' ■ ' 70
можно проделать аналогичны* выкладеи Гци -■ и , пя'ми 
(3.10) эквивалентно системе

<1
и = ао о:л + Е^’’-'* Е '

;=1 1|+

ij(€l....... ЧП.^1 =

= Е 4ft'+ Е f'E4i'k‘=o
где 1 и ( — субиндексы, определенные —
базис подпространства А'(В).

6°. Применим описанную теорию к задаче о продольном ю- 
гибе однородного стержни, шарнир*. - • на --'.т и на­
ходящегося под действием сжимающей сч..д ' г - поворота 
9(t) касательной к стержню удовлетворяет •:■■■ туюдему урав­
нению равновесия и граничным условиям

0,, + А sin0 = 0, 0<х<1. (3 21)

0,(0) = 0,(1) = 0.

Величина А в (3 21) пропорциональна осевому усилию
Функция I), (х) = 0 является решением уравнения (3 21) при 

всех значениях А, и линеаризованная около 0;(х) задача имеет 
вил

0„ +А 0 = 0 0,(0) = 0,(1) = 0
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Эта задача имеет собственные числа Л, = (ят)2, а соответ 
ствуюшие им собственные функции 0(z) — cos(tiz). Рассмо­
трим решения задачи в окрестности первого собственного чи­
сла Л = я2. Пусть Л = я2 + А Уравнение (3.21) представим 
(аналогично (3.15)) в виде

(3.22)

Условие существования решения уравнения ВО = h(z) имеет 
вид

/ Л(х) • cos(%x)dz = 0.
Jo

В данном случае E=Ei,n = \,<p=z cos(nr), а функционал у 
совпадает с функционалом ф, и из условия ($?, у) = 1 следует

(0,у) = [ 20 ■ cos(nz)dz.
Jo

Решение 0 уравнения (3.22) будем искать в виде

в = «со$(яг) + ^4г,+1й121+1.0 + ^<21+1^/?21.+14А2, (3 23)

1=1 »=С 3 = 1

1

(решение раскладывается по нечетным степеням так как опе­
ратор В является нечетной функцией ф). Подставляем решение 
(3 23) в систему (3.24), эквивалентную уравнению (3.22):

ВО = 0„ + r2(? +

+ { cos(xx)

20 • cos(nz)dz^ - cos(irx) =

= -(?A-(t2 + A)^(?2-1

• = 2

f = / 20 cos(7rz)d£

и приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях А Ич

(3 24)
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Первые из уравнений (3 19) для определения 9tJ имеют вид

ВОзо = ^-cos3(xx), 
о

ВО) | = — со»(»х)

Решение этой системы

„ соз(Зхх) х2^.о = —гЬв2 + Тс“(х')

01.1 = -cos(zx)

Приведем первые коэффициенты ураянс ей а раза- гвл< имя (аи- 
зогично(3.20)):

f1 тг
Ьзо = (03.0,7) = у 20J.O cos(rx)4x = у

Lil = (01 1.7) = 201.1 «»(zx)dx = -1

Уравнение разветвления

+«*■ £г(’’-|)+- =0 ,3“’
■гол поворота стержня при нагрузках, близких к критическим,

<з
0 ss { cos(zx) - ;

еЗ / Т1 \
у—cos(3xrl+ ^2у - ( А) со*(тг) +

«ли с учетом уравнения разветвления

f3
0a:{cos(zx)- yycos(3xx) + .

Зависимость величины $ от параметра А в оср< юности крити­
ческого значения А = т3 представлена на рис 21

Как и следует из уравнения разветвления (3 23' при малых 
значениях А (в окрестности критического значения осевого уси­
лия) существует три решении уравнения (3 21). т. е три поло­
жения равновесия.
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5.4. О нелинейных задачах устойчивости

1°. В теории устойчивости упругих консервативных систем 
различают два типа потери устойчивости Первый тип по 
классификации Пуанкаре связан с понятием предельной точки, 
т. е. точки строгого максимума на кривых деформирования 
нагрузка -прогиб. (Потеря устойчивости в этом случае обыч­
но называется прощслкиванисм.) Примером конструкции, теря­
ющей устойчивость прощелкиванием, является ферма Мизеса, 
упрощенный вариант которой представлен на рис. 22.

Предполагается, что стержни абсолютно жесткие, соединен­
ные с ними пружины имеют жесткость к. При Р = 0 угол 
а = ад и / — /с- Рассматриваем только симметричные формы 
равновесия Имеют место следующие соотношения:

из условия равновесия узла — А' = P/2cosa,
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при деформировании пружины —

Приравнивая правые части этих выражений, можно определить 
чязь между нагрузкой Р и величиной утла

Если от угла а перейти к линейному пгргмсе-ению то полу­
чится

Р = 2* (1 - -tgoo 
\ а

(41)
Графически зависимость (4.1) представлена па рис 23.
Если сила Р возрастает от нуля, то после достижения систе­

мой состояния, соответствующего точке .4, ну> >и •Л-ет перескок 
системы в точку D Таким образом предельная точка .4 соот­
ветствует критической нагрузке.

Второй тип связан с точкой бифуркации (ветвления), т. е 
точкой, н которой существует два или более равновесных состо-
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к

Рис 24.

яний конструкции. (В этом случае потерн устойчивости обыч­
но называется выпучиванием.) Простейший пример такой кон­
струкции представлен на рис. 24 абсолютно жесткий стержень, 
один конец которого закреплен в упругом шарнире с жесткостью 
kt, а другой нагружен силой Р, не меняющей своего направле­
ния

В отклоненном состоянии имеем у равнение равновесия

(4.2)

В точке Н на рис 25 от исходного положения равновесия 
V» = 0 ответвляется еще одно: Я = Jtj$!>/(/simfr). Точка Я явля­
ется точкой бифуркации.

Отметим, что математическая задача об определении точек 
бифуркации обычно проще, чем задача об определении предель­
ных точек, так как точки бифуркации определяются как соб­
ственные значения линейных задач, получающихся после ли­
неаризации относительно основного докритического состояния 
равновесия Ищется нагрузка, при которой наряду с исходной 
формой равновесия существуют бесконечно близкие, смежные 
с исходным состояния. (Лля рассмотренного примера линеари­
зация около основного положения равновесия ф = 0 из (4.2) 
дает (Pl - = 0 и если ф # 0. то Р = ki/l.)

Таким же образом были получены в начале века и первые 
(классические) критические нагрузки для оболочек (С.П. Ти-



иошспко, Р. Саутуалл [50]) Однако сраыи-ии.- -if -нталь-
лих и теоретических критических нагрузок з г- -г.-.е-
риментальиые, имея большой разброс ■ . ч.,.; - : х- • - тре­
тьей части классических (полученных ио ,ъп • ? х ■ г* ->> г гм 
тических нагрузок

В 1939 г Т. Карман и Гл' Тэянь [2 • . ■■ '
тально новый метод исследования уст йчию- п ' - Вме­
сто бесконечно малых отклонений от Докритич - Х1ГИЛ
они рассматривали конечные персчетк ы ->:■ ;• : а ч-иие
показало существенную роль целить й><>:х а в кыихчи-
аании оболочек. Выяснилось, чт ко:.ы- ; : i . ; азч з- ил 
несмежные с безмоментной. существуют при нагрузках, суще­
ственно меньших, чем классические критические значения

В работе [209] впервые были введены па к я гик верхней и ниж­
ней критических нагрузок. Верхней (точка В. ; ис ' была на­
звана наибольшая нагрузка, до которой и ход. • с.стояки.- нс 
имеет смежных форм равновесии а ники-. -а С рис 26) 
— наименьшая нагрузка до которой первоначален ■ -о. топ­
кие единственно Пунктирная линия соответствуй - немд< а > и Л 
конструкции! г е конструкции, имеющей нача. ьный прогиб).

2’ В качестве исходных уравнений в работах [209. 210] ис­
пользовались нелинейные уравнения пологих оболочек

ОД’ш = + /.(», и ),

^Д2Ф = -Д)Ц -1£(» и).
(4.3)



(функция Зо соответствует функции J, см (3.3.1)) и, минимизи­
руя функцию so по п,т, можно получить классическую крити­
ческую нагрузку, которая достигается, как известно, для пар 
(n,m), связанных соотношением

. 2730^; „ = =.

Зависимость ininm,nat(C) имеет вил кривой ОВС на рис. 26
Таким образом, в работах [209, 210] выявлено снижение вы­

держиваемой оболочкой нагрузки с ростом закритических де­
формаций.

3°. После работ [209, 210) появилось большое число анало­
гичных исследований, различающихся в основном только видом 
выражения (4.4). аппроксимирующего прогиб оболочки. Вели­
чины нижних критических нагрузок, полученные в этих рабо­
тах, лучше соответствовали экспериментальным данным, чем 
классическая верхняя нагрузка, и возникло предложение в каче­
стве критерия устойчивости принимать нижнюю критическую 
нагрузку. Однако позднее с помощью ЭВМ было обнаружено, 
что величина нижней критической нагрузки уменьшается при 
увеличении числа членов, удерживаемых в разложении проги­
бов, а в некоторых работах были получены даже отрицательные 
значения атой величины.

Л. Доннелл [204] преложил объяснять низкие эксперимен­
тальные критические нагрузки наличием начальных несовер­
шенств формы срединной поверхности и ввел начальный про­
гиб в нелинейные уравнения. Этот факт подтвердили и экспе­
рименты Р. Теннисона [141], проведенные на моделях оболочек, 
достаточно точно изготовленных в вакуумных условиях, и по­
казавшие хорошее соответствие с классической линейной тео­
рией. Однако еще некоторое время общая нелинейная теория 
оболочек привлекала мало внимания из-за больших трудностей 
решения нелинейных уравнений

4° Повеление различных упругих систем вблизи точки би­
фуркации на основе нелинейной теории в случае малых конеч­
ных отклонений от основного состояния исследовал В Т Кой- 
тер. Кратко основные результаты теории Койтера изложены и
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аботе [75]. Обзор исследований, возникших на основе теории 
лйтера, приведен в [187, 214] Рассмотрим си>ь.<ие пол .♦гнил 
той теории.

Пусть внешние нагрузки заданы в аиле произвел» иил яели- 
ин, характеризующих единичную систему сил. и едииствеи- 
ого параметра нагрузки Л Будем считать что для оеиовио- 
о состояния 1 перемещения И7Л) известны Считаем что при 
ереходе к смежному состоянию П возникают дополнительные 
(алые (но не бесконечно малые) перемещения и Как и боль- 
тинство исследователей в области устойчивости механических 
истем при консервативном нагружении. Койтер принял анор­
етический критерий устойчивости. Приращение энергии при 
гереходе от состояния 1 к состоянию II можно разложить в ряд 
(0 функции и и ее производным

ОС

Пн-П,II,[и;Л]. (4 5)
1=1

где II,[и; Л] — группа членов, содержащих i-x* степень величины
i и се производных

Условие равновесия основного состояния нм-ст вид II Л] = О
Необходимым условием устойчивости осмовног с стоди ил яв­
ляется соотношение

П3(и;Л]>0. (4 6)

Если знак равенства соответствует только перемеш-нилм и = О, 
то это условие является и достаточным При достижении пара­
метром Л критического значения неравенство (4 6) справедливо, 
но знак равенства выполняется теперь не Только для и = 0. но 
и для и — («1, где (ц — функция, определяющая форму потери 
устойчивости. а( — параметр характеризующий амплитуду 
выпучивания Критическое значение Aj и форма потери устой­
чивости (ц определяются из решения задачи с собственных зна­
чениях.

пин П,[в. Л] = 0.U

Исследуем новое положение равновесия при параметре на­
грузки, близком к Ль характеризуемое малым дополнительным 
перемещением и Представим и в виде о = £и: + 5, а фунмшона- 
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ли П,(и;Л] разложим и ряд Тейлора в окрестности Л>:

П,[ц;А] = £п(1)(и]А’.
•=1

где А = Л — Л1.
С учетом этого выражение (4.5) можно представить в следу­

ющем виде:

iin-nI = f;f;4,A?H1(;)[u1]4-
i=2,=l

4=1

Zn‘>w+EEr>n,fij(«b«j
j=i ■=! >=i

nllfu1,u] = 0, njfuJ = О
Здесь — однородные функционалы i-й степени от

функции О] и ее производных и к-й степени от функции й и ее 
производных. В (4.12) слагаемые в первой строчке не зависит от 
й, во второй строчке являются линейными относительно й, в по­
следней строчке суммируются члены, содержащие й в степени 
к.

Условие минимума выражения (4.7) при постоянном значе­
нии амплитуды выпучивания а в первом приближении имеет вид

min(Jl// - II/) = пнп(П2[в] + tAnn[ut,u] -I- 42I121(ui, и]).

Из решения этой задачи вытекает, что функция й является ма­
лой второго порядка по отношению к величинам ( и А и может 
быть представлена в виде

й - +

С учетом этого минимальное значение величины (4.7) в пер­
вом приближении может быть представлено следующим обра­
зом:

n(f,Aj = л2<2а + я„Г.
где

Л2 =
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n = 3, если At - # 0,

n = 4 и Л< = n<[u|j- Пз[г' если Л> = 9

Из условия равновесия смежного состояния

^П((;А) = 2А?{А + ПЛ,(|'-,> = С (4Л)

Для определения, является ли состояние равновесия уетоД
ХВЫМ ИЛИ НеуСТОЙЧИЬЫМ, ВЫЧИСЛИМЫ В: ■■ ~г ЛШСДНуЮ по

^■П((;А) = 2Л1А + п(п-

Уравнение (4.6) удовлетворяется при ( = 0. и в «том случае 
1 = 0. что соответствует основе.му C'.civiro»» равновесия,
второе является устойчивым при А < Л- и и-.. - д -лады при 

1 > Aj. Остальные решения уравнения (4 3) определяются С* 
гтношением

<1"’,)=_й:А (О)

Соответствующее условие устойчивс :>• nv-л вид

5’
— П((;А) = —2.4j(n-2)А (4 10)

В случае п = 3 равновесие при критической силе будет не­
устойчивым; смежные состояния равновесия, со­
отношением (4.9), в соответствии с (4 10) устойчивы при нхгру> 
ках больше критических и неустойчивы при натру i.-xx меньше 
критических (рис. 27, а)

В случае п = 4, если Л« > 0. то равновесие при критиче­
ской силе будет устойчивым и су шествуют устойчивые смеж­
ные состояния равновесия для нагрузок больших. ч м критиче­
ские (рис 28. а) Этот случай иллюстрируег п сведение с.а л: .то 
стержня или плоских пластин

При Л.( < 0 равновесие при критической силе будет неустой­
чивым, и существуют неустойчивые состояния раин .-весил для 
нагрузок меньше критических (рис. 29, «) Этот случай относит­
ся к большинству задач связанных с устойчивостью оболочек.
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отличающиеся от линейных уравнений (3.1.9) подчеркнутыми 
членами. Операторы Д, Д* и функция усилий Ф определены в 
п. 3.1.3

L(w, Ф) = Ljw • £;>Ф + L?w £)Ф — 2L3W ■ £3Ф,

где

_ 1 д / 1 dw \ 1 дА 1 dui
1Ш Л| да\ datJ + da? да?

_ 1 52и» 1 дЛ\ dw 1 дА? dw
3,1 AiA? да^да?* А\А? да? dai + А,А% dai да?'

Лля полного представления о поведении оболочки после по­
тери устойчивости необходимо решать оба уравнения системы 
(4 3). Из-за сложности задачи в [209, 210] использовался при­
ближенный вариационный метод Ритца.

Функция прогиба w отыскивалась, например, в случае ци­
линдрической оболочки при осевом сжатии в виде

... . ил 'пх пУ . ,,, ?(тх + пу) ?(тх-w = Wo + Wj cos — cos — + IV? cos2-----—-----cos2------—
(4.4)

Член Wo характеризует возможность радиального расшире­
ния оболочки, член с коэффициентом Wi отвечает классической 
линейной теории, последний член лает ромбовидные вмятины.
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оправленные внутрь оболочки что соответствует аю-п^римеп- 
альным данным.

По соотношению (4 4) и по второму ураянсии> | 3 м<
ыть найдена функция усилий

Неизвестные параметры 1Ц), И'; И' .- я и> у сло­
мя минимума потенциальной энергии

II = С’, + I. - /

= 2^Л /Z КЛФ,1_(1 + Г'£,Ф ’ Ю

— энергия растяжения-сжатия срединной п< -л-; ih -;и

[(Ди)’- (1 --i)L(u.u)\ dG

— энергия изгиба, [/ — работа внешних сил
В случае цилиндрической оболочки пол д <• . ••• м осевого 

сжатия

1 (b f2’,R (д3Ф\ Гв3Ф д3Ф Eh fdu ,
"ЕЛ/о /о Uy?/r=ot [5у= ’ 2(fc/jM

Исключая из уравнений

— = ФДИ'о.И', ;v,.rr) = 0 Г =0.1.2.

параметры IVo. IV'i, получаем связь между t.-ч к и.- •. + t-ия
и амплитудой выпучивания

G

Здесь ( = Wilf/h, q, функции от числа i олн в окру «ном на­
правлении (гл) и направлении образующей (я)

При С — 0

ЕЛ



(функция Зо соответствует функции J, см (3.3.1)) и, минимизи­
руя функцию so по п,т, можно получить классическую крити­
ческую нагрузку, которая достигается, как известно, для пар 
(n,m), связанных соотношением

. 2730^; „ = =.

Зависимость ininm,nat(C) имеет вил кривой ОВС на рис. 26
Таким образом, в работах [209, 210] выявлено снижение вы­

держиваемой оболочкой нагрузки с ростом закритических де­
формаций.

3°. После работ [209, 210) появилось большое число анало­
гичных исследований, различающихся в основном только видом 
выражения (4.4). аппроксимирующего прогиб оболочки. Вели­
чины нижних критических нагрузок, полученные в этих рабо­
тах, лучше соответствовали экспериментальным данным, чем 
классическая верхняя нагрузка, и возникло предложение в каче­
стве критерия устойчивости принимать нижнюю критическую 
нагрузку. Однако позднее с помощью ЭВМ было обнаружено, 
что величина нижней критической нагрузки уменьшается при 
увеличении числа членов, удерживаемых в разложении проги­
бов, а в некоторых работах были получены даже отрицательные 
значения атой величины.

Л. Доннелл [204] преложил объяснять низкие эксперимен­
тальные критические нагрузки наличием начальных несовер­
шенств формы срединной поверхности и ввел начальный про­
гиб в нелинейные уравнения. Этот факт подтвердили и экспе­
рименты Р. Теннисона [141], проведенные на моделях оболочек, 
достаточно точно изготовленных в вакуумных условиях, и по­
казавшие хорошее соответствие с классической линейной тео­
рией. Однако еще некоторое время общая нелинейная теория 
оболочек привлекала мало внимания из-за больших трудностей 
решения нелинейных уравнений

4° Повеление различных упругих систем вблизи точки би­
фуркации на основе нелинейной теории в случае малых конеч­
ных отклонений от основного состояния исследовал В Т Кой- 
тер. Кратко основные результаты теории Койтера изложены и
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аботе [75]. Обзор исследований, возникших на основе теории 
лйтера, приведен в [187, 214] Рассмотрим си>ь.<ие пол .♦гнил 
той теории.

Пусть внешние нагрузки заданы в аиле произвел» иил яели- 
ин, характеризующих единичную систему сил. и едииствеи- 
ого параметра нагрузки Л Будем считать что для оеиовио- 
о состояния 1 перемещения И7Л) известны Считаем что при 
ереходе к смежному состоянию П возникают дополнительные 
(алые (но не бесконечно малые) перемещения и Как и боль- 
тинство исследователей в области устойчивости механических 
истем при консервативном нагружении. Койтер принял анор­
етический критерий устойчивости. Приращение энергии при 
гереходе от состояния 1 к состоянию II можно разложить в ряд 
(0 функции и и ее производным

ОС
Пн-П,II,[и;Л]. (4 5)

1=1

где II,[и; Л] — группа членов, содержащих i-x* степень величины
i и се производных

Условие равновесия основного состояния нм-ст вид II Л] = О
Необходимым условием устойчивости осмовног с стоди ил яв­
ляется соотношение

П3(и;Л]>0. (4 6)

Если знак равенства соответствует только перемеш-нилм и = О, 
то это условие является и достаточным При достижении пара­
метром Л критического значения неравенство (4 6) справедливо, 
но знак равенства выполняется теперь не Только для и = 0. но 
и для и — («1, где (ц — функция, определяющая форму потери 
устойчивости. а( — параметр характеризующий амплитуду 
выпучивания Критическое значение Aj и форма потери устой­
чивости (ц определяются из решения задачи с собственных зна­
чениях.

пин П,[в. Л] = 0.U

Исследуем новое положение равновесия при параметре на­
грузки, близком к Ль характеризуемое малым дополнительным 
перемещением и Представим и в виде о = £и: + 5, а фунмшона- 
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ли П,(и;Л] разложим и ряд Тейлора в окрестности Л>:

П,[ц;А] = £п(1)(и]А’.
•=1

где А = Л — Л1.
С учетом этого выражение (4.5) можно представить в следу­

ющем виде:

iin-nI = f;f;4,A?H1(;)[u1]4-
i=2,=l

4=1

Zn‘>w+EEr>n,fij(«b«j
j=i ■=! >=i

nllfu1,u] = 0, njfuJ = О
Здесь — однородные функционалы i-й степени от

функции О] и ее производных и к-й степени от функции й и ее 
производных. В (4.12) слагаемые в первой строчке не зависит от 
й, во второй строчке являются линейными относительно й, в по­
следней строчке суммируются члены, содержащие й в степени 
к.

Условие минимума выражения (4.7) при постоянном значе­
нии амплитуды выпучивания а в первом приближении имеет вид

min(Jl// - II/) = пнп(П2[в] + tAnn[ut,u] -I- 42I121(ui, и]).

Из решения этой задачи вытекает, что функция й является ма­
лой второго порядка по отношению к величинам ( и А и может 
быть представлена в виде

й - +

С учетом этого минимальное значение величины (4.7) в пер­
вом приближении может быть представлено следующим обра­
зом:

n(f,Aj = л2<2а + я„Г.
где

Л2 =
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n = 3, если At - # 0,

n = 4 и Л< = n<[u|j- Пз[г' если Л> = 9

Из условия равновесия смежного состояния

^П((;А) = 2А?{А + ПЛ,(|'-,> = С (4Л)

Для определения, является ли состояние равновесия уетоД
ХВЫМ ИЛИ НеуСТОЙЧИЬЫМ, ВЫЧИСЛИМЫ В: ■■ ~г ЛШСДНуЮ по

^■П((;А) = 2Л1А + п(п-

Уравнение (4.6) удовлетворяется при ( = 0. и в «том случае 
1 = 0. что соответствует основе.му C'.civiro»» равновесия,
второе является устойчивым при А < Л- и и-.. - д -лады при 

1 > Aj. Остальные решения уравнения (4 3) определяются С* 
гтношением

<1"’,)=_й:А (О)

Соответствующее условие устойчивс :>• nv-л вид

5’— П((;А) = —2.4j(n-2)А (4 10)

В случае п = 3 равновесие при критической силе будет не­
устойчивым; смежные состояния равновесия, со­
отношением (4.9), в соответствии с (4 10) устойчивы при нхгру> 
ках больше критических и неустойчивы при натру i.-xx меньше 
критических (рис. 27, а)

В случае п = 4, если Л« > 0. то равновесие при критиче­
ской силе будет устойчивым и су шествуют устойчивые смеж­
ные состояния равновесия для нагрузок больших. ч м критиче­
ские (рис 28. а) Этот случай иллюстрируег п сведение с.а л: .то 
стержня или плоских пластин

При Л.( < 0 равновесие при критической силе будет неустой­
чивым, и существуют неустойчивые состояния раин .-весил для 
нагрузок меньше критических (рис. 29, «) Этот случай относит­
ся к большинству задач связанных с устойчивостью оболочек.
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Рис 29.
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При нагрузках меньше критическ :• >. з<< * . , ,АЯ
ЩНОВССИЯ ЯВЛЯЮТСЯ ИСуггоЯчии». ли :м-чс><. ■ ги, < и „ 
«сЯ на рис 27, а 29. а).

5’ Если конструкция имеет начч...
ТС состояние раяНОВССИЛ отэбракл-..рзви J >риу
трощенной модели не соответству-т • ; v-- ; iai и« .ч, 
^конструкции Прирашение энер-ии г ри и »
>го состояния к смежному имеет , :w- I тыЯ ч : ■ .
ай относительно перемещения и и если начальные нес ,и-р- 
enciua формы малы (имеют порядок толщины оболочви) то 
тот дополнительный член будет .-ин-Лиим и - то иг- ■ --из 
ссовершенств

В этом случае я нероом прибллт • ■ ии ■ . <• !7 и -т
ИД

Пп-П1 = П,(и.А]+П.<-1 <-П. •. -7.’., .

те й0 — параметр, определяющий гл> бин . начал ■
тенств формы, Qi(u) — линейный ; •• -и
актера начальных несовершенств Е ли г; -и • • • ие
ледоаание, как и выше, то получим

П-(6А) = /ЫгА + Л»Г +i

•де Н — Условие равновесия при «том имеет вил

^1Г(«. А) = 24а(X + пА,(<—: ’ а. г.ДВ = О

Критерий устойчивости п данном случае остается гема» — 
(4.10). Рассматривая уравнение (4 11) вместе с условием потери 
устойчивости 35П(^. А)/6{’ - 0 для критического значения А* 
можно получить асимптотическую формулу, связывающую па­
раметр начальных несовершенств с отклонением значения кри­
тической нагрузки от классического, иычмедепногч для 'иде­
альной” конструкции При п = 3 находим

(At-Л')’ = 3^йо.Г (4-12)
-*ч
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При n - 4 и Ai < 0 имеем

(4.13)

Полученные зависимости показаны на рис. 27,5—29, 6 Наи­
более важным результатом является появление предельных то 
чек, соответствующих Л" в случае неустойчивого критического 
состояния "идеальной” упрощенной модели. Значение истинной 
критической нагрузки Л’ оказывается в таких случаях очень 
чувствительным к влиянию начальных несовершенств.

Наиболее просто получаются формулы типа (4 12) и (4 13) 
в случае, если несовершенство имеет классическую форму вы­
пучивания Некоторые такие формулы, полученные В.'! Кой- 
тером, приведены в работах [75, 187). В [5] для наиболее чув­
ствительной к несовершенствам цилиндрической оболочки, ис­
пытывающей действие осевого сжатия, получена асимптотиче­
ская формула, аналогичная (4.13), характеризующая влияние 
осесимметричного локального или случайного прогиба В [12, 
13] приведены аналогичные соотношения для локализованных в 
осевом направлении неосесимметричиых несовершенств, а так­
же для регулярных и локализованных отклонений в толщине 
оболочки.

6° В работе [140] на основе метода Ляпунова—Шмидта по­
строена общая теория выпучивания и начального послекрити- 
ческого поведения пологих упругих оболочек с малыми несо­
вершенствами формы срединной поверхности при близких или 
совпадающих критических нагрузках. Определяется число но­
вых форм равновесия с построением рядов Ляпунова Шмидта 
для каждой из них.

Уравнения пологих оболочек при наличии начальных проги­
бов и?о имеют вид

DS'u = Д(щ0 + и>, Ф) + Д^ф,

(4.14)

Здесь ш — дополнительный прогиб, ф — функция усилий one 
раторы Д, Де описаны в пп. 3.1.3, 5.4.2.
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Предположим, что нагрузка зависит от одного параметра Л 
Л1 — наименьшее собственное знамени-:. соответствующее пв- 
шетру нагрузки для совершенной оболочки (при в - . t де 
•: — малая амплитуда начального прогиб . Вы.-.- -им ■ фуни-
иях прогиба и усилий члены, описываюши' д-жр.ттич- ■> с <-с- 
тояние (ш., Ф.), и разложим функции . Ф. > ’•< V
|рял по параметру А = Л - Л]

ОС

ш.(Л) = w.(Ai) + У~~

ф.(л) = ф.(л,) + £ф;р
j=»

Положим Ш = Ш| 4- U-., Ф = Ф| + Ф. Т .-.а Г..---МУ ■ 4 14 ддл 
чалых возмущений и>|,Ф|.А можно запись’:.

BU = (М + MT)U = AftU 4 У. А'С/ - Л< . 4

Здесь
U

М — линейный оператор, описывающий булоч­
ки; Мт — линейный дифференциальный куратор вызванный 
докритическими усилиями, Л/о — оператор, порожденный на- 
чальными несовершенствами Af, нелнч-Ллый ператор

/ Цш^.ФО 4- L(uу Ф])

Асимптотическое решение системы (4 15' ищ тс i в виде

п п

С = + ОСИ3!)- НИ)
4=1 ;=44 = 1

где Uj — формы выпучивания. соответствующие собствен му 
числу Л[ кратности п, — малые числа

Подставлял ( I 16) в (4.15), получаем н< ди родную систему 
линейных уравнений относительно неизвестных х, и С,»
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Уравнения разветвления в этом случае могут быть предста­
влены в виде

+ =0- (417J

где wOj = й'о(Са t j)
Система (4.17) решается в [140] численно для нагруженных 

равномерным внешним давлением Не озеро:-иных сфериче!.? й 
и конической оболочек с учетом двух собственных форм При 
этом одновременно ставится условие

det :^Li/^= 0, г, £ = I... г,.

при котором происходит потеря устойчивости. Такой способ 
позволяет, не отыскивая всех ветвей решений, находить значе­
ния критически' -■ ■ -- ■ _.<к . ••• г в xs;
ризуюших несовершенства об дочки

В работе [143] аналогичное исследовали-. выполнено для не­
пологих оболочек вращения Так л‘ как и в J 40] отмечается 
что учет взаимодействия собственных форм приводит к допол­
нительному уменьшению критической нагрузки
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