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В работе получены асимптотические уравнения, описывающие эллиптический погранс-
лой в оболочках вращения при действии ударных нормальных поверхностных нагрузок. Рас-
сматриваемый вид погранслоя имеет место только при поверхностных и торцевых нагрузках
нормального типа и сосредоточен в малой окрестности условного фронта поверхностных волн
Рэлея. Используются асимптотические методы в комбинациях с символическим методом Лу-
рье. Для погранслоя получены эллиптические уравнения, описывающие поведение погранслоя
по толщине оболочки, и гиперболические уравнения, задающие граничные условия на лицевых
поверхностях. Библиогр. 18 назв. Ил. 1.
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Настоящая работа посвящена построению погранслоя в окрестности условного
фронта поверхностной волны Рэлея при ударных нормальных поверхностных на-
грузках. Рассматриваемый погранслой используется в общей асимптотической схеме
расчленения нестационарного напряженно-деформированного состояния (НДС) на
составляющие с различными показателями изменяемости [1–7], когда на различных
участках фазовой плоскости применяются безмоментная и изгибная составляющие
теории Кирхгофа—Лява, квазистатистический погранслой типа Сен-Венана, уравне-
ния квазиплоской и квазиантиплоской задач теории упругости, а также погранслои
разных типов.

Представленный вывод асимптотически оптимальных уравнений рассматривае-
мого погранслоя обобщает исследования, проведенные для случаев полуплоскости,
слоя и цилиндрической оболочки [8–17]. Особенностью данного исследования являет-
ся характер выведенных асимптотических уравнений: эллиптические уравнения опи-
сывают изменение погранслоя по толщине, а гиперболические уравнения задают гра-
ничные условия и характеризуют волновой процесс на поверхности оболочки.

Рассмотрим оболочку вращения относительно криволинейных координат (α, θ,
z), изображенную на рисунке. Здесь α— длина дуги вдоль образующей срединной
поверхности, θ—угол в окружном направлении, z —внешняя нормаль к срединной
поверхности.

Если мы обозначим напряжения и перемещения как σij и vi (i = 1, 2, 3), гранич-
ные условия на лицевых поверхностях запишутся в виде

σ33 = −P (α, t), σ13 = 0 при z = ±h, (1)

где h—полутолщина оболочки. Также рассмотрим однородные начальные условия

vi =
∂vi
∂t

= 0 (i = 1, 2, 3) при t = 0. (2)
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Оболочка вращения

Разрешающие динамические уравнения теории упругости для осесимметричного слу-
чая запишутся в виде

æ−2 ∂
2v1
∂α2

+
∂2v1
∂z2

+
1

1− 2ν

∂2v3
∂α∂z

− 2ρ(1 + ν)

E

∂2v1
∂t2

+

+
z

R1

(
−æ−2 ∂

2v1
∂α2

+
∂2v1
∂z2

− 2ρ(1 + ν)

E

∂2v1
∂t2

)
+æ−2B

′

B

∂v1
∂α

+

+

(
1

R1
+

1

R2

)
∂v1
∂z

+

(
3− 4ν

1− 2ν

1

R1
+

1

1− 2ν

1

R2

)
∂v3
∂α

= 0,

(3)

1

1− 2ν

∂2v1
∂α∂z

+
∂2v1
∂α2

+æ−2 ∂
2v3
∂z2

− 2ρ(1 + ν)

E

∂2v3
∂t2

+

+
ζ

R1

(
−∂

2v3
∂α2

+æ−2 ∂
2v3
∂z2

− 2ρ(1 + ν)

E

∂2v3
∂t2

)
− 3− 4ν

1− 2ν

1

R1

∂v1
∂α

+

+
1

1− 2ν

B′

B

∂v1
∂z

+
B′

B

∂v3
∂α

+æ−2

(
1

R1
+

1

R2

)
∂v3
∂z

= 0,

где E, ν, ρ—модуль Юнга, коэффициент Пуассона и плотность материала оболочки,
B —расстояние до оси вращения, æ2 = (1 − 2ν)/(2 − 2ν), R1, R2— радиусы кривизн,
а уравнения связи между напряжениями и перемещениями имеют форму

σ11 =
E

2(1 + ν)æ2

(
∂v1
∂x

+
ν

1− ν
∂v3
∂ζ
− z

R1

∂v1
∂x

+
ν

1− ν
B′

B
v1+

+

(
1

R1
+

ν

1− ν
1

R2

)
v3

)
,

σ33 =
E

2(1 + ν)æ2

(
ν

1− ν
∂v1
∂x

+
∂v3
∂z
− ν

1− ν
z

R1

∂v1
∂x

+
ν

1− ν
B′

B
v1+ (4)

+
ν

1− ν

(
1

R1
+

1

R2

)
v3

)
,

σ13 =
E

2(1 + ν)

(
∂v1
∂z

+
∂v3
∂x

− v1
R1

+
z

R1

∂v3
∂z

)
.

Введем безразмерные переменные

ξ =
α

h
, ζ =

z

h
, τ =

tc2
h
, c2 =

√
E

2(1 + ν)ρ
. (5)
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Тогда разрешающие уравнения (3)–(4) запишутся в виде

æ−2 ∂
2v1
∂ξ2

+
∂2v1
∂ζ2

+
1

1− 2ν

∂2v3
∂ξ∂ζ

− ∂2v1
∂τ2

+ η
ζ

R1

(
−æ−2 ∂v1

∂ξ2
+
∂2v1
∂ζ2

− ∂2v1
∂τ2

)
+

+ηæ−2B
′

B

∂v1
∂ξ

+ η

(
1

R1
+

1

R2

)
∂v1
∂ζ

+ η

(
3− 4ν

1− 2ν

1

R1
+

1

1− 2ν

1

R2

)
∂v3
∂ξ

= 0,

1

1− 2ν

∂2v1
∂ξ∂ζ

+
∂2v3
∂ξ2

+æ−2 ∂
2v3
∂ζ2

− ∂2v3
∂τ2

+ η
ζ

R1

(
−∂

2v3
∂ξ2

+æ−2 ∂
2v3
∂ζ2

− ∂2v3
∂τ2

)
−

−η 3− 4ν

1− 2ν

1

R1

∂v1
∂ξ

+ η
1

1− 2ν

B′

B

∂v1
∂ζ

+ η
B′

B

∂v3
∂ξ

+ ηæ−2

(
1

R1
+

1

R2

)
∂v3
∂ζ

= 0;

(6)

σ11=
E

2(1+ν)æ2h

(
∂v1
∂ξ

+
ν

1−ν
∂v3
∂ζ

+η

(
− ζ

R1

∂v1
∂ξ

+
ν

1−ν
B′

B
v1+

(
1

R1
+

ν

1−ν
1

R2

)
v3

))
,

σ33 =
E

2(1 + ν)æ2h

(
ν

1− ν
∂v1
∂ξ

+
∂v3
∂ζ

+ η

(
− ν

1− ν
ζ

R1

∂v1
∂ζ

+
ν

1− ν
B′

B
v1+

+
ν

1− ν

(
1

R1
+

1

R2

)
v3

))
,

σ13 =
E

2(1 + ν)h

(
∂v1
∂ζ

+
∂v3
∂ξ
− η

(
v1
R1

+
ζ

R1

∂v3
∂ξ

))
,

(7)
где малый параметр η = h/R, R—характерное значение радиуса кривизны. Здесь
обозначения Ri используются для приведенных значений радиусов кривизн (R∗

i =
Ri/R, звездочка опускается).

Анализ разрешающих уравнений показывает, что рассматриваемый тип НДС,
который строится при единичных значениях показателей изменяемости и динамич-
ности, может быть классифицирован как коротковолновый и представлен с погреш-
ностью O(η) в виде комбинации симметричной и антисимметричной составляющих,
каждая из которых имеет вид

σkl = E(σ0
kl + ησ1

kl), vm = Rη(v0m + ηv1m), k, l,m = 1, 2, 3, (8)
где индекс «0» обозначает асимптотически главную компоненту (симметричную или
антисимметричную относительно срединной поверхности), асимптотически второсте-
пенная компонента обозначается индексом «1» (соответственно антисимметричная
или симметричная). Тогда разрешающие уравнения для основной компоненты могут
быть переписаны в форме

æ−2 ∂
2v1
∂ξ2

+
∂2v1
∂ζ2

+
1

1− 2ν

∂2v3
∂ξ∂ζ

− ∂2v1
∂τ2

+ ηæ−2B
′

B

∂v1
∂ξ

= 0,

1

1− 2ν

∂2v1
∂ξ∂ζ

+
∂2v3
∂ξ2

+æ−2 ∂
2v3
∂ζ2

− ∂2v3
∂τ2

+ η

(
1

1− 2ν

B′

B

∂v1
∂ζ

+
B′

B

∂v3
∂ζ

)
= 0;

(9)

σ11 =
E

2(1 + ν)æ2h

(
∂v1
∂ξ

+
ν

1− ν
∂v3
∂ζ

+ η
ν

1 − ν
B′

B
v1

)
,

σ33 =
E

2(1 + ν)æ2h

(
ν

1− ν
∂v1
∂ξ

+
∂v3
∂ζ

+ η
ν

1 − ν
B′

B
v1

)
,

σ13 =
E

2(1 + ν)h

(
∂v1
∂ζ

+
∂v3
∂ξ

)
.

(10)
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Построение уравнений погранслоя может быть выполнено с помощью символи-
ческого метода Лурье. Выпишем систему уравнений (9)–(10) в операторной форме:

d2v1
dζ2

+

(
æ−2∂2ξ − ∂2τ + ηæ−2B

′

B
∂ξ

)
v1 + (æ−2 − 1)∂ξ

dv3
dζ

= 0,

(æ−2 − 1)

(
∂ξ + η

B′

B

)
dv1
dζ

+æ−2 d
2v3
dζ2

+

(
∂2ξ − ∂2τ + η

B′

B
∂ξ

)
v3 = 0;

(11)

σ11 =
E

2(1 + ν)æ2h

(
∂ξv1 +

ν

1− ν
dv3
dζ

+ η
ν

1− ν
B′

B
v1

)
,

σ33 =
E

2(1 + ν)æ2h

(
ν

1− ν ∂ξv1 +
dv3
dζ

+ η
ν

1− ν
B′

B
v1

)
, (12)

σ13 =
E

2(1 + ν)h

(
dv1
dζ

+ ∂ξv3

)
,

где операторы ∂ξ, ∂τ выражаются следующим образом: ∂ξ = ∂/∂ξ, ∂τ = ∂/∂τ.
Решим систему (11), рассматривая ее как систему обыкновенных дифференци-

альных уравнений:

v1 =∂ξe
−i(1−ζ)α1D1 + ∂ξe

−i(1+ζ)α1D2 + iβ1e
−i(1−ζ)β1D3 − iβ1e−i(1+ζ)β1D4,

v3 =iα1e
−i(1−ζ)α1D1 − iα1e

−i(1+ζ)α1D2−

−
(
∂ξ + η

B′

B

)
e−i(1−ζ)β1D3 −

(
∂ξ + η

B′

B

)
ei(1+ζ)β1D4,

(13)

где Di —произвольные операторы, α2
1 = ∂2ξ −æ2∂2τ + η

B′
B ∂ξ, β

2
1 = ∂2ξ −∂2τ −æ2∂2τ + η

B′
B .

Проанализируем символическое решение, основываясь на прямой аналогии сим-
волического метода с методом интегральных преобразований. Решение (13) соответ-
ствует изображению двойного интегрального преобразования Лапласа (по времени) и
Фурье (по продольной координате) при ∂τ ∼ s, ∂ξ ∼ iχ, где s и χ—параметры преоб-
разования Лапласа и Фурье соответственно. В рассматриваемом решении слагаемые с
множителями (1− ζ) в показателях степени экспоненты соответствуют волнам, ини-
циируемым лицевой поверхностью ζ = 1 и распространяющимся в отрицательном
направлении оси ζ, а слагаемые с множителями (1+ ζ) — волнам, инициируемым ли-
цевой поверхностью ζ = −1 и распространяющимся в положительном направлении
оси ζ.

Подставляя решение (13) в граничные условия (1), получим следующую систему
алгебраических уравнений для Di:

γ21D1 + γ21e
−i2α1D2 + i

(
∂ξ + η

B′

B

)
β1D3 − i

(
∂ξ + η

B′

B

)
β1e

−i2β1D4 = −P,

i∂ξα1D1 − i∂ξα1e
−i2α1D2 − γ21D3 − γ21e−i2β1D4 = 0,

γ21e
−i2α1ζD1 + γ21D2 + i

(
∂ξ + η

B′

B

)
β1e

−i2β1ζD3 − i
(
∂ξ + η

B′

B

)
β1D4 = −P,

i∂ξα1e
−i2α1D1 − i∂ξα1D2 − γ21e−i2β1D3 − γ21D4 = 0.

(14)

Для упрощения вычислений пренебрежем членами с множителями e−i2α1 и e−i2β1

в граничных условиях (14). Это соответствует, в конечном итоге, пренебрежению
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членами с множителями exp(−2
√
1− æ2æ2

Rχ) и exp(−2
√
1− æ2

Rχ) (cR — скорость по-
верхностных волн Рэлея) в асимптотике для первого корня уравнения Рэлея—Лэмба
при χ→∞ [18]:

ω1(χ) = æRχ−Bωχ exp

(
−2

√
1− æ2

Rχ

)
+Bωχ exp

(
−2

√
1− æ2æ2

Rχ

)
,

Bω = 2

[
æR

1− æ2
R

+
ææR

1− æ2æ2
R

− 4æR

2− æ2
R

]−1

, æR =
cR
c2

< 1.

(15)

Коэффициент æR является корнем известного трансцендентного уравнения

(2 − æ2
R)

2 − 4
√
1− æ2

R

√
1− æ2æ2

R = 0. (16)

Тогда уравнения (14) могут быть преобразованы к виду

γ21D1 + i

(
∂ξ + η

B′

B

)
β1D3 = −P,

i∂ξα1D1 − γ21D3 = 0,

γ21D2 − i
(
∂ξ + η

B′

B

)
β1D4 = −P,

−i∂ξα1D2 − γ21D4 = 0.

(17)

Рассмотрим большие значения времени, когда τ � 1 (т. е. когда фронты волн
проходят расстояние, много большее толщины оболочки: τ = O(T ), T � 1). Введем
малый параметр ε = 1/T и масштабированные переменные y, τ0:

y =
ξ − æRτ

ε
, τ0 = ετ, (18)

позволяющие построить прифронтовую асимптотику в дальнем поле волны Рэлея.
Введем новые операторы ∂y, ∂τ0 :

∂y = ∂/∂y, ∂τ0 = ∂/∂τ0. (19)

Раскладывая уравнения (14) и выражения для перемещений и напряжений в ряд
по малому параметру ε, оставим в них асимптотически главные части. Затем вернемся
к исходным операторам ∂ξ, ∂τ и, соответственно, к дифференциальной форме иско-
мых уравнений. Введем объемные и сдвиговые потенциалы Ламе: φ1, φ2 и ψ1, ψ2, где
индексом «1» будем обозначать отрицательное, индексом «2» — положительное по ζ
направление распространения возмущений. Тогда потенциальные функции φi, ψi в
исходных размерных координатах будут определяться эллиптическими уравнениями(

1− c2R
c21

)2
∂2φi
∂α2

+
∂2φi
∂z2

= 0,(
1− c2R

c21

)2
∂2ψi

∂α2
+
∂2ψi

∂z2
= 0, i = 1, 2,

(20)
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при следующих граничных условиях:

∂2χ1

∂t2
− c2R

∂2χ1

∂α2
− æRKω

B′

B

∂χ1

∂α
= −æRBωb

a

∂P

∂α
, z = h,

∂2χ2

∂t2
− c2R

∂2χ2

∂α2
− æRKω

B′

B

∂χ2

∂α
=

æRBωb

a

∂P

∂α
, z = −h,

∂2φ1
∂α∂z

+
1

a2
B′

B

∂φ1
∂z

= g
∂2ψ1

∂α2
+
B′

B

∂ψ1

∂α
, z = h,

∂2φ2
∂α∂z

+
1

a2
B′

B

∂φ2
∂z

= −g ∂
2ψ2

∂α2
− B′

B

∂ψ2

∂α
, z = −h,

a =
√
1− æ2æ2

R, b =
√
1− æ2

R, Kω = Bω + 2, g = 1− 1

2
æ2

R,

(21)

где χi = ∂ψi/∂z. Перемещения и напряжения выражаются через потенциальные
функции по формулам

v1 =
∂ϕ1

∂α
+
∂ϕ2

∂α
+
∂ψ1

∂z
+
∂ψ1

∂z
,

v3 =
∂ϕ1

∂z
+
∂ϕ2

∂z
− ∂ψ1

∂α
− ∂ψ2

∂α
− B′

B
(ψ1 + ψ2) ,

σ33 = −g
(
∂2ϕ1

∂α2
+
∂2ϕ2

∂α2

)
− ∂2ψ1

∂α∂z
− ∂2ψ2

∂α∂z
− B′

B

(
∂ϕ1

∂α
+
∂ϕ2

∂α
+
∂ψ1

∂z
+
∂ψ1

∂z

)
,

σ13 =
∂2ϕ1

∂α∂z
+
∂2ϕ2

∂α∂z
− g

(
∂2ψ1

∂α2
+
∂2ψ2

∂α2

)
− B′

B

(
∂ψ1

∂α
+
∂ψ2

∂α

)
.

(22)

В качестве примера проанализируем распространение волны Рэлея по лице-
вой поверхности цилиндрической оболочки, для которой в граничных условиях (1)
P (α, t) = pδ(α)H(t), где δ —дельта-функция, H —функция Хевисайда, а p— задан-
ная постоянная. Использование аппарата интегральных преобразований Фурье по
пространственной переменной α и Лапласа по времени даeт следующее ожидаемое
выражение для перемещения v3 на поверхности z = h, задающее граничные условия
для малых окрестностей условных фронтов поверхностной волны Рэлея:

v3 =
æRBωp√

2πa

[
− glna

2(h+ z)2 + (α− cRt)2
a2(h+ z)2 + α2

− glna
2(h+ z)2 + (α + cRt)

2

a2(h+ z)2 + α2
+

+ln
b2(h+ z)2 + (α− cRt)2

b2(h+ z)2 + α2
+ ln

b2(h+ z)2 + (α+ cRt)
2

a2(h+ z)2 + α2

]
.

(23)

Формула (23) иллюстрирует механизм распространения участка возмущения НДС
в районе условного фронта поверхностной волны Рэлея (точнее, квазифронта). По-
верхностная волна распространяется со скоростью cR вдоль границы и формирует
участок возмущения в теле оболочки в малой окрестности рассматриваемого ква-
зифронта.
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ELLIPTIC BOUNDARY LAYER IN SHELLS OF
REVOLUTION UNDER NORMAL SHOCK SURFACE LOADING
Irina V. Kirillova, Leonid Yu. Kossovich
Saratov State University, ul. Astrakhanskaya, 83, Saratov, 410012, Russian Federation;
nano-bio@sgu.ru
Asymptotic equations for the elliptic boundary layer in shells of revolution at shock normal surface loading
are derived in the present paper. Considered boundary layer type has place only at surface and edge
shock loading and is localized in the small vicinity of the front of the Rayleigh surface waves. There are
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used asymptotic methods together with A. I. Lourier’s symbolic integration. There are obtained elliptic
equations discribing the boundary layer behaviour with respect to the normal coordinate and hyperbolic
equations defined the boundary layer on the shell faces. Refs 18. Figs 1.

Keywords: shell of revolution, asymptotic methods, shock loading, symbolic method Lourier, Rayleigh
wave, boundary layer.
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