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В статье приводятся условия, при которых вероятность попадания линейной комби-
нации случайных векторов в многогранный конус является Schur-вогнутой функцией
от коэффициентов комбинации. Требуется, чтобы конус содержал точку 0, его ребра
были параллельны осям координат, а плотность распределения векторов была лога-
рифмически вогнутой знакоинвариантной функцией.
Ключевые слова: прямоугольный конус, предпорядок внутри мажоризации, знакоин-
вариантная плотность, логарифмическая вогнутость, G-мажоризация.

1. Введение. Ряд работ в области вероятности и статистики связан с попа-
данием случайного вектора из Rn, n ≥ 2, в центрально-симметричные выпуклые
множества. Стоит отметить, что данное обстоятельство согласуется с понятием ост-
роконечности (концентрации около начала) случайного вектора, введенным в [1], в
котором фигурируют именно такие множества.

В разделе 2 мы, используя некоторые подобные результаты, переносим их на
прямоугольные многогранные конусы. Дополнительным условием здесь оказывает-
ся знакоинвариантность плотности распределения.

В разделе 3 уделяется внимание рассмотренному в [2] предпорядку векторов,
более редкому, чем широко известная мажоризация. В то же время этот предпорядок
обычно легче проверяется. Теорема 5, сформулированная в разделе 3, представляет
собой определенный способ продуцирования такого отношения между векторами.

2. Вероятность попадания вектора в конус. 2.1. Мажоризация. Напом-
ним определение Schur-вогнутой функции [2]. Говорят, что вектор a = (a1, . . . , am)
мажорируется вектором b = (b1, . . . , bm), и записывают a ≺ b, если

m∑
i=1

bi =

m∑
i=1

ai и
k∑

i=1

b[i] ≥
k∑

i=1

a[i], k = 1, 2, . . . ,m− 1,

где b[1] ≥ · · · ≥ b[m], a[1] ≥ · · · ≥ a[m] — упорядоченные по убыванию (невозрастанию)
компоненты векторов b и a соответственно. Функция ϕ называется Schur-вогнутой,
если из a ≺ b следует ϕ(a) ≥ ϕ(b).
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Пусть X1, . . . , Xm — независимые одномерные случайные величины с общей
плотностью h, которая симметрична (относительно начала) и лог-вогнута. В [2,
§ 12.J] отмечено, что тогда следующие два результата, восходящие к [3], эквива-
лентны:

(a) для каждого t > 0
ψ(a) = P{ΣaiXi ≤ t}

есть Schur-вогнутая функция от a, ai ≥ 0 для всех i;
(b) для каждого t > 0

ψ̃(a) = P{|ΣaiXi| ≤ t}
есть Schur-вогнутая функция от a, ai ≥ 0 для всех i.

Для n-мерных (n ≥ 2) случайных векторов ситуация в этом отношении услож-
няется, и мы будем ориентироваться на то, что из (b) следует (a). Поэтому в даль-
нейших рассуждениях отправной точкой нам служит теорема 3.2 из [4], которую
можно сформулировать как аналог утверждения (b).

Теорема 1 [4]. Пусть X1, . . . ,Xm — независимые одинаково распределенные
случайные векторы в Rn с общей симметричной (относительно начала) лог-
вогнутой плотностью. Тогда

Ψ(a) = P

{
m∑
�=1

a�X� ∈ A
}
,

где A — любое симметричное (относительно начала) выпуклое подмножество Rn,
есть Schur-вогнутая функция от a.

В Rn для фиксированных ci, i = 1, . . . , n, ci �= 0, обозначим через ∠(c1, . . . , cn)
тот многогранный конус с вершиной в точке (c1, . . . , cn) и n ребрами, параллельными
осям координат, который содержит 0.

Теорема 2. Пусть h(x1, . . . , xn) = h(|x1|, . . . , |xn|) — лог-вогнутая плотность
в Rn. Тогда ∀ ci, i = 1, . . . , n, ci �= 0, и a � b, a, b ∈ Rm,

P

{
m∑
�=1

b�X� ∈ ∠(c1, . . . , cn)
}
≥ P

{
m∑
�=1

a�X� ∈ ∠(c1, . . . , cn)
}
,

где X�, � = 1, . . . ,m, — независимые одинаково распределенные n-мерные случайные
векторы с общей плотностью h.

Доказательство. Прежде всего заметим, что конусы представляют со-
бой прямоугольные многогранники, содержащие 0, из чего следует, что⋃

ε ∠(ε1c1, . . . , εncn) = Rn. Действительно, возьмем произвольную точку x =
(x1, . . . , xn) ∈ Rn, тогда во всяком случае x ∈ ∠(ε1|c1|, . . . , εn|cn|), где εi = −sgn(xi)
и любое εi = ±1 при xi = 0.

Обозначим через 〈a,X〉 векторно-матричное произведение. Напомним, что если
a = (a1, . . . , am) и X = ||x�i||, � = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n, то векторно-матричное про-
изведение определяется как вектор d = (d1, . . . , dn), у которого di =

∑m
�=1 a�x�i (i =

1, . . . , n).
Пусть ĥ — плотность 〈a,X〉. Поскольку h знакоинвариантна, то такова же функ-

ция ĥ; это легко проверяется с учетом того, что плотность суммы двух независимых
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векторов есть свертка их плотностей. Покажем, что в силу знакоинвариантности ĥ
мы имеем для всех εi = ±1 равенство

P{〈a,X〉 ∈ ∠(ε1c1, . . . , εncn)} = P{〈a,X〉 ∈ ∠(|c1|, . . . , |cn|)}. (1)

Фиксируя ci > 0, i = 1, . . . , n, установим взаимно-однозначное соответствие между
точками двух произвольных конусов: ∠(ε1c1, . . . , εncn) и ∠(ε′1c1, . . . , ε′ncn). Посколь-
ку ∠(ε1c1, . . . , εncn) = {x ∈ Rn : (xi − εici)εi ≤ 0, i = 1, . . . , n}, то, сопостав-
ляя множества {xi : εixi ≤ ci} и {x′i : ε′ix

′
i ≤ ci}, получаем искомое соответствие:

x′i = εiε
′
ixi, xi = εiε

′
ix

′
i.

Рассмотрим теперь

P{〈a,X〉 ∈ ∠(ε′1c1, . . . , ε′ncn)} =
∫
∠(ε′1c1,...,ε′ncn)

ĥ(x′1, . . . , x
′
n)dx

′
1, . . . , dx

′
n.

Сделав в интеграле замену переменных x′i = εiε
′
ixi, получим, что он равен∫

∠(ε1c1,...,εncn)

ĥ(ε1ε
′
1x1, . . . , εnε

′
nxn)|J |dx1, . . . , dxn.

Поскольку плотность ĥ знакоинвариантная, а матрица Якоби диагональная с эле-
ментами εiε′i на диагонали, то отсюда следует (1).

Для краткости, когда речь идет об определенном случайном вектореW, будем
под P [A] понимать P{W ∈ A}. Пусть в Rn имеется набор множествA(n)

j , j = 1, . . . , s.
Дальнейшие рассуждения базируются на формуле

s∑
j=1

P [A
(n)
j ] =

s∑
k=1

kP [R
(n)
k ], P [∅] = 0, (2)

где R(n)
k , k = 1, . . . , s, — множество тех x ∈ Rn, которые принадлежат ровно k из s

множеств A(n)
j ; ясно, что R(n)

k попарно не пересекаются и
⋃s

k=1 R
(n)
k =

⋃s
j=1 A

(n)
j .

Равенство (2) интуитивно напрашивается, и к нему несложно прийти, если за-
писать левую часть в виде

∫
Rn

∑
χAjdP и учесть, что

∑
χAj =

∑
kχRk

, где χ —
индикаторная функция множества.

Далее речь будет идти только о случайном вектореW = 〈a,X〉. Поскольку наши
последующие рассуждения строятся на индукции, то заметим, что при переходе от
Rn к Rn+1 возникает следующий эффект. Обозначим через L(n)

∗ набор из 2n конусов
∠(ε1c1, . . . , εncn), где εi = ±1. Предположим, что в Rn, n ≥ 2, существует такой на-
бор из 2n выпуклых симметричных множеств D(n)

∗ = {D(n)
1 , D

(n)
2 , . . . , D

(n)
2n }, D

(n)
1 =

Rn, что R
(n)

k = R
(n)
k , k = 1, . . . , 2n, где R

(n)

k относятся к набору D(n)
∗ , а R(n)

k — к
набору ∠(n)

∗ . Отсюда, согласно (2), получаем

2n∑
j=1

P [D
(n)
j ] =

2n∑
j=1

P [∠(n)
j ]. (3)

Нам предстоит показать, что тогда и в Rn+1 найдется набор из 2n+1 выпуклых
симметричных множеств {D(n+1)

1 , D
(n+1)
2 , . . . , D

(n+1)
2n+1 } таких, что R

(n+1)

k = R
(n+1)
k , и

тем самым выполняется (3) с заменой n на n+ 1.
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Рис. 1. Число множеств L
(2)
j (D

(2)
j ), покрыва-

ющих соответствующие области.

Но прежде следует сформировать базу индукции. С этой целью на рис. 1 для
n = 2 числами N снабжены множества точек, которые принадлежат ровно N кону-
сам из набора∠(2)

j , j = 1, 2, 3, 4. Легко проверяется, что точно такоеже расположение
N мы получим, если вместо конусов возьмем множества D(2)

1 = R2, D(2)
2 — верти-

кальная полоса, D(2)
3 — прямоугольник, D(2)

4 — горизонтальная полоса. Важно, что
эти фигуры выпуклы и симметричны.

Теперь возьмем произвольный конус ∠(ε1c1, . . . , εncn) из набора L
(n)
∗ , иначе

говоря, фиксируем εi, i = 1, . . . , n, и рассмотрим произвольную точку x(n) =
(x1, . . . , xn) в этом конусе. Поскольку мы имеем дело только с конусами, со-
держащими 0, то точка x(n+1) = (x1, . . . , xn, xn+1) принадлежит обоим конусам
∠(ε1c1, . . . , εncn, cn+1) и ∠(ε1c1, . . . , εncn,−cn+1) при условии −|cn+1| ≤ xn+1 ≤ |cn+1|
и одному — в противном случае. Пусть Nx(n) — количество конусов в L(n)

∗ , содер-
жащих точку x(n) ∈ Rn. Тогда легко следует, что Nx(n+1) = 2Nx(n) , если точка
x(n+1) = (x1, . . . , xn, xn+1) принадлежит неограниченному симметричному выпукло-
му многограннику C = {x(n+1) ∈ Rn+1 : −|cn+1| ≤ xn+1 ≤ |cn+1|}, и Nx(n+1) = Nx(n)

иначе.
Далее, для каждого j = 1, . . . , 2n возьмем в качестве D(n+1)

j множество точек
x(n+1) = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 таких, что x(n) = (x1, . . . , xn) ∈ D(n)

j , то естьD(n+1)
j =

D
(n)
j × R, в частности D(n+1)

1 = Rn+1. В свою очередь, для j = 2n + 1, . . . , 2n+1 по-
лагаем D(n+1)

j = D
(n+1)
j−2n

⋂
C. Ясно, что все D(n+1)

j , как и D(n)
j , — выпуклые симмет-

ричные множества.
Кроме того, если Nx(n) — количество множеств вD(n)

∗ , содержащих точку x(n) ∈
Rn, то для x(n+1) = (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ C оказывается Nx(n+1) = 2Nx(n) , поскольку
для каждого j = 1, . . . , 2n множества D(n+1)

j и D(n+1)
j+2n одновременно либо содержат

x(n+1), либо не содержат. В свою очередь, для x(n+1) ∈ Rn+1 \C очевидно Nx(n+1) =
Nx(n) .

Для n = 2 данное обстоятельство проиллюстрировано на рис. 2, где утолщен-
ными вертикальными отрезками условно представлены (гипер)плоскости x3 = −|c3|
и x3 = |c3|.
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При произвольном n для k = 1, . . . , 2n имеем

R
(n+1)

k \ C = (R
(n)

k × R) \ C, R
(n+1)

2k

⋂
C = (R

(n)

k × R)
⋂
C,

R
(n+1)
k \ C = (R

(n)
k × R) \ C, R

(n+1)
2k

⋂
C = (R

(n)
k × R)

⋂
C

и R
(n+1)

2k−1

⋂
C = R

(n+1)
2k−1

⋂
C = ∅.

Исходя из этого, получаем:
для k = 1, 3, . . . , 2n − 1

R
(n+1)

k = (R
(n)

k × R) \ C, R
(n+1)
k = (R

(n)
k × R) \ C,

для k = 2, 4, . . . , 2n

R
(n+1)

k =
(
R

(n+1)

k \ C
)⋃(

R
(n+1)

k

⋂
C
)
=
((
R

(n)

k × R
)
\ C
)⋃((

R
(n)

k/2 × R
)⋂

C
)
,

R
(n+1)
k =

(
R

(n+1)
k \ C

)⋃(
R

(n+1)
k

⋂
C
)
=
((
R

(n)
k × R

)
\ C
)⋃((

R
(n)
k/2 × R

)⋂
C
)
;

наконец, для k = 2n + 2, 2n + 4, . . . , 2n+1

R
(n+1)

k =
(
R

(n)

k/2 × R
)⋂

C, R
(n+1)
k =

(
R

(n)
k/2 × R

)⋂
C

и R(n+1)

k = R
(n+1)
k = ∅ для k = 2n + 1, 2n + 3, . . . , 2n+1 − 1.

Поскольку правые части всех «спаренных» равенств различаются только вели-
чинами R

(n)

k и R(n)
k , которые равны между собой по индукционному предположению,

то равны и соответствующие левые части. Таким образом, в отношении наборов
D

(n+1)
∗ и ∠(n+1)

∗ получаем R
(n+1)

k = R
(n+1)
k для всех k = 1, . . . , 2n+1, и тем самым

выполняется (3) с заменой n на n+ 1.
В результате, согласно (3), принимая во внимание (1), получаем соотношение

2nP{〈a,X〉 ∈ ∠(ε1c1, . . . , εncn)} = 1 +
2n∑
j=2

P{〈a,X〉 ∈ D(n)
j }, (4)

откуда следует

P{〈a,X〉 ∈ ∠(ε1c1, . . . , εncn)} =
1

2n
+

1

2n

2n∑
j=2

P{〈a,X〉 ∈ D(n)
j },

где D(n)
j — симметричные выпуклые множества. Остается учесть, что знакоинвари-

антные плотности, очевидно, симметричны, и поэтому согласно теореме 1 все сла-
гаемые в правой части являются Schur-вогнутыми функциями от a. Значит, левая
часть тоже обладает этим свойством, что означает справедливость теоремы 2. �

Из теоремы 2 стандартным образом, принимая во внимание соотношение(
1

m+1 , . . . ,
1

m+1

)
≺
(

1
m , . . . ,

1
m , 0

)
, получаем следующее утверждение.
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Следствие 1. В условиях теоремы 2 справедливо неравенство

P

{
1

m+ 1

m+1∑
�=1

X� ∈ ∠(c1, . . . , cn)
}
≥ P

{
1

m

m∑
�=1

X� ∈ ∠(c1, . . . , cn)
}
.

Замечание 1. Конечно, все вышесказанное справедливо и для случаев, когда
некоторые ci равны нулю. Это устанавливается предельным переходом, с учетом
того, что для лог-вогнутых плотностей: (a) область Q, где h > 0, выпукла в Rn и
(b) в области Q функция h непрерывна (см., например, [5, § 2.1]).

Замечание 2. Существуют различные доказательства того, что мера μ объеди-
нения множеств не превосходит суммы мер этих множеств. Еще одно доказательство
может быть получено из формулы (2). Действительно, имеем

s∑
j=1

μ[A
(n)
j ] =

s∑
k=1

μ[R
(n)
k ] +

s∑
k=1

(k − 1)μ[R
(n)
k ]

и, учитывая, что μ[
⋃s

j=1 A
(n)
j ] = μ[

⋃s
k=1 R

(n)
k ] =

∑s
k=1 μ[R

(n)
k ], находим

μ[

s⋃
j=1

A
(n)
j ] =

s∑
j=1

μ[A
(n)
j ]−

s∑
k=1

(k − 1)μ[R
(n)
k ] ≤

s∑
j=1

μ[A
(n)
j ].

2.2. G-мажоризация (см. [2, § 14.C.8]). Пусть Z : m× n — случайная матри-
ца со строками Z ′

1, . . . , Z
′
m, и обозначим через V векторное пространство (m × n)-

матриц. Для данного множества A ⊆ Rn и вектора a ∈ Rm введем в рассмотрение

φA(a) = P

{
m∑
�=1

a�Z
′
� ∈ A

}
. (5)

Теперь возьмем группу G0, состоящую из всех (m × m)-матриц перестановок
и всех диагональных (m × m)-матриц с элементами ±1 на диагонали. Группа G0

порождает частичное упорядочение на Rm следующим образом. Для каждого b ∈ Rm

пусть ρ(b) обозначает выпуклую оболочку множества {gb : g ∈ G0}, и будем писать
a ≤ b в случае a ∈ ρ(b). Такое упорядочение обстоятельно обсуждается в [6].

Функцию τ , определенную на Rm, называют убывающей относительно данного
упорядочения, если a ≤ b влечет за собой τ(a) ≥ τ(b). Следующая теорема 4.2
работы [7] служит нам здесь отправной точкой так же, как теорема 1 в п. 2.1.

Теорема 3 [7]. Предположим, что плотность Z, скажем f , удовлетворяет
условиям:

(i) f(gz) = f(z) для всех g ∈ G0, z ∈ V ;
(ii) функция f лог-вогнута.

Тогда функция φA, определенная в (5), является убывающей для каждого выпуклого
симметричного множества A ⊆ Rn.

Эта теорема позволяет нам получить следующий результат. Обозначим через
G∗ множество всех (m×m)-матриц перестановок.
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Теорема 4. Предположим, что
(i) f(g∗z) = f(z) для всех g∗ ∈ G∗, z ∈ V ;
(ii) векторы Z ′

1, . . . , Z
′
m — независимые со знакоинвариантными лог-

вогнутыми плотностями.
Тогда функция φA, определенная в (5), является убывающей для каждого ко-

нуса A ≡ ∠(c1, . . . , cn), фигурирующего в теореме 2.

Замечание 3. В условии (i) мы ограничиваемся перестановочными матрица-
ми, поскольку условие на диагональные матрицы перекрывается в (ii). Условие (ii)
в теореме 3 также перекрывается в условии (ii) теоремы 4, поскольку плотность
независимых векторов равняется произведению их плотностей.

Доказательство теоремы 4. Аналогично доказательству теоремы 2. Преж-
де всего мы должны получить равенство типа (1). Для этого требуется установить
знакоинвариантность плотности величины

∑m
�=1 a�Z

′
�. Она следует по тем же сооб-

ражениям, которые приведены в начале доказательства теоремы 2: пошагово фор-
мируется плотность суммы двух независимых векторов как свертка их знакоинва-
риантных плотностей. На каждом изm−1 шагов оказывается, что плотность суммы
знакоинвариантна. Это приводит, как в п. 2.1, к равенству

φ∠(ε1c1,...,εncn)(a) = φ∠(|c1|,...,|cn|)(a).

Далее целиком повторяются рассуждения и выкладки, расположенные между
равенствами (2) и (4), и, таким образом, приходим к следующему соотношению
взамен (4):

2nφ∠(ε1c1,...,εncn)(a) = 1 +

2n∑
j=2

φ
D

(n)
j

(a),

где D
(n)
j — симметричные выпуклые множества. Согласно теореме 3, с учетом за-

мечания 3, все слагаемые в правой части являются убывающими функциями от a.
Следовательно, левая часть тоже обладает этим свойством, что означает справед-
ливость теоремы 4. �

Замечание 4. Рассуждая, как в замечании 4.1 работы [7], можно заключить,
что теорема 4 является обобщением теоремы 2.

3. Предпорядок внутри мажоризационного предпорядка. В [2, § 5.B] вве-
ден следующий предпорядок, который обозначим  1: для x, y ∈ Rn будем писать
x  1 y, если разность y[i] − x[i] не возрастает по i = 1, . . . , n и

∑n
i=1 xi =

∑n
i=1 yi.

В [2, § 5.B.1] показано, что (x  1 y) ⇒ (x ≺ y). Из этого следует, в частности,
что класс функций, сохраняющих предпорядок  1, шире класса Schur-выпуклых
функций. Кроме того, в [2, § 5.B] говорится о более простой проверке выполнения
соотношения x  1 y по сравнению с x ≺ y.

Конечно, в силу импликации (x  1 y) ⇒ (x ≺ y) теорема 2 остается справед-
ливой при замене в ней условия b ≺ a на b  1 a. Следующее утверждение можно
воспринимать как один из способов продуцирования отношения  1. Оно является
аналогом теоремы в [2, § 5.A.12] (в предложении 5 работы [8] представлена более
точная ее версия).
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Теорема 5. Пусть D = {x : x1 ≥ · · · ≥ xn}, а векторы x(1), . . . , x(m) из D
выбраны так, что выполнено

x(1)  1 . . .  1 x(m), (6)

и пусть
k∑

i=1

αi ≤
k∑

i=1

βi, k = 1, . . . ,m− 1, и
m∑
i=1

αi =

m∑
i=1

βi.

Тогда
m∑
i=1

βix
(i)  1

m∑
i=1

αix
(i) (7)

всякий раз, когда левая часть (7) принадлежит D (в частности, это верно, если
βi ≥ 0, i = 1, . . . ,m); при этом оказывается, что и правая часть (7) принадлежит
D.

Доказательство. Учитывая, что по условию теоремы x(i), i = 1, . . . ,m, и
левая часть (7) принадлежат D, можем записать x(i)j = x

(i)
[j] и также{

m∑
i=1

βix
(i)

}
[j]

=

m∑
i=1

βix
(i)
[j] ,

{
m∑
i=1

αix
(i)

}
j

=

m∑
i=1

αix
(i)
[j] , j = 1, . . . , n. (8)

Прежде всего отметим очевидное:
∑m

i=1 βi
∑n

j=1 x
(i)
[j] =

∑m
i=1 αi

∑n
j=1 x

(i)
[j] , и покажем,

что для j = 1, . . . , n− 1 справедливо неравенство{
m∑
i=1

αix
(i)

}
j

−
m∑
i=1

βix
(i)
[j] ≥

{
m∑
i=1

αix
(i)

}
j+1

−
m∑
i=1

βix
(i)
[j+1], (9)

то есть {
m∑
i=1

αix
(i)

}
j

−
{

m∑
i=1

αix
(i)

}
j+1

≥
m∑
i=1

βix
(i)
[j] −

m∑
i=1

βix
(i)
[j+1]. (10)

Согласно (8), соотношение (10) эквивалентно неравенству

m∑
i=1

αiXi ≥
m∑
i=1

βiXi, (11)

где Xi = x
(i)
[j] − x

(i)
[j+1]. Имеем для i = 1, . . . ,m− 1 соотношение

Xi+1 −Xi = x
(i+1)
[j] − x(i+1)

[j+1] − x
(i)
[j] + x

(i)
[j+1] = (x

(i+1)
[j] − x(i)[j] )− (x

(i+1)
[j+1] − x

(i)
[j+1]).

Отсюда, учитывая (6), получаем, что Xi не убывает по i (i = 1, . . . ,m). Согласно
[2, § 16A.2.a], это означает выполнение (11), а с ним и (9). Поскольку по условию
теоремы правая часть (10) не отрицательна, то такова же и левая часть. Из этого
следует, что правая часть (7) также принадлежитD. Таким образом, доказательство
теоремы завершено. �
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Следствие 2. Если x(1)  1 x(2)  1 · · ·  1 x(m) на D и если для некоторого �,
1 ≤ � ≤ m, выполняется

k∑
i=1

αi ≤
{
0 , k = 1, . . . , �− 1,

1, k = �, . . . ,m,

m∑
i=1

αi = 1,

тогда

x(�)  1
m∑
i=1

αix
(i) ∈ D.

Утверждение вытекает из теоремы 5 с β� = 1 и βi = 0 при i �= �.

Следствие 3. Если x  1 y на D, тогда

x  1 x+ τ(y − x) ∈ D при всех τ > 0.

Доказательство. Действительно, из следствия 2 при m = 2, � = 1 и α1 =
1− τ < 1, α2 = τ > 0 получаем

x  1 (1 − τ)x + τy = x+ τ(y − x) ∈ D.

Что и требовалось доказать. �
Автор благодарен В.Солеву за полезные консультации.
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The article presents conditions under which the probability of a linear combination of
random vectors falling into a polyhedral cone is a Schur-concave function of the coefficients
of the combination. It is required that the cone contains the point 0, its edges are parallel
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