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Ïðåäèñëîâèå

Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F (p) ôóíêöèè f(t),

F (p) =

∫ ∞
0

e−p tf(t) d t,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îäíèì èç åãî ãëàâíûõ äîñòîèíñòâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàèçàöèÿ
ïðîöåäóð ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óäàåòñÿ ñâåñòè èíòåãðàëüíûå è
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ê áîëåå ïðîñòûì. Êðîìå òîãî, èçîáðàæåíèå Ëàïëàñà ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé â íåêîòîðîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > γ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèâëå÷ü ê
èññëåäîâàíèþ ðåøàåìîé çàäà÷è ðåçóëüòàòû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
Êàê ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïåðàöèîííûìè ìåòîäàìè íàèáîëåå òðóäíûì ýòàïîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîöåññ îáðàùåíèÿ, ò. å. îïðåäåëåíèå îðèãèíàëà ïî åãî èçîáðàæåíèþ. Ñóùåñòâóþò
òàáëèöû ñîîòâåòñòâèÿ ôóíêöèé-îðèãèíàëîâ è èõ èçîáðàæåíèé [7], òåîðåìû ðàçëîæåíèÿ,
ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ðèìàíà�Ìåëëèíà, ïîçâîëÿþùèå òåîðåòè÷åñêè òî÷íî íàõîäèòü îðè-
ãèíàë. Íî ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ÷àñòî ïðèâîäèò ê èçîáðàæåíèÿì, ê êîòîðûì íå
ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ýòè êëàññè÷åñêèå ïðèåìû îáðàùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè è ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.
Íàèáîëåå ïîëíî âîçìîæíûå ïîäõîäû ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ è èõ ðåàëèçàöèÿ îïèñàíû â êíè-
ãå [13]. Îáçîð äðóãèõ ñïîñîáîâ îáðàùåíèÿ, íå âîøåäøèõ â [13], ïðèâåäåí â ñòàòüå [21].
Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [7],
[38], [5], [14]. Âîïðîñàì ïðèëîæåíèÿ îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ê ðåøåíèþ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷, ñðåäè ïðî÷èõ, ïîñâÿùåíû ôóíäàìåíòàëüíûå òðóäû [16], [28]. Ñðåäè íåäàâíèõ ðà-
áîò, ñîäåðæàùèõ îáçîð ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ îáðàùåíèÿ, óêàæåì êíèãó [35]. Ðàçóìååòñÿ,
ñïèñîê öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû ìîæíî áûëî áû áåñêîíå÷íî ïîïîëíÿòü, îäíàêî ññûëêè
íà âñå íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðàáîòû ïî ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå ìîæíî îáíàðóæèòü â
ïðèâåäåííîì ñïèñêå ðàáîò.
Íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà îáðàùåíèÿ, äàþùåãî óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëü-
òàòû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçîáðàæåíèÿ F (p). Ëþáîé êîíêðåòíûé ìåòîä îáðàùåíèÿ äîëæåí
ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó ïîâåäåíèÿ èçîáðàæåíèÿ (èëè ôóíêöèè-îðèãèíàëà), ÷òî ïðåæäå âñå-
ãî íàõîäèò îòðàæåíèå â âûáîðå ïîäõîäÿùèõ ñèñòåì ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ îðèãèíàëîâ
è èçîáðàæåíèé, ñ êîòîðûìè ëåãêî ðàáîòàòü è ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîãóò áûòü õîðîøî ïðè-
áëèæåíû çàäàííûå îáðàçû è îðèãèíàëû. Âûáîð ìåòîäà îáðàùåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ñïîñîáà çàäàíèÿ èíôîðìàöèè îá èçîáðàæåíèè èñêîìîãî îðèãèíàëà. Ïåðå÷èñëèì òèïè÷íûå
ñèòóàöèè:

1) èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ F (p) è åãî ïðîèçâîäíûõ â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå, îòëè÷íîé îò áåñêîíå÷íîñòè;

2) èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ F (p) è åãî ïðîèçâîäíûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè;

3) èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ F (p) íà âåùåñòâåííîé ïîëóîñè p > 0;

4) èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ F (p) âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè Re p > γ.

Âûáîð ïîäõîäÿùèõ ìåòîäîâ îáðàùåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ ñèòóàöèé, èõ îïèñàíèå ëèáî îòñûë-
êà ê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [21].
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ïðîáëåìîé îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è
òåîðåòè÷åñêèìè ïîäõîäàìè ê å¼ ðåøåíèþ, èçëîæåííûìè, íàïðèìåð, â êíèãå [14].
Íóìåðàöèÿ ôîðìóë, òåîðåì, óòâåðæäåíèé è ò. ï. â êàæäîì ðàçäåëå ñâîÿ è íà÷èíàåòñÿ ñ
åäèíèöû. Òàáëèöû è ðèñóíêè (èëëþñòðàöèè) ââèäó èõ ìàëîãî êîëè÷åñòâà èìåþò ñêâîçíóþ
íóìåðàöèþ ïî âñåìó ìåòîäè÷åñêîìó ïîñîáèþ. Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì
�.

1. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñ ïîìîùüþ ðàç-

ëîæåíèÿ â ðÿäû Ëàãåððà

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âûáîð ïàðàìåòðà ôóíêöèé Ëàãåððà

Äàíî óðàâíåíèå

(Ax)(p) ≡
∫ ∞
0

exp(−p t)x(t) dt = F (p), (1)

ãäå x(t) � èñêîìàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ-îðèãèíàë, à F (p) � å¼ èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé Ëàãåððà

{lk(t)}∞k=0, lk(t) = exp(−t/2)Lk(t),

Lk(t) =
et

k!

dk

dtk
(
tke−t

)
� ìíîãî÷ëåí Ëàãåððà.

Ýòà ñèñòåìà ïîëíà è îðòîíîðìèðîâàíà â ïðîñòðàíñòâå L2(0,∞).
Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ñèñòåìà ôóíêöèé

{ηk(t)}∞k=0, ηk(t) =
√
a lk(at), (2)

òàêæå áóäåò ïîëíà è îðòîíîðìèðîâàíà â L2(0,∞).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (1) ïðè íåêîòîðîì a > 0 ïðåäñòàâèìî â âèäå
ðÿäà ïî ñèñòåìå ôóíêöèé (2):

x(t) =
∞∑
k=0

ckηk(t).

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì

∞∑
k=0

ck(Aηk)(p) = F (p). (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ x(t) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ck èç
óðàâíåíèÿ (3).
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, îñòàíî-
âèìñÿ íà âûáîðå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, âõîäÿùåãî â îïðåäåëåíèå ñèñòåìû ôóíêöèé (2).
Êàê èçâåñòíî, èçîáðàæåíèå F (p) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
p â ïîëóïëîñêîñòè Re p > p 0 ïðè íåêîòîðîì âåùåñòâåííîì p 0.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî p 0 ïåðåõîä ê íîâîìó îðèãèíàëó f1(t) = f(t) exp(−p 0t)
ïðèâîäèò íàñ ê ñëó÷àþ p 0 = 0.
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) F (p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re p > 0,
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2) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limp→∞ pF (p),

3) âñå îñîáûå òî÷êè F (p) ìîæíî çàêëþ÷èòü â çàìêíóòûé êðóã, öåëèêîì ëåæàùèé â
ïîëóïëîñêîñòè Re p < 0.

Ïî èçîáðàæåíèÿì ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãåððà

(ALk)(p) =

∫ ∞
0

exp(−pt)Lk(t) dt =
(p− 1)k

pk+1
, k = 0, 1, . . .

âû÷èñëÿåì èçîáðàæåíèÿ ôóíêöèé ñèñòåìû (2):

(Aηk)(p) =
√
a

∫ ∞
0

e−p te−at/2Lk(at) dt =
1√
a

(p/a− 0.5)k

(p/a+ 0.5)k+1
.

Èõ ïîäñòàíîâêà â (3) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

∞∑
k=0

(−1)kck
√
a

(
a/2− p
a/2 + p

)k
=
(a

2
+ p
)
F (p).

Ïîëîæèì
bk = (−1)kck

√
a, k = 0, 1, . . .

è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

z = (a/2− p)/(a/2 + p). (4)

Ïðåîáðàçîâàíèå (4) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü Re p > 0 íà êðóã
|z| 6 1. Ôóíêöèÿ

G(z) =
(a

2
+ p
)
F (p)

∣∣∣
p=a(1−z)/(2(1+z))

=
a

1 + z
F

(
a

2
· 1− z

1 + z

)
(5)

â ñèëó ñäåëàííûõ îòíîñèòåëüíî F (p) ïðåäïîëîæåíèé áóäåò ðåãóëÿðíà íà êðóãå |z| 6 1.
Èòàê, ôóíêöèÿ (5) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

G(z) =
∞∑
k=0

bkz
k, (6)

ïðè÷åì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) íå ìåíåå åäèíèöû.
Êàê èçâåñòíî, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè z = 0 äî
áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êè G(z). Óêàæåì ñïîñîá âûáîðà òàêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè
êîòîðîì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) ìàêñèìàëåí, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñàìîìó áûñòðîìó óáû-
âàíèþ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà [33].
Ïóñòü ρ � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) è ρ > 1. Ïðè îòîáðàæåíèè

p =
a

2
· 1− z

1 + z
,

îáðàòíîì ê ïðåîáðàçîâàíèþ (4), âíåøíîñòü êðóãà |z| > ρ êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ íà
âíóòðåííîñòü êðóãà |p− p0| 6 r ðàäèóñîì r = aρ/(ρ2 − 1) ñ öåíòðîì â òî÷êå

p0 =
a

2
· 1 + ρ2

1− ρ2
.
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Ýòî ÷èñëî îòðèöàòåëüíî. Ðàâåíñòâî p20−r2 = (a/2)2 îçíà÷àåò, ÷òî a/2 ðàâíî äëèíå îòðåçêà
êàñàòåëüíîé ê ýòîìó êðóãó îò òî÷êè p = 0 äî òî÷êè êàñàíèÿ, è íà ãðàíèöå ýòîãî êðóãà ïî
ïðåäïîëîæåíèþ ëåæèò õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ òî÷êà èçîáðàæåíèÿ F (p). Ïóñòü 2ϕ � óãîë,
ïîä êîòîðûì ýòîò êðóã âèäåí èç íà÷àëà êîîðäèíàò, òîãäà

tg ϕ =
r

a/2
=

2ρ

ρ2 − 1
.

Ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè ρ > 1. Çíà÷èò, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) áóäåò íàèáîëüøèì,
åñëè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè F (p), ëåæàùèå â ïîëóïëîñêîñòè Re p < 0, çàêëþ÷èòü â
çàìêíóòûé êðóã ñ öåíòðîì íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, êîòîðûé âèäåí èç íà÷àëà êîîðäè-
íàò ïîä íàèìåíüøèì óãëîì, à â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà a âçÿòü óäâîåííóþ äëèíó îòðåçêà
êàñàòåëüíîé ê ýòîìó êðóãó îò òî÷êè êàñàíèÿ äî òî÷êè p = 0.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ìíîæåñòâî âñåõ îñîáûõ òî÷åê F (p) ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè
Re p < 0, íî íåîãðàíè÷åíî, òî ïðè ëþáîì âûáîðå ïàðàìåòðà a ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà (6) íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.

Ïóñòü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) áîëüøå åäèíèöû. Òîãäà íà åäèíè÷íîì êðóãå |z| 6 1 îí
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî, è åãî òàì ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ëþáîå
÷èñëî ðàç. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∑∞
k=0 |bk| <∞, êîòîðîå ãà-

ðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (6), ïîñêîëüêó ôóíêöèè Ëàãåððà (2) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûáðàëè óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ íà êðóãå |z| 6 1 òàê, ÷òî èí-
òåðïîëÿöèîííûé ïðîöåññ ïî íèì ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê G(z). Â òàêîì ñëó÷àå íàðÿäó
ñî ñõîäèìîñòüþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ê G(z) áóäóò ñõîäèòüñÿ è ïðîèçâîäíûå
èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîèçâîäíûì ôóíêöèè G(z), â ÷àñò-
íîñòè, è èõ çíà÷åíèÿ ïðè z = 0, ò. å. êîýôôèöèåíòû èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäóò
ñòðåìèòüñÿ ê êîýôôèöèåíòàì ðÿäà (6), êîòîðûå ìû è ðàçûñêèâàåì.
Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñõîäèìîñòè èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ âîïðîñà ðåêîìåíäóåì
êíèãè [2], [29].
Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â C, äîïîëíåíèå Kc = C \ K êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòüþ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå

z = ψ(w) = cw + c0 +
c1
w

+ . . . , c > 0, (7)

âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà |w| > 1 íà Kc.

Âûáåðåì óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ z
(n)
k (k = 0, 1, . . . n) äëÿ âñåõ n = 0, 1, . . . ïðèíàäëåæà-

ùèìè K è ïîëîæèì

ω(z) =
n∏
k=0

(
z − z(n)k

)
. (8)

Ðàññìîòðèì ÷èñëà
Mn = max{ |ω(z)| : z ∈ K}, n = 0, 1, . . .

Îíè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó Mn > cn+1.

Îïðåäåëåíèå. Óçëû z
(n)
k íàçûâàþòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè (èëè ðàâíîðàñïðåäå-

ëåííûìè) íà K, åñëè
n+1
√
Mn −−−→

n→∞
c. (9)
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Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ êàæäîé ðåãóëÿðíîé íà êîìïàêòå K ôóíêöèè f

Ln(z)⇒ f(z) (n→∞, z ∈ K),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óçëû èíòåðïîëÿöèè z
(n)
k áûëè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû

íà K.

Èòàê, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ óçëû èí-
òåðïîëèðîâàíèÿ, ò. å. êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ (8), ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå (9).
Èçâåñòíû òðè ïðèíöèïà âûáîðà óçëîâ íà êîìïàêòå, îáåñïå÷èâàþùèå ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-
ìîñòü: Âàíäåðìîíäà (Ôåêåòå), ×åáûø¼âà, Ôåéåðà.
Ïðèíöèï Âàíäåðìîíäà. Äëÿ çàäàííûõ òî÷åê zk ∈ K (k = 0, 1, . . . , n) ñîñòàâèì ïðîèç-
âåäåíèå

P (z0, z1, . . . , zn) =
∏
j 6=k

|zj − zk|.

Ýòî îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (n + 1) òî÷åê íà K, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò íà-

áîð òî÷åê z
(n)
0 , z

(n)
1 . . . , z

(n)
n èç K, äëÿ êîòîðûõ ýòî ïðîèçâåäåíèå ìàêñèìàëüíî. Ýòîò íàáîð

íàçûâàþò n-é ñèñòåìîé óçëîâ Ôåêåòå (Âàíäåðìîíäà) (èëè W -ñèñòåìîé). Çàìåòèì, ÷òî ïî-
ñòàâëåííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ìîäóëÿ îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà

W (z0, z1, . . . , zn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
z0 z1 . . . zn
z20 z21 . . . z2n
. . . . . . . . . . . . . . .
zn0 zn1 . . . znn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

îòêóäà è ïðîèñõîäèò âòîðîå íàçâàíèå ñèñòåìû óçëîâ.
Óçëû Âàíäåðìîíäà ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ðàñïîëîæåíû íà ãðàíèöå ∂K = ∂Kc êîìïàêòà K è
�ìàêñèìàëüíî óäàëåíû� äðóã îò äðóãà. Ê òîìó æå ìíîãî÷ëåíû âëèÿíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî
ìíîãî÷ëåíà ïî íèì

lk(z) =
ω(z)

(z − z(n)k )ω′
(
z
(n)
k

)
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó |lk(z)| 6 1 äëÿ âñåõ k è z ∈ K.
Åñëè K � åäèíè÷íûé êðóã ïëîñêîñòè z, òî óçëû Âàíäåðìîíäà ñóòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà íà ëþáîé óãîë) ω(z) = zn+1 − 1. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå Mn = 2,
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå (7) èìååò âèä z = w, è óñëîâèå (9) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèíöèï ×åáûø¼âà. Êàê è âûøå, âûáåðåì óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ z
(n)
k (k = 0, 1, . . . n)

äëÿ âñåõ n = 0, 1, . . . ïðèíàäëåæàùèìè K è ïîëîæèì

ω(z) =
n∏
k=0

(
z − z(n)k

)
.

Ôóíêöèÿ |ω(z)| îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà K, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò íàáîð òî÷åê

z
(n)
0 , z

(n)
1 . . . , z

(n)
n èç K, íà êîòîðîì îíà ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ýòîò íàáîð íà-

çûâàþò n-é ñèñòåìîé óçëîâ ×åáûø¼âà (èëè T -ñèñòåìîé).
Åñëè K � åäèíè÷íûé êðóã ïëîñêîñòè z, òî óçëû ×åáûø¼âà ñóòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà ω(z) =
zn+1. Ñëåäîâàòåëüíî,Mn = 1, êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå (7) èìååò âèä z = w, è óñëîâèå (9)
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âûïîëíÿåòñÿ. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò îá èíòåðïîëèðîâàíèè Ýðìèòà ñ îäíèì
êðàòíûì óçëîì z = 0.
Åñëè K = [−1, 1], òî ìíîãî÷ëåíàìè âèäà (8), íàèìåíåå óêëîíÿþùèìèñÿ îò íóëÿ íà K,
ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà ω(z) = Tn+1(z)/2n ñ êîðíÿìè

z
(n)
k = cos((2k + 1)π/(2n+ 2)).

Ïðèíöèï Ôåéåðà. Ïóñòü êîìïàêò K òàêîâ, ÷òî ôóíêöèÿ ψ, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî
{w : |w| > 1} íà Kc, íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî {w : |w| > 1}. Ïóñòü íàáîð
óçëîâ {w(n)

k }nk=0 ðàâíîðàñïðåäåëåí íà |w| = 1. Òîãäà íàáîð òî÷åê

z
(n)
k = ψ

(
w

(n)
k

)
(k = 0, 1, . . . , n) (10)

íàçûâàåòñÿ n-é ñèñòåìîé óçëîâ Ôåéåðà (èëè F -ñèñòåìîé).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü K = [−1, 1]. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå (7) çàäàåòñÿ ôóíêöèåé Æóêîâ-
ñêîãî z = (w + 1/w)/2, îòîáðàæàþùåé îêðóæíîñòü |w| = 1 íà K = [−1, 1].

Ïîëîæèì w
(n)
k = exp(2πik/(n + 1)), òîãäà z

(n)
k = cos(2πk/(n + 1)). Çàìåòèì, ÷òî

z
(n)
1 = z

(n)
n , z

(n)
2 = z

(n)
n−1, . . . Â ýòèõ òî÷êàõ íóæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ èíòåðïîëèðóå-

ìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü K = [−1, 1], w
(n)
k = exp((4k + 1)πi/(2n+ 2)), òîãäà

z
(n)
k = cos((4k + 1)π/(2n+ 2)).

Èõ óäîáíåå ïåðåíóìåðîâàòü, ïîëîæèâ

z
(n)
k = cos

2k + 1

2n+ 2
π, k = 0, 1, . . . , n, n = 0, 1, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ω(z) = Tn+1(z)/2n, Mn = 2−n, è óñëîâèå (9) âûïîëíåíî.

Çàìå÷àíèå 2. Äàëåå â êà÷åñòâå êîìïàêòà K ïëîñêîñòè z ðàññìàòðèâàåòñÿ åäèíè÷íûé
êðóã èëè íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî, íà êîòîðûõ ïîðîæäåííàÿ èçîáðàæåíèåì ôóíêöèÿ
(6) ðåãóëÿðíà. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåñ-
ñîâ çàâèñèò îò �ðàçìåðà� íàèáîëüøåé îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè G(z). Â ñëó÷àå
K = [−1, 1] òàêîé îáëàñòüþ áóäåò ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé
ρ > 1. Òîãäà ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè áóäåò âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ρ−n. Ïîäðîáíåå íà
ýòèõ âîïðîñàõ ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ è îòñûëàåì ÷èòàòåëåé ê ðàáîòàì [2],
[29].

Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðÿäîâ Ëàãåððà íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (6).
Îíà ðåøàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî â ñëó÷àå óçëîâ ×åáûø¼âà, åñëè K � åäèíè÷íûé êðóã. Äåé-
ñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (6) íàõîäèì bk = G(k)(0)/k!, k = 0, 1, . . . , è â èòîãå â ñèëó (5)
èñêîìûå êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ F (k)(a/2).

1.2. Èíòåðïîëÿöèîííûå ìåòîäû îáðàùåíèÿ

Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ýòîãî ðàçäåëà îòíîñèòñÿ ê èçó÷åíèþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòî-
äîâ äëÿ W è T ñèñòåì óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ðÿäà

x(t) =
∞∑
k=0

ckηk(t). (11)
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì a > 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà
(11), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∞∑
k=0

|ck| <∞, (12)

è ïóñòü âñå îñîáûå òî÷êè èçîáðàæåíèÿ F (p) çàêëþ÷åíû â çàìêíóòûé êðóã ñ öåíòðîì
íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, öåëèêîì ëåæàùèé â ïîëóïëîñêîñòè Re p < 0. Äàëåå, ïóñòü
z
(n)
0 , . . . , z

(n)
n åñòü W èëè F ñèñòåìà óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ïëîñ-

êîñòè z è èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïî ýòîé ñèñòåìå óçëîâ äëÿ ôóíêöèè G(z) ðàâåí

Pn(z) = p
(n)
0 + p

(n)
1 z + . . .+ p(n)n zn.

Òîãäà
(−1)k√

a
p
(n)
k −−−→n→∞

ck, k = 0, 1, . . . , n.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ïðè ëþáîì a > 0 ôóíêöèè Ëàãåððà îãðàíè÷åíû (ñì. [27]):
|ηk(t)| 6

√
a, òî ðÿä (11) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, ïîýòîìó ôóíêöèÿ (5) ðåãóëÿðíà íà íåêî-

òîðîì êðóãå ðàäèóñîì áîëåå åäèíèöû è ïðåäñòàâèìà òàì ðÿäîì (6). Êîýôôèöèåíòû ýòîãî
ðÿäà ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ïðåäåëû êîýôôèöèåíòîâ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå óçëîâ, îáåñïå÷èâàþùåé ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåðïîëÿ-
öèîííîãî ïðîöåññà.
Èòàê, ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ bk ðÿäà (6) íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû

n∑
k=0

b
(n)
k zkr =

(a
2

+ pr

)
F (pr), r = 0, 1, . . . , n, (13)

ïî èçáðàííûì óçëàì èíòåðïîëÿöèè z0, . . . , zn è ñîîòâåòñòâóþùèì èì òî÷êàì

pr =
a

2
· 1− zr

1 + zr
.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñõåìû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùèõ
çàäà÷:
1) ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13) ïðè ëþáûõ n,
2) èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòåé çàäàíèÿ F (p) íà åå ðåøåíèå, à òåì ñàìûì è íà ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå îòðåçêà ðÿäà (11).

Ñëó÷àé óçëîâ Ôåéåðà. Óçëàìè Ôåéåðà äëÿ K = [−1, 1], êàê ìû âèäåëè, ÿâëÿþòñÿ êîðíè
ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà Tn(x)

zr = cos
2r + 1

2n
π, r = 0, 1, . . . , n− 1.

Íà ïëîñêîñòè p èì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè

pr =
a

2
· 1− zr

1 + zr

òàêèå, ÷òî 0 < p0 < · · · < pn−1 <∞.
Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí

Pn−1(z) =
n−1∑
k=0

b
(n)
k zk (14)
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îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè Pn−1(zr) = G(zr), r = 0, 1, . . . , n− 1.
Ïðåäñòàâèì Pn−1(z) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûø¼âà:

Pn−1(z) =
n−1∑
ν=0

d(n)ν Tν(z),

â êîòîðîì ÷èñëà d
(n)
ν ïîêà íåèçâåñòíû. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè Tν(z) ïî âåñó

1/
√

1− z2 èìååì

d
(n)
0 =

1

π

∫ 1

−1

Pn−1(z)√
1− z2

dz,

d(n)ν =
2

π

∫ 1

−1

Pn−1(z)Tν(z)√
1− z2

dz, ν = 1, 2, . . . , n− 1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïðèìåíèì ôîðìóëó Ìåëåðà∫ 1

−1

f(z)√
1− z2

dz ≈ π

n

n−1∑
r=0

f(zr),

òî÷íóþ äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå 2n− 1:

d
(n)
0 =

1

n

n−1∑
r=0

G(zr),

d(n)ν =
2

n

n−1∑
r=0

G(zr) cos
2r + 1

2n
πν, ν = 1, 2, . . . , n− 1.

(15)

Òåïåðü íåòðóäíî âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû b
(n)
k ïðåäñòàâëåíèÿ (14) ÷åðåç íàéäåííûå çíà÷å-

íèÿ dν :

b
(n)
k =

1

k!

n−1∑
ν=0

d(n)ν T (k)
ν (0) =

n−1∑
ν=0

d(n)ν

T
(k)
ν (0)

k!
. (16)

Èòàê, ðåøåíèå ñèñòåìû (13) íàéäåíî.

Óêàæåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (16) âåëè÷èí T
(k)
ν (0)/k!, k =

0, 1, . . . , n− 1, ν = k, k + 1, . . . , n− 1 (îñòàëüíûå, î÷åâèäíî, ðàâíû íóëþ).

Óòâåðæäåíèå 1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

T
(r)
n (0)

r!
=

{
0, n− r � íå÷åòíîå,

(−1)
n−r
2 · 2r−1 · n

r
· C(n−r)/2

(n+r)/2−1, n− r � ÷åòíîå,
(17)

0 < r 6 n,

Tn(0) =

{
0, n � íå÷åòíîå,

(−1)
n
2 , n � ÷åòíîå,

(18)

n∑
r=0

∣∣∣∣∣T (r)
n (0)

r!

∣∣∣∣∣ =
1

2

[
(1 +

√
2)n + (1−

√
2)n
]
. (19)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ Tn(x) â âèäå

Tn(x) =
1

2

(2x)n +

[n/2]∑
m=1

(−1)m(2Cm
n−m − Cm

n−m−1)(2x)n−2m

 , (20)

èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

2Cq
p − C

q
p−1 =

p+ q

p− q
Cq
p−1,

ëåãêî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (17). Äàëåå, ëåâàÿ ÷àñòü â ôîðìóëå (19) ðàâíà ñóììå ìîäóëåé
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Tn(x) ïî ñòåïåíÿì x, è çíàêè êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåäóþòñÿ, êàê
âèäíî èç (20). Ðàâåíñòâî (19) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè x =

√
−1 â ïðåäñòàâ-

ëåíèå

Tn(x) =
1

2

[(
x+
√
x2 − 1

)n
+
(
x−
√
x2 − 1

)n]
.

Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [4]:

Òåîðåìà 3. Åñëè ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(f ; δ) ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Äèíè�Ëèïøèöà

lim
δ→0

ω(f ; δ) ln δ = 0,

òî f ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ
íà îòðåçêå [−1, 1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ G(z) ïðåäñòàâèìà ðÿäîì

G(z) =
∞∑
ν=0

dνTν(z) (21)

è âûÿñíèì, ñ êàêîé òî÷íîñòüþ êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ïðèáëèæàþòñÿ âåëè÷èíàìè (20).
Ïîäñòàíîâêà ðÿäà (21) â ïåðâóþ ôîðìóëó (15) äàåò

d
(n)
0 =

1

n

n−1∑
r=0

(
∞∑
m=0

dmTm(zr)

)
=

∞∑
m=0

dm

(
1

n

n−1∑
r=0

Tm(zr)

)
.

Çíà÷åíèå â ïîñëåäíèõ ñêîáêàõ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ìåëåðà: îíî ðàâíî íóëþ
äëÿ m = 1, 2, . . . , 2n − 1 è åäèíèöå äëÿ m = 0. Åå çíà÷åíèå ïðè m = 2n îòëè÷íî îò íóëÿ,
ñëåäîâàòåëüíî,

d
(n)
0 − d0 = O(|d2n|), n→∞.

Äëÿ îñòàëüíûõ íîìåðîâ èìååì

d(n)ν =
2

n

n−1∑
r=0

G(zr) cos
2r + 1

2n
πν =

2

n

n−1∑
r=0

(
∞∑
m=0

dmTm(zr)

)
cos

2r + 1

2n
πν =

=
∞∑
m=0

dm

(
2

n

n−1∑
r=0

Tm(zr)Tν(zr)

)
, ν = 1, 2, . . . , n− 1. (22)

Èíäåêñ m ïðåäñò�àâèì â âèäå m = 2nj + µ, ãäå −n+ 1 6 µ 6 n, è âû÷èñëèì
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Tm(zr) = cos

(
(2nj + µ)

2r + 1

2n
π

)
= cos

(
2nj

2r + 1

2n
π

)
cos

(
µ

2r + 1

2n
π

)
= (−1)j T|µ|(zr).

Òåïåðü ñíîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé â ïîñëåäíèõ ñêîáêàõ â (22) ïðèìåíèì ôîðìóëó
Ìåëåðà è ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà èç (22) ïîëó÷àåì

d(n)ν = dν +
∞∑
j=1

(−1)j(d2nj−ν + d2nj+ν),

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

d(n)ν − dν = O(|d2n−ν |), ν = 1, 2, . . . , n− 1, n→∞.

Êàê âèäíî, ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (21) óìåíü-
øàåòñÿ.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ F (p) íà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â
âèäå îòðåçêà ðÿäà (11)

xn(t) =
n−1∑
k=0

c̃
(n)
k ηk(t). (23)

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü â óçëàõ Ôåéåðà zk = cos((2k+ 1)π/(2n)), k = 0, 1, . . . , n− 1, çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè G(zk) èçâåñòíû ñ ïîãðåøíîñòüþ εk, ïðè÷åì |εk| 6 ε. Òîãäà âîçíèêàþùàÿ
ïðè ýòîì îøèáêà â ïðàâîé ÷àñòè (23) ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû ε ·100.384n äëÿ
ëþáîãî t > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d
′
ν îøèáêè âû÷èñëåíèÿ d

(n)
ν ïî ôîðìóëàì (15), âîçíè-

êàþùèå èç-çà îøèáîê εk. Î÷åâèäíî, |d
′
0| 6 ε. Äàëåå, äëÿ k = 1, 2, . . . , n− 1 èìååì∣∣∣∣nd ′ν2

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

εk cos
2k + 1

2n
πν

∣∣∣∣∣
2

6 nε2
n−1∑
k=0

cos2
2k + 1

2n
πν.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà n/2 è ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ìåëåðà äëÿ f(z) = Tν(z).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ ν âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |d ′ν | 6 ε

√
2, è èç (16) âûòåêàåò, ÷òî

îøèáêà âû÷èñëåíèÿ b
(n)
k íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ ε

√
2
∑n−1

ν=0 |T
(k)
ν (0)/k!|. Â èòîãå, ñ ó÷åòîì

ñâÿçè b
(n)
k = (−1)kc̃

(n)
k

√
a, ïîëó÷àåì, ÷òî îøèáêà âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè â ôîðìóëå (23)

íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

δ =
ε
√

2√
a

√
a

n−1∑
ν=0

n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣T (k)
ν (0)

k!

∣∣∣∣∣ 6 ε√
2

n−1∑
ν=0

[(
1 +
√

2
)ν

+
(

1−
√

2
)ν]

<

< ε
√

2
n−1∑
ν=0

(1 +
√

2)ν = ε
[(

1 +
√

2
)n
− 1
]
< ε · 100.384n.

Ñëó÷àé óçëîâ Âàíäåðìîíäà. Óçëàìè Âàíäåðìîíäà äëÿ êðóãà |z| 6 1 ÿâëÿþòñÿ êîðíè
èç åäèíèöû, ò. å. òî÷êè zk = wk, w = exp(−2πi/n), k = 0, 1, . . . , n − 1. Íà ïëîñêîñòè p èì
ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè ìíèìîé îñè

pk = i
a

2
tg
kπ

n
.
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Â ñëó÷àå ÷åòíîãî n ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ è áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà.
Êîýôôèöèåíòû èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà, êàê è ðàíåå, íàõîäèì èç ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

n−1∑
ν=0

b(n)ν zνk = G(zk), k = 0, 1, . . . , n− 1. (24)

Óìíîæèì (22) íà z−rk , r = 0, 1, . . . , n− 1, è çàòåì ïðîñóììèðóåì èõ ïî k îò 0 äî n− 1 :

n−1∑
k=0

G(zk)z
−r
k =

n−1∑
k=0

(
n−1∑
ν=0

b(n)ν zνk

)
z−rk =

n−1∑
ν=0

b(n)ν

n−1∑
k=0

(
wν−r

)k
.

Ïîñëåäíÿÿ âíóòðåííÿÿ ñóììà â ñèëó ñâîéñòâ êîðíåé èç åäèíèöû ðàâíà n ïðè ν = r è íóëþ
â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, è ïîýòîìó ðåøåíèåì ñèñòåìû (24) áóäóò ÷èñëà

b(n)ν =
1

n

n−1∑
k=0

G(zk)z
−ν
k , ν = 0, 1, . . . , n− 1. (25)

Èç ñèììåòðèè óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
âåùåñòâåííîé ôóíêöèè-îðèãèíàëà ýòè ÷èñëà âåùåñòâåííû.

Ïîäñòàíîâêà ðÿäà (6) â (25) äàåò

b(n)ν =
1

n

n−1∑
k=0

(
∞∑
m=0

bmz
m
k

)
z−νk =

∞∑
m=0

bm

(
1

n

n−1∑
k=0

zm−νk

)
=

∞∑
m=0

bm

(
1

n

n−1∑
k=0

(wm−ν)k

)
.

Âûðàæåíèå â ïîñëåäíèõ ñêîáêàõ ïðè m − ν = nj ðàâíî åäèíèöå è íóëþ â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ, è ïîýòîìó

b(n)ν − bν =
∞∑
j=1

bν+nj = O(|bν+n|), ν = 0, 1, . . . , n− 1.

Êàê âèäíî, â îòëè÷èå îò óçëîâ Ôåéåðà, òåïåðü ñ ðîñòîì íîìåðà êîýôôèöèåíòà òî÷íîñòü
èõ âû÷èñëåíèÿ íå óìåíüøàåòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü â óçëàõ Âàíäåðìîíäà zk = wk çíà÷åíèÿ ôóíêöèè G(zk) èçâåñòíû
ñ ïîãðåøíîñòüþ εk, ïðè÷åì |εk| 6 ε. Òîãäà âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì îøèáêà â ïðàâîé ÷àñòè
(23) ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû nε äëÿ ëþáîãî t > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ôîðìàëüíî ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ óçëîâ Ôåé-
åðà, õîòÿ îíî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (25).

1.3. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðè ïîìîùè ðÿäîâ ïî

îáîáù¼ííûì ôóíêöèÿì Ëàãåððà

Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì s > 1 ôóíêöèÿ ϕs(p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re p > 0 è ïóñòü
ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ f(+0), f(+∞), ϕs(∞).
Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì âûøå èçëîæåííîãî ìàòåðèàëà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ñëó÷àþ s = 1.
Ïóñòü s > 1. Íàïèøåì òîæäåñòâî

ϕs(p) = ps−1 (pF (p))
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è óñòðåìèì â í¼ì p ê áåñêîíå÷íîñòè: ñëåâà â ïðåäåëå èìååì êîíå÷íîå çíà÷åíèå ϕs(∞),
âòîðîé ñîìíîæèòåëü ñïðàâà ðàâåí f(+0), à ïåðâûé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ñëåäîâà-
òåëüíî, f(0) = 0. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì. Ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà f(t) è f ′(t) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì L(f ′) = pL(f) − f(0). Íî f(0) = 0, à
f ′(+0) = limp→∞ pL(f ′) = limp→∞ p

2F (p). Åñëè s > 2, òî èç ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕs(p) = ps−2(p2F (p))

àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì ïîëó÷àåì f ′(0) = 0 è ò. ä. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà
t = 0 áóäåò êîðíåì êðàòíîñòè s− 1, ò. å. ïðè t ≈ 0 áóäåò f(t) ≈ Cts−1.
Îäíàêî, ôóíêöèè Ëàãåððà (2) òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò, è ïîýòîìó íàäåÿòüñÿ íà òî,
÷òî îòðåçîê ðÿäà ïî íèì òî÷íî ó÷èòûâàåò õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ îðèãèíàëà ïðè t ≈ 0, íå
ïðèõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, æåëàòåëüíî èìåòü ñèñòåìó ôóíêöèé, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé
çàðàíåå ó÷èòûâàþò ýòó îñîáåííîñòü îðèãèíàëà. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Ëàãåððà ïðè t→∞
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå f(+∞) = 0. Åñëè
ýòî íå òàê, ââåä¼ì íîâûé îðèãèíàë f1(t) = f(t) − f(+∞). Îäíàêî òàêàÿ çàìåíà èçìåíÿåò
ïîâåäåíèå îðèãèíàëà â íóëå. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ

f1(t) = f(t)− f(+∞)(1− e−t)n

ïðè ëþáîì n > s − 1 èìååò òî÷êó t = 0 êîðíåì êðàòíîñòè íå ìåíåå s − 1. Ââåäåì â

ðàññìîòðåíèå îáîáùåííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà [30]

Ln(t, α) =
1

n!
t−αet

(
tα+ne−t

)(n)
, n = 0, 1, . . .

Îíè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

Ln(t, α) =
n∑
k=0

Γ(n+ α + 1)

Γ(k + α + 1)
· (−t)k

k!(n− k)!
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n+ α

n− k

)
tk

k!
. (26)

Ìíîãî÷ëåíû (26) îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå ñ âåñîì L2(t
αe−t; 0,∞) è îðòî-

ãîíàëüíû: ∫ ∞
0

tαe−tLk(t, α)Lj(t, α) dt =
Γ(k + α + 1)

k!
δkj.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå äâå ñèñòåìû ôóíêöèé

ϕn(t) = e−t/2tα/2Ln(t, α), (27)

ψn(t) = e−t/2tαLn(t, α), α > 0, n = 0, 1, . . . , (28)

ãäå Ln(t, α) � ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà (26).
Ñèñòåìû ôóíêöèé {ϕn(t)}∞n=0, {ψn(t)}∞n=0 ïîëíû â L2(0,∞) [27]. Ïðè α = 0 îáå ñèñòåìû
ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè Ëàãåððà (2). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ëåãêî
âû÷èñëÿåòñÿ [27]:

(ϕn, ϕm) =

∫ ∞
0

e−ttαLn(t, α)Lm(t, α) dt = Γ(α + 1)

(
n+ α

n

)
δnm.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì a > 0 ñèñòåìà ôóíêöèé

ηϕn(t) =
√
aϕn(at)

/√
Γ(α + 1)

(
n+ α

n

)
ïîëíà è îðòîíîðìèðîâàíà â L2(0,∞).
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Ëåììà 1. Èçîáðàæåíèå ôóíêöèè tβLn(t, α) ðàâíî∫ ∞
0

e−p ttβLn(t, α) dt =
Γ(β + 1)Γ(n+ α + 1)

n! Γ(α + 1)
p−β−1 · 2F1

(
−n, β + 1, α + 1,

1

p

)
, (29)

ãäå

2F1(a, b, c, x) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

· x
k

k!

åñòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä.

Çäåñü èñïîëüçîâàí ñèìâîë Ïîõãàììåðà

(a)k =

{
1, k = 0;

a(a+ 1) · · · (a+ k − 1), k > 1.
(30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ òîæäåñòâî

tβLn(t, α) =
n∑
k=0

(−1)k
(n+ α) · · · ((n+ α)− (n− k) + 1)

(n− k)!
· t

k+β

k!

ïîñëå äîìíîæåíèÿ åãî íà e−p t â ïðåäåëàõ îò 0 äî ∞ è îñóùåñòâëÿÿ î÷åâèäíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, èñêîìîå èçîáðàæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñûâàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑
k=0

(−1)k
(n+ α) · · · (k + α + 1)

(n− k)!
· Γ(k + β + 1)

k! pk+β+1
=

= p−β−1
n∑
k=0

(−1)k
Γ(n+ α + 1)

Γ(k + α + 1)
· Γ(k + β + 1)

(n− k)! k!
· 1

pk
=

= p−β−1
Γ(n+ α + 1)Γ(β + 1)

n! Γ(α + 1)

n∑
k=0

(−1)k
n!

k! (n− k)!
p−k · Γ(α + 1)

Γ(k + α + 1)

Γ(k + β + 1)

Γ(β + 1)
=

= p−β−1
Γ(n+ α + 1)Γ(β + 1)

n! Γ(α + 1)

n∑
k=0

(−n)k(β + 1)k
(α + 1)k

(1/p)k

k!
=

= p−β−1
Γ(n+ α + 1)Γ(β + 1)

n! Γ(α + 1)
2F1

(
−n, β + 1, α + 1,

1

p

)
.

Ëåììà 2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ñèñòåìû (28) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(ψn, ψm) =

∫ ∞
0

e−tt2αLn(t, α)Lm(t, α) dt = (−1)m+nΓ(2α + 1)

(
m+ α

n

)(
n+ α

m

)
. (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (28), èìååì

(ψn, ψm) =
m∑
k=0

(−1)k
(
m+ α

m− k

)
1

k!

∫ ∞
0

e−tt2α+kLn(t, α) dt. (32)

16



Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (29) ïðè p = 1:∫ ∞
0

e−ttβLn(t, α) dt =
Γ(β + 1)Γ(n+ α + 1)

n! Γ(α + 1)
2F1(−n, β + 1, α + 1, 1).

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

2F1(a− 1, b, c, 1) =
c− b− a
c− a 2F1(a, b, c, 1),

äëÿ íàòóðàëüíîãî n ïîëó÷èì òîæäåñòâî

2F1(−n, b, c, 1) =
(c− b)(c− b+ 1) · · · (c− b+ n− 1)

c(c+ 1) · · · (c+ n− 1)
, (33)

â ñèëó ÷åãî èìååì∫ ∞
0

e−ttβLn(t, α) dt =
Γ(β + 1)

n!
(α− β)(α− β + 1) · · · (α− β + n− 1). (34)

Ñëåäîâàòåëüíî, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü (32) èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå
(31) ïðè β = 2α + k. Òåïåðü, îáîçíà÷èâ ak îáùèé ÷ëåí ñóììû â (32), óñòàíàâëèâàåì
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

ak+1 = ak
(−m+ k)(2α− k + 1)

(−n+ α + 1 + k)(k + 1)
, k = 0, 1, . . . ,m− 1.

Åñëè a0 6= 0 (÷òî èìååò ìåñòî ïðè íåöåëîì α èëè öåëîì α, á�îëüøåì n − 1), òî èñêîìàÿ
âåëè÷èíà ðàâíà

m∑
k=0

ak = a0 · 2F1(−m, 2α + 1,−n+ α + 1, 1),

è äàëåå îñòà¼òñÿ ñíîâà ïðèìåíèòü ôîðìóëó (33), ïîñëå ÷åãî ñðàâíåíèå ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè â (31) íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Àíàëîãè÷íî ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ è â ñëó÷àå, êîãäà
ïåðâîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ñëàãàåìîå â (32) åñòü aj ïðè j > 0.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèâîäèìûå â [3] íà ñ. 859 è â äðóãèõ ðóêîâîäñòâàõ ïî îïåðàöèîííîìó
èñ÷èñëåíèþ ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé (ψn, ψm) íåâåðíû.
Ïðè ëþáîì a > 0 ñèñòåìà ôóíêöèé

ηψn (t) =
√
aψn(at)

n! Γ(α + 1)

Γ(n+ α + 1)
√

Γ(2α + 1)

ïîëíà è íîðìèðîâàíà â L2(0,∞). Çàìåòèì, ÷òî îíà îðòîãîíàëüíà ëèøü ïðè α = 0, à
â ñëó÷àå íàòóðàëüíîãî α ìàòðèöà Ãðàìà ýòîé ñèñòåìû áóäåò (2α + 1)�äèàãîíàëüíîé,
êàê ýòî ñëåäóåò èç (31). Âñå ôóíêöèè ñèñòåì (31), (32) èìåþò òî÷êó t = 0 êîðíåì
êðàòíîñòè α/2 èëè α, ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî ñëåäóåò ïîëàãàòü α/2 = s − 1, ëèáî
α = s − 1, ãäå s � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå ñêîðîñòè óáûâàíèÿ
èçîáðàæåíèÿ ïðè p→∞.

Ëåììà 3. Ñèñòåìû ôóíêöèé {ηϕn(t)}, {ηψn (t)} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïðè ëþáîì a > 0,
ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M <∞ òàêàÿ, ÷òî

|ηϕn(t)| 6M, |ηψn (t)| 6M, t > 0, n = 0, 1, . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âòîðîé ñèñòåìû, èáî äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû
íèêàêèõ îòëè÷èé â äîêàçàòåëüñòâå íåò.
Òåîðåìà Ñåã¼ (ñì. [27], ñ. 250) óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

max
t>0

e−t/2tλ|Ln(t, α)| ∼ nQ,

ïðè÷¼ì

Q 6 max

{
λ− 1

3
,
α

2
− 1

4

}
.

Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Γ(n+ α + 1) ∼ n! (n+ 1)α,

è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ηψn (t) ñëåäóåò

max
t>0
|ηψn (t)| = O(nQ−α).

Íî Q− α < 0, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ïåðåéä¼ì ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî îðèãèíàëà â âèäå ðÿäîâ ïî ñèñòåìàì
{ηϕn(t)}, {ηψn (t)}:

f(t) =
∞∑
k=0

cϕkη
ϕ
n(t), f(t) =

∞∑
k=0

cψk η
ψ
n (t)

è âûáîðó îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, âõîäÿùåãî â îïðåäåëåíèå ñèñòåì ôóíêöèé,
â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ äàííîãî èçîáðàæåíèÿ F (p).
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé ηψn (t).
Ïîëîæèì α = s− 1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìûé îðèãèíàë f(t) ïðåäñòàâ�èì â âèäå ðÿäà

f(t) =
∞∑
k=0

cψk η
ψ
k (t), (35)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
∑∞

k=0 |c
ψ
k | <∞.

Â ñèëó ëåììû 2 ðÿä (35) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì [0, T ], T > 0, ïðè
ëþáîì a > 0, òàê ÷òî åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðàâíî

∞∑
k=0

cψkL(ηψk (t)) = F (p). (36)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè tαLn(t, α) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (34) ïðè β = α è ðàâíî∫ ∞

0

e−p ttαLn(t, α) dt =
Γ(n+ α + 1)

n!

(
p− 1

p

)n
p−α−1.

Òåïåðü íàõîäèì èçîáðàæåíèå ôóíêöèé ηψk :

L(ηψk ) =
1√
a

Γ(α + 1)√
Γ(2α + 1)

(
p/a− 0.5

p/a+ 0.5

)k
1

(p/a+ 0.5)α+1
.
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Çàïèøåì ðàâåíñòâî (33) â âèäå

∞∑
k=0

bψk

(
a/2− p
a/2 + p

)k
=
(
p+

a

2

)α+1

F (p),

ãäå

bψk = (−1)k
Γ(α + 1)√
Γ(2α + 1)

aα−1/2cψk .

Êàê è ðàíåå, ïîëîæèì z = (a/2− p)/(a/2 + p) è ââåä¼ì ôóíêöèþ

G(z) =
(
p+

a

2

)α+1

F (p)

∣∣∣∣
p=a

2
· 1−z
1+z

=

(
a

1 + z

)α+1

F

(
a

2
· 1− z

1 + z

)
.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

G(z) =
∞∑
k=0

bψk z
k,

ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîìó óðàâíåíèþ (6), ïîëó÷åííîìó ðàíåå â ñëó÷àå α = 0. Ïîýòîìó âñå
ïîëó÷åííûå ðàíåå â ï. 1.1 óòâåðæäåíèÿ äëÿ îáû÷íûõ ôóíêöèé Ëàãåððà, â ÷àñòíîñòè, î
âûáîðå îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà a è ñïîñîáàõ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ, ñïðà-
âåäëèâû è â íàøåì ñëó÷àå.
Ïóñòü òåïåðü èñêîìûé îðèãèíàë f(t) ïðåäñòàâ�èì â âèäå ðÿäà

f(t) =
∞∑
k=0

cϕkη
ϕ
k (t),

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
∑∞

k=0 |c
ϕ
k | <∞. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (29)

äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçîáðàæåíèé ôóíêöèé ηϕk (t), ñíîâà ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∞∑
k=0

bϕkz
k = G(z) ≡

(
a

1 + z

)α/2+1

F

(
a

2
· 1− z

1 + z

)
. (37)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ êîýôôèöèåíò bϕk ñâÿçàí ñî âñåìè c
ϕ
0 , . . . , c

ϕ
k , êàê ñëåäóåò

èç (29).
Äîïóñòèì, ìû íàøëè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ bϕ0 , . . . , b

ϕ
n. Çíàÿ b

ϕ
n, ìû ñìî-

æåì íàéòè cϕn, ïîñëå ÷åãî, �âûáðîñèâ� èç b
ϕ
0 , . . . , b

ϕ
n−1 ñîñòàâëÿþùèå �âäîëü� η

ϕ
n(t), àíàëîãè÷-

íî íàéäåì cϕn−1, è ò. ä. Èçîáðàæåíèå η
ϕ
n(t) âõîäèò â ëåâóþ ÷àñòü (37) â âèäå ñëàãàåìîãî (ñ êî-

ýôôèöèåíòîì 2F1 (−n, α/2 + 1, α + 1, z)), ñîäåðæàùåãî âñå ñòåïåíè zi, i = 0, 1, . . . , n. Åñëè
α = 0, òî 2F1 (−n, 1, 1, z) = (1−z)n. Ñëåäîâàòåëüíî, îøèáêà âû÷èñëåíèÿ cϕn âîéäåò â çíà÷å-
íèÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íà ñëåäóþùåì øàãå
õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè ñîõðàíèòñÿ. Â èòîãå ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ cϕk ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîïóñòèìî áîëüøîé. Â ñëó÷àå α 6= 0 êàðòèíà êà÷åñòâåííî
íå ìåíÿåòñÿ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè íåóñòîé÷èâîñòü ýòîé ïðîöåäóðû.
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2. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñ ïîìîùüþ êâàä-

ðàòóðíûõ ôîðìóë

2.1. Èíòåðïîëÿöèîííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

2.1.1. Äàíî óðàâíåíèå ∫ ∞
0

exp(−p t)f(t) dt = F (p),

ãäå f(t) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ-îðèãèíàë, à F (p) � å¼ èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó. Êàê èçâåñòíî,
èçîáðàæåíèå F (p) ðåãóëÿðíî â íåêîòîðîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > γ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü
γ = 0, ÷åãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñäâèãîì ïî p çà ñ÷åò äîìíîæåíèÿ îðèãèíàëà íà ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ýêñïîíåíòó. Êàê èçâåñòíî, îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà çàäàåòñÿ
èíòåãðàëîì Ðèìàíà�Ìåëëèíà

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep tF (p) dp, c > 0, t > 0.

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, îí íå çàâèñèò îò c è â
ñëó÷àå ðàçðûâà îðèãèíàëà â òî÷êå t ìû ïîëó÷àåì ïîëóñóììó ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé îðè-
ãèíàëà ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè t.
Ïîëîæèì â ôîðìóëå îáðàùåíèÿ p = c + iτ, òîãäà exp(p t) = exp(c t) exp(iτ t). Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì t ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïîñòîÿíåí, à âòîðîé ïðîáåãàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ñ ðîñòîì t ïåðâûé ñîìíîæèòåëü è ñêî-
ðîñòü ïðîáåãàíèÿ îêðóæíîñòè âòîðûì ñîìíîæèòåëåì íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, òàê ÷òî
ïîïûòêà ïðèáëèçèòü èíòåãðàë ðèìàíîâûìè ñóììàìè âðÿä ëè ïðèâåäåò ê öåëè. Íàïðèìåð,
â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ f(t) = 1 èìååì F (p) = 1/p, òàê ÷òî ïðè ëþáîì c > 0 ñîìíîæè-
òåëü exp(c t) áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì t, îäíàêî îðèãèíàë ïîñòîÿíåí è íå çàâèñèò îò
c.
Èòàê, ïóñòü F (p) ðåãóëÿðíà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > 0 íàðÿäó ñ ôóíêöèåé ϕs(p) =
psF (p) ïðè íåêîòîðîì s > 0 è ïóñòü ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ϕs(∞). Çàïèøåì ôîðìóëó îáðà-
ùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà â âèäå èíòåãðàëà Ðèìàíà�Ìåëëèíà

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eptp−sϕs(p) dp , c > 0. (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðèãèíàë f(t) ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé f1(t), . . . , fn(t), èçîáðàæåíèÿ êîòîðûõ èçâåñòíû è ðàâíû
F1(p), . . . , Fn(p). Ïîëîæèì Φk(p) = psFk(p), k = 1, 2, . . . , n. Òåïåðü âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè p1, . . . , pn â ïîëóïëîñêîñòè Re p > 0 è ïîñòðîèì
èíòåðïîëÿöèîííûé �ìíîãî÷ëåí� äëÿ ôóíêöèè ϕs(p) ïî å¼ çíà÷åíèÿì ϕs(p1), . . . , ϕs(pn) îò-
íîñèòåëüíî ñèñòåìû Φ1(p), . . . , Φn(p), ò. å. ïîëîæèì

ϕs(p) ≈
n∑
k=1

ckΦk(p), (2)

à êîýôôèöèåíòû ck îïðåäåëèì èç óñëîâèé

ϕs(pj) =
n∑
k=1

ckΦk(pj), j = 1, 2, . . . , n.

20



Íàïðèìåð, â ñëó÷àå fk(t) = ts+k−2 ïîëó÷àåì Φk(p) = p1−k è ôîðìóëà (2) èìååò âèä

ϕs(p) ≈
n∑
k=1

ckΦk(p) =
n∑
k=1

lk

(
1

p

)
ϕs(pk), (3)

ãäå

lk(x) = ωk(x)/ωk(xk), ωk(x) = ω(x)/(x− xk), ω(x) =
n∏
k=1

(x− xk), x = 1/p, xk = 1/pk.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3) â (1) ïîëó÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (ÊÔ)

f(t) ≈
n∑
k=1

Ak(t)ϕs(pk) (4)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

Ak(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep tp−slk

(
1

p

)
dp . (5)

Ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëà òî÷íà äëÿ ôóíêöèé fk(t) = ts+k−2, k = 1, 2, . . . , n, è ïîòîìó
êîýôôèöèåíòû (5) èìåþò âèä ts−1Pn−1,k(t), ãäå Pn−1,k(t) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
íå âûøå n−1, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óçëàìè p1, . . . , pn. Íàçîâåì å¼ èíòåðïîëÿöèîííîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé (ÈÊÔ).

2.1.2. Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, íåëüçÿ ëè çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî âûáîðà óçëîâ
ïîâûñèòü ñòåïåíü òî÷íîñòè (âîîáùå ãîâîðÿ, óçëû ìîãóò çàâèñåòü îò t), è åñëè ìîæíî, òî
íà ñêîëüêî åäèíèö? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áîëåå, ÷åì íà n åäèíèö íåëüçÿ óâåëè÷èòü ñòåïåíü
òî÷íîñòè (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðèâåäåíî äàëåå â ï.
4.3.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôîðìóëà (4) áûëà òî÷íà äëÿ ôóíêöèé ϕs(p) = p−j, j =
0, 1, . . . , 2n− 1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé:
1) ôîðìóëà (4) èíòåðïîëÿöèîííàÿ, ò. å. å¼ êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (5),
2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ �îðòîãîíàëüíîñòè�∫ c+i∞

c−i∞
ep tp−sω

(
1

p

)
p−k dp = 0 , k = 0, 1, . . . , n− 1, (6)

ãäå

ω

(
1

p

)
=

n∏
k=1

(
1

p
− 1

pk

)
. (7)

Äîêàçûâàåòñÿ ýòà òåîðåìà òàê æå, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë òèïà
Ãàóññà (ñì., íàïðèìåð, [10]), è èìååòñÿ â êíèãå [13]. Çäåñü ìû åãî íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêó
äàëåå áóäåò äîêàçàíî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.
Èòàê, ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íàèâûñøåé ñòåïåíè òî÷íîñòè (ÊÔÍÑÒ) îá-
ðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñâîäèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ ìíîãî÷ëåíà (7), óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèþ (6).
Ïîëîæèâ z = pt, qk = pkt, ïåðåïèøåì óñëîâèå (6) â âèäå∫ c1+i∞

c1−i∞
ezz−s

(
1

z
− 1

q1

)
· · ·
(

1

z
− 1

qn

)
z−k dz = 0 , k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî (ñì. òàêæå [13]), ÷òî ìíîãî÷ëåí

ωn

(
1

z

)
=

n∏
k=1

(
1

z
− 1

qk

)
ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñîìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì

P s
n

(
1

z

)
=

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(n+ s− 1)kz

−k,

êîðíè êîòîðîãî, êàê áóäåò äàëåå ïîêàçàíî, ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè
Re z > 0.
Â çàïèñè ìíîãî÷ëåíà P s

n èñïîëüçîâàí ñèìâîë Ïîõãàììåðà (ñì. ï. 1, (30)). Ñëåäîâàòåëüíî,
ÊÔÍÑÒ âèäà (4) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, è å¼ óçëû ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ïðåäñòàâèìû â
âèäå pk = qkt, ãäå qk � êîðíè óðàâíåíèÿ P s

n(1/q) = 0. Êîýôôèöèåíòû ÊÔÍÑÒ âû÷èñëÿåì
ïî ôîðìóëå (5):

Ak(t) =
ts−1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ezz−s

n∏
j=1
j 6=k

1/z − 1/qj
1/qk − 1/qj

dz = Bkt
s−1.

Èòàê, ÊÔÍÑÒ èìååò âèä

f(t) ≈ ts−1
n∑
k=1

Bkϕs

(qk
t

)
. (8)

Å¼ êîýôôèöèåíòû ìîæíî íàéòè êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

n∑
k=1

Bkq
−m
k =

1

Γ(s+m)
, m = 0, 1, . . . , n− 1, (9)

ýêâèâàëåíòíîé, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, óñëîâèþ èíòåðïîëÿöèîííîñòè êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû. Î÷åâèäíî, ýòà ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â ñèëó ïîïàðíîé ðàçëè÷íîñòè ÷èñåë
qk. Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå óñëîâèÿ (9) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ m = 0, 1, . . . , 2n− 1.

2.1.3. Ñðàâíèì ìåæäó ñîáîé ÈÊÔ (4) è ÊÔÍÑÒ (8).
Ïóñòü ñíà÷àëà s = 1. Åñëè óçëû ÈÊÔ (4) íå çàâèñÿò îò t, òî ïðàâàÿ ÷àñòü â ôîðìóëå
(4) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèé ïî ìîäóëþ ïðè t → ∞.
Îäíàêî èñêîìûé îðèãèíàë ìîæåò ñåáÿ âåñòè ñîâñåì èíà÷å, íàïðèìåð, èìåòü ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ f(+0), f(+∞), êîòîðûå íå ïîëó÷àþòñÿ èç ïðàâîé ÷àñòè (4) ïðè t→ 0 è t→ +∞,
ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìóëà (8) äà¼ò âåðíûå ðåçóëüòàòû êàê ïðè t → 0, òàê è ïðè t → ∞,
ïîñêîëüêó

∑n
k=1Bk = 1 (ñì. (9)) è ϕ1(0) = f(∞), ϕ1(∞) = f(0). Äåëî çäåñü â òîì, ÷òî

çàâèñèìîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ (4) îò t âõîäèò ëèøü â êîýôôèöèåíòû, íî íå âõîäèò â
ϕs(p), ÷òî íååñòåñòâåííî, õîòÿ áû ñ ó÷¼òîì òàóáåðîâûõ òåîðåì (ñì. [38], [22]), èáî ïîâåäåíèå
îðèãèíàëà ïðè ìàëûõ t îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì èçîáðàæåíèÿ ïðè áîëüøèõ ïî ìîäóëþ p, è
íàîáîðîò: ïîâåäåíèå îðèãèíàëà ïðè áîëüøèõ t îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì èçîáðàæåíèÿ ïðè
ìàëûõ ïî ìîäóëþ p. À â ôîðìóëå (8) àðãóìåíò t îïðåäåëÿåò ïðèâëåêàåìûå ê âû÷èñëåíèÿì
çíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ íàçâàííûìè òåîðåìàìè.
Ïóñòü òåïåðü s 6= 1. Åñëè ôóíêöèÿ ϕs(p) ðåãóëÿðíà ïðè p → ∞, òî âûáîð â êà÷åñòâå s
ñêîðîñòè óáûâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ F (p) ïðè p→∞ îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíûé ó÷¼ò ãëàäêîñòè
îðèãèíàëà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 (ýòà òî÷êà áóäåò êîðíåì îðèãèíàëà êðàòíîñòè s− 1
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(ñì. [24])), ÷òî è äåëàåò ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ñïðàâà â (8), îäíàêî ïðè t → ∞ íèêàêèõ
àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîâåäåíèå îðèãèíàëà ïðè ýòîì íå íàêëàäûâàåòñÿ.
Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå íà ïðèìåðå ÊÔÍÑÒ ñ îäíèì óçëîì:

f(t) ≈ fs(t) =
ts−1

Γ(s)
ϕs

(s
t

)
. (10)

Âîçüì¼ì ôóíêöèþ-îðèãèíàë f(t) = (1− e−t)3, åãî èçîáðàæåíèå ðàâíî

F (p) = 6/p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3).

Î÷åâèäíî, òî÷êà t = 0 � òð¼õêðàòíûé êîðåíü îðèãèíàëà è f(0) = 0, f(∞) = 1. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àè s = 1, 2, 3, 4. Ïî ôîðìóëå (10) íàõîäèì ïðèáëèæ¼ííûå îðèãèíàëû

f1(t) =6t3/(1 + t)(1 + 2t)(1 + 3t),

f2(t) =6t3/(1 + t)(2 + t)(2 + 3t),

f3(t) =9t3/(1 + t)(3 + t)(3 + 2t),

f4(t) =32t3/(2 + t)(4 + t)(4 + 3t),

îòêóäà ïðè t → 0 ïîëó÷àåì f1(t) ≈ 6t3, f2(t) ≈ 1.5t3, f3(t) ≈ t3, f4(t) ≈ t3, à ïðè t = ∞
èìååì f1(∞) = 1, f2(∞) = 2, f3(∞) = 4.5, f4(∞) = 32/3. Êàê âèäíî, ñ ðîñòîì s â
îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðèáëèæåíèå ê îðèãèíàëó óëó÷øàåòñÿ, à â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = ∞,
íàîáîðîò, óõóäøàåòñÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå çà ñ÷¼ò âûáîðà s ìîæíî äîáèâàòüñÿ îïðåäåë¼ííîãî ïîâåäåíèÿ ïðèáëèæ¼í-
íîãî ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê t = 0 è t = ∞ (çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè äðóãèõ
ìåòîäîâ îáðàùåíèÿ äîïóñòèìû è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ s).
Îêàçûâàåòñÿ, ìíîãî÷ëåíû P s

n(x), îïðåäåëÿþùèå ÊÔÍÑÒ (8), îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâà-
ìè, ÷òî è êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà, Ëàãåððà, ßêîáè [30].

2.2. Îáùèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, îïðåäåëÿþùèõ

ÊÔÍÑÒ

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí ωn(1/z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �îðòîãîíàëüíîñòè�∫ c+i∞

c−i∞
ezz−sωn

(
1

z

)
z−k dz = 0 , k = 0, 1, . . . , n− 1, c > 0.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé z = 1/x ïîëó÷èì óñëîâèå∫
L

h(x)ωn(x)xk dx = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, (11)

ãäå h(x) = xs−2e1/x, à ëèíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ L åñòü îêðóæíîñòü∣∣∣∣x− 1

2c

∣∣∣∣ =
1

2c
, c > 0.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü c � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Êëàññè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà, Ëàãåððà, ßêîáè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îðòîãîíàëü-
íîñòè âèäà ∫ b

a

ρ(x)Qn(x)Qm(x) dx = 0, m 6= n,
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ñî çíàêîïîñòîÿííûì âåñîì ρ(x) íà èíòåðâàëå (a, b) (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì), ïðè÷¼ì
âåñ ρ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïèðñîíà [30]

ρ ′(x)

ρ(x)
=
A(x)

B(x)
, (12)

ãäå A(x) = p0 + p1x, B(x) = q0 + q1x+ q2x
2 � ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåí-

òàìè. Êëàññè÷åñêèå âåñà Ýðìèòà, Ëàãåððà, ßêîáè ñîîòâåòñòâóþò òð¼ì ñëó÷àÿì:

1) óðàâíåíèå B(x) = 0 íå èìååò ðåøåíèé (B(x) = const 6= 0);

2) óðàâíåíèå B(x) = 0 èìååò îäèí ïðîñòîé âåùåñòâåííûé êîðåíü;

3) óðàâíåíèå B(x) = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ.

Êëàññè÷åñêèå âåñà óäîâëåòâîðÿþò ïðåäåëüíûì óñëîâèÿì

lim
x→a

ρ(x)B(x) = 0, lim
x→b

ρ(x)B(x) = 0, (13)

à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ðîäðèãà [30]

Qn(x) =
cn
ρ(x)

(ρ(x)Bn(x))(n) , n = 0, 1, . . . ,

ãäå cn � ïðîèçâîëüíûé ñîìíîæèòåëü. Â ñëó÷àå B(x) = x2 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïèðñîíà
èìååò âèä xαeβ/x, îíî îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ x > 0, íî âåñîì íå ÿâëÿåòñÿ (íà êîíå÷íîì
îòðåçêå ýòî âåñ, íî äëÿ íåãî ïðåäåëüíûå óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ).
Ïîñòðîåííûé íàìè ìíîãî÷ëåí (7), îïðåäåëÿþùèé ÊÔÍÑÒ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îðòî-
ãîíàëüíîñòè (11) ñ âåñîì h(x) = xs−2e1/x. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî h(x) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Ïèðñîíà (12) ïðè B(x) = x2, A(x) = (s− 2)x− 1. Äàëåå, h(x)B(x) = xse1/x, òàê
÷òî âûïîëíÿþòñÿ è ïðåäåëüíûå óñëîâèÿ (13), òîëüêî òåïåðü âìåñòî îòðåçêà (a, b) ñëåäóåò
èìåòü â âèäó îêðóæíîñòü L, à â êà÷åñòâå a è b âûñòóïàåò îäíà è òà æå òî÷êà x = 0 ïðè
ñòðåìëåíèè ê íåé ñ ðàçíûõ ñòîðîí âäîëü óêàçàííîé îêðóæíîñòè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (7) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ðîäðèãà

ωn(x) =
cn
h(x)

(h(x)Bn(x))(n) , n = 0, 1, . . . (14)

Å¼ äîêàçàòåëüñòâî íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêó îíî íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò èìåþùåãîñÿ â [30].
Êàê è äëÿ êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñïðàâåäëèâà è àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåòñÿ

Òåîðåìà 3. Ìíîãî÷ëåíû (7) óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

B(x)ω′′n(x) + [A(x) +B′(x)]ω′n(x)− n(n+ s− 1)ωn(x) = 0, ãäå

B(x) = x2, A(x) = (s− 2)x− 1.
(15)

Äàëåå, ìíîãî÷ëåíû ωn(x) óäîâëåòâîðÿþò òð¼õ÷ëåííîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ âèäà

ωn(x) = (x+ an)ωn−1(x) + bnωn−2(x), n = 2, 3, . . . ,

ãäå an, bn � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà (ñì. [13]) (â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ çäåñü bn > 0).
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Ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ωn(x), èñõîäÿ èç ôîðìóëû Ðîäðèãà (14).
Ïóñòü g(z) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ôóíêöèÿ.
Î÷åâèäíî,

∂

∂x
g
(y
x

)
= g′

(y
x

)(
− y

x2

)
,

∂

∂y
g
(y
x

)
= g′

(y
x

) 1

x
,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî
1

y

∂

∂x
g
(y
x

)
= −1

x

∂

∂y
g
(y
x

)
.

Äëÿ ôóíêöèè g(z) = ezz−a, ãäå a � êîíñòàíòà, ýòî ðàâåíñòâî èìååò âèä

∂

∂x

(
ey/x

xa

ya+1

)
= − ∂

∂y

(
ey/x

xa−1

ya

)
,

îòêóäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëó÷àåì

∂n

∂xn

(
ey/x

xa

ya+1

)
= (−1)n

∂n

∂yn

(
ey/x

xa−n

ya−n+1

)
. (16)

Ïîëîæèì a = 2n+ s− 2. Ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà

(−1)nxn+s−2
n∑
k=0

(
n

k

)
∂n−k

∂yn−k
ey/x

∂k

∂yk
y−(n+s−1) =

= (−1)nxs−2ey/x
n∑
k=0

(−1)n
(
n

k

)
(n+ s− 1)k x

ky−(n+s−1)−k.

Âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (14) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (16), ïîëàãàÿ y = 1 è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî h(x)Bn(x) = e1/xx2n+s−2, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðèä¼ì ê ïðåäñòàâëåíèþ

ωn(x) = cn

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(n+ s− 1)k x

k = cnP
s
n(x). (17)

Ïîêàæåì, ÷òî êîðíè xk ìíîãî÷ëåíîâ (17) (èëè êîðíè qk ìíîãî÷ëåíîâ (7)) ïðîñòûå. Çà-
ìåòèì, ÷òî P s

n(0) 6= 0, òàê ÷òî âñå xk îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïóñòü x � êðàòíûé êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà (17), ò. å. ωn(x) = ω′n(x) = 0. Èç óðàâíåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî è ω′n(x) = 0.
äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (15) è ïîëàãàÿ x = x, ïîñëåäîâàòåëüíî íàéä¼ì, ÷òî

ω′′′n (x) = · · · = ω
(n)
n (x) = 0. Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, âñå óçëû ÊÔÍÑÒ

(8) ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (8) ôóíêöèÿ ϕs(p) ïðåäïîëàãàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â ïîëóïëîñêîñòè
Re p > 0, òàê ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (8) ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè óñëîâèè Re qk > 0, ò. å. âñå óçëû
ÊÔÍÑÒ äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ áóäåò äîêàçàíà ïîçæå.
Èòàê, ÊÔÍÑÒ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ïîðîæäàþùèå èõ îðòîãîíàëüíûå
ìíîãî÷ëåíû ïî ñóòè íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ âåùåñòâåííûõ ñëó÷àåâ. Ïðàâäà,
â êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ óçëû ÊÔÍÑÒ ïðèíàäëåæàò îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Â íàøåì
ñëó÷àå áóêâàëüíîãî àíàëîãà ýòîìó óòâåðæäåíèþ áûòü íå ìîæåò, èáî â ôîðìóëå îáðàùåíèÿ
ëèíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíà, è óçëû êâàäðàòóðû íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà âñåõ ýòèõ
ëèíèÿõ. Òåì íå ìåíåå è äëÿ ÊÔÍÑÒ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, êàê ìû ïîêàæåì,
èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå âåùåñòâåííîìó ñëó÷àþ, íî èìåþùåå áîëåå îáùèé
õàðàêòåð.
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2.3. Ñâÿçü ÊÔÍÑÒ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñ àïïðîê-

ñèìàöèÿìè Ïàäå

Â ïðåäïîëîæåíèè ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè ϕs(p) ïðè Re p > 0 ïåðåïèøåì ôîðìóëó îáðàùå-
íèÿ (1) èíà÷å (ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé âèäà p1 = pt):

f(t) = ts−1
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sϕs(p/t) dp , c > 0. (18)

Äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà çàìåíèì ôóíêöèþ ep å¼ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé
àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå (ñì. [11], [1]). Íàïîìíèì èõ îïðåäåëåíèå.
Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(z) = a0 + a1z + a2z

2 + . . . , a0 6= 0.

Îïðåäåëåíèå. Àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå òèïà [m/n] äëÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

[m/n]f (z) =
Pm(z)

Qn(z)
,

ãäå Pm(z), Qn(z) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé m è n ñîîòâåòñòâåííî, òàêàÿ, ÷òî

f(z)− Pm(z)

Qn(z)
= O

(
|z|m+n+1

)
, z → 0, Qn(0) = 1. (19)

Åñëè f(z) äèôôåðåíöèðóåìà äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, òî óñëîâèå (19) ðàâíîñèëüíî òàêèì
óñëîâèÿì:

f (k)(0) =

(
Pm(z)

Qn(z)

)(k) ∣∣∣∣
z=0

, k = 0, 1, . . . ,m+ n.

Äëÿ ôóíêöèè ez ñóùåñòâóþò àïïðîêñèìàöèè Ïàäå âñåõ òèïîâ è èõ ìîæíî ïîñòðîèòü ïî
ôîðìóëàì

Pm(z) =1F1(−m,−m− n, z),
Qn(z) =1F1(−n,−m− n,−z),

ãäå

1F1(a, b, z) =
∞∑
k=0

(a)k
(b)k
· z

k

k!

åñòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ âûÿñíÿåòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü
àïïðîêñèìàöèé Ïàäå ñ ÊÔÍÑÒ.

Òåîðåìà 4. Ïîëþñû àïïðîêñèìàöèè Ïàäå òèïà [m/n] äëÿ ôóíêöèè ez ïðè m > n − 1
ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ÊÔÍÑÒ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà âèäà (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíàìåíàòåëü àïïðîêñèìàöèè Ïàäå òèïà [m/n] äëÿ ôóíêöèè

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + . . .

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îïðåäåëèòåëÿ (ñì. [1]) (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè)

Qn(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
am−n+1 am−n+2 . . . am+1

. . . . . . . . . . . .
am am+1 . . . am+n

zn zn−1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (20)
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Ïðè j < 0 ñëåäóåò ñ÷èòàòü aj = 0.
Â ñëó÷àå f(z) = ez èìååì

aj =
1

j!
=

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−j−1 dp, c > 0. (21)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû

Ij =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−(m−n+2)[p−nQn(p)]p−j dp , j = 0, 1, . . . , n− 1.

Ïîëîæèì s = m−n+2. Ïî óñëîâèþ m−n+2 > 0, òàê ÷òî s > 1, è èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò.
Ïîäñòàâëÿÿ â íèõ âûðàæåíèå (20) äëÿ Qn(z) è ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (21), ïðèä¼ì ê
ðàâåíñòâó

Ij =

∣∣∣∣∣∣∣∣
am−n+1 am−n+2 . . . am+1

. . . . . . . . . . . .
am am+1 . . . am+n

am−n+1+j am−n+2+j . . . am+1+j

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì j = 0, 1, . . . , n − 1 ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà îïðåäåëèòåëÿ ñîâïàäàåò
ñ îäíîé èç ïðåäûäóùèõ ñòðîê, òàê ÷òî âñå Ij ðàâíû íóëþ. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî-
÷ëåí p−nQn(p) óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè, ÷òî è P s

n(1/p), è îíè
îòëè÷àþòñÿ ëèøü íîðìèðîâêîé, ò. å. Qn(p) = cpnP s

n(1/p). Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíè çíàìåíà-
òåëÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ P s

n(1/p) = 0, ò. å. ñ óçëàìè
ÊÔÍÑÒ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕs(p) = psF (p) ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì s ðåãóëÿðíà â
ïîëóïëîñêîñòè Re p > 0. Åñëè Pm(p)/Qn(p) � àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå òèïà [m/n] äëÿ ep

è s = m − n + 2, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè c ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Pm(p)

Qn(p)
p−sϕs

(p
t

)
dp =

n∑
k=1

Akϕs

(pk
t

)
, (22)

ãäå Ak, pk � êîýôôèöèåíòû è óçëû ÊÔÍÑÒ âèäà (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Qn(p) � çíàìåíàòåëü àïïðîêñèìàöèè Ïàäå òèïà [m/n] äëÿ ôóíê-
öèè ep è m − n + 2 = s. Âîçüì¼ì ëþáîå ÷èñëî c òàêîå, ÷òî 0 < c < mink Re pk, ãäå pk �
êîðíè óðàâíåíèÿ Qn(p). Òàêîå ÷èñëî c ñóùåñòâóåò, òàê êàê âñå óçëû ÊÔÍÑÒ ðàñïîëîæåíû
â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ïóñòü Pm(p) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(p) =
Pm(p)

Qn(p)
= Rm−n(p)− B1

p− p1
− · · · − Bn

p− pn
. (23)

Åñëè m − n < 0, òî Rm−n(p) = 0. Ïóñòü γ îçíà÷àåò çàìêíóòûé êîíòóð, ïðîõîäèìûé ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå è ñîñòîÿùèé èç äóãè CR îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R ñ öåíòðîì â òî÷êå p =
0, ëåæàùåé ñëåâà îò ïðÿìîé Re p = c è îòðåçêà ýòîé ïðÿìîé, ñòÿãèâàþùåé äóãó CR.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =
1

2πi

∫
γ

f(p)p−sϕs(p/t) dp . (24)
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Èíòåãðàë â (24), áåðóùèéñÿ ïî äóãå CR, ïðè R→∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê íà CR ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî f(p)p−s = O(p−2), à ϕs(p/t) îãðàíè÷åíà. Çíà÷èò, ïðè R → ∞ âåëè÷èíà
(24) ñòðåìèòñÿ ê ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (22). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ

I =
n∑
j=1

Djϕs(pj/t),

åñëè ïîëîæèòü Dj = Bjp
−s
j . Òåïåðü âûáåðåì çíà÷åíèÿ âõîäÿùèõ â (23) êîýôôèöèåíòîâ Bj

òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

n∑
j=1

Djp
−k
j =

1

Γ(s+ k)
, k = 0, 1, . . . , n− 1. (25)

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî Dj = Aj, èáî pj � óçëû ÊÔÍÑÒ, è óñëîâèÿ (25) íà ñàìîì äåëå âåðíû
äëÿ k = 0, 1, . . . , 2n− 1, è èíòåãðàë (24) ðàâåí ïðàâîé ÷àñòè â ôîðìóëå (22).
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (23) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü
â (23) ñîâïàëà ñ àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå òèïà [m/n] äëÿ ep. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ñîâïàäàþò â íóëå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ f(p) è ep, ò. å. f (k)(0) = 1, k = 0, 1, . . . ,m+n.
Äèôôåðåíöèðóÿ k ðàç òîæäåñòâî (23) è ïîëàãàÿ p = 0, íàõîäèì

f (k)(0) = R
(k)
m−n(0) + k!

n∑
j=1

Bj/p
k+1
j .

Ïðè s = 1, ò. å. ïðè m = n − 1 ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îòñóòñòâóåò; äàëåå, Bj = Djpj =
Ajpj, è ïîýòîìó

f (k)(0) = k!
n∑
j=1

Bj/p
k+1
j = 1.

Ïóñòü òåïåðü m− n = s− 2 > 0. Ïðè k > m− n èìååì

f (k)(0) = k!
n∑
j=1

Bj/p
k+1
j = 1, k = m− n+ 1,m− n+ 2, . . . ,m+ n.

Äàëåå, çà ñ÷¼ò âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà Rm−n(p) = b0 + b1p + · · · + bm−np
m−n

äîáú¼ìñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé f (k)(0) = 1, k = 0, 1, . . . ,m− n. Â èòîãå òàêîãî âûáîðà f(p)
îêàçûâàåòñÿ àïðîêñèìàöèåé Ïàäå, äëÿ êîòîðîé âåðíà ôîðìóëà (22).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5 äîïóñêàåò òàêóþ �ìîìåíòíóþ� ôîðìóëèðîâêó: ïóñòü çàäàíû ÷èñëà
(ìîìåíòû)

µj =

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sp−j dp , j = 0, 1, . . . ,

ãäå s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ïóñòü Pm(p)/Qn(p) � àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå òèïà [m/n] äëÿ
ep, ïðè÷¼ì m− n+ 2 = s. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà∫ c+i∞

c−i∞

Pm(p)

Qn(p)
p−sp−j dp = µj, j = 0, 1, . . . ,m+ n.
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Çàìå÷àíèå 1. Êàê ìû âèäåëè âûøå, äëÿ ep ñóùåñòâóþò àïïðîêñèìàöèè Ïàäå âñåõ òèïîâ
[m/n], â òîì ÷èñëå è ïðè m < n − 1. Èõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà: çàïèøåì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ
â âèäå

f(t) =
1

t

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epF

(p
t

)
dp ,

à çàòåì çàìåíèì ep å¼ àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìóëå

f(t) ≈ 1

t

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Pm(p)

Qn(p)
F
(p
t

)
dp . (26)

Òåïåðü ðàçëîæåíèå (23) íà ïðîñòåéøèå äðîáè íå ñîäåðæèò öåëîé ÷àñòè (Rm−n(p) = 0).
Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê èíòåãðàëó (26), ïðèä¼ì ê êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëå ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè F (pk/t), êîòîðóþ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, äîìíî-
æèâ è ðàçäåëèâ ñëàãàåìûå â êâàäðàòóðíîé ñóììå íà (pk/t)

s, à ïîäûíòåðàëüíóþ ôóíêöèþ
â (23) íà (p/t)s, ê ôîðìóëå âèäà (8), íî òåïåðü s < 0. Òàêèå ôîðìóëû ïðè t→ 0 è t→∞
âåäóò ñåáÿ èíà÷å, ÷åì ÊÔÍÑÒ.

Çàìå÷àíèå 2. Èçó÷åíèåì ñõîäèìîñòè ÊÔÍÑÒ â ýòîì ïóíêòå ìû íå çàíèìàåìñÿ, ïî-
ñêîëüêó äàëåå â ïóíêòå 4 áóäåò èññëåäîâàí ñëó÷àé �îáîáù¼ííûõ� ÊÔÍÑÒ, ñîäåðæàùèõ â
ñåáå ÊÔÍÑÒ.

3. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îáðàùå-

íèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

3.1. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ñâÿçàííàÿ ñ

ãàììà-ôóíêöèåé

Ïóñòü Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ 1/Γ(z) öåëàÿ. Ïðè ëþáîì
êîìïëåêñíîì s ôóíêöèÿ 1/Γ(s+ z) òàêæå öåëàÿ, ò. å.

1

Γ(s+ z)
=
∞∑
j=0

γjsz
j,

è ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
z = n− s+ 1 ïîëó÷àåì àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

1

n!
=
∞∑
j=0

γjs(n+ s− 1)j.

Íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, ðåãóëÿðíûõ íà êðóãå |t| 6 r, r > 0, ââåä¼ì îïåðàòîð (ñêîðåå,
ñèìâîë)

Γ−1
(
s+ t

d

dt

)
=
∞∑
j=0

γjs

(
t
d

dt

)j
.

Ïóñòü f(t) = tm, m � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Î÷åâèäíî,(
t
d

dt

)j
tm =

(
t
d

dt

)j−1
t
d

dt
tm = m

(
t
d

dt

)j−1
tm = · · · = mjtm.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

Γ−1
(
s+ t

d

dt

)
tm =

∞∑
j=0

γjsm
jtm =

tm

Γ(s+m)
.

Ïîëîæèì, êàê îáû÷íî, ϕs(p) = psF (p), ãäå F (p) � èçîáðàæåíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè-
îðèãèíàëà, s � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ps(t) = ϕs(1/t) ðåãóëÿðíà íà êðóãå |t| 6 r, r > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ

g(t) = Γ−1
(
s+ t

d

dt

)
Ps(t)

öåëàÿ, à èñêîìûé îðèãèíàë ðàâåí ts−1g(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Ps(t) ðåãóëÿðíà íà êðóãå |t| 6 r è ïðåäñòàâèìà òàì ðÿäîì

Ps(t) =
∞∑
j=0

ajt
j. (1)

Ñëåäîâàòåëüíî,

Γ−1
(
s+ t

d

dt

)
Ps(t) =

∞∑
j=0

ajΓ
−1
(
s+ t

d

dt

)
tj =

∞∑
j=0

aj
tj

Γ(s+ j)
.

Ïåðåñòàíîâêà ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Γ−1 îïðàâäàíà àáñîëþòíîé
è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ ðÿäà (1). Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ

g(t) =
∞∑
j=0

aj
tj

Γ(s+ j)

öåëàÿ, èáî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ âñþäó.
Ââåä¼ì ôóíêöèþ f(t) = ts−1g(t). Îíà àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a, b],
0 6 a < b <∞, òàê êàê s > 0, è ñóùåñòâóåò å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà∫ ∞

0

e−p t
∞∑
j=0

aj
ts−1+j

Γ(s+ j)
dt =

∞∑
j=0

aj
ps+j

= p−sPs

(
1

p

)
= F (p).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî íåðàâåíñòâî, ê âûâîäó êîòîðîãî ìû ñåé÷àñ ïåðåéä¼ì.
Ïóñòü ôóíêöèÿ g(t) ðåãóëÿðíà íà êðóãå |t| 6 r, r > 0. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z
òàêóþ, ÷òî |z| < r, è ïóñòü C = {t | t = reiϕ, 0 6 ϕ < 2π}. Ïî ôîðìóëå Êîøè èìååì

g(z) =
1

2πi

∫
C

g(t)

t− z
dt =

1

2π

∫ 2π

0

g(reiϕ)

1− z/t
dϕ.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë L, òîãäà

Lg(z) =
1

2π

∫ 2π

0

g(reiϕ)L
(

1

1− z/t

)
dϕ (2)
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è

L
(

1

1− z/t

)
=

∞∑
m=0

L(zm)

tm
,

ïðè÷¼ì ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ò. å. ïðè ôèêñèðîâàííîì z ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
m=0

|L(zm)|/rm.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ê (2), ïîëó÷èì

|Lg(z)|2 6 1

4π2

∫ 2π

0

|g(reiϕ)|2 dϕ
∫ 2π

0

∣∣∣∣L( 1

1− z/t

)∣∣∣∣2 dϕ. (3)

Èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñòåïåíåé íà îêðóæíîñòè∫ 2π

0

t−mt −q dϕ =

{
0, m 6= q,

2π/r2m, m = q,

ïðèä¼ì ê òîæäåñòâó ∫ 2π

0

∣∣∣∣L( 1

1− z/t

)∣∣∣∣2 dϕ = 2π
∞∑
m=0

|L(zm)|2/r2m.

Â èòîãå èç (3) ïîëó÷èì èñêîìîå íåðàâåíñòâî

|Lg(z)|2 6 1

2π

∫ 2π

0

|g(reiϕ)|2
∞∑
m=0

|L(zm)|2/r2m. (4)

Ïðè r = 1 ýòî íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Õýììåðëèíà [9].

3.2. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îáðàùåíèÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Äîêàçàííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ëåììà è íåðàâåíñòâî (4) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îöåí-
êè ïîãðåøíîñòè øèðîêîãî êëàññà êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-
ïëàñà, â òîì ÷èñëå è ÊÔÍÑÒ.
Ïóñòü äàíî èçîáðàæåíèå F (p) è ϕs(p) = psF (p).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì s > 0 ôóíêöèÿ Ps(t) = ϕs(1/t) ðåãóëÿðíà íà êðóãå
|t| 6 r, r > 0, è ïóñòü A1, . . . , An � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à µ1, . . . , µn ïðîèç-
âîëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî |µk| < 1, k = 1, 2, . . . , n. Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ-îðèãèíàë ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(t) = ts−1

[
n∑
k=1

AkPs(µkt) + εn(t)

]
, (5)

è ïðè ëþáîì ρ òàêîì, ÷òî 0 < t < ρ 6 r, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|εn(t)| 6Mρs

 ∞∑
m=0

∣∣∣∣∣ 1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akµ
m
k

∣∣∣∣∣
2(

t

ρ

)2m
1/2

, (6)

ãäå

Mρs =

[
1

2π

∫ 2π

0

|Ps(ρeiϕ)|2 dϕ
]1/2

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé g(t), ðåãóëÿðíûõ íà êðóãå |t| 6 r, ðàññìîòðèì
îïåðàòîð Qs, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Qsg(t) =

(
Γ−1

(
s+ t

d

dt

)
−

n∑
k=1

AkGk

)
g(t), Gkg(t) = g(µkt).

Ïóñòü z � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî |z| < ρ 6 r. Ïîëîæèì g(t) = Ps(t)
è ââåä¼ì ôóíêöèîíàë L òàê, ÷òî

Lg(z) = Qsg(t) |t=z .

Ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì

Lg(z) = LPs(z) = z1−sf(z)−
n∑
k=1

AkPs(µkz).

Ïîëîæèì εn(z) = LPs(z), òîãäà

f(z) = zs−1

[
n∑
k=1

AkPs(µkz) + εn(z)

]
,

ò. å. ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå (5). Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû εn(z) âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì
(4). Î÷åâèäíî,

L(zm) =
zm

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Ak(µkz)m,

è ïîòîìó

|LPs(z)|2 6 1

2π

∫ 2π

0

|Ps(reiϕ)|2 dϕ
∞∑
m=0

∣∣∣∣∣ 1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akµ
m
k

∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣zρ
∣∣∣∣2m.

Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (6), åñëè ïîëîæèòü z = t, ñ÷èòàÿ 0 < t < ρ 6 r. Çàìåòèì,
÷òî â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ.
Î÷åâèäíî, ôîðìóëó (5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÊÔ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
ñ êîýôôèöèåíòàìè Ak è óçëàìè pk = 1/µk è ñ ïîãðåøíîñòüþ εn(t), èáî Ps(µkt) = ϕs(pk/t).
Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü Mρs â îöåíêå (6) çàâèñèò ëèøü îò èçîáðàæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ íîðìîé
ôóíêöèè Ps(t) íà îêðóæíîñòè ðàäèóñîì ρ < r, à âòîðîé ñîìíîæèòåëü çàâèñèò òîëüêî îò
ÊÔ.

Ñëåäñòâèå 1. Ñïðàâåäëèâà áîëåå ïðîñòàÿ, ìåíåå òî÷íàÿ îöåíêà

|εn(t)| 6Mρs

 ∞∑
m=0

∣∣∣∣∣ 1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akµ
m
k

∣∣∣∣∣
2
1/2

, 0 < t < ρ 6 r. (7)

Ñëåäñòâèå 2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|t1−sf(t)| 6Mρs

(
∞∑
m=0

1

Γ2(s+m)

)1/2

, 0 < t < ρ 6 r. (8)
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Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî â ôîðìóëå (5) ïîëîæèòü âñå êîýôôèöèåíòû Ak ðàâíû-
ìè íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè s = 1 èç (8) ïîëó÷àåì àïðèîðíóþ îöåíêó èñêîìîãî îðèãèíàëà

|f(t)| 6Mρ1

(
∞∑
m=0

1

m!2

)1/2

≈ 1.51Mρ1, 0 < t < ρ 6 r.

Ïåðåéä¼ì ê ÈÊÔ. Ïóñòü ÊÔ

f(t) = ts−1

[
n∑
k=1

Akϕs(pk/t) + εn(t)

]
(9)

èíòåðïîëÿöèîííàÿ, ò. å. εn(t) = 0 äëÿ ôóíêöèé ϕs(p) = p−j, j = 0, 1, . . . , n−1, èëè äðóãèìè
ñëîâàìè, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

n∑
k=1

Akp
−m
k = 1/Γ(s+m), m = 0, 1, . . . , n− 1.

Åñëè ÷èñëà µk = 1/pk è ôóíêöèÿ ϕs(p) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû 1, òî äëÿ ïîãðåø-
íîñòè εn(t) ÈÊÔ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|εn(t)| 6Mρs

 ∞∑
m=n

∣∣∣∣∣ 1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akµ
m
k

∣∣∣∣∣
2
1/2

, 0 < t < ρ 6 r.

Ïóñòü òåïåðü ÊÔ (9) åñòü ÊÔÍÑÒ, òîãäà

n∑
k=1

Akp
−m
k = 1/Γ(s+m), m = 0, 1, . . . , 2n− 1.

Íàïîìíèì, ÷òî óçëû ÊÔÍÑÒ ïðîñòûå, ïðèíàäëåæàò ïîëóïëîñêîñòè Re p > 0 è ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ P s

n(1/p) = 0. Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
(ñì. [34]).

Ëåììà 2. Ïðè ëþáîì s > 0 êîðíè óðàâíåíèÿ P s
n(1/p) = 0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

n+ s− 1 6 |pk| < 2n+ s− 2/3. (10)

Ïðè ëþáîì n > 1 óñëîâèå |µk| = |1/pk| < 1 âûïîëíåíî, è åñëè ôóíêöèÿ ϕs(p) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ òåîðåìû 1, òî äëÿ ïîãðåøíîñòè ÊÔÍÑÒ âèäà (9) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|εn(t)| 6Mρs

 ∞∑
m=2n

(
1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akp
−m
k

)2(
t

ρ

)2m
1/2

, 0 < t < ρ 6 r.

Åñëè s > 1, òî ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ n = 1. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ÊÔ
òåïåðü â îöåíêå îòñóòñòâóåò çíàê ìîäóëÿ, ïîñêîëüêó êîìïëåêñíûå óçëû ÊÔÍÑÒ ïîïàðíî
ñîïðÿæåíû (êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ P s

n âåùåñòâåííû), êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
êîýôôèöèåíòû, è ïîýòîìó âåëè÷èíà

∑n
k=1Akp

−m
k âåùåñòâåííà.
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3.3. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÊÔÍÑÒ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà

3.3.1. Ïîâåäåíèå óçëîâ è êîýôôèöèåíòîâ ÊÔÍÑÒ ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà óçëîâ

Äàëåå óçëû è êîýôôèöèåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü pkn è Akn, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü èõ çàâèñè-
ìîñòü îò n, è ñàìó ÊÔÍÑÒ â âèäå

f(t) = ts−1

[
n∑
k=1

Aknϕs(pkn/t) + εn(t)

]
.

Óçëû pkn ñóòü êîðíè óðàâíåíèÿ P s
n(1/pkn) = 0, ãäå

P s
n(x) =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(n + s − 1)k x

k =
(−1)n

Γ(n+ s− 1)

∫ ∞
0

e−ttn+s−2(1 − xt)n dt, (11)

à êîýôôèöèåíòû Akn îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ëèáî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

n∑
k=1

Aknp
−m
kn = 1/Γ(s+m), m = 0, 1, . . . , n− 1,

ëèáî ïî ÿâíûì ôîðìóëàì, ïðèâåä¼ííûì íèæå.
Ïîëîæèì zkn = −(2n+ s− 2)/pkn, k = 1, 2, . . . , n. Â ðàáîòå [34] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n→∞
òî÷êè zkn ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì êðèâîé γ:

γ = {z : |ω(z)| = 1, Re z < 0},

ãäå

ω(z) = exp
(√

1 + z−2
)/[

z
(

1 +
√

1 + z−2
)]

.

Áóäåì èñõîäèòü èç ïðåäñòàâëåíèÿ (ñì. [36])

Akn =
(−1)n+1n! (2n+ s− 2)2

n2 p2knΓ(n+ s− 1)
(
P s
n−1(1/pkn)

)2 .
Ïîëîæèì xkn = 1/pkn, çàìåíèì n íà n − 1 â èíòåãðàëå (11) è ñäåëàåì â í¼ì çàìåíó
ïåðåìåííîé âèäà t = (2n + s − 2)t′, äàëåå âìåñòî t′ èñïîëüçóåì ñíîâà ïåðåìåííóþ t, â
ðåçóëüòåòå ÷åãî ïîëó÷èì

P s
n−1(xkn) = (−1)n−1

(2n+ s− 2)n+s−2

Γ(n+ s− 2)

∫ ∞
0

g(t)e(n−2)h(t) dt, (12)

ãäå
g(t) = ts−1e−t(s+2)(1 + zknt), h(t) = −2t+ ln[t(1 + zknt)].

Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà â ôîðìóëå (12) ìîæåò áûòü íàéäåíà ìåòîäîì ïåðåâàëà [31], äëÿ
÷åãî ñíà÷àëà íàõîäèì òî÷êè ïåðåâàëà êàê êîðíè t± óðàâíåíèÿ h′(t) = 0:

t± =
1− zkn ±

√
1 + z2kn

−2zkn
,
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à çàòåì âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè h(t) â íèõ:

h(t+) =
1− zkn +

√
1 + z2kn

zkn
+ ln

−1

2
(
zkn +

√
1 + z2kn

) ,
h(t−) =

1− zkn −
√

1 + z2kn
zkn

+ ln

(
zkn +

√
1 + z2kn

)
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà∫ ∞
0

g(t)e(n−2)h(t) dt ∼ 1√
n

(
C1e

nh(t+) + C2e
nh(t−)

)
, (13)

ãäå C1, C2 � íå çàâèñÿùèå îò n ïîñòîÿííûå (äàëåå âñþäó áóêâîé C ñ èíäåêñîì èëè áåç
èíäåêñà áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò n). Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå (12) ïðè n→∞ ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íå¼ àñèìïòîòèêè (13):

(2n+ s− 2)n+s−2

Γ(n+ s− 2)

1√
n
enh(t+),

ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû ÷èñëî s íàòóðàëüíûì. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ñòèðëèíãà äà¼ò äëÿ
íåãî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

C3
2nnn+s−2√
nnn+s−3e−n

1√
n

 −1

2
(
zkn +

√
1 + z2kn

)
n

×

×

(
exp

(
1

zkn
− 1 +

√
1 + z2kn
zkn

))n

= C4ω
n(zkn)

(
exp

(
1

zkn

))n
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî:

(2n+ s− 2)n+s−2

Γ(n+ s− 2)

1√
n
enh(t−) ∼ C5ω

−n(zkn)

(
exp

(
1

zkn

))n
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P s
n−1(xkn) ∼

(
exp(1/zkn))n(C5ω

n(zkn) + C6ω
−n(zkn)

)
.

Åñëè |ωn(zkn)| > 1, òî ãëàâíûì â àñèìïòîòèêå áóäåò ïåðâîå ñëàãàåìîå, â ñëó÷àå ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî íåðàâåíñòâà � âòîðîå ñëàãàåìîå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûñîòû ïåðåâàëîâ â òî÷êàõ t±,
ò. å. çíà÷åíèÿ Re (h(t±)), îäèíàêîâû, ÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ |ωn(zkn)| → 1
ïðè n→∞. Èòàê, P s

n−1(xkn) ∼ C7 (exp(1/zkn))n .

Çàìå÷àíèå 1. Â ðàáîòå [34] âûñêàçàíà ãèïîòåçà (ïîäòâåðæäàåìàÿ âû÷èñëåíèÿìè), ÷òî
ïðè s > 0.0709 âåëè÷èíà |zkn| ìåíüøå ìîäóëÿ òî÷êè êðèâîé γ, èìåþùåé òîò æå àðãó-
ìåíò, ÷òî è òî÷êà zkn.

Â èòîãå ñ ó÷¼òîì ïîëó÷åííîé àñèìïòîòèêè âåëè÷èíû P s
n−1(xkn) è ÿâíîãî âûðàæåíèÿ êî-

ýôôèöèåíòîâ ÊÔÍÑÒ âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ÊÔÍÑÒ ïðè n → ∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà

Akn ∼ Cn−s(exp(−1/zkn))2n. (14)

35



Ñëåäñòâèå 3. Ïðè n → ∞ âåëè÷èíû nsAkn è exp(pkn) âîçðàñòàþò ñ îäèíàêîâîé ñêîðî-
ñòüþ.

Äåéñòâèòåëüíî,

exp(pkn) = exp(−(2n+ s− 2)/zkn) = exp((2− s)/zkn)(exp(−1/zkn))2n.

Äàëüíåéøåå î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç (14).

Ñëåäñòâèå 4. Ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

exp(Re (1/zkn))|nsAkn|1/(2n) ∼ 1, n→∞.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè z ∈ γ è arg z ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ îò π/2 äî π, òî |z| ìîíîòîííî
èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî 1.5088, à Re (z) � îò 0 äî −1.5088. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøèå ïî
ìîäóëþ êîýôôèöèåíòû Akn ñîîòâåòñòâóþò óçëàì pkn ñ íàèìåíüøèì àðãóìåíòîì.

Çàìå÷àíèå 3. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìåòîäîì ïåðåâàëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ôîðìóëà
âèäà (14) äëÿ ëþáîé òî÷êè zkn ∈ γ, îòëè÷íîé îò z0 è ñîîòâåòñòâóþùåé êîýôôèöèåíòó
Akn: òåïåðü âåëè÷èíà C â ôîðìóëå âèäà (14) ñîäåðæèò ìíîæèòåëü exp(−i n Im(h(t+))),
ïî ìîäóëþ ðàâíûé åäèíèöå, à îñíîâàíèå ñòåïåíè 3.764 ñëåäóåò çàìåíèòü íà ìåíüøóþ
âåëè÷èíó (exp(−Re (h(t+))− 1)/2)2.

Ñëåäñòâèå 5. Óñòîé÷èâîñòü ÊÔÍÑÒ ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì çàäàíèÿ ôóíêöèè ϕs(p)
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

Mn =
n∑
k=1

|Akn| 6 Cn1−s max
k
| exp(−1/zkn)|2n ≈ Cn1−s3.764n. (15)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íå÷¼òíîì n âåëè÷èíà maxk | exp(−1/zkn)|2 äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåí-
íîé âåùåñòâåííîé òî÷êå z0 = −1.5088 êðèâîé γ, ñîîòâåòñòâóþùåé åäèíñòâåííîìó âåùå-
ñòâåííîìó óçëó, è ïðèáëèæ¼ííî ðàâíà 3.764.
Ïðèâåä¼ì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì äâå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ÊÔÍÑÒ: ÷èñëà

µnj =
n∑
k=1

Aknp
−j
kn exp(−pkn), j = 0, 1, . . . (16)

è äåëüòîîáðàçíûå ÿäðà

δn(x) =
n∑
k=1

Aknpkn exp(−pknx). (17)

Òåîðåìà 3. Äëÿ ÷èñåë (16) ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

µnj = O(n−j), j = 0, 1, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 2 è å¼ ñëåäñòâèé ñ
ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ p−jkn = O(n−j).

Òåîðåìà 4. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

δn(1) = O(n), δn(1 + ε) = o(1)

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà îòìå÷åííîé âûøå îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èí nAkn exp(−pkn) è
î÷åâèäíîé ôîðìóëå exp(−εpkn) = o(1/n).
Èòàê, ÿäðî (17) èìååò â òî÷êå x = 1 ÿðêî âûðàæåííûé ìàêñèìóì, ñïðàâà îò íå¼ ñ ðîñòîì
n ÿäðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñëåâà îò òî÷êè x = 1 ïîâåäåíèå ÿäðà áîëåå ñëîæíîå, äëÿ
îïèñàíèÿ êîòîðîãî íóæíû îòäåëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Äåòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ÊÔÍÑÒ è
ïîðîæäàåìûõ èìè äåëüòîîáðàçíûõ ÿäåð ïîñâÿùåíû ðàáîòû [17, 18, 19, 20].
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3.3.2. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ÊÔÍÑÒ

Äëÿ ïîãðåøíîñòè εn(t) ÊÔÍÑÒ

f(t) = ts−1

[
n∑
k=1

Akϕs(pk/t) + εn(t)

]

áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà

|εn(t)| 6Mρs

 ∞∑
m=2n

(
1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akp
−m
k

)2(
t

ρ

)2m
1/2

, 0 < t < ρ 6 r. (18)

Óçëû ÊÔÍÑÒ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (10), à äëÿ âåëè÷èíû Mn =
∑n

k=1 |Akn| ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî (15). Ïóñòü s > 0. Ïîëîæèì

σn(t) =

(
∞∑

m=2n

a2m · (t/ρ)2m

)1/2

, (19)

ãäå

am =
1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akp
−m
k , m = 2n, 2n+ 1, . . . .

Î÷åâèäíî,

|am| 6 Bm, Bm =
1

Γ(s+m)
+Mn max

k

1

|pk|m
.

Èç íåðàâåíñòâà (10) ñëåäóåò

max
k

1

|pk|
6

1

n+ s− 1
≡ bn.

Äàëåå,

Bm+1 =
1

Γ(s+m+ 1)
+Mn max

k

1

|pk|m+1
6 max

{
1

s+m
, bn

}
Bm = Bmbn.

Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü (18).

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî s > 0 ïðè n > 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σn(t) 6
B2n(t/ρ)2n

[1− (bnt/ρ)2]1/2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ (19) ïîëó÷àåì

σ2
n(t) 6 B2

2n(t/ρ)4n +B2
2n+1(t/ρ)4n+2 + . . . 6

6 B2
2n(t/ρ)4n

[
1 + b2n(t/ρ)2 + b4n(t/ρ)4 + . . .

]
=

B2
2n(t/ρ)4n

1− b2n(t/ρ)2
.
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Çàìå÷àíèå 4. Ïîñêîëüêó |t/ρ| < 1, òî

σn(t) 6
B2n√
1− b2n

.

Äàëåå, ïðè n→∞ î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî 1/Γ(2n+ s)�Mnb
2n
n , òàê ÷òî B2n = O(Mnb

2n
n ).

Èòàê, óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ÊÔÍÑÒ õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷èñëàìè

Mn = O(n1−s3.764n), B2n = O

(
n1−s

(
3.764

n2

)n)
.

Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ íàòóðàëüíîãî s. Âîçüì¼ì àïïðîêñèìàöèþ Ïàäå òèïà [m/n] äëÿ ôóíê-
öèè ep, ïðè÷¼ì m− n+ 2 = s > 1. Çàïèøåì å¼ ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè â ôîðìå

Pm(p)

Qn(p)
= Rm−n(p)− B1

p− p1
− · · · − Bn

p− pn
. (20)

Êîýôôèöèåíòû Ak ÊÔÍÑÒ, êàê áûëî ïîêàçàíî, ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè ýòîãî ðàçëî-
æåíèÿ ñâÿçíû ñîîòíîøåíèåì Ak = Bkp

−s
k . Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ÷èñëà

C(m,n)
r =

1

r!
−

n∑
k=1

Bkp
−r−1
k =

1

r!
−

n∑
k=1

Akp
s−r−1
k , r = s− 1, s, . . .

Â ñèëó èíòåðïîëÿöèîííîñòè ÊÔÍÑÒ îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì

C(m,n)
r = 0, r = s− 1, s, . . . , s+ 2n− 2

(èëè r = m− n+ 1, m− n+ 2, . . . ,m+ n),

òàê ÷òî âåëè÷èíà (19) ïðåäñòàâèìà â âèäå

σn(t) =

[
∞∑
k=0

(
C

(m,n)
m+n+k+1

)2
(t/ρ)2(n+k)

]1/2
. (21)

Ðÿä (21) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ t 6 ρ, ïîñêîëüêó |pk| > 1, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ t 6 ρ
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

σn(t) 6

[
∞∑
k=0

(
C

(m,n)
m+n+k+1

)2]1/2
≡ σmn. (22)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì r ðàç (r > 0) òîæäåñòâî (20):

−r!
n∑
k=1

Bkp
−r−1
k = R

(r)
m−n(0)−

(
Pm(p)

Qn(p)

)(r) ∣∣∣∣
p=0

.

Ïðè s = 1 ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îòñóòñòâóåò, à ïðè s > 2 ÷èñëà C
(m,n)
r íå ðàâíû íóëþ

ëèøü äëÿ r > m+n, íî òîãäà R
(r)
m−n(0) = 0. Èòàê, äëÿ âû÷èñëåíèÿ C

(m,n)
r äîñòàòî÷íî óìåòü

âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå â òî÷êå p = 0. Ïîëîæèì

Dk =

(
Pm(p)

Qn(p)

)(k) ∣∣∣∣
p=0

, k = 0, 1, . . .
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Ñ÷èòàòü íåïîñðåäñòâåííî ïî ýòîé ôîðìóëå çàòðóäíèòåëüíî. Óêàæåì áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá,
ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèâ ïðåäñòàâëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà àïïðîêñèìàöìì Ïàäå. Ïîëî-
æèì Rmn(z) = ez −Pm(z)/Qn(z). Èç îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ

ezQn(z)− Pm(z) = Rmn(z)Qn(z) (23)

ïðè z → 0 èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè íå ìåíåå m+ n+ 1.

Ëåììà 3. Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

Rmn(z) =
(−1)nm!n! zn+m+1

1F1(n+ 1, n+m+ 1, z)

(m+ n+ 1)! (m+ n)!Qn(z)
,

ezQn(z)− Pm(z) = (−1)n
m!

(n+m)!

∞∑
k=0

(n+ k)!

k!

zn+m+k+1

(n+m+ k + 1)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì îò îáåèõ ÷àñòåé (23) ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n + m + k + 1 è
âû÷èñëèì å¼ ïðè z = 0, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà è ïðåäñòàâëåíèå àïïðîêñèìàöèè
Ïàäå ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ÷àñòè ðàâíà

n∑
j=0

(
n+m+ k + 1

j

)
Q(j)
n (0) =

n∑
j=0

(−1)j
(
n+m+ k + 1

j

)
n! (m+ n− j)!

(n+m)! (n− j)!
=

= (−1)n
n!m!

(m+ n)!

n∑
j=0

(−1)n−j
(
n+m+ k + 1

j

)(
m+ n− j
n− j

)
= (24)

= (−1)n
n!m!

(m+ n)!

n∑
l=0

(−1)l
(
n+m+ k + 1

n− l

)(
m+ l

l

)
.

Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî (1 + x)i(1 + x)−k−1 = (1 + x)i−k−1 äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèé i, k. Î÷åâèäíû ïðåäñòàâëåíèÿ

(1 + x)i = 1 + xC1
i + x2C2

i + · · ·+ xiCi
i ,

(1 + x)−k−1 = 1− xC1
k+1 + x2C2

k+2 − · · ·+ (−1)lxlC l
k+l + . . . ,

(1 + x)i−k−1 = 1 + xCi−k−1 + x2C2
i−k−1 + · · ·+ xnCi−k−1 + . . .

Ïåðåìíîæèì äâà ïåðâûõ òîæäåñòâà è çàòåì íàéä¼ì êîýôôèöèåíò ïðè xn, îí áóäåò ðàâåí
(ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì äîïóñòèìûì l)∑

l

(−1)n−lCn−l
n+k−lC

l
i =

∑
l

(−1)lC l
k+lC

n−l
i .

Ïðèðàâíèâàÿ åãî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó êîýôôèöèåíòó â òðåòüåì ðàâåíñòâå, ïîëó÷èì òîæ-
äåñòâî ∑

l

(−1)lC l
k+lC

n−l
i = C l

i−k−l.

Ñ åãî ïîìîùüþ âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ñóììà â (24):

n∑
l=0

(−1)l
(
n+m+ k + 1

n− l

)(
m+ l

l

)
= Cn

n+k =
(n+ k)!

k!n!
,
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èç ÷åãî ñëåäóåò

(ezQn(z))(n+m+k+1)

∣∣∣∣
z=0

= (−1)n
m!

(n+m)!

(n+ k)!

k!
, k = 0, 1, . . . ,

è îêîí÷àòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà

ezQn(z)− Pm(z) = (−1)n
m!

(n+m)!

∞∑
k=0

(n+ k)!

k!

zn+m+k+1

(n+m+ k + 1)!
. (25)

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà Qn(z), ïîëó÷èì äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî äëÿ
Rmn(z).

Çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü (25) â âèäå Qn(p)[ep − Pm(p)/Qn(p)]; å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà r > 0
â òî÷êå p = 0 ðàâíà

r∑
k=0

(
r

k

)
Q(k)
n (0)(1−Dr−k). (26)

Çíà÷åíèÿ Q
(k)
n (0) îòëè÷íû îò íóëÿ è ðàâíû

Q(k)
n (0) = (−1)k

n! (m+ n− k)!

(n+m)! (n− k)!
, k = 0, 1, . . . , n.

Ïðèðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ (26) çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà r ïðàâîé ÷àñòè (25) ïðè z = 0 è
ïîëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî r = 0, 1, . . . , ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü âñå çíà÷åíèÿDk, k = 0, 1, . . .
Î÷åâèäíî, Dk = 1, åñëè k 6 m + n (âïðî÷åì, ýòè ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ

àïïðîêñèìàöèè Ïàäå), è èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë C
(m,n)
r âíîâü ñëåäóåò, ÷òî C

(m,n)
r = 0 ïðè

r 6 m+ n. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 4. Äëÿ r > m+ n+ 1 âåëè÷èíû C
(m,n)
r ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

C
(m,n)
m+n+1 = (−1)n

m!n!

(m+ n)! (m+ n+ 1)!
,

C(m,n)
r = (−1)n

m! (r −m− 1)!

(n+m)! (r −m− n− 1)!
−

−
j∑

k=1

(−1)k
n! (m+ n− k!)

(n− k)! (m+ n)! k!
C

(m,n)
r−k ,

r = n+m+ 2, n+m+ 3, . . . , j = min{n, r − n−m− 1}.

(27)

Òåïåðü ìîæíî óñòàíîâèòü ñêîðîñòü óáûâàíèÿ âåëè÷èíû

σmn =

[
∞∑
k=0

(
C

(m,n)
m+n+k+1

)2]1/2
(28)

ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà óçëîâ n.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî s òàêîãî, ÷òî m − n + 2 = s,
âåëè÷èíà (28) ïðè n→∞ óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàâåíñòâó

σmn = O

(
m!n!

(m+ n)! (m+ n+ 1)!

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (27) íàõîäèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

C
(m,n)
m+n+2 = C

(m,n)
m+n+1

(
n+ 1

n+m+ 2
+

n

m+ n

)
.

ßñíî, ÷òî ïðè n → ∞ è m ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òî C
(m,n)
m+n+2 ∼ C

(m,n)
m+n+1. Ïóñòü

r = m + n + j, j = 1, 2, . . . Ïðè óâåëè÷åíèè r íà åäèíèöó ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (27)
óìíîæàåòñÿ íà âåëè÷èíó (n+j)/j(n+m+j+1), ò. å. îí èìååò òîò æå ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî
n, à ñ ðîñòîì j óáûâàåò êàê 1/j. Äàëåå, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà ìîäóëåé êîýôôè-

öèåíòîâ ïðè C
(m,n)
r−k âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñïðàâà â (27) îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé (e − 1)/2, à

ñàìè âåëè÷èíû C
(m,n)
r−k âåäóò ñåáÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê è ïåðâîå ñëàãàåìîå â (27). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

C
(m,n)
m+n+j+1 ∼ aC

(m,n)
m+n+1/j!,

ãäå a � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Çíà÷èò, ñêîðîñòü óáûâàíèÿ âåëè÷èíû (28) ñîâïàäàåò ñî ñêî-
ðîñòüþ óáûâàíèÿ ïåðâîãî íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà (26), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èòàê, ÊÔÍÑÒ áûñòðî ñõîäÿòñÿ, ïðàêòè÷åñêè ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è êëàññè÷åñêèå
êâàäðàòóðû òèïà Ãàóññà.

Çàìå÷àíèå 5. Óòâåðæäåíèÿ ëåìì 3, 4 è òåîðåìû 6 îñòàþòñÿ â ñèëå è ïðè öåëîì s 6 0.
Êàê è ðàíåå, áåð¼ì àïïðîêñèìàöèþ Ïàäå òèïà [m/n] ïðè m− n+ 2 = s è ðàññìàòðèâàåì
èíòåãðàë (26) ï. 2. Äëÿ åãî ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ îïèñàííûì ðàíåå ñïîñîáîì ñòðî-
èòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïî êîðíÿì çíàìåíàòåëÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå, ò. å. êîðíÿì
óðàâíåíèÿ Qn(p) = 0. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè n+ s− 1 > 0 âñå êîðíè ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ ïîïàäàþò â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü [34]. Äàëåå, êàê è ðàíåå, ââîäèì ÷èñëà C
(m,n)
r .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè s 6 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

C(m,n)
r = 0, r = s− 1, s, . . . ,−1.

Òàê êàê m− n < 0, òî àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå èìååò âèä

Pm(p)

Qn(p)
= −

n∑
i=1

Bi

p− pi
.

Ïîëîæèì p = 1/w, òîãäà

n∑
i=1

Bi

p− pi
=

n∑
i=1

wBi

1− wpi
=

n∑
i=1

wBi

∞∑
k=0

(wpi)
k =

∞∑
k=0

wk+1

n∑
i=1

Bip
k
i =

∞∑
k=0

dkw
k+1,

ãäå

dk =
n∑
i=1

Bip
k
i .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Pm(p)

Qn(p)
=
p(0)pm + p(1)pm−1 · · ·+ p(m)

q(0)pn + q(1)pn−1 · · ·+ q(n)
= wn−m

p(m)wm + · · ·+ p(0)

q(n)wn + · · ·+ q(0)
=

= wn−m
p(0)

q(0)
(
1 + c1w + c2w

2 + . . .
)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

wn−m
p(0)

q(0)
(
1 + c1w + c2w

2 + . . .
)

= −
∞∑
k=0

dkw
k+1,

è òàê êàê ñëåâà ñòîèò ìàëàÿ âåëè÷èíà ïîðÿäêà n−m, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
ðàâåíñòâà

d0 = d1 = · · · = dn−m−2,

êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì â âèäå

n∑
i=1

Bi

pr+1
i

=
1

Γ(r + 1)
, r = s− 1, s, . . . ,−1.

Âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ s.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ σmn äëÿ s = 1, ò. å. m = n − 1, ïîêàçûâàþùèå âûñîêóþ
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÊÔÍÑÒ. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ òàêîé òî÷íî-
ñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ïðîâåäåíèå âû÷èñëåíèé ñ äîñòàòî÷-
íûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð, à òàêæå îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ
èçîáðàæåíèÿ, èíà÷å îòìå÷åííàÿ ðàíåå íåóñòîé÷èâîñòü ÊÔÍÑÒ ñâåäåò íà íåò âñå óñèëèÿ.

Òàáëèöà 1

n σmn n σmn

2 2.6 · 10−2 8 1.2 · 10−17

4 1.2 · 10−6 10 7.1 · 10−24

6 7.3 · 10−12 12 1.8 · 10−30

4. Îáîáù¼ííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íàèâûñøåé ñòå-

ïåíè òî÷íîñòè îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàïîìíèì, ÷òî ÊÔÍÑÒ ïî ïîñòðîåíèþ òî÷íà äëÿ îðèãèíàëîâ âèäà ts−1Q2n−1(t), ãäå
Q2n−1(t) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 2n−1. Â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ çíà-
÷åíèé f(+0), f(+∞) è îãðàíè÷åííîñòè îðèãèíàëà ñëåäóåò ïîëàãàòü s = 1, òîãäà ÊÔÍÑÒ
ïðè t→ 0 è t→∞ ïðèâîäèò ê òî÷íîìó ðåçóëüòàòó, òàê êàê ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ÊÔÍÑÒ
ðàâíà åäèíèöå. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ îðèãèíàëà f(+0), f(+∞), åñëè îíè ñó-
ùåñòâóþò, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

f(+0) = lim
p→∞

pF (p), f(+∞) = lim
p→0

pF (p).

Ê ñîæàëåíèþ, ÊÔÍÑÒ ïëîõî ïðèñïîñîáëåíû äëÿ îáðàùåíèÿ èçîáðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ìåäëåííî ïðîòåêàþùèì äëèòåëüíûì ïðîöåññàì. Òàê, â çàäà÷àõ ëèíåéíîé âÿçêîóïðó-
ãîñòè [23], îïèñûâàþùèõ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íà îñíîâå îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
Áîëüöìàíà�Âîëüòåððà (ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû íèæå äëÿ ïðîñòîòû îïóùåíû), äå-
ôîðìàöèè ε è íàïðÿæåíèÿ σ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (îáîáù¼ííûé çàêîí Ãóêà)

ε(t) =
1

E

(
σ(t) + λ

∫ t

0

K(t− τ)σ(τ) dτ

)
. (1)
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (1) ñîîòâåòñòâóåò ìãíîâåííîé äåôîðìàöèè, à âòîðîå � íàñëåä-
ñòâåííîé äåôîðìàöèè. Êàê ïðàâèëî, èç ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïîëçó÷åñòè
ìàòåðèàëà � çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè (1) ïðè σ = const, ò. å.

ε(t) =
c

E

(
1 + λ

∫ t

0

K(τ) dτ

)
. (2)

Âàæíåéøåé çàäà÷åé ñòàíîâèòñÿ âûáîð ïîäõîäÿùåãî ÿäðà K èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1),
îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ ïîëçó÷åñòè (2). ßäðî K äîëæíî èìåòü èíòåãðèðóåìóþ îñîáåí-
íîñòü â òî÷êå t = 0. ×àùå âñåãî â êà÷åñòâå òàêîâîãî áåðóò äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíóþ
ôóíêöèþ Ðàáîòíîâà [23] (ðåçîëüâåíòà ÿäðà Àáåëÿ)

Ýα(β, t) = tα
∞∑
k=0

(βt1+α)k

Γ((1 + α)(1 + k))
, −1 < α 6 0. (3)

Ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè ïî èçìåðåííîé ôóíê-
öèè ïîëçó÷åñòè îïèñàí â ðàáîòå [8].
Èíòåãðàë îò ýòîãî ÿäðà ïî ïîëóîñè t > 0 äîëæåí áûòü êîíå÷íûì, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ β < 0. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äàëåå ñ÷èòàåì β = −1, è ïóñòü ñèìâîë
Ýα(t) îçíà÷àåò Ýα(−1, t).
Â íàñëåäñòâåííîé ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà íàðÿäó ñ ôóíêöèåé (3) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ
è èíòåãðàë îò íåå ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ
âåëè÷èí ñîñòàâëåíû òàáëèöû ôóíêöèé [23]

F1(α, x) = t−αÝα(x), F2(α, x) = t−α−1
∫ t

0

Ýα(τ) dτ, x = tα+1.

Çàìåòèì, ÷òî F1(α, x) = E1/a(−x, a), a = α + 1, ãäå

Eρ(z, µ) =
∞∑
n=0

zn

Γ(µ+ nρ−1)

åñòü ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [6].
Îäíàêî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ââîäèòü â ïàìÿòü âû÷èñëèòåëüíîé
ìàøèíû ÷àñòè ýòèõ òàáëèö, ñîîòâåòñòâóþùèå íàéäåííûì ïàðàìåòðàì Ýα� ôóíêöèé, êî-
òîðûå çàðàíåå íåèçâåñòíû è îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è (è â èòîãå òàêîâûõ
â òàáëèöå ìîæåò íå îêàçàòüñÿ). Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ïðèõîäèòñÿ ýòó ðàáîòó ïðîäå-
ëûâàòü çàíîâî, ÷òî íåóäîáíî è ñîïðÿæåíî ñ âíåñåíèåì îøèáîê.
Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (1), ïîëó÷àåì

ε(p) =
1

E

(
1 +

λ

p α+1 − β

)
σ(p). (4)

Â ÷àñòíîñòè, èçîáðàæåíèå ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè ðàâíî

ε(p) =
c

pE

(
1 +

λ

p α+1 − β

)
. (5)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ñðåäû, ïîëó÷èì âòîðîå ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó ε(p) è σ(p), à çàòåì, èñïîëüçóÿ (4), íàéä¼ì ε(p) è σ(p). Åñëè èñêîìûå
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ôóíêöèè ε(t) è σ(t) îãðàíè÷åíû, òî ìîæíî ïîëîæèòü s = 1 è â êà÷åñòâå ϕs(p) ðàññìàò-
ðèâàòü ôóíêöèè p ε(p) è p σ(p). Îíè çàâèñÿò ôàêòè÷åñêè îò p a, a = α + 1. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ çíà÷åíèå s ìîæíî óâåëè÷èòü: òàê, èçîáðàæåíèå
ïî Ëàïëàñó âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (2), îïðåäåëÿþùåãî íàñëåäñòâåííóþ äåôîðìàöèþ, ðàâíî
λ/(p(p a−β)), è ìîæíî ïîëîæèòü s = 1 + a. Èñêîìûå ðåøåíèÿ ε(t) è σ(t) íà êîíå÷íîì ïî t
îòðåçêå âðåìåíè äîïóñêàþò õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ âèäà ts−1Q(ta) ïðè 0 < a 6 1, ãäå Q(t)
� íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, è ïðè óìåíüøåíèè a ñêîðîñòü èõ èçìåíåíèÿ óìåíüøàåòñÿ.
Â òàêîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî âìåñòî ÊÔÍÑÒ ïîñòðîèòü è èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûå
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íàèâûñøåé ñòåïåíè òî÷íîñòè (ÎÊÔÍÑÒ), òî÷íûå äëÿ ôóíêöèé
ϕ(p) = p−aj, j = 0, 2n− 1, èëè äëÿ îðèãèíàëîâ âèäà ts−1Q2n−1(t

a) (Q2n−1 � ïðîèçâîëü-
íûé ìíîãî÷ëåí), ãäå a � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
ñëó÷àé a ∈ (0, 1]).
Òàêèå ôîðìóëû áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [25] è èññëåäîâàíû â ñòàòüå [26]. Ðåçóëüòàòû èõ
ïðèìåíåíèÿ ê ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñîäåðæàòñÿ â [8].

4.2. Îáîáù¼ííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íàèâûñøåé ñòåïåíè òî÷-

íîñòè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sϕ(p) dp ≈

n∑
k=1

Akϕ(pk) (6)

ñ óçëàìè â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, â êîòîðîé ϕ(p) ðåãóëÿðíà. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôîðìóëà
(6) áûëà òî÷íà äëÿ ôóíêöèé ϕ(p) = p−am, m = 0, 1, . . . , n − 1 (ò. å. îáëàäàëà (n − 1)-
ñâîéñòâîì), ãäå a � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ýòî òðåáîâàíèå ðàâ-
íîñèëüíî óñëîâèÿì

n∑
k=1

Akp
−am
k =

1

Γ(s+ am)
, m = 0, 1, . . . , n− 1, (7)

êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü óñëîâèÿìè èíòåðïîëÿöèîííîñòè, à ñàìó ôîðìóëó (6) èíòåðïîëÿ-
öèîííîé. Óñëîâèÿ (7) ýêâèâàëåíòíû ôîðìóëàì

Ak =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−s

ωn(p−a)

(p−a − p−ak )ω′n(p−ak )
dp , (8)

ωn(x) =
n∏
k=1

(x− p−ak ). (9)

Êàê è â ñëó÷àå ÊÔÍÑÒ, åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë íàèâûñøåé
ñòåïåíè òî÷íîñòè çà ñ÷¼ò âûáîðà óçëîâ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôîðìóëà (6) îáëàäàëà (2n − 1)-ñâîéñòâîì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé:
1) ôîðìóëà (6) èíòåðïîëÿöèîííàÿ, ò. å. å¼ êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (8);
2) ïîñòðîåííûé ïî óçëàì ôîðìóëû ìíîãî÷ëåí (9) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëü-
íîñòè ∫ c+i∞

c−i∞
epp−sωn(p−a)p−am dp = 0 , m = 0, 1, . . . , n− 1. (10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëà (6) îáëàäàåò (2n− 1)-ñâîéñòâîì. Î÷åâèäíî, ÷òî îíà èí-
òåðïîëÿöèîííàÿ. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí Qn−1(p

−a) è ðàññìîòðèì èíòåãðàë

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sωn(p−a)Qn−1(p

−a) dp .

Òàê êàê ωn(p−a)Qn−1(p
−a) åñòü ìíîãî÷ëåí îò p−a ñòåïåíè íå âûøå 2n− 1, òî ýòîò èíòåãðàë

òî÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (6), ÷òî äà¼ò íóëåâîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå
óñëîâèå âûïîëíåíî.
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí
P2n−1(p

−a) è ðàçäåëèì åãî íà ωn(p−a):

P2n−1(p
−a) = ωn(p−a)Qn−1(p

−a) +Rn−1(p
−a).

Ñëåäîâàòåëüíî,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sP2n−1(p

−a) dp =

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sωn(p−a)Qn−1(p

−a) dp+
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sRn−1(p

−a) dp.

Ïåðâûé èíòåãðàë ïî óñëîâèþ 2) ðàâåí íóëþ, à âòîðîé èíòåãðàë ïî óñëîâèþ 1) òî÷íî ðàâåí

n∑
k=1

AkRn−1
(
p−ak
)

=
n∑
k=1

AkP2n−1
(
p−ak
)
,

ò. å. ôîðìóëà (6) îáëàäàåò (2n− 1)-ñâîéñòâîì.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ñâîäèò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (6) ñ (2n−1)-
ñâîéñòâîì ê ñóùåñòâîâàíèþ ìíîãî÷ëåíà ωn(x) âèäà (9), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (10).

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, s è ïðè ëþáîì öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì m
îïðåäåëèòåëü ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1/Γ(s) 1/Γ(s+ a) . . . 1/Γ(s+ma)

1/Γ(s+ a) 1/Γ(s+ 2a) . . . 1/Γ(s+ (m+ 1)a)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1/Γ(s+ma) 1/Γ(s+ (m+ 1)a) . . . 1/Γ(s+ 2ma)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(11)

îòëè÷åí îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ m = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü m > 1. Äîìíîæèì ïåðâóþ
ñòðîêó è ïåðâûé ñòîëáåö îïðåäåëèòåëÿ íà Γ(s/2), âòîðóþ ñòðîêó è âòîðîé ñòîëáåö � íà
Γ(s/2 + a), è òàê äàëåå, ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ïîñëåäíèé ñòîëáåö � íà Γ(s/2 +ma). Âñå ýòè
÷èñëà íå ðàâíû íóëþ. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì ìåæäó B- è Γ-ôóíêöèÿìè
Ýéëåðà

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt,
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â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B(s/2, s/2) . . . B(s/2, s/2 +ma)

B(s/2 + a, s/2) . . . B(s/2 + a, s/2 +ma)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B(s/2 +ma, s/2) . . . B(s/2 +ma, s/2 +ma)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (12)

Òåïåðü ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë c0, . . . , cm

c0B(s/2, s/2) + . . .+ cmB(s/2, s/2 +ma) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c0B(s/2 +ma, s/2) + . . .+ cmB(s/2 +ma, s/2 +ma) = 0,

(13)

èëè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå∫ 1

0

p(t)takQm[(1− t)a] dt = 0, k = 0, 1, . . . ,m, (14)

ãäå
p(t) = [t(1− t)]s/2−1, Qm(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cmx

m.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà Pm(x) áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ 1

0

p(t)Pm(ta)Qm[(1− t)a] dt = 0. (15)

Åñëè ìíîãî÷ëåí Qm(x) òîæäåñòâåííî íå ðàâåí íóëþ, òî îí íå ìîæåò èìåòü íà (0, 1) áîëåå
m ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìîæíî òàê âûáðàòü ìíîãî÷ëåí Pm(x) ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òîáû ôóíêöèÿ Pm(ta) ìåíÿëà çíàê íà (0, 1) â òåõ æå òî÷êàõ,
÷òî è Qm[(1− t)a]. Íî â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðàë îòëè÷åí îò íóëÿ. Çíà÷èò, óñëîâèÿ (13) âû-
ïîëíÿþòñÿ ëèøü äëÿ Qm(x) ≡ 0, ò. å. ñèñòåìà (13) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî
âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà îáà îïðåäåëèòåëÿ (12), (11) îòëè÷íû îò íóëÿ.

Òåîðåìà 2. Ìíîãî÷ëåí ωn(x) âèäà (9), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (10), ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìûé ìíîãî÷ëåí çàïèøåì â âèäå ωn(x) = xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn. Êàê

èçâåñòíî,
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−α dp =

1

Γ(α)
, α > 0,

ïîýòîìó óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ðàâíîñèëüíû ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ b1, . . . , bn :

b1
Γ[s+ (n+ k − 1)a]

+ · · ·+ bn
Γ[s+ ka]

= − 1

Γ[s+ (n+ k)a]
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ïî ëåììå 4.2 îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê ÷òî ó íå¼ ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå (âåùåñòâåííîå) ðåøåíèå.
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Èòàê, ìíîãî÷ëåí ωn(x), îïðåäåëÿþùèé óçëû îáîáù¼ííîé êâàäðàòóðíîé ôîìóëû íàèâûñ-
øåé ñòåïåíè òî÷íîñòè (ÎÊÔÍÑÒ) ñ (2n − 1)-ñâîéñòâîì, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïðè
a = 1 ÎÊÔÍÑÒ ñîâïàäàþò ñ ÊÔÍÑÒ, ïîñòðîåííûìè ðàíåå, è èõ óçëû, êàê áûëî ïîêàçà-
íî, ïðîñòûå. Çíà÷èò, è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a = 1 âñå òî÷êè p−ak òàêæå ïðîñòûå.
Ïðè ïîñòðîåíèè ÎÊÔÍÑÒ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n, s, a óçëû âñåãäà îêàçûâàëèñü ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûìè. Âèäèìî, óòâåðæäåíèå î ïðîñòîòå êîðíåé ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì a > 0,
îäíàêî åãî äîêàçàòåëüñòâîì ìû íå ðàñïîëàãàåì.

4.3. Ðàñïîëîæåíèå óçëîâ îáîáù¼ííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íàè-

âûñøåé ñòåïåíè òî÷íîñòè

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå áûëè ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ÊÔ
îáëàäàåò (2n− 1)-ñâîéñòâîì. Äîêàæåì, ÷òî ýòî íàèâûñøàÿ âîçìîæíàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè.

Òåîðåìà 3. Ïðè ëþáîì âûáîðå óçëîâ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñ n óçëàìè íå ìîæåò îá-
ëàäàòü 2n-ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÊÔ îáëàäàåò 2n-ñâîéñòâîì, òî îíà îáëàäàåò è (2n− 1)-ñâîéñòâîì.
Çíà÷èò, å¼ óçëû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîé 1. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí
Qn(x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîëîæèì P2n(x) = ωn(x)Qn(x). Åãî êîýôôè-
öèåíòû âåùåñòâåííû. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sP2n(p−a) dp . (16)

Ïðèìåíåíèå ê íåìó ÎÊÔÍÑÒ äà¼ò íóëåâîé ðåçóëüòàò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðåäñòàâëåíèè

p−sP2n(p−a) = [p−s/2ωn(p−a)][p−s/2Qn(p−a)]

îáà ñîìíîæèòåëÿ ñóòü èçîáðàæåíèÿ ôóíêöèé

f1(x) = xs/2−1Ωn(xa), f2(x) = xs/2−1qn(xa),

ãäå Ωn(x), qn(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê ÷òî èíòåãðàë (16)
ðàâåí çíà÷åíèþ ñâ¼ðòêè (f1 ∗ f2)(t) â òî÷êå t = 1, ò. å. èíòåãðàëó∫ 1

0

[x(1− x)]s/2−1Ωn(xa)qn[(1− x)a] dx.

Ýòîò èíòåãðàë èìååò âèä (15), è ê òîìó æå ìíîãî÷ëåí Ωn(x) îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê
ïîðîæäàþùèé åãî ìíîãî÷ëåí ωn(x) íå íóëåâîé. Íî òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìîæíî
òàê âûáðàòü Qn(x), ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí qn(x), ÷òî èíòåãðàë áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÊÔÍÑÒ äëÿ èíòåãðàëà (15) íå òî÷íà.

Ïåðåéä¼ì ê âîïðîñó î ðàñïîëîæåíèè óçëîâ ÎÊÔÍÑÒ.

Òåîðåìà 4. Óçëû ÎÊÔÍÑÒ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

Re (p ak) > 0, k = 1, 2, . . . , n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ êîðíåé (òàêèå âñåäà ñóùå-
ñòâóþò ïðè íå÷¼òíîì n). Ïóñòü r � âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ ωn(x) = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ωn(x) = (x − r)Qn−1(x), ãäå Qn−1(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Çàïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (10) â âèäå

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep[p−α(p−a − r)][p−βQn−1(p

−a)][p−γPn−1(p
−a)] dp = 0, (17)

ãäå α, β, γ � ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî α + β + γ = s, à Pn−1(x) � ïðî-
èçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Î÷åâèäíî, êàæäàÿ êâàäðàòíàÿ
ñêîáêà åñòü èçîáðàæåíèå, ïðè÷¼ì ïåðâàÿ èõ íèõ ñîîòâåòñòâóåò îðèãèíàëó

f1(t) = tα−1
[

ta

Γ(α + a)
− r

Γ(α)

]
,

à äâå äðóãèå ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì

f2(t) = tβ−1qn−1(t
a), f3(t) = tγ−1pn−1(t

a),

ãäå qn−1(x), pn−1(x) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ëåâàÿ
÷àñòü (17) åñòü ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðè t = 1, ò. å. îíà ðàâíà çíà÷åíèþ îðèãèíàëà, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïðîèçâåäåíèþ òð¼õ èçîáðàæåíèé, âõîäÿùèõ â (17), è ýòîò îðèãèíàë åñòü
ñâ¼ðòêà f1 ∗ f2 ∗ f3, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå t = 1 ðàâíî èíòåãðàëó â ëåâîé ÷àñòè ôîð-
ìóëû (17). Ôóíêöèÿ f1(t) ïðè r 6 0 çíàêîïîñòîÿííà íà (0, 1), à ôóíêöèè f2(t), f3(t) èìåþò
íà (0, 1) íå áîëåå n − 1 êîðíåé êàæäàÿ. Çíà÷èò, ñâ¼ðòêà f1 ∗ f2 èìååò íà (0, 1) íå áîëåå
n − 1 êîðíåé (èíòåãðèðîâàíèå ïî íåêîòîðîìó îòðåçêó íå óâåëè÷èâàåò ÷èñëà êîðíåé èí-
òåãðèðóåìîé ôóêöèè). Äàëåå, êàê è âûøå, ìîæíî òàê âûáðàòü ìíîãî÷ëåí pn−1(x), ÷òî â
ñâ¼ðòêå (f1 ∗ f2) ∗ f3 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò çíàêîïîñòîÿííà, òàê ÷òî ñâ¼ðòêà
áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (17). Èòàê, íåîáõîäèìî r > 0.
Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ êîìïëåêñíûõ êîðíåé: ïóñòü ωn(x) = (x2 + 2bx + c)Qn−2(x), ïðè÷¼ì
÷èñëà b, c è âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíàQn−2(x) âåùåñòâåííû, è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
b2 < c, ò. å. êîðíè êîìïëåêñíû è ñîïðÿæåíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b > 0. Ïî àíàëîãèè ñ
ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì çàïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè â âèäå

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep[p−α(p−2a + 2bp−a + c)][p−βQn−2(p

−a)]×

× [p−γPn−1(p
−a)] dp = 0, α, β, γ > 0, α + β + γ = s. (18)

Ïåðâîé êâàäðàòíîé ñêîáêå îòâå÷àåò îðèãèíàë

tα−1
[

t2a

Γ(α + 2a)
+ 2b

ta

Γ(α + a)
+ c

1

Γ(α)

]
,

íå ìåíÿþùèé çíàêà íà (0, 1). Åãî ñâ¼ðòêà ñ îðèãèíàëîì, îòâå÷àþùåì âòîðîé ñêîáêå, èìååò
íà (0, 1) íå áîëåå n− 2 êîðíåé, à çà ñ÷¼ò âûáîðà Pn−1(x) ìîæíî ñäåëàòü âñþ ñâ¼ðòêó çíà-
êîïîñòîÿííîé, à òåì ñàìûì è èíòåãðàë ñëåâà â (18) îòëè÷íûì îò íóëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ðàâåíñòâó (18). Çíà÷èò, b < 0, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå. Óçëû ÊÔÍÑÒ (ñì. ï. 2) ïðèíàäëåæàò ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 4 ïðè a = 1.
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4.4. Ñõîäèìîñòü îáîáù¼ííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íàèâûñøåé

ñòåïåíè òî÷íîñòè

Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì s > 0 ôóíêöèÿ ϕs(p) = p sF (p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re p > 0.
Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ðèìàíà-Ìåëëèíà ê âèäó

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eptp−sϕs(p) dp. (19)

Çàòåì ïðåäñòàâëÿåì ϕs(p) â âèäå ñóììû èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ íå¼ ïî óçëàì
ÎÊÔÍÑÒ è ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè rn(ϕs, p) (ñì. ï. 2.1). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî â (19) ïðèìåíèì ÎÊÔÍÑÒ:

ts−1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sϕs(p/t) dp ≈ ts−1

n∑
k=1

Akϕs(pk/t), (20)

à âòîðîå ñëàãàåìîå åñòü ïîãðåøíîñòü Rn(ϕs, t) ÎÊÔÍÑÒ (20), êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè rn(ϕs, p) ôóíêöèè ϕs(p) ïî å¼ çíà÷åíèÿì â óçëàõ ôîðìóëîé

Rn(ϕs, t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eptp−srn(ϕs, p) dp . (21)

Íàäåÿòüñÿ íà ñõîäèìîñòü ÎÊÔÍÑÒ ìîæíî òîëüêî ïðè ñõîäèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîãî
ïðîöåññà, ïîýòîìó èññëåäîâàíèå íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ ñõîäèìîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕs(p) = p sF (p) çàâèñèò ëèøü îò p a, ò. å. ϕs(p) åñòü íåêî-
òîðàÿ ôóíêöèÿ îò p a : Φ(p a). Â ýòîì ñëó÷àå êàê èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ
ϕs(p) = p sF (p), òàê è ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè òàêæå çàâèñÿò ëèøü îò p a, è ïîòîìó
ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè â (21) äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê rn(ϕs, p

a). Ïîëîæèì w = p a

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè Φ(w) ðàñïîëîæåíû â êîíå÷íîé ÷àñòè ïî-
ëóïëîñêîñòè Rew < 0.
Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîé

z =
a− w
a+ w

, a > 0, (22)

ïîëóïëîñêîñòü Rew > 0 êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ íà êðóã |z| 6 1, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ

Φ1(z) = Φ(a(1− z)/(1 + z)) (23)

çàâåäîìî ðåãóëÿðíà. Åñëè âñå îñîáûå òî÷êè Φ(w) ñîäåðæàòñÿ â êðóãå |w − w0| 6 r0, w0 <
0, w0 + r0 < 0, íà ãðàíèöå êîòîðîãî ëåæèò õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ òî÷êà Φ(w) è êîòîðûé
âèäåí èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä íàèìåíüøèì óãëîì, à â êà÷åñòâå a âçÿòü äëèíó îòðåçêà
êàñàòåëüíîé ê ýòîìó êðóãó îò òî÷êè êàñàíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò, ò. å. a =

√
w2

0 − r20 , òî
ôóíêöèÿ (23) áóäåò ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < ρ, ρ = (a−w1)/(a+w1), ãäå w1 = w0 + r0. Ïðè
ýòîì â ñèëó âûøå ñêàçàííîãî íà îêðóæíîñòè |z| = ρ ëåæèò õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ òî÷êà
ôóíêöèè (23). Çàìåíà (22) îòîáðàæàåò ïðÿìóþ Rew = 0 íà îêðóæíîñòü |z| = 1, à ëèíèþ
èíòåãðèðîâàíèÿ â (21) � íà îêðóæíîñòü âèäà |z + (1− ε)| = ε, 0 < ε < 1, ðàñïîëîæåííóþ
âíóòðè îêðóæíîñòè |z| = 1 è êàñàþùóþñÿ åå â òî÷êå z = −1. Òî÷êè wk = p ak îòîáðàæàþòñÿ
âíóòðü êðóãà |z| 6 1. Ñëåäóÿ ðàáîòå [8], äàäèì
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F, B, G � íå ïóñòûå çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà òî-
÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z, ïðè÷åì F ⊂ G è B ⊂ G. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíî
óñëîâèå {F,B,G}, åñëè äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(z), ðåãóëÿðíîé íà G, ïðè ëþáîì âûáîðå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ z
(n)
k k = 1, 2, . . . , n, n = 1, 2, . . . , èç ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà F ∗ ⊂ F ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ôóíê-
öèè f(z) ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(z) íà ëþáîì ïîäìíîæåñòâå B∗ ⊂ B.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü F è B � äâà çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè
z. Ïóñòü Kξ � íàèìåíüøèé çàìêíóòûé êðóã, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî B è èìåþùèé
öåíòð â òî÷êå ξ ∈ F . Òîãäà ìíîæåñòâî G =

⋃
ξ∈F Kξ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ìíîæå-

ñòâîì, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå {F,B,G}.

Åñëè F = B = {z : |z| 6 1}, òî íàèìåíüøèì ìíîæåñòâîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ
{F,B,G} , ÿâëÿåòñÿ êðóã G = {z : |z| 6 3}.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì s > 0 âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè Φ(w) çàêëþ÷åíû â
êðóã |w−w0| 6 r0, w0 < 0, w0 + r0 < 0, êîòîðûé âèäåí èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä íàèìåíü-
øèì óãëîì. Åñëè r0 < −3w0/5, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
äëÿ ôóíêöèè Φ(w) ïî óçëàì ÎÊÔÍÑÒ (20) ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê Φ(w) â
ïîëóïëîñêîñòè Re w > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíà (22) ïðè a =
√
w2

0 − r20 ïðèâîäèò ê ôóíêöèè (23), ðåãóëÿðíîé â

êðóãå |z| < ρ, ρ = (
√
w2

0 − r20 − w0 − r0)/(
√
w2

0 − r20 + w0 + r0). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ïðè óñëîâèè r0 < −3w0/5 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ > 3, ò. å. ôóíêöèÿ (23) çàâåäîìî
ðåãóëÿðíà íà êðóãå G = {z : |z| 6 3}. Òî÷êè wk = p ak ïðè çàìåíå (22) ïåðåõîäÿò âíóòðü
êðóãà F = {z : |z| 6 1}. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû èíòåðïîëÿöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ôóíêöèè (23)
ïî îáðàçàì òî÷åê wk ðàâíîìåðíî ñõîäèëñÿ ê íåé íà ìíîæåñòâå B = F (à òåì ñàìûì è
íà îáðàçå ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (21)). Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå âûïîëíåíî
óñëîâèå {F,B,G}, èç ÷åãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñõîäèìîñòè ÎÊÔÍÑÒ âèäà (20).

Åñëè èñêîìûé îðèãèíàë � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî åå èçîáðàæåíèå ðåãóëÿðíî â ïîëó-
ïëîñêîñòè Re p > 0, à ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ îðèãèíàëà f(+0), f(+∞), åñëè îíè ñóùåñòâó-
þò, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì. Â òàêîì ñëó÷àå ïàðàìåòð s
ñëåäóåò âûáèðàòü èç óñëîâèÿ s > 1, ÷òî äàëåå è áóäåì ïðåäïîëàãàòü.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, T ] (0 <
T < ∞) ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

Rn(ϕs, t) −−−→
n→∞

0. (24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 6 îñòàòî÷íûé ÷ëåí èíòåðïîëèðîâàíèÿ rn(ϕs, w) ðàâíîìåðíî
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ïîëóïëîñêîñòè Rew > 0, â òîì ÷èñëå íà ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ â
(21) ïðè n → ∞, è â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ íå çàâèñÿùèé îò w íîìåðN òàêîé, ÷òî äëÿ n > N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
|rn(ϕs, w)| 6 ε. Ïîëîæèì p = c+ iσ, òîãäà

|Rn(ϕs)| 6 ε
ecT

2π

∫ ∞
−∞

dσ

(c2 + σ2)s/2
,
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è ïðè s > 1 óòâåðæäåíèå (24) î÷åâèäíî.
Â ñëó÷àå s = 1 çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå (21) â âèäå

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

[
ep tp−srn(ϕs,∞)− ep tp−s(rn(ϕs,∞)− rn(ϕs, p

a))
]
dp . (25)

Ïåðâûé èíòåãðàë â (25) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à âòîðîé ïåðåïèøåì èíà÷å:

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep tp−s−a [p a(rn(ϕs,∞)−rn(ϕs, p

a))] dp . (26)

Âåðí¼ìñÿ ê ïåðåìåííîé w = p a è ðàññìîòðèì ñòîÿùóþ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â èíòåãðàëå
(26) âåëè÷èíó, ò. å. ôóíêöèþ y(w) = w(rn(ϕs,∞)−rn(ϕs, w)). Ïî óñëîâèþ ϕs(p) = Φ(p a) =
Φ(w) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè |w| > R, ñëåäîâàòåëüíî, è
ïîãðåøíîñòü rn(ϕs, w) è ôóíêöèÿ rn(ϕs, w)−rn(ϕs,∞) áóäóò ðåãóëÿðíû â ýòîé îêðåñòíîñòè.
Çíà÷åíèå èíòåãðàëà (26) íå çàâèñèò îò âûáîðà c. Ñ ðîñòîì c ëèíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â (26)
ñìåùàåòñÿ âïðàâî, êàê è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïàðàáîëà â ïëîñêîñòè w, è ïðè c → ∞ îáå
ëèíèè íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ rn(ϕs, w) − rn(ϕs,∞) â ýòîé îêðåñòíîñòè áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, êàê 1/w, à
çíà÷èò, è w[rn(ϕs, w) − rn(ϕs,∞)] áóäåò ðåãóëÿðíà â îáëàñòè |w| > R (è â ýòó îêðåñò-
íîñòü óæå ïîïàëà ïàðàáîëà â ïëîñêîñòè w). Ôóíêöèÿ rn(ϕs, w) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê
íóëþ ïðè n → ∞ â îáëàñòè |w| > R1 ïðè íåêîòîðîì R1 > R. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
w[rn(ϕs, w) − rn(ϕs,∞)] íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè ïðè n → ∞. Ïîãðåøíîñòü rn(ϕs, w) ðàâ-
íîìåðíî îòíîñèòåëüíî p ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êàê è rn(ϕs,∞) → 0, à ìîäóëü |w| îñòà¼òñÿ
ðàâíûì R1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ w[rn(ϕs, w)− rn(ϕs,∞)] ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà ãðàíè-
öå îáëàñòè |w| > R1, è â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ îíà è âíóòðè ýòîé îáëàñòè
ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òåïåðü òàê æå, êàê è âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàë (26)
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó s+ a > 1.

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðàçëè÷íûõ ÊÔ ñïðàâåäëèâû ëèøü
ïðè îãðàíè÷åíèè âèäà t < ρ 6 r, â òî âðåìÿ êàê â ïîñëåäíåé òåîðåìå òàêîãî óñëîâèÿ
íåò.

Ìàòåðèàë íàñòîÿùåãî ïóíêòà îòðàæåí â ðàáîòå [15].
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