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Ïðåäèñëîâèå

Êàê ïðàâèëî, ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ýòàïû:
1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
2. Èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.
3. Âûáîð ìåòîäà ðåøåíèÿ.
4. Èçó÷åíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Âîïðîñ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè.
5. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè.
6. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà (âû÷èñëåíèÿ) è åãî ýôôåêòèâíîñòü.
7. Óñòîé÷èâîñòü (íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò èñõîäíûõ äàííûõ).

1. Ïðèìåðû íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü ïðîöåäóðû
íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 1
Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âåëè÷èíû(√

2− 1√
2 + 1

)3

=(
√

2− 1)6=(3− 2
√

2)3=99− 70
√

2 =
1

(
√

2 + 1)6
=

1

(3 + 2
√

2)3
=

1

99 + 70
√

2
.

Ýòî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå è ìåíüøå åäèíèöû. ×èñëî
√

2 = 1.4142... èððàöèîíàëüíîå; åñëè
ïîëîæèòü

√
2 ≈ 7/5 = 1.4, òî ÷åòâåðòîå ïðåäñòàâëåíèå 99 − 70

√
2 äàåò çíà÷åíèå 1, à â

ñëó÷àå
√

2 ≈ 17/12 = 1.41666... ïîëó÷àåì çíà÷åíèå −1/6. Î÷åâèäíî, îáà ðåçóëüòàòà íåóäî-
âëåòâîðèòåëüíû. Òàêèå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ âñåõ ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî
÷èñëà, íî ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì âðÿä ëè ìîæíî ñêàçàòü, ïî êàêîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ñëåäóåò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì âñå ñåìü ïðåäñòàâëåíèé èç ïðèìåðà êàê ôóíêöèè îò

√
2. Òî åñòü ïîëîæèì â

âûðàæåíèÿõ
√

2 = x.
Òîãäà ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé f4(x) (÷åòâåðòîå ïðåäñòàâëåíèå) è f7(x) (ñåäüìîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå): f ′4(x) = −70, f ′7(x) = −70/(99 + 70x)2 è f ′7(

√
2) ≈ −70/2002 = −1.75 · 10−3. Ñëåäî-

âàòåëüíî, â ñëó÷àå f4 ïîãðåøíîñòü âîçðàñòàåò â 70 ðàç, à â ñëó÷àå f7 óáûâàåò ïðèìåðíî
â 570 ðàç. Àíàëîãè÷íî èññëåäóÿ ïðîèçâîäíûå îñòàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, óáåæäàåìñÿ, ÷òî
f4, f7 � íàèõóäøèé è íàèëó÷øèé âàðèàíòû âû÷èñëåíèé.
Â ïîäòâåðæäåíèå ïðèâåäåì â òàáëèöå 1 ðåçóëüòàòû, âû÷èñëåííûå ïî ïðåäñòàâëåííûì âû-
øå ôîðìóëàì ñ ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì

√
2ïðèáë, óêàçàííûì â ïåðâîì ñòîëáöå.

Çàìåòèì, ÷òî 6-îå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðèåìëåìûì, íî âû÷èñëåíèÿ òðåáóþò
äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Òàáëèöà 1
√

2ïðèáë 1 2 3 4 5 6 7

7/5 0.004629 0.004096 0.008000 1.000000 0.005233 0.005125 0.005076

17/12 0.005125 0.005233 0.004630 -0.166667 0.005020 0.005038 0.005046
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"Òî÷íûé" ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñ 10 âåðíûìè çíàêàìè ðàâåí 0.0050506339.

Ïðèìåð 2
Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yn =

1∫
0

ex−1xn dx, n = 0, 1, . . . , y0 =

1∫
0

ex−1 dx = 1− 1/e ≈ 0.632.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

yn =

1∫
0

xndex−1 = xnex−1
∣∣∣1
0
−n

1∫
0

ex−1xn−1 dx

︸ ︷︷ ︸
yn−1

= 1− nyn−1. (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì n ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê
÷òî yn ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è ê òîìó æå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1

(n+ 1)e
6 yn 6

1

n+ 1
.

Âû÷èñëåíèÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (1) ñ òðåìÿ çíà÷àùèìè öèôðàìè ïðèâîäÿò ê ñëå-
äóþùèì ðåçóëüòàòàì (Òàáëèöà 2):

Òàáëèöà 2

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yn 0.632 0.368 0.264 0.208 0.168 0.160 0.040 0.720 -4.76 43.8 -437

Ïðè÷èíà íåóñòîé÷èâîñòè êðîåòñÿ â óìíîæåíèè íà n íà êàæäîì øàãå, è â èòîãå çà n øàãîâ
îøèáêà çàäàíèÿ çíà÷åíèÿ y0 âîçðàñòàåò â n! ðàç.

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåïèøåì (1) â âèäå

yn−1 =
1− yn
n

, n = N,N − 1, . . . ,M,

ïîëàãàÿ yN = 0. Òàê, ïðè N = 10, M = 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (Òàáëèöà 3):

Òàáëèöà 3

n 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

yn 0 0.100 0.100 0.112 0.127 0.146 0.171 0.207 0.264 0.368 0.632

Òåïåðü íà êàæäîì øàãå äîïóùåííàÿ â y10 îøèáêà äåëèòñÿ íà n, è â èòîãå îíà äåëèòñÿ íà
10!, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíîìó çíà÷åíèþ y0.

Ïðèìåð 3
Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 = nxn + 1, n = 1, 2, . . . , x1 çàäàíî.
Ñïðàøèâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ëè limn→∞ xn?
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Åñëè x1 > 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ. Ïîÿñíèì ýòî. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà êîì-
ïüþòåðå âñå ÷èñëà èìåþò îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî çíà÷àùèõ öèôð, òàê ÷òî âñå îíè ðà-

öèîíàëüíû. Ïóñòü x1 = −
p

q
, p, q ∈ N.

Ïðè n = q xq ñòàíîâèòñÿ öåëûì è, çíà÷èò, âñå ïîñëåäóþùèå xn (äëÿ n > q) òàêæå öåëûå è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ.
Èòàê, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì íåîò-
ðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè x1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì îòðèöàòåëüíîì èððàöèî-
íàëüíîì x1 è limn→∞ xn = a. Òîãäà èç ðàâåíñòâà xn+1/n = xn + 1/n ïðè n→∞ ïîëó÷àåì
0 = 0 + a, ñëåäîâàòåëüíî, a = 0, ò. å. åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî òîëüêî ê íóëþ.
Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, èìååì ïðåäñòàâëåíèå

xn+1 = nxn + 1 = n((n− 1)xn−1 + 1) + 1 = n(n− 1)xn−1 + n+ 1 =

= n(n− 1)((n− 2)xn−2 + 1) + n+ 1 = · · · =

= n!x1 +
n!

1!
+
n!

2!
+ · · ·+

n!

(n− 1)!
+ 1 = n!

(
x1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+

1

(n− 1)!
+

1

n!

)
=

= n!

(
x1 + e− 1−

ec

(n+ 1)!

)
, 0 < c < 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè x1 = 1− e ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íóëþ.
Âîçìîæåí è äðóãîé, óñòîé÷èâûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ x1 è âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
óêàçàííûé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå è îñíîâàííûé íà îáðàòíîé ïðîãîíêå, ò. å. èñïîëüçîâàíèè
ðàâåíñòâà xn = (xn+1 − 1)/n. Èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî

x1 =
x2 − 1

1
=

(x3 − 1)/2− 1

1
= −1−

1

1 · 2
+

x3

1 · 2
= · · · = −

1

1!
−

1

2!
− · · · −

1

n!
+
xn+1

n!
.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî òîëüêî ê íóëþ, è òîãäà ïðè n→∞ ïîëó÷àåì x1 =
1− e.

Ïðèìåð 4
Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé sin(x), cos(x)
Êàê èçâåñòíî, ðÿäû äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ñõîäÿòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, îäíàêî ïðè áîëüøèõ
ïî ìîäóëþ àðãóìåíòàõ ÷ëåíû ðÿäîâ ñïåðâà âîçðàñòàþò ïî ìîäóëþ è èìåþò ÷åðåäóþùèåñÿ
çíàêè, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè ïðèâåäåò ê áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè. Ïîýòîìó
ñíà÷àëà ñëåäóåò, ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ ôóíêöèé, âû÷èñëèòü íîâûé àðãóìåíò

x1 = x−

[
x

2π

]
2π.

Çäåñü [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
Òåîðåòè÷åñêè, sin(x1) = sin(x) è cos(x1) = cos(x), îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x è íåâûñîêîé òî÷íîñòè çàäàíèÿ â êîìïüþòåðå ÷èñëà π àðãóìåíò x1
áóäåò ñîäåðæàòü íåäîïóñòèìóþ ïîãðåøíîñòü, ÷òî ïðèâåäåò ê íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì âû-
÷èñëåíèé.
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Ïðèìåð 5
Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ln(x)
Çàïèøåì äâà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä, ñõîäÿùèåñÿ ïðè |x| < 1 :

ln(1 + x) = x−
x2

2
+
x3

3
−
x4

4
+ . . . ,

ln(1− x) = −x−
x2

2
−
x3

3
−
x4

4
− . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî,

ln(1 + x)− ln(1− x) = ln
1 + x

1− x
= 2x+

2

3
x3 +

2

5
x5 +

2

7
x7 + . . .

Åñëè x ∈ (−1, 1), òî àðãóìåíò y = (1 + x)/(1 − x) ∈ (0,∞), è òåì ñàìûì ìû ìîæåì
âû÷èñëèòü ln(y) äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà y.

Ïðèìåð 6
Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ex

Ýòà ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ x è òåîðåòè÷åñêè îíà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìî-
ùüþ âñþäó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
=
∞∑
k=0

ak(x). (2)

Òðóäíîñòè âû÷èñëåíèÿ âîçíèêàþò ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû |x|. Äåéñòâèòåëüíî,
èç îòíîøåíèÿ ak+1(x)/ak(x) = x/(k+1) ñëåäóåò, ÷òî ñíà÷àëà, ïðè |x| > 1+k, ÷ëåíû ðÿäà ïî
ìîäóëþ âîçðàñòàþò, à çàòåì óáûâàþò è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, è äîñòèãàþò ìàêñèìóìà ìîäóëÿ
ïðè k0 ≈ |x| − 1, ïðèáëèæåííî ðàâíîãî |ak0| = kk00 /k0!. Ïðè ýòîì ïðè x > 0 âîçíèêàåò
âîïðîñ, êîãäà ïðåêðàòèòü ñóììèðîâàíèå ÷ëåíîâ ðÿäà, à ïðè x < 0 âîçìîæíà áîëüøàÿ
ïîòåðÿ òî÷íîñòè èç-çà ñóììèðîâàíèÿ áîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ñëàãàåìûõ.
Óêàæåì îäèí èç ïóòåé ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ çàòðóäíåíèé.
Åñëè â âû÷èñëèòåëüíîì óñòðîéñòâå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå, òî âîñïîëü-
çóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ex = 2x log2 e = 2y = 2[y] · 2{y}, ãäå [y] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, {y} �
äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà y. Âòîðîé ñîìíîæèòåëü çàïèøåì â ôîðìå 2{y} = e{y} ln 2 = ez, |z| < 1,
è äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåì îòðåçîê áûñòðî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

ez ≈ Pn(z) =
n∑
k=0

akz
k, −1 6 z 6 1,

ñ ïîãðåøíîñòüþ

ez − Pn(z) =
(eξ)k+1

(n+ 1)!
zn+1, −1 < ξ < 1.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

e−1

(n+ 1)!
6 |ez − Pn(z)| 6

e

(n+ 1)!
. (3)

Äëÿ ó÷åòà ñîìíîæèòåëÿ 2[y] äîñòàòî÷íî óâåëè÷èòü äâîè÷íûé ïîðÿäîê ðåçóëüòàòà íà [y]
åäèíèö.
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Óêàæåì åù¼ îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ex íà îòðåçêå [−1, 1] : ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí Ln(x), âûáðàâ â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ êîðíè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà

ïåðâîãî ðîäà Tn+1(x): x
(n)
k = cos

(
2k + 1

2(n+ 1)
π

)
, k = 0, n.

Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x), ξ ∈ (−1, 1), (4)

ãäå

ωn+1(x) =
n∏
k=0

(x− x(n)k ) = Tn+1(x) ·
1

2n
= T̃n+1(x).

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà |f(x)− Ln(x)| 6
e

(n+ 1)!
·

1

2n
, êîòîðàÿ ëó÷øå îöåíêè (3) â 2n ðàç.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà Pn(x) öåëåñîîáðàçíî

ñíà÷àëà ðàçëîæèòü åãî ïî ïðèâåäåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà: Pn(x) =
n∑
k=0

αkT̃k(x); â

ñèëó ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ìîæíî îòáðîñèòü íåñêîëüêî ñëà-
ãàåìûõ áåç ïîòåðè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, ïîëîæèâ

Pn(x) ≈
n−m∑
k=0

αkT̃k(x).

Ïðèìåð 7
Äàíà ôóíêöèÿ f ∈ C([0, 1]) è ñòàâèòñÿ çàäà÷à å¼ ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîì

f(x) ≈ Pn(x) =
n∑
k=0

akx
k.

Áóäåì èçìåðÿòü ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(0, 1) :

‖ϕ‖L2 =

√∫ 1

0

ϕ2(x) dx,

ò. å. ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû

‖f − Pn‖2L2
=

1∫
0

(
f(x)−

n∑
k=0

akx
k

)2

dx = Φ(a0, . . . , an) > 0.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà
∂Φ

∂aj
= 0, j = 0, n ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

n∑
k=0

 1∫
0

xkxjdx

 ak =

1∫
0

f(x)xj dx, j = 0, n. (5)
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Ìàòðèöà Ãèëüáåðòà ýòîé ñèñòåìû Hn+1 =

(
1

k + j + 1

)n

k,j=0

ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òàê ÷òî ðåøåíèå ÑËÀÓ

Hn+1An+1 = Fn+1

ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèìî â âèäå

An+1 = H−1n+1Fn+1.

Îäíàêî ýòîò ïóòü ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íåóñòîé÷èâ èç-çà áûñòðîãî ðîñòà ÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè
cond(Hn) = ||Hn|| · ||H−1n || ìàòðèö Ãèëüáåðòà, íàïðèìåð, cond(H10) ≈ 1013.
Íåóñòîé÷èâîñòü åñòü ñëåäñòâèå íåñîãëàñîâàííîñòè ìåòðèêè, â êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ ïîãðåø-
íîñòü, è "ïëîõèìè" ñâîéñòâàìè êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû {xk} â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].
Ïåðåéäåì äëÿ óäîáñòâà ê ïðîñòðàíñòâó L2[−1, 1], â êîòîðîì îðòîãîíàëüíû ìíîãî÷ëåíû
Ëåæàíäðà Lk(x) :

1∫
−1

Lk(x)Lj(x)dx =
2

2k + 1
δkj, k, j = 0, 1, . . .

Èñêîìûé ìíîãî÷ëåí íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåì ñòðîèòü â âèäå Pn(x) =
n∑
k=0

ckLk(x)

èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà âåëè÷èíû

‖f − Pn‖2L2
=

1∫
−1

(
f(x)−

n∑
k=0

ckLk(x)

)2

dx,

÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

2

2j + 1
cj =

1∫
−1

f(x)xj dx, j = 0, n, (6)

îòêóäà ëåãêî è óñòîé÷èâî îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ cj.

Ïðèìåð 8
Âëèÿíèå ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà
Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n

Aε =


0 1 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
ε 0 . . . 0

 .

Ïðè ε = 0 âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk(A0) = 0, k = 1, n. Ïðè ε 6= 0 ñîáñòâåííûå ÷èñëà
λk(Aε) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 1 . . . 0
0 −λ . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1
ε 0 . . . −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−λ)n + ε(−1)n+1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, |λk(Aε)| = n

√
|ε|, k = 1, n.
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Ïðè ε = 10−15, n = 30 ïîëó÷àåì |λk| =
1
√

10
≈

1

3
. Êàê âèäèì, ìàëûì âîçìóùåíèÿì âñåãî

îäíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû îòâå÷àþò áîëüøèå èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ò. å. çàäà÷à èõ
îïðåäåëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâà. Ñïðàøèâàåòñÿ, à êàê ïðåîäîëåòü ýòó íåóñòîé÷è-
âîñòü? Îòâåò ïðîñò: íàäî óâåëè÷èòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ, ÷òî ðàâíîñèëüíî óìåíüøåíèþ
÷èñëà ε è óìåíüøåíèþ ðàäèóñà îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

Ïðèìåð 9
Çàäà÷à ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà
Äàíû äâà íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ a = (a0, a1, . . . , an, . . . ) è ã = (ã0, ã1, . . . , ãn, . . . ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ l2, ò. å.
∞∑
n=0

a2n <∞.

Ïîëîæèì f(t) =
∞∑
n=0

ancos nt, f̃(t) =
∞∑
n=0

ãncos nt, èëè â îïåðàòîðíîì âèäå Ba = f, Bã = f̃ .

Çäåñü îïåðàòîð B îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ñ çàäàííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè èç ïðîñòðàíñòâà l2.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãn = an +
ε

n
, n = 1, 2, . . . , ã0 = a0.

Î÷åâèäíî,

‖a− ã‖2l2 =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

(an − ãn)2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ε2

n2

∣∣∣∣∣ = ε2
π2

6
.

Äàëåå,

f(t)− f̃(t) = ε
∞∑
n=1

cos nt

n
.

1) Ïóñòü B : l2 → C([0, π]). Â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòü f(t)− f̃(t) ïðè t→ 0 íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò, à ïðè t = 0 ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. íà ýòîé ïàðå ïðîñòðàíñòâ çàäà÷à
ñóììèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâà.

2) Ïóñòü B : l2 → L2([0, π]). Â ýòîì ñëó÷àå

‖f − f̃‖2L2
=

π∫
0

(
f(t)− f̃(t)

)2
dt =

π∫
0

(
∞∑
n=1

ε

n
cos nt

)2

dt 6

6 ε2
π∫

0

(
∞∑
n=1

cos2 nt

n2
+ 2
∑
k<j

cos kt

k
·

cos jt

j

)
dt 6 ε2

π3

6
,

ïîñêîëüêó ïåðâàÿ ñóììà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íå ïðåâîñõîäèò π2/6, à èíòåãðàë îò
âòîðîé ñóììû ðàâåí íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñóììèðîâàíèÿ óñòîé÷èâà.

Çàäà÷à. Äàíà ôóíêöèÿ f ∈ C([a, b]). Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò ìíîãî÷ëåí Pn(x) òàêîé, ÷òî |f(x)− Pn(x)| < ε äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b].
Âîçüì¼ì f(x) = ex è íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ Pn(x) = 0, èõ âñåãî n øòóê. Ýòî ïðèáëè-
æåííûå çíà÷åíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ ex = 0. Íî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Óêàæèòå
îøèáêó â ðàññóæäåíèÿõ.
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2. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè: y′ = 1 + y2, y(0) = 0. Å¼ ðåøåíèå � ôóíêöèÿ
y = tg(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå (−π/2, π/2). Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ðàçíîñòíóþ
àïïðîêñèìàöèþ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ øàãîì h :

yk+1 − yk
h

= 1 + y2k, y0 = 0, k = 0, 1 . . .

Å¼ ðåøåíèå yk+1 = yk + h(1 + y2k) ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ k > 0 è íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò,
è ïðè kh > π/2 íå îòðàæàåò ïîâåäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íàäî ñòðîèòü òàì, ãäå ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå
çàäà÷è. Îòâåò íà âîïðîñ îá îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â êóðñàõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, ìîæåò áûòü ïîëåçíà

Òåîðåìà 1 (Ïåàíî, Ïèêàð). Äàíî óðàâíåíèå y′ = f(x, y) è â ïðÿìîóãîëüíèêå R = {(x, y) :
|x− x0| 6 a, |y − y0| 6 b} ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà: maxR |f(x, y)| = M.
Òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå |x − x0| 6 h, h =
min{a, b/M}, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (x0, y0), ãðàôèê êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò R. Åñëè
ôóíêöèÿ f(x, y) äëÿ ëþáûõ y1, y2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà |f(x, y1) − f(x, y2| 6
L|y1 − y2|, òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Â ñòàíäàðòíûõ êóðñàõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñò-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è êðàåâûõ çàäà÷ è âûÿñíÿåòñÿ ïîðÿäîê èõ òî÷íîñòè
êàê ôóíêöèè øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Çäåñü ìû èçó÷èì óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñò-
íûõ ìåòîäîâ. Ñìûñë ïîíÿòèÿ "óñòîé÷èâîñòü" áóäåò ÿñåí èç äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Ðàçëàãàåì f(x, y) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), îãðàíè÷èâàÿñü ëèíåéíûìè
÷ëåíàìè:
f(x, y) ≈ f(x0, y0) + f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0) = f1(x) + ay, ãäå a = f ′y(x0, y0).
Ñ÷èòàåì, ÷òî ìû íàøëè ôóíêöèþ y1 òàêóþ, ÷òî y

′
1 = f1(x), òàê ÷òî îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü

çàäà÷ó
y′ = ay, y(x0) = y0 (7)

è óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîãî (ñåòî÷íîãî) ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Ðåøåíèå çàäà÷è (7) èìååò âèä

y(x) = y0e
a(x−x0). (8)

Ïðè a < 0 òî÷íîå ðåøåíèå ñ ðîñòîì x óáûâàåò ïî ìîäóëþ, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû è ñåòî÷íîå ðåøåíèå îáëàäàëî ýòèì ñâîéñòâîì. Äàëåå ïîëó÷èì óñëîâèÿ óñòîé-
÷èâîñòè íåêîòîðûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (7) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
a < 0.
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2.2. ßâíûé ìåòîä Ýéëåðà

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå
yk+1 − yk

h
= ayk, îòñþäà yk+1 = yk(1 + ah), k = 0, 1, . . .

Èçâåñòíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü ìåòîäà íà êàæäîì øàãå åñòü âåëè÷èíà O(h2).
Îáîçíà÷èì ìíîæèòåëü ïåðåõîäà îò yk ê yk+1 ÷åðåç R(ah) = 1 + ah.
Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ |R(ah)| < 1, ò. å. |1 + ah| < 1,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà óñòîé÷èâ ïðè óñëîâèè, ÷òî øàã óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó 0 < h < −
2

a
, (a < 0).

2.3. Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà îäíîãî øàãà èìååò âèä
yk+1 − yk

h
= ayk+1, îòêóäà yk+1 =

yk

1− ah
, k = 0, 1, . . .

Çäåñü R(ah) =
1

1− ah
è 0 < R(ah) < 1 ïðè a < 0, h > 0, ò. å. íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà

óñòîé÷èâ ïðè ëþáîì h.

2.4. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà â ýòîì ìåòîäå èìååò âèä

yn+1 = yn +
1

2
(k1 + k2), ãäå k1 = hf(xn, yn), k2 = hf(xn + h, yn + k1), n = 0, 1, . . .

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà íà øàãå ðàâíà O(h3).
Äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà y′ = ay, k1 = hayn, k2 = ha(yn + hayn). Åñëè ïîëîæèì ah = z, òî
î÷åâèäíî, k1 = zyn, k2 = z(yn + zyn) è, ñëåäîâàòåëüíî, yn+1 = yn + 1/2yn(2z + z2) =
yn(1 + z + z2/2) = R(z)yn.
Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì R(z) = 1 + z + z2/2 è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè |R(z)| < 1 âûïîë-

íÿåòñÿ ïðè −2 < z < 0, ò. å. ïðè 0 < h < −
2

a
, (a < 0).

2.5. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà â ýòîì ìåòîäå èìååò âèä

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), ãäå

k1 = hf(xn, yn), k2 = hf

(
xn +

h

2
, yn +

k1

2

)
,

k3 = hf

(
xn +

h

2
, yn +

k2

2

)
, k4 = hf(xn + h, yn + k3), n = 0, 1, . . .

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà íà øàãå ðàâíà O(h5).
Ñíîâà ïîëîæèì z = ah, òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà y′ = ay ïîëó÷èì yn+1 = R(z)yn, ãäå

ôóíêöèÿ ïåðåõîäà R(z) = 1 + z +
z2

2
+
z3

6
+
z4

24
.
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Çàìå÷àíèå 2. Îáðàùàåì âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèè R(z) äëÿ ìåòîäîâ Ðóíãå-
Êóòòû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñóòü îòðåçêè ðÿäà äëÿ ôóíêöèè ez, êàê è äîëæíî
áûòü.

Âíîâü èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè |R(z)|<1 ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèÿ íà øàã h. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà R(z)>0, çíà÷èò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïåðå-
ïèøåòñÿ â âèäå R(z)<1.
Ðåøàÿ óðàâíåíèå R(z) = 1, ïîëó÷àåì z = −2.785294...

Ðèñ. 1

Èç ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêå 1 ãðàôèêîâ ôóíêöèé y =
R(z), y = 1, z = −2.785 çàêëþ÷àåì, ÷òî R(z) < 1
ïðè z < z < 0, ò. å. ÷òî óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî ïðè

0 < h < −
z

a
, (a < 0).

Òî÷êà A íà ãðàôèêå � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãðà-
ôèêîâ y = R(z), y = 1. Ðàñïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè äå-
ìîíñòðèðóåò, ÷òî R(−2.785) ≈ 1 è R(z) > 1 äëÿ z < z.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÿâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè îáëàäàþò íåáîëüøèìè îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ, è îíè ïðàêòè÷å-
ñêè íåïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ æåñòêèõ ñèñòåì.

3. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

Az = u. (9)

Çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
òðè óñëîâèÿ:

1) Äëÿ ëþáîãî u ñóùåñòâóåò ðåøåíèå.

2) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

3) Ðåøåíèå z íåïðåðûâíî çàâèñèò îò u.

Åñëè íå âûïîëíåíî òîëüêî òðåòüå óñëîâèå, òî ãîâîðÿò î íåóñòîé÷èâîñòè çàäà÷è.
Ïóñòü óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), ãäå
A � âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, u � çàäàííûé âåùåñòâåííûé âåêòîð, z � èñêîìûé
âåêòîð ðàçìåðíîñòè n. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

1) Ìàòðèöà ñèñòåìû íåâûðîæäåííàÿ, òîãäà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé, òàê êàê ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ðåøåíèå z = A−1u åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
u.

2) Ìàòðèöà ñèñòåìû âûðîæäåííàÿ. Òîãäà, åñëè rang(A) = rang(A|u), òî ðåøåíèé áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.
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Îáîçíà÷èì
ImA = {u|u = Az, z ∈ Z} � îáðàç A. Çäåñü Z � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, à íå ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë.
ker A = {z|Az = O} � ÿäðî A.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ ker A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A(z + v) = u.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé z∗ ∈ ker A∗, ò. å. A∗z∗ = O, ãäå A∗ � ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî z èìååì 0 = (z, A∗z∗) = (Az, z∗) = 0, ò. å. z∗ ⊥ ImA.

Çäåñü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a, b) =
n∑
k=1

ak bk.

Ñëåäîâàòåëüíî, Az îðòîãîíàëüíî z∗, ImA îðòîãîíàëüíî ker A∗ è ImA⊕ ker A∗ = Z.
Åñëè ìàòðèöà A � âûðîæäåííàÿ, òî ñèñòåìà Az = u � ðàçðåøèìà, ïðè óñëîâèè, ÷òî u
îðòîãîíàëüíî ÿäðó ker A∗.
Ïðèâåäåì ñâåäåíèÿ î âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ íîðìàõ.

3.1. Âåêòîðíûå íîðìû

Âåêòîðíîé íîðìîé ‖ · ‖ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

1) ‖z‖ = 0 ⇔ z = O.

2) ‖α z‖ = |α| · ‖z‖, α ∈ C (îäíîðîäíîñòü).

3) ‖x+ z‖ 6 ‖x‖+ ‖z‖ (àíàëîã ãåîìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî z z − z = O, äàëåå, 0 = ‖O‖ = ‖z − z‖ 6 ‖z‖ + ‖ − z‖ =
‖z‖+ ‖z‖ = 2‖z‖.
Ñëåäîâàòåëüíî, ‖z‖ > 0 äëÿ ëþáîãî z.

Èçâåñòíàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà Ã¼ëüäåðà (H�older): ‖z‖p =

(
n∑
k=1

|zk|p
)1/p

, p > 1.

Ïðè p =∞ : ‖z‖∞ = max
k
{|zk|}.

Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

3.2. Ìàòðè÷íûå íîðìû

Óñëîâèÿ 1), 2), 3) äëÿ ìàòðè÷íîé íîðìû òàêèå æå, êàê è äëÿ âåêòîðíîé. ×àñòî èñïîëüçó-
åòñÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè:
4) ‖AB‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖.
Ãîâîðÿò, ÷òî íîðìû ‖z‖ è ‖A‖ ñîãëàñîâàíû, åñëè äëÿ ëþáûõ A è z ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖Az‖ 6 ‖A‖ · ‖z‖.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî z 6= O

∥∥∥∥∥A z

‖z‖

∥∥∥∥∥ 6 ‖A‖, ñëåäîâàòåëüíî, sup
‖z‖61

‖Az‖ 6 ‖A‖.

Âåëè÷èíà ‖A‖ïîä÷ = sup
‖z‖61

‖Az‖ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìàòðè÷íîé íîðìîé è íàè-

ìåíüøåé èç ñîãëàñîâàííûõ ñ âåêòîðíîé íîðìîé.
Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîä÷èíåííûõ âåêòîðíûì íîðìàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ
íîðì:

‖A‖1 = max
j

n∑
i=1

|aij|,

14



‖A‖∞ = max
i

n∑
j=1

|aij|,

‖A‖2 =
√
ρ(AA∗) =

√
ρ(A∗A).

Çäåñü ρ � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû (íàèáîëüøèé èç ìîäóëåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë).
Ïóñòü A = A∗ (A � ñèììåòðè÷åñêàÿ), òîãäà

‖A‖2 =
√
ρ(A2) =

√
ρ2(A) = ρ(A) = max

k
|λk(A)|.

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ íåñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö A âåëè÷èíà ρ(A) íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé

íîðìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ó ìàòðèöû A =

(
0 1
0 0

)
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû íóëþ, íî

ìàòðèöà íåíóëåâàÿ, è å¼ íîðìà íóëþ íå ðàâíà.

Çàìå÷àíèå 5. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé
ìàòðèöû, â òîì ÷èñëå è âåùåñòâåííîé, íå îáÿçàòåëüíî âåùåñòâåííû. Î÷åâèäíî, ïî-
íÿòèÿ âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ íîðì, äàííûå âûøå, áåç âñÿêèõ èçìåíåíèé ñïðàâåäëèâû
è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå.

4. Îáóñëîâëåííîñòü çàäà÷è ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Ïðèìåðû

Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû det(A) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò A−1 è, çíà÷èò, ìîæåò áûòü âû÷èñ-
ëåíî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû

µ(A) = cond(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖ > 1.

Ìàòðèöà è ïðàâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè (9) ìîãóò áûòü çàäàíû ïðèáëèæåíèÿìè ê íèì Aδ è
uδ òàêèìè, ÷òî

||∆A|| = ||A− Aδ|| 6 δ, ||∆u|| = ||u− uδ|| 6 δ.

Ýòè ïîãðåøíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ ïîâëåêóò îøèáêó ∆z îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà z.
Ââåäåì îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè

δA =
||∆A||
||A||

, δu =
||∆u||
||u||

, δz =
||∆z||
||z||

.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïîãðåøíîñòè ïðèñóòñòâóþò ïðàêòè÷åñêè âñåãäà, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ,
êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð.
Çäåñü ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó îá îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè âîçìó-
ùåííîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ, êàê ïðàâèëî, äîêàçûâàåòñÿ â òðàäèöèîííûõ êóðñàõ ìåòîäîâ
âû÷èñëåíèé.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δu è äîñòàòî÷íî ìàëûõ δA ñïðàâåäëèâà îöåíêà îòíîñè-
òåëüíîé ïîãðåøíîñòè

δz 6
µ(A)

1− µ(A)δA
(δA + δu). (10)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îöåíêå (10), íåçàâèñèìî îò ìåòîäà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïîãðåøíîñòü
ðåçóëüòàòà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðèìåðíî â µ(A) ðàç áîëüøå ïîãðåøíîñòè èñõîäíîé èíôîð-
ìàöèè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ íåîáõîäèìî
èìåòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå èñõîäíûå äàííûå.
Ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó

Aδ z = uδ. (11)

Âåëè÷èíà ‖Aδ z − uδ‖ íàçûâàåòñÿ íåâÿçêîé ñèñòåìû íà ýëåìåíòå z.
Â îáùåì ñëó÷àå ÑËÀÓ (9) ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ. Òîãäà öåëåñîîáðàçíî ââåñòè â ðàñ-
ñìîòðåíèå ïñåâäîðåøåíèÿ è íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (9).

Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíò z̃ íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Az = u, åñëè
‖Az̃ − u‖ = min

z
‖Az − u‖.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïñåâäîðåøåíèå z̃ ñ íàèìåíüøåé íîðìîé íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ðåøå-
íèåì.

Íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åñëè óðàâíåíèå (9) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, òî íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ íèì.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìû ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè, â êîòîðûõ
ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè èñõîäíîé èíôîðìàöèè
è îáóñëîâëåííîñòè èñõîäíîé çàäà÷è.
Äàëåå â ïðèìåðàõ â êà÷åñòâå âåêòîðíîé íîðìû èñïîëüçóåì åâêëèäîâó íîðìó, à â êà÷åñòâå
ìàòðè÷íîé � ïîä÷èíåííóþ åé íîðìó

||A|| =
√
ρ(A∗A).

Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì ÑËÀÓ âèäà Az = u, A =

(
0 1
0 0

)
, u =

(
1
1

)
.

Íàéäåì ïñåâäîðåøåíèÿ, íîðìàëüíîå ðåøåíèå è ìíîæåñòâà ImA,
ker A, ImA∗, ker A∗.

Az − u =

(
0 1
0 0

)(
z1
z2

)
−
(

1
1

)
=

(
z2
0

)
−
(

1
1

)
=

(
z2 − 1
−1

)
.

Ýòîò âåêòîð íå ðàâåí íóëþ, òàê ÷òî òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû íå ñóùåñòâóåò.

Äàëåå, ‖Az − u‖22 =

∥∥∥∥(z2 − 1
−1

)∥∥∥∥2
2

= (z2 − 1)2 + 1, è ýòà âåëè÷èíà äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè

z2 = 1, òàê ÷òî ïñåâäîðåøåíèÿ èìåþò âèä

(
z1
1

)
, à íîðìàëüíîå ðåøåíèå ðàâíî

(
0
1

)
.

Î÷åâèäíî, ImA = ker A =

{(
z1
0

)}
. Äëÿ ìàòðèöû A∗ = AT àíàëîãè÷íî íàõîäèì ImA∗ =

ker A∗ =

{(
0
z2

)}
.

Ïðèìåð 2

Ïóñòü A =

(
1 2
2 4

)
, u =

(
1
0

)
.

Íàéäåì ïñåâäîðåøåíèÿ è íîðìàëüíîå ðåøåíèå:

Az =

(
1 2
2 4

)(
z1
z2

)
=

(
z1 + 2z2
2z1 + 4z2

)
.
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‖Az − u‖22 = (z1 + 2z2 − 1)2 + (2z1 + 4z2)
2 = (z1 + 2z2)

2 − 2(z1 + 2z2) + 1 + 4(z1 + 2z2)
2 =

5y2 − 2y + 1, ãäå y = z1 + 2z2.
Ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè y = 1/5, ñëåäîâàòåëüíî, z1 + 2z2 = 1/5, z1 =

1/5− 2z2 è ïñåâäîðåøåíèå èìååò âèä

(
1/5− 2z2

z2

)
. Êâàäðàò åãî íîðìû ðàâåí

(1/5− 2z2)
2 + z22 = 1/25− 4z2/5 + 5z22 . Ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè äîñòèãàåòcÿ ïðè z2 = 2/25,

òàê ÷òî íîðìàëüíîå ðåøåíèå ðàâíî zíîðì =

(
1/25
2/25

)
.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà ImA, ker A, ImA∗, ker A∗.

Ïðèìåð 3
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =

(
m n
n p

)
,

ãäå ÷èñëà m, n, p � íàòóðàëüíûå è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó 1 6 m, n, p 6 100 , à
ìàòðèöà A � íåâûðîæäåííàÿ. Íàéòè ìàòðèöó ñ ñàìûì áîëüøèì ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè.

Ðåøåíèå
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

A1 =

(
λ1 0
0 λ2

)
,

ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðè òàêîì ïðåîáðà-
çîâàíèè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè. Çàïèøåì ðàâåíñòâî äâóõ èíâàðèàíòíûõ âåëè÷èí
äëÿ ìàòðèö A è A1 :

σ =
m2 + n2 + n2 + p2

2|mp− n2|
=

λ21 + λ22
2|λ1 · λ2|

=
1

2

(∣∣∣∣∣λ1λ2
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣λ2λ1
∣∣∣∣∣
)
.

×èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö A è A1 òàêæå ðàâíû äðóã äðóãó è ðàâíû çíà÷åíèþ
cond(A1) = ‖A1‖ · ‖A−11 ‖, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíî |λ1/λ2| èëè |λ2/λ1|. Ñëåäîâà-

òåëüíî, 2σ = cond(A) +
1

cond(A)
, îòêóäà cond(A) = σ +

√
σ2 − 1. Äëÿ ìàêñèìèçàöèè

÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè íàäî ñäåëàòü ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèå σ, ÷òî ðàâíîñèëüíî ìèíè-
ìèçàöèè ìîäóëÿ îïðåäåëèòåëÿ è ìàêñèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ âñåõ ýëåìåíòîâ èñõîä-
íîé ìàòðèöû. Â èòîãå çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè cond(A) ìàêñèìàëüíî ïðè

A =

(
100 99
99 98

)
.

5. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè âûðîæäåííûõ è ïëîõî îáóñëîâ-

ëåííûõ ÑËÀÓ

Ïîñòàâèì çàäà÷ó, êàê â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå: íàéòè ýëåìåíò z ñ íàèìåíüøåé íîðìîé
ñðåäè ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {z : ‖Az − u‖ 6 δ}. Ñ ýòîé öåëüþ ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå
ôóíêöèîíàë (ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà)

Mα(z, A, u) = ‖Az − u‖2 + α‖z‖2, α > 0. (12)
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Ïîñòàâèì ñåáå çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòà z, êîòîðûé ïðè ôèêñèðîâàííîì α > 0 ìèíè-
ìèçèðóåò Mα.
Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò v 6= O, ïîñòðîèì ýëåìåíò z + tv, ãäå t > 0 è ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

Φ(t) = Mα(z + tv, A, u) = (A(z + tv)− u,A(z + tv)− u) + α(z + tv, z + tv).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàëà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äëÿ âñåõ v è t, íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà Φ′t(0) = 0 :

Φ′t(0) = 2(Av,Az − u) + 2α(v, z) = 0, îòêóäà ïîëó÷àåì (v,A∗Az − A∗u) + (v, αz) = 0 èëè

(v,A∗Az − A∗u+ αz) = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè v ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ýéëåðà

(A∗A+ αE)z = A∗u. (13)

Çäåñü ìàòðèöà A∗A� ñèììåòðè÷åñêàÿ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ, ïîýòîìó óðàâíåíèå
Ýéëåðà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå zα. Ðàíåå ðàññìàòðèâàëîñü óðàâíåíèå (9) Az = u.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

A∗Az = A∗u. (14)

Îíî âñåãäà ðàçðåøèìî. Åñëè A íåâûðîæäåííàÿ, òî (9) ýêâèâàëåíòíî (14).
Åñëè A âûðîæäåííàÿ (det(A)=0), òî ñèñòåìà (9) ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìà, íî ìîæíî íàéòè
ïñåâäîðåøåíèÿ è íîðìàëüíîå ðåøåíèå, êîòîðîå áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â íàáîðå ðåøåíèé äëÿ
ñèñòåìû A∗Az = A∗u, êîòîðàÿ ðàçðåøèìà âñåãäà.
Ïîÿñíèì ýòî íà Ïðèìåðå:

Ïðèìåð

Ïóñòü A =

(
0 1
0 0

)
, u =

(
0
1

)
, òîãäà Az−u =

(
z2
−1

)
, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íå èìååò

ðåøåíèé, å¼ ïñåâäîðåøåíèÿ èìåþò âèä z =

(
z1
0

)
, íîðìàëüíîå ðåøåíèå ðàâíî z =

(
0
0

)
.

Ñèñòåìà A∗Az = A∗u òàêîâà:(
0 0
0 1

) (
z1
z2

)
=

(
0
0

)
, îòêóäà z2 = 0, à z1 � ëþáîå. Ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé ñîäåðæèòñÿ è

íóëåâîå, ÿâëÿþùååñÿ íîðìàëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (9).
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (9).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà Az = u ðàçðåøèìà, z0 � å¼ íîðìàëüíîå ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Aδz = uδ, çäåñü Aδ, uδ òàêèå, ÷òî ‖A − Aδ‖ 6 δ, ‖u − uδ‖ 6 δ,
ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë èìååò âèä Mα(z, Aδ, uδ) = ‖Aδ z − uδ‖2 + α‖z‖2, α > 0,
è zα � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (13).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà è z0 � å¼ íîðìàëüíîå ðåøåíèå, zα � ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Ïóñòü äàíû äâå íåîòðèöàòåëüíûå óáûâàþùèå ïðè óáûâàþùåì δ

ôóíêöèè β1(δ), β2(δ), β2(0) = 0, òàêèå, ÷òî
δ2

β1(δ)
6 β2(δ) è ïóñòü

δ2

β1(δ)
6 α(δ) 6 β2(δ),

zα(δ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Òîãäà ïðè δ → 0 zα(δ) → z0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

α(δ)‖zα(δ)‖2 6Mα(zα(δ), Aδ, uδ) = ‖Aδzα(δ) − uδ‖2 + α(δ)‖zα(δ)‖2 =

= Mα(δ)(z
0, Aδ, uδ) = ‖Aδz0 − uδ‖2 + α(δ)‖z0‖2 =

= ‖(Aδz0 − Az0) + (Az0 − u) + (u− uδ)‖2 + α(δ)‖z0‖2 6
6 (δ‖z0‖+ δ)2 + α(δ)‖z0‖2 = δ2(1 + ‖z0‖)2 + α(δ)‖z0‖2 −−→

δ→0
0.

Èç ïåðâîé ñòðîêè âûòåêàåò íåðàâåíñòâî ‖Aδzα(δ) − uδ‖2 −−→
δ→0

0, ÷òî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zα(δ)} ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ z0 èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Äåëåíèå íà α(δ) öåïî÷êè íåðàâåíñòâ ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

‖zα(δ)‖2 6
δ2

α(δ)
(1 + ‖z0‖)2 + ‖z0‖2 6 β1(δ)(1 + ‖z0‖)2 + ‖z0‖2 −−→

δ→0
‖z0‖2, îòêóäà ñëåäóåò

‖zα(δ)‖ 6 ‖z0‖ + O(
√
β1(δ)). Â ïðåäåëå ïðè δ → 0 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ‖z0‖ 6 ‖z0‖,

÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè z0 = z0, ïîñêîëüêó z0 � íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé
íîðìîé.

Â ñëó÷àå íåðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. (äîêàçàòåëüñòâî ñì. [1]) Ïóñòü zo åñòü íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Az =
u è âìåñòî âåêòîðà u ìû èìååì âåêòîð uδ òàêîé, ÷òî ||u − uδ|| 6 δ. Ïóñòü, äàëåå,
β1(δ) è β2(δ) � êàêèå-ëèáî íåïðåðûâíûå è ïîëîæèòåëüíûå íà [0, δ2] ôóíêöèè, ìîíîòîííî
ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0 è òàêèå, ÷òî

δ

β1(δ)
6 β2(δ), β2(0) = 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé íà [0, δ2] ôóíêöèè α = α(δ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

δ

β1(δ)
6 α(δ) 6 β2(δ), (15)

âåêòîðû zα(δ), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

(A∗A+ α(δ)E)zα(δ) = A∗u (16)

ñõîäÿòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû Az = u ïðè δ → 0, ò. å.

lim
δ→0
||zα(δ) − zo|| = 0. (17)

Çàìå÷àíèå 6. Â ñëó÷àå òåîðåìû 3 èç íåðàâåíñòâà δ2/β1(δ) 6 α(δ) 6 β2(δ) ïðè β1(δ) =
β2(δ) = δ íàõîäèì α(δ) = δ. Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå òåîðåìû 4 ïðè β1(δ) = β2(δ) =

√
δ

íàõîäèì α(δ) =
√
δ.

Çàìå÷àíèå 7. Â óðàâíåíèè Ýéëåðà (A∗A+αE)z = A∗u ìàòðèöà B = (A∗A+αE) � ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk(B), k = 1, . . . , n,
âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû Xk(B), k = 1, . . . , n, ñîâïàäàþ-
ùèå ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A∗A, ñ÷èòàåì îðòîíîðìèðîâàííûìè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà zα = B−1A∗u ïðåäñòàâèìî â âèäå

zα =
n∑
k=1

(A∗u,Xk(B))

λk(A∗A) + α
Xk(B). (18)

Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðîöåññà ðåøåíèÿ ñîñòîèò â îñëàáëåíèè âëèÿíèÿ ñëàãàå-
ìûõ â ðàçëîæåíèè (18), ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàëûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, èõ óâåëè-
÷åíèåì íà α, âåëè÷èíà êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ íà îñíîâå íåðàâåíñòâ â òåîðåìàõ 3, 4.
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6. Ñïåöèàëüíûå ìàòðèöû. Êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìàòðè-

öû

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
x 6= O ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (Ax, x) > 0.

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì A =

(
ε m
−m ε

)
, ε > 0, òîãäà Ax =

(
ε m
−m ε

)(
x1
x2

)
=

(
εx1 +mx2
−mx1 + εx2

)
.

Î÷åâèäíî, (Ax, x) = εx21 + εx22 +mx1x2 −mx1x2 = ε(x21 + x22) > 0.
Â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñóòü êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ λ2− 2ελ+ (ε2 +m2) = 0 : λ1,2 = ε±

√
−m2 � ñîáñòâåííûå

÷èñëà êîìïëåêñíûå.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû èìåþò
ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

Óòâåðæäåíèå 2. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíû, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî âû-
áðàòü îðòîíîðìèðîâàííûìè.

Ñóùåñòâóþò òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû îñöèëëÿöèîííîãî òèïà (ñì. [2]). Ïðèìåðîì òàêèõ
ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà

A =
(
a
bj
k

)n
k,j=1

, 0 < a1 < a2 < · · · < an, b1 < b2 < · · · < bn.

Òåîðåìà 5. (ñì. [2], ñ. 400) 1. Îñöèëëÿöèîííàÿ ìàòðèöà âñåãäà èìååò n ðàçëè÷íûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ1 > λ2 > · · · > λn > 0.
2. Ó ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû, îòâå÷àþùåãî íàèáîëüøåìó ñîáñòâåííîìó
÷èñëó, âñå êîîðäèíàòû îòëè÷íû îò íóëÿ è îäíîãî çíàêà. Ó ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, îòâå÷à-
þùåãî âòîðîìó ïî âåëè÷èíå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, â ðÿäó êîîðäèíàò èìååòñÿ òî÷íî îäíà
ïåðåìåíà çíàêà, è âîîáùå â ðÿäó êîîðäèíàò k � îãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî k � îìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, èìååòñÿ òî÷íî k−1 ïåðåìåíà çíàêà (k = 1, 2, . . . , n).

Çàìå÷àíèå 8. Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ îðòîãîíàëüíûõ â
ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2 ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà � ïåðâûé ìíîãî÷ëåí ïîñòîÿíåí è çíà-
êà íà ìåíÿåò, ó âòîðîãî åñòü îäíà òî÷êà ïåðåìåíû çíàêà � ýòî êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
ïåðâîé ñòåïåíè, è òàê äàëåå, è ýòè òî÷êè ïåðåìåíû çíàêà ÷åðåäóþòñÿ (ñì. [3]).

Çàìå÷àíèå 9. Ó äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A = diag[1, 2, . . . , n] âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïî-
ëîæèòåëüíû è ðàçëè÷íû, à â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìîæíî âçÿòü îðòû îñåé,
íî îíè íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì îñöèëëÿöèè.

Îïðåäåëåíèå 4. Êâàäðàòíûì êîðíåì èç ìàòðèöû A íàçîâåì ìàòðèöó B òàêóþ, ÷òî
B2 = A.

Êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìàòðèöû íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò è íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåíåí.
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Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì B1 =

(
1 4
8 5

)
, B2 =

(
5 2
4 7

)
.

Âû÷èñëåíèÿ äàþò B2
1 = B2

2 =

(
33 24
48 57

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðàçó ÷åòûðå ìàòðèöû ±B1, ±B2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èç ìàòðèöû

A =

(
33 24
48 57

)
.

Ïðèìåð 2

Ïóñòü B =

(
0 a
0 0

)
. Äëÿ ëþáîãî a èìååì B2 = A =

(
0 0
0 0

)
, ò. å. ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå

÷èñëî êîðíåé èç íóëåâîé ìàòðèöû.

Ïðèìåð 3

Ïóñòü A =

(
1 1
0 1

)
.

Çàïèøåì èñêîìûé êâàäðàòíûé êîðåíü B =
√
A =

(
a b
c d

)
.

Òîãäà íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû ìîæíî íàéòè èç óñëîâèé:

B2 =

(
a b
c d

)(
a b
c d

)
=

(
a2 + bc ab+ bd
ac+ dc bc+ d2

)
=

(
1 1
0 1

)
.

Ïóñòü c = 0, òîãäà a2 = d2 = 1, ò. å. a = d = 1. b(a + d) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, b =
1

2
, òàê

÷òî ïîëó÷àåì B =

1
1

2
0 1

 .

Ïðèìåð 4

Ðàññìîòðèì A =

(
0 1
0 0

)
.

Çàäà÷à: óáåäèòüñÿ, ÷òî ó ýòîé ìàòðèöû íåò êâàäðàòíûõ êîðíåé.

Òàêæå ïðèâåäåì çäåñü óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíè-
ÿõ.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé ñèììåòðè÷åñêèé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé êîðåíü èç íå¼.

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ïîñòðîåíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç îáîáù¼í-
íûõ ìàòðèö Âàíäåðìîíäà ïðèâîäÿòñÿ äàëåå.

6.1. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ÑËÀÓ ñ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííîé ìàòðèöåé

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3 äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé êîðåíü èç íå¼, ò. å. ñèììåòðè÷åñêàÿ
îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî B2 = A.
Ïóñòü µ è x � ñîáñòâåííîå ÷èñëî è îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû B, ò. å.

Bx = µx. (19)
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Ïîñëå óìíîæåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íàB ïîëó÷èì Ax = µBx.Èñïîëüçóÿ (19), ïîëó÷èì
Ax = µ2x. Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö A è B ñîâïàäàþò, à
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû B ñóòü êâàäðàòíûå êîðíè èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A.
Óìíîæàÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå Az = u ñëåâà íà ìàòðèöó B−1, ïîëó÷èì

Bz = B−1u.

Çàïèøåì ôóíêöèîíàë (12) äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ:

Mα(z,B,B−1u) = ||Bz −B−1u||2 + α||z||2, α > 0,

óðàâíåíèå Ýéëåðà (13) äëÿ íåãî ïðèìåò âèä

(B∗B + αE)zα = B∗(B−1u), (20)

èëè â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè B

(A+ αE)zα = u. (21)

Èòàê, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ (9) ñ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé âìåñòî îáùåãî óðàâíåíèÿ (13) ìîæåò áûòü ñâåäåí ê áîëåå
ïðîñòîé ñèñòåìå (21) (ôàêòè÷åñêè ýòî ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà). Îñíîâ-
íîå ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ïðè ýòîì íå
âîçðàñòàåò.

6.2. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ÑËÀÓ â ñëó÷àå îñöèëëÿöèîííûõ ìàòðèö

Ñóùåñòâóþò êëàññû íåñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïî-
ëîæèòåëüíû. Ïîêàæåì, êàê â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðîöåññ ðåãóëÿðèçàöèè â
ôîðìå (20), à íå â òðàäèöèîííîé ôîðìå ÷òî, êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ñóùåñòâåííî
óìåíüøàåò ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ðåøàåìîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì êëàññ îñöèëëÿöèîí-
íûõ ìàòðèö, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ìàëûõ êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì,
âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îáëàäàþò îñîáûìè ñâîéñòâàìè êîëåáàíèé (ñì. [2]). Ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü An � îñöèëëÿöèîííàÿ ìàòðèöà, à V åñòü ìàòðèöà å¼ ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ, Λ = [λ1, . . . , λn] � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû An.
Òîãäà AnV = V Λ èëè An = V ΛV −1. Ïóñòü Λ1 = [

√
λ1, . . . ,

√
λn]. Ïîëîæèì B = V Λ1V

−1.
Ïîíÿòíî, ÷òî B2 = V Λ1V

−1V Λ1V
−1 = V Λ2

1V
−1 = An. Ñëåäîâàòåëüíî, B åñòü êîðåíü èç

An, è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé îñöèëëÿ-
öèîííîãî òèïà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí â ôîðìå (20). ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è (20)
ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ó ñòàíäàðòíîé ôîðìû ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè (13).
Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B∗B−1 â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (20) íåâåëèêà ïî íîðìå (â ñëó-
÷àå ñèììåòðèè A îíà ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå) è íå ñèëüíî óâåëè÷èâàåò ïîãðåøíîñòü
âåêòîðà u. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìîãî íàì êâàäðàòíîãî êîðíÿ ìàòðèöû îïèñàíû â
ðàáîòå [4]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îñöèëëÿöèîííûõ ìàòðèö ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà
â ôîðìå

Bk+1 =
1

2

(
Bk +B−1k A

)
, k = 0, 1, . . .

ïðè óäà÷íîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ B0.
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6.3. Êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì

Êàê ïðàâèëî, ìàòðèöà ÑËÀÓ ïîðîæäàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé {ωk} â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå è ÿâëÿåòñÿ å¼ ìàòðèöåé Ãðàìà Γn = (ωk, ωj)

n
k,j=1. Ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷å-

ñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû {ωk}.
Êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü (ñì. [5])
1) íå ìèíèìàëüíîé;
2) ìèíèìàëüíîé;
3) ñèëüíî ìèíèìàëüíîé;
4) ïî÷òè îðòîíîðìèðîâàííîé.
Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ωk} � ìèíèìàëüíàÿ, åñëè óäàëåíèå èç íå¼ ëþáîãî ýëåìåíòà ñîêðàùàåò
íàòÿíóòîå íà íå¼ ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü 0 < λ

(n)
1 6 . . . 6 λ

(n)
n � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ãðàìà.

Åñëè limn→∞ λ
(n)
1 > 0, òî ñèñòåìà ñèëüíî ìèíèìàëüíà.

Åñëè ñèñòåìà ñèëüíî ìèíèìàëüíà è ê òîìó æå limn→∞ λ
(n)
n < ∞, òî ñèñòåìà ïî÷òè îðòî-

íîðìèðîâàííàÿ.
Ýòà èíôîðìàöèÿ î ìàòðèöå ÑËÀÓ áóäåò ïîëåçíà ïðè âûáîðå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè.

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà A è ïðàâàÿ ÷àñòü u èçâåñòíû ïðèáëèæåííî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, è
âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α çàâèñèò îò ýòîé ïîãðåøíîñòè (ñì. [6]). Â ïðèâîäèìûõ
äàëåå ïðèìåðàõ ìàòðèöà A è ïðàâàÿ ÷àñòü u èçâåñòíû ïðàêòè÷åñêè òî÷íî, ò. å. δ � ýòî
ïîãðåøíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþòåðå, è ïàðàìåòð α èìååò òîò æå ïîðÿäîê.

Äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Az =
1∫
0

K(s, t)z(t) dt íîðìà A âû÷èñëÿåòñÿ è îöåíèâàåòñÿ

ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

1) ‖A‖C→C = max
s

1∫
0

|K(s, t)| dt,

2) ‖A‖L2→L2 6

√
1∫
0

1∫
0

|K(s, t)|2 dsdt,

3) ‖A‖L2→L2 =
1
√
λ1

,

ãäå λ1 � íàèìåíüøåå èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà A∗A, ò. å.
òàêèõ, ÷òî λA∗Au = u, 0 < λ1 6 λ2 6 · · · → ∞.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îöåíèòü, íàïðèìåð, ‖A‖C→L2 .

7. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà

7.1. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ïîìîùüþ

êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

Äàíî óðàâíåíèå

Az ≡
∫ 1

0

K(x, s)z(s) ds = u(x), x ∈ [0, 1]. (22)
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Âûáèðàåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (íàïðèìåð, ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ) âèäà∫ 1

0

g(s) ds ≈
n∑
k=1

Akg(sk)

è ïðèìåíÿåì å¼ äëÿ èíòåãðàëà â èñõîäíîì óðàâíåíèè:

n∑
k=1

AkK(x, sk)z(sk) = u(x).

Ïîëàãàÿ çäåñü x = sj, j = 1, . . . , n, ïðèäåì ê ÑËÀÓ

n∑
k=1

AkK(sj, sk)z(sk) = u(sj), j = 1, . . . , n, (23)

ñ íåèçâåñòíûìè ÷èñëàìè z(sk). Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå

CZ = U

è áóäåì å¼ ðåøàòü ìåòîäàìè ðåãóëÿðèçàöèè, îïèñàííûìè âûøå, ò. å. íàõîäÿ ðåøåíèå ñè-
ñòåìû

(C∗C + αE)Z = C∗U (24)

ñ ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì α. Òàê êàê ìàòðèöà C è ïðàâàÿ ÷àñòü U âû÷èñëÿþòñÿ
ïðàêòè÷åñêè òî÷íî, òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α ñëåäóåò âûáèðàòü â ïðåäåëàõ
òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.
Ñðàâíèòü ïîëó÷àåìûå ïðèáëèæåíèÿ ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû CZ = U è îáúÿñíèòü ìåõàíèçì
ðåãóëÿðèçàöèè.
Äëÿ îòëàäêè ðåêîìåíäóåòñÿ âçÿòü êàêóþ-ëèáî ôóíêöèþ z(s) è âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ïðàâóþ ÷àñòü u(x) ïî çàäàííîìó ÿäðó K(x, s), à çàòåì ïðèìåíèòü ìåòîä êâàäðàòóð
äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óæå èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè íåïîñðåäñòâåííî äëÿ
èñõîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñàííûé â êíèãå Òèõîíîâà è Àðñåíèíà [1].

7.2. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà Ãàëåðêèíà

Äàíî óðàâíåíèå

Az ≡
∫ 1

0

K(x, s)z(s) ds = u(x), x ∈ [0, 1].

Âûáèðàåì êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó {ωk(x)}∞k=1 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A è ïðè-
áëèæ¼ííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå

zn(x) =
n∑
k=1

ckωk(x).

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ck íàõîäèì èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ìîìåíòîâ âåëè÷èí Azn è u,
ò. å. ðàâåíñòâ

(Azn, ωj) = (u, ωj), j = 1, . . . , n, (25)
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÷òî ïðèâîäèò ê ÑËÀÓ

n∑
k=1

ck(Aωk, ωj) = (u, ωj), j = 1, . . . , n. (26)

Çàïèøåì ÑËÀÓ (26) â ìàòðè÷íîì âèäå BC = U. Ýòà ñèñòåìà çàâåäîìî ïëîõî îáóñëîâëåíà,
â ÷¼ì ñëåäóåò óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâ å¼ ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè. Áóäåì å¼ ðåøàòü ìåòîäîì
ðåãóëÿðèçàöèè, ò. å. íàõîäÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (B∗B + αE)C = B∗U ñ ïîëîæèòåëüíûì ïà-
ðàìåòðîì α.
Ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçíûå ñïîñîáû ñâåäåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ÑËÀÓ,
ñîïîñòàâèòü ïîëó÷àþùèåñÿ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ è îöåíèòü èõ òðóäî¼ìêîñòü è òî÷-
íîñòü.
Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé è ìîìåíòíîé ñèñòåìû {ωk(x)}∞k=1 ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü îðòî-
ãîíàëüíóþ â L2(0, 1) ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk−1(2x − 1)}∞k=1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âñåõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ò. å. èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â ÑËÀÓ, ìîæíî ïðèìåíÿòü êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû èëè èìåþùèåñÿ ñðåäñòâà â èñïîëüçóåìûõ ïàêåòàõ.

7.3. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ðîäà

Ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå

Az ≡
1∫

0

K(s, t)z(t) dt = u(s), 0 6 s 6 1. (27)

Ñ÷èòàåì, ÷òî èçâåñòíî uδ òàêîå, ÷òî ‖u−uδ‖L2 6 δ, ò. å.
1∫
0

(u(t)− uδ(t))2 dt 6 δ2 è îïåðàòîð

A, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà C â ïðîñòðàíñòâî L2 (A : C → L2). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èñêîìîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó ïðîñòðàíñòâà
C. Äëÿ åãî çàäàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì (ñì. [11]): ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
Zd = {z : Ω(z) < d, d > 0}, ãäå

Ω(z) =

1∫
0

(p(t)z′
2
(t) + r(t)z2(t)) dt, p(t), r(t) > 0,

óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå Àðöåëà�Àñêîëè è ïîòîìó êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå C.
Ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì (ÑËÀÓ) ââåä¼ì ôóíêöèîíàë

Mα(z, A, uδ) = ‖Az − uδ‖2L2
+ αΩ(z), α > 0, (28)

è ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòà z, ìèíèìèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàë Mα. Ïóñòü z
ðåàëèçóåò ìèíèìóìMα. Ïîëîæèì z+γv, ãäå v � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, à γ > 0. Óñëîâèå

ìèíèìóìà òàêîâî:
∂

∂γ
Mα(z + γv,A, uδ)

∣∣∣
γ=0

= 0. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

Mα(z + γv,A, uδ) =

=
(
A(z + γv)− uδ, A(z + γv)− uδ

)
+ α

1∫
0

(p(t)(z′(t) + γv′(t))
2

+ r(t)(z(t) + γv(t))2) dt,
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ïîëó÷àåì

∂Mα

∂γ

∣∣∣∣∣
γ=0

= 2(Av,Az − uδ) + αΩ′γ

∣∣∣
γ=0

= 2(v, A∗Az − A∗uδ) + αΩ′γ

∣∣∣
γ=0

=

= 2(v, A∗Az − A∗uδ) + 2α

1∫
0

(pz′v′ + rzv) dt =

= 2

(v, A∗Az − A∗uδ) + α
( 1∫

0

rzv dt+

1∫
0

pz′ dv
) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1∫
0

rzv dt+

1∫
0

pz′ dv = (v, rz) + pz′v
∣∣∣1
0
−

1∫
0

v(pz′)′ dt =

= (v, rz − (pz′)′) + p(1)z′(1)v(1)− p(0)z′(0)v(0),

èìååì

M ′
α|γ=0

2
= (v, A∗Az − A∗uδ) + α(v, rz − (pz′)′) + p(1)z′(1)v(1)− p(0)z′(0)v(0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

p(1)z′(1)v(1)− p(0)z′(0)v(0) = 0 (29)

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà v äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

α(−(pz′)′ + rz) + A∗Az − A∗uδ = 0. (30)

Ââåäåì îïåðàòîð Lz = −(pz′)′ + rz, òîãäà óðàâíåíèå Ýéëåðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(A∗Az + αL)z = A∗uδ. (31)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
I. z(0) = z(1) = 0;
II. z′(0) = z′(1) = 0;
III. z(0) = z′(1) = 0;
IV. z′(0) = z(1) = 0.
Â ñëó÷àå êðàåâîé çàäà÷è I äîïóñòèìàÿ âàðèàöèÿ v äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ v(0) =
v(1) = 0, è óñëîâèÿ (29) âûïîëíÿþòñÿ. Â ñëó÷àå çàäà÷è II óñëîâèÿ (29) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ.
Â ñëó÷àå çàäà÷è III íåîáõîäèìî v(0) = 0, è âíîâü óñëîâèÿ (29) âûïîëíåíû. Â ñëó÷àå çàäà÷è
IV íåîáõîäèìî v(1) = 0, è âíîâü óñëîâèÿ (29) âûïîëíåíû.
Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåííîé ñâîäÿòñÿ ê îäíîðîäíûì:
òàê, íåîäíîðîäíàÿ I êðàåâàÿ çàäà÷à: z(0) = a, z(1) = b, çàìåíîé ïåðåìåííîé z̃(t) =
z(t)− (a(1− t) + bt) ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîé.

Îïåðàòîð A∗A åñòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì K1(s, t) =
1∫
0

K(x, s)K(x, t) dx è â èòîãå

óðàâíåíèå Ýéëåðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

α((−p(t)z′(t))′ + r(t)z(t)) +

1∫
0

K1(s, t)z(t) dt =

1∫
0

K(t, s)uδ(t) dt. (32)
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü óðàâíåíèå Az = uT èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå zT . Òîãäà ïî ëþáîìó
ε > 0 è äëÿ β1(δ), β2(δ) òàêèõ, ÷òî β1(0) = β2(0) = 0, óáûâàþùèõ ïðè δ → 0 è ñâÿçàííûõ

íåðàâåíñòâîì
δ2

β1(δ)
6 β2(δ), ñóùåñòâóåò δ0 = δ0(β1, β2, ε), äëÿ ëþáîãî uδ ∈ L2(0, 1), äëÿ

êîòîðîãî ‖uT − uδ‖ 6 δ, δ 6 δ0 è åñëè
δ2

β1(δ)
6 α 6 β2(δ) è zα � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà, òî ‖zT − zα‖C −−→
δ→0

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü zα � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Ñïðàâåäëèâà î÷åâèäíàÿ öåïî÷-
êà íåðàâåíñòâ

αΩ(zα) 6Mα(zα, A, uδ) 6Mα(zT , A, uδ) =

= ρ2L2
(AzT , uδ) + αΩ(zT ) = ρ2L2

(uT , uδ)︸ ︷︷ ︸
6δ2

+αΩ(zT ),

îòêóäà

Ω(zα) 6
δ2

α
+ Ω(zT ) 6 β1(δ) + Ω(zT ) (33)

ïðè δ 6 δ0 äëÿ ëþáîãî α.
Ñëåäîâàòåëüíî, {zα} � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà êîìïàêòíî
â C.
Mα(zα, A, uδ) 6 δ2+αΩ(zT )→ 0, îòêóäà ‖Azα−uδ‖2+αΩ(zT )→ 0, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn(δ), ÷òî zαn(δ) → z, è ýëåìåíò z � ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
Az = uT . Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ z = zT .

8. Ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå (32):

α((−p(t)z′(t))′ + r(t)z(t)) +

1∫
0

K1(s, t)z(t) dt =

1∫
0

K(t, s)uδ(t) dt.

Óêàæåì äâà âîçìîæíûõ ïóòè ðåøåíèÿ:

1) Èñïîëüçóåì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû è ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÿäðî K è ôóíêöèÿ r íåïðåðûâíû, z ∈ C4([0, 1]), p ∈ C3([0, 1]).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(pz′)′
∣∣
t=tk
≈
pk−1/2zk−1 − (pk−1/2 + pk+1/2)zk + pk+1/2zk+1

h2
, èìååì

α

(
−
pk−1/2zk−1 − (pk−1/2 + pk+1/2)zk + pk+1/2zk+1

h2
+ rkzk

)
+

n∑
j=0

AjK1(sk, tj)zj =

=

1∫
0

K(t, sk)uδ(t) dt︸ ︷︷ ︸
uk

, k = 1, n− 1, z0, zn èçâåñòíû.

Ïîëó÷èëè ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ zj, j = 1, . . . , n.
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2) Ðàññìîòðèì ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (αL+ A∗A)z = A∗uδ.

Âûáèðàåì êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó {ωk}.

Ðåøåíèå èùåì â âèäå z̃n =
n∑
k=1

ckωk.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

α
n∑
k=1

ck(Lωk, ωj) +
∑
k

ck(A
∗Aωk, ωj) = (A∗uδ, ωj), j = 1, n.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò èìåòü îäèí èç âûøå óêàçàííûõ âèäîâ.
Äàëåå ïðèìåíÿþòñÿ îïèñàííûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ.

9. Ïðèìåðû è ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
1∫
0

z(t) dt = 5, â êîòîðîì K(s, t) ≡ 1, K1(s, t) ≡ 1.

Î÷åâèäíî, çàäà÷à íåêîððåêòíà, è ó íå¼ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ïðèìåíèì
ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè è çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ íå¼ äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé:

α
(
−(pz′α(s))′ + rzα(s)

)
+

1∫
0

zα(t) dt = 5.

9.1. Ñëó÷àé 1. p = 1, r = 0

Ðåøàåì óðàâíåíèå

− αz′′α(s) +

1∫
0

zα(t) dt

︸ ︷︷ ︸
cα

= 5. (34)

9.1.1. II êðàåâàÿ çàäà÷à

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä z′α(0) = z′α(1) = 0.

−αz′′α(s) = 5− cα, z′′α(s) =
cα − 5

α
, z′α(s) =

cα − 5

α
s+ C.

Òàê êàê z′α(0) = 0, òî z′α(s) =
cα − 5

α
s.

z′α(1) =
cα − 5

α
= 0, ñëåäîâàòåëüíî, cα = 5.

z′α(s) = 0, çíà÷èò zα(s) = C1.

Èç (34)
1∫
0

zα(t) dt = 5,
1∫
0

C1 dt = 5, C1 = 5 äëÿ ëþáîãî t.

Îòâåò: zα(s) = 5 äëÿ ëþáîãî α.
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9.1.2. I êðàåâàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó I: zα(0) = zα(1) = 0.

Òàê êàê óðàâíåíèå èìååò âèä −αz′′α(s) +

1∫
0

zα(t) dt

︸ ︷︷ ︸
cα

= 5,

òî z′′α(s) =
cα − 5

α
. Äàëåå z′α(s) =

cα − 5

α
s+ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, zα(s) =
cα − 5

2α
s2 + C1s+ C2.

Îòñþäà 0 = C2, 0 =
cα − 5

α
+ C1 è zα(s) =

cα − 5

2α
(s2 − s).

1∫
0

zα(t) dt =

1∫
0

cα − 5

2α
(t2 − t) dt =

=
cα − 5

2α

(
t3

3
−
t2

2

)∣∣∣∣∣
1

0

=
cα − 5

2α

(
1

3
−

1

2

)
= −

cα − 5

2α
·

1

6
=
cα − 5

12α
.

Èìååì, cα − 5 = −12α cα, ñëåäîâàòåëüíî, cα =
5

1 + 12α
.

Äàëåå,
cα − 5

2α
=

5

1 + 12α
− 5

2α
, zα(s) =

− 30

1 + 12α
s(s− 1).

9.2. Ñëó÷àé 2. p = 1, r = 1

9.2.1. I êðàåâàÿ çàäà÷à zα(0) = zα(1) = 0

−αz′′α(s) + αzα(s) +

1∫
0

zα(t) dt

︸ ︷︷ ︸
cα

= 5,

−αz′′α(s) + αzα(s) = 5− cα, −z′′α(s) + zα(s) =
5− cα
α

,

zα = zîáù. + z÷àñò. = C1e
s + C2e

−s + z÷àñò., zα = zîáù. + z÷àñò. = C1e
s + C2e

−s +
5− cα
α︸ ︷︷ ︸

z÷àñò.

.

Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ zα(0) = zα(1) = 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî C1, C2 :


C1 + C2 +

5− cα
α

= 0,

C1e+ C2e
−1 +

5− cα
α

= 0.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ C1, C2 êàê ôóíêöèé cα, èõ ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå äëÿ zα è èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî s îò íóëÿ äî åäèíèöû ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî cα. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ
cα è ïîäñòàíîâêè åãî â âûðàæåíèå äëÿ zα ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ. Êà÷åñòâåííî êàðòèíà áëèçêà ê ñëó÷àþ 9.1.2.
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9.2.2. III êðàåâàÿ çàäà÷à zα(0) = z′α(1) = 0

−αz′′α(s) + αzα(s) = 5− cα, −z′′α(s) + zα(s) =
5− cα
α

, zα(s) = C1e
s + C2e

−s +
5− cα
α

.

Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ zα(0) = z′α(1) = 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî C1, C2 :


C1 + C2 +

5− cα
α

= 0,

C1e− C2e
−1 +

5− cα
α

= 0.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

Çàìå÷àíèå 10. Ó÷åò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èñêîìîì ðåøåíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ðà-
çóìíûì âûáîðîì ôóíêöèé p(t), r(t) â ñòàáèëèçèðóþùåì ôóíêöèîíàëå

Ω(z) =

1∫
0

(p(t)z′
2
α(t) + r(t)z2(t)) dt.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé p(t), r(t) ñëåäóåò óâåëè÷èâàòü â òåõ òî÷êàõ, ãäå æåëàòåëüíî óñèëè-
âàòü òðåáîâàíèÿ ê ïîâåäåíèþ îðèãèíàëà è åãî ïðîèçâîäíûõ.

10. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ò. å. íàõîæäåíèå îðèãèíàëà f(t)
ïî åãî èçîáðàæåíèþ F (p) èç óðàâíåíèÿ∫ ∞

0

exp(−pt)f(t) dt = F (p). (35)

Ìåòîäàì îáðàùåíèÿ ïîñâÿùåíû êíèãè [7], [8]. Çàìåòèì, ÷òî â íèõ íå èäåò ðå÷è î íåêîð-
ðåêòíîñòè çàäà÷è îáðàùåíèÿ.

10.1. Ïåðâàÿ ñõåìà

Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

e−t = x ∈ [0, 1], (p > 0), dt = −
dx

x
, îòñþäà

1∫
0

xp−1 f(− lnx)︸ ︷︷ ︸
ϕ(x)

dx = F (p).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïðèìåíÿåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
n∑
k=1

xp−1k Akϕk︸ ︷︷ ︸
ψk

= F (p). Ψk �íåèçâåñòíûå, òàê ÷òî
n∑
k=1

xp−1k ψk = F (p).

Ïîëàãàåì p = pj, j = 1, n.
n∑
k=1

x
pj−1
k ψk = F (pj), j = 1, n.(

x
pj−1
k

)n
k,j=1

� îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà.

Åñëè pj = 1, 2, . . . , n, òî ýòî ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà.
Â èòîãå ìû ïðèøëè ê ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé îñöèëëÿöèîííîãî òèïà, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îïèñàííûå ñõåìû ðåãóëÿðèçàöèè.
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10.2. Âòîðàÿ ñõåìà

Ïîëàãàåì
pk = a+ rk, bk = F (pk), k = 1, . . . ,m. (36)

Ñäåëàåì çàìåíó x = exp(−rt) è ââåä¼ì ôóíêöèþ

h(x) =
xa/r

r
f

(
− ln(x)

r

)
, (37)

â ðåçóëüòàòå âìåñòî óðàâíåíèÿ (35) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ∫ 1

0

xk−1h(x) dx = bk, k = 1, . . . ,m. (38)

Íàõîæäåíèå ôóíêöèè h(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (38), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëíîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (ñì. [9]).Òàêîé ïîäõîä ðàññìîòðåí â òðåòüåé
ñõåìå.
Ìû ïðåäëàãàåì äðóãîé ïóòü ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû: âûáåðåì íåêîòîðóþ êâàäðàòóðíóþ
ôîðìóëó âèäà ∫ 1

0

v(x) dx ≈
m∑
j=1

Ajv(xj)

è ïðèìåíèì å¼ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ (38), â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ïðèä¼ì ê ÑËÀÓ

m∑
j=1

Ajx
k−1
j h(xj) dx = bk, k = 1, . . . ,m. (39)

Ýòî ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ Ajh(xj) ñ ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà
(
xk−1j

)m
j,k=1

, îò-

íîñÿùåéñÿ ê êëàññó îñöèëëÿöèîííûõ ìàòðèö (ñì. [2]). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû ìîæíî ïðèìåíÿòü îïèñàííûå âûøå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè. Ðàçóìíûé âûáîð çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, r îïèñàí â ðàáîòå [10].

10.3. Òðåòüÿ ñõåìà

Íàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèÿ îðèãèíàëà f(+0), f(+∞), åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïî ôîðìóëàì

f(+0) = lim
p→+∞

pF (p), f(+∞) = lim
p→+0

pF (p).

Íàõîæäåíèå ôóíêöèè h(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (38), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëíîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (ñì. [9]).
Ïðèáëèæåíèå ê ôóíêöèè (37) áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñìåù¼ííûì ìíî-
ãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà

h(x) ≈
m∑
j=1

cjPj−1(2x− 1). (40)

Èç ôîðìóë (37) è (40) ïðè x→ 1 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

f(+0)

r
≈

m∑
j=1

cj.
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Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèÿ (40) â óðàâíåíèÿ (38) ïðèâîäèò ê ÑËÀÓ âèäà (9) ñ ìàòðèöåé

A = (akj)
m
k,j=1, akj =

∫ 1

0

xk−1Pj−1(2x− 1) dx,

ïðàâîé ÷àñòüþ u = (b1, b2, . . . , bm)′ è íåèçâåñòíûì âåêòîðîì z = (c1, c2, . . . , cm)′.
Òðåáîâàòü îò ôóíêöèè h(x) àïðèîðíî êàêîé-ëèáî ñòåïåíè ãëàäêîñòè, íàêëàäûâàÿ íåêîòî-
ðûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ (40), íå ñòîèò, ó÷èòûâàÿ ñâÿçü (37) ôóíêöèè
h(x) ñ èñêîìûì îðèãèíàëîì, íåîáÿçàòåëüíî ãëàäêèì. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ýéëåðà
(13) ïðèíèìàåò âèä

(A∗A+ αE)z = A∗u, α > 0. (41)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ïðèìåíÿòü îïèñàííûå â ðàáîòå [6] ìåòîäû ðåãóëÿðèçà-
öèè. Ðàçóìíûé âûáîð çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â (37) ïàðàìåòðîâ a, r îïèñàí â ðàáîòå [10].
Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà A è ïðàâàÿ ÷àñòü u èçâåñòíû ïðèáëèæåííî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, è
âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α çàâèñèò îò ýòîé ïîãðåøíîñòè. Â ïðèâîäèìûõ äàëåå ïðè-
ìåðàõ ìàòðèöà A è ïðàâàÿ ÷àñòü u èçâåñòíû ïðàêòè÷åñêè òî÷íî, ò. å. δ � ýòî ïîãðåøíîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþòåðå, è ïàðàìåòð α èìååò òîò æå ïîðÿäîê.
Íà ðèñóíêàõ 2, 3 ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (41) ñ ðåãóëÿðèçàöèåé è áåç íå¼ è çíà-
÷åíèÿ âñåõ èñïîëüçîâàííûõ ïàðàìåòðîâ. Ïàðàìåòð Digits çàäàåò ÷èñëî çíà÷àùèõ öèôð, ñ
êîòîðûì ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ.

Ïðèìåð 1
Äàíî èçîáðàæåíèå

F (p) =
168

(p+ 2)5
− 8640

(p+ 3)7
.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

Ïðèìåð 2
Äàíî èçîáðàæåíèå

F (p) =
exp(−p)− exp(−3p)

p2
.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ðåãóëÿðèçàöèè (α = 0) ïîëó÷àåìûå ïðèáëèæåíèÿ ñîâåðøåí-
íî íå ïîõîæè íà èñêîìûå îðèãèíàëû, â òî âðåìÿ êàê ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðèâîäèò ê âïîëíå
óäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì.
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(a) Digits=20, α = 0 (b) Digits=20, α = 10−20

Ðèñ. 2

(a) Digits=15, α = 0 (b) Digits=15, α = 10−15

Ðèñ. 3
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