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Известные доказательства обратных теорем теории приближения тригонометрически-
ми многочленами и целыми функциями экспоненциального типа основаны на идее
С.Н.Бернштейна разложить функцию в ряд по функциям ее наилучшего приближе-
ния. В работе предлагается новый способ доказательства обратных теорем. Устанавли-
ваются довольно простые тождества, из которых сразу следуют упомянутые обратные
теоремы, причем с улучшенными константами. Этот метод применим к производным
любого порядка, не обязательно целого, а также (с некоторыми изменениями) к оцен-
кам некоторых других функционалов через наилучшие приближения. В данной работе
рассматривается случай первой производной самой функции и ее тригонометрически
сопряженной.
Ключевые слова: обратные теоремы, сопряженная функция.

1. Введение. 1.1. Обозначения. В дальнейшем R, R+, Z, Z+, N — множества
вещественных, неотрицательных вещественных, целых, неотрицательных целых, на-
туральных чисел соответственно. Если p ∈ [1,+∞), то Xp есть пространство Lp(R)
или пространство Lp 2π-периодических функций f с нормой ‖f‖p =

(∫
E
|f |p)1/p,

где E = R или [−π, π] соответственно; X∞ есть снабженное равномерной нормой
пространство UCB(R) равномерно непрерывных ограниченных на R функций или
пространство C непрерывных 2π-периодических функций. Если из контекста не сле-

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №18-11-00055).
c© Санкт-Петербургский государственный университет, 2021

https://doi.org/10.21638/spbu01.2021.401 559



дует противное, пространства функций могут быть как вещественными, так и ком-
плексными. Эквивалентные функции отождествляются.

Символом f̃ обозначается функция, тригонометрически сопряженная к f . Она
может быть определена одной из формул [1, п. 79; 2, п. 3.11]:

f̃(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) ctg

x− t
2

dt, f̃(x) =
1

π

∫
R

f(t)

x− t dt,

f̃(x) =
x− i√
2π

∫
R
F̂ (u)eixu du

(первые два интеграла понимаются в смысле главного значения, а третий — в
L2(R); F̂ обозначает преобразование Фурье F ). Первая формула применима в пе-
риодическом случае, вторая — если f ∈ Lp(R) при p < +∞, третья — если функ-
ция F (t) = f(t)

t−i принадлежит L2(R) и, в частности, если f ∈ Xp при некотором
p ∈ [2,+∞]. В перечисленных случаях результат может отличаться на постоянное
слагаемое. Далее нам важна не сама сопряженная функция, а ее производные, и по-
тому выбор постоянной не играет роли. Если задано семейство функций, то запись
f̃n означает то же, что f̃n.

Символами X(r)
p и X̃(r)

p обозначаются множества функций f из Xp, таких что f
(соответственно f̃) дифференцируема r − 1 раз, f (r−1) (f̃ (r−1)) локально абсолютно
непрерывна, а f (r) ∈ Xp (f̃ (r) ∈ Xp). При p < +∞ эти классы стандартно обознача-
ются W (r)

p и W̃ (r)
p .

Далее, Au(f)p есть наилучшее приближение функции f целыми функциями
степени не выше u в пространстве Xp, а Tuf — соответствующая функция наилуч-
шего приближения. В периодическом случае Au(f) совпадает с E�u�(f) (�u� — целая
часть числа u) — наилучшим приближением f тригонометрическими многочленами
степени не выше u. Индекс p у обозначений нормы, наилучшего приближения и т. п.
указывает на пространство Xp и иногда опускается.

Пусть также ey(x) = eixy,

Φn(x) =

∫ n

−n

(
1− |y|

n

)
eixy dy =

4 sin2 nx2
nx2

, σnf(x) =
1

2π

∫
R
f(x− t)Φn(t) dt

— ядро Фейера и интеграл Фейера функции f соответственно.

1.2. Обзор результатов. Обратными теоремами конструктивной теории
функций называют утверждения, в которых из возможности приблизить функцию
с той или иной скоростью выводятся ее структурные свойства. В работе рассматри-
ваются обратные теоремы следующего вида. Если r ∈ N, p ∈ [1,+∞], f ∈ Xp,

∞∑
k=1

kr−1Ak(f)p < +∞, (1.1)

то f ∈ X(r)
p и

‖f (r)‖p � Dr

∞∑
k=0

(
(k + 1)r − kr))Ak(f)p. (1.2)
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Первое утверждение такого типа установил С.Н.Бернштейн для пространства C пе-
риодических функций [3]; общий случай и раннюю историю вопроса см. в [2, пп. 6.1.3
и 6.1.6]. Неравенство (1.2) может быть также записано в виде [4, теорема 2]

‖f (r)‖p � Dr

∫ ∞

0

Au(f)p du
r. (1.3)

Ввиду убывания Au(f)p по u интеграл в (1.3) не превосходит суммы в (1.2), а для
2π-периодических функций совпадает с ней. Конечность суммы и интеграла равно-
сильны.

Из того же условия (1.1) вытекает включение f ∈ X̃(r)
p и неравенство

‖f̃ (r)‖p � D̃r

∫ ∞

0

Au(f)p du
r. (1.4)

Этот результат для периодических функций можно найти в [5] и [2, п. 6.7.2]. Для
непериодических функций его можно вывести из результатов в [2, п. 5.9.4].

Конкретные оценки констант Dr в (1.2) и (1.3) получил М.Д.Стерлин [4, 6]:
1 � Dr � 3+2

√
2; см. также [7, теорема 3.6.1]. Из доказательства теоремы 3.6.2 в [7]

следует неравенство (1.4) с константой K̃1(3 + 2
√
2) в периодическом случае. Здесь

K̃1 = 4
π

∑∞
ν=0

(−1)ν

(2ν+1)2 .
Заметим еще, что в некоторых из указанных источников оценки норм производ-

ных ‖f (r)‖ и ‖f̃ (r)‖ буквально отсутствуют, однако они сразу получаются из оценок
модулей непрерывности ωr(f, h) и ωr

(
f̃ , h
)
предельным переходом при h→ 0. Стан-

дартным приемом, а именно заменой функции f на f−TNf , из (1.2)–(1.4) выводятся
оценки наилучших приближений с теми же константами; см. следствие из теорем 1
и 2 настоящей работы.

Известные доказательства неравенств (1.2)–(1.4) основаны на исходной идее
Бернштейна разложить функцию в ряд по многочленам ее наилучшего приближе-
ния. Исключение составляет статья [8], в которой некоторые прямые и обратные тео-
ремы доказывались методом сравнения сверточных операторов. В настоящей работе
предлагается иной, тоже использующий сверточные операторы, способ доказатель-
ства обратных теорем. Устанавливаются довольно простые тождества, из которых
сразу следуют упомянутые обратные теоремы, причем с улучшенными константа-
ми. Этот метод применим к производным любого порядка, не обязательно целого.
В данной работе мы ограничимся случаем r = 1, поскольку константы при различ-
ных значениях параметров требуют отдельного исследования.

Основной результат работы (теорема 3) таков. Пусть p ∈ [1,+∞], f ∈ Xp и∫∞
0 Au(f)p du < +∞. Тогда неравенства

‖f ′‖p � D1

∫ ∞

0

Au(f)p du, ‖f̃ ′‖p � D̃1

∫ ∞

0

Au(f)p du

выполняются с константами D1 < 2.800851,

D̃1 � 4

9 ln tg 13π
44

(
1

2
+

22

π2

∞∑
q=0

∣∣sin (2q+1)π
11

∣∣
(2q + 1)2

)
< 2.335138.

В пространстве UCB(R) точные константы в обоих неравенствах не меньше 2.
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2. Тождества для производных.

Лемма. При всех r ∈ N, p ∈ [1,+∞] пространства X(r)
p и X̃(r)

p с нормами

‖f‖p + ‖f (r)‖p и ‖f‖p + ‖f̃ (r)‖p
полны.

Короткий способ доказательства вышеприведенной леммы связан с использо-
ванием обобщенных функций. Мы докажем ее более длинным способом, который не
опирается на теорию обобщенных функций.

Доказательство. Утверждение для пространств X(r)
p общеизвестно. Дока-

жем его для пространств X̃(r)
p . Достаточно доказать, что если fn ∈ X̃

(r)
p , fn → f

и f̃ (r)
n → g в Xp, то f ∈ X̃

(r)
p и f̃ (r) = g. При p ∈ (1,+∞) утверждение очевидно,

поскольку оператор сопряжения непрерывен. Пусть p = +∞. Тогда [1, п. 79]∫
R

|f̃n(x)− f̃(x)|2
x2 + 1

dx =

∫
R

|fn(x) − f(x)|2
x2 + 1

dx,

что стремится к нулю ввиду равномерной сходимости fn к f . Поэтому некоторая
подпоследовательность последовательности f̃n стремится к f̃ почти везде. При p = 1
такая подпоследовательность тоже найдется, так как оператор сопряжения имеет
слабый тип (1, 1) (см., например, [9, гл. 2, § 2]). Запишем формулу Тейлора

f̃n(x) = Pr−1,n(x) +

∫ x

0

f̃ (r)
n (t)

(x − t)r−1

(r − 1)!
dt,

где Pr−1,n — алгебраический многочлен степени меньше r. Перейдя к пределу при
почти всех x, получим

f̃(x) = Pr−1(x) +

∫ x

0

g(t)
(x− t)r−1

(r − 1)!
dt

(по доказанному предел Pr−1,n существует, а тогда это тоже многочлен степени
меньше r). Таким образом, f̃ (r) существует и равна g.

Пусть Ψ — функция ограниченной вариации на R, u > 0. Положим

ψ(y) =
1

2π

∫
R
e−iytdΨ(t)

и определим оператор Qψ,u равенством

Qψ,uf(x) =
1

2π

∫
R
f

(
x− t

u

)
dΨ(t).

Множество таких функций ψ обозначается B(R). Операторы Qψ,u будем рассмат-
ривать как операторы из Xp в Xp. Как известно, ‖Qψ,u‖ � ‖dΨ‖1

2π , где ‖dΨ‖1 —
вариация функции Ψ (или, что равносильно, порожденного ей борелевского заря-
да). В пространствах UCB(R) и L1(R) это неравенство обращается в равенство. По
поводу определения свертки см. [9, гл. 2, § 1].
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Отметим один частный случай: если

ψ(y) =
∑
k∈Z

cke
i(k+α) πy

� ,

то

Qψ,uf(x) =
∑
k∈Z

ckf

(
(k + α)π

�u

)
,

‖dΨ‖1
2π

=
∑
k∈Z

|ck|.

В предположении суммируемости подынтегральной функции введем обозначе-
ние Bϕ =

∫∞
0

ϕ(v)
v2 dv.

Теорема 1. Пусть p ∈ [1,+∞], f ∈ Xp, функция ϕ задана на R, четна, функ-
ция v 
→ v−2ϕ(v) суммируема на R+, Bϕ �= 0, ψ = ϕ ∈ B(R).

1. Если ∫ ∞

0

‖Qψ,uf‖p du < +∞, (2.1)

то f ∈ X̃(1)
p и

f̃ ′ =
1

Bϕ

∫ ∞

0

Qψ,uf du. (2.2)

2. Пусть еще ϕ = 0 на [−1, 1]. Если∫ ∞

0

Au(f)p du < +∞,

то верно заключение пункта 1 и

‖f̃ ′‖p � ‖dΨ‖1
2π|Bϕ|

∫ ∞

0

Au(f)p du.

Доказательство. 1. Обозначим правую часть (2.2) через Πf . Имеем

Qψ,uey(x) = ψ
( y
u

)
ey(x) = ϕ

( |y|
u

)
ey(x).

Интегрируя по u и делая замену |y|
u = v, получаем∫ ∞

0

Qψ,uey(x) du =

∫ ∞

0

ϕ

( |y|
u

)
du ey(x) = Bϕ|y|ey(x),

откуда
Πey = |y|ey = ẽy

′.

Интегрируя по y, получаем равенство (2.2) для функций вида x 
→ ∫ n
−n e

ixydρ(y)
(ρ — функция ограниченной вариации) и, в частности, для ядра Фейера Φn.

Докажем, что Πσnf = (σ̃nf)
′. Рассуждение будем вести для почти всех x. За-

пишем

Πσnf(x) =
1

Bϕ

∫ ∞

0

1

4π2

∫
R

∫
R
f(x− z)Φn

(
z − t

u

)
dz dΨ(t) du.
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Суммируемость подынтегральной функции по (z, t) очевидна, откуда имеем

Πσnf(x) =
1

Bϕ

∫ ∞

0

1

2π

∫
R
f(x− z)G(z, u) dz du, (2.3)

где

G(z, u) =
1

2π

∫
R
Φn

(
z − t

u

)
dΨ(t) = Qψ,uΦn(z).

По доказанной формуле (2.2) для ядра Фейера получаем

1

2πBϕ

∫
R
f(x− z)

∫ ∞

0

G(z, u) du dz =
1

2π

∫
R
f(x− z)Φ̃′

n(z) dz = (σ̃nf)
′(x).

Остается обосновать перестановку интегралов по z и u в (2.3):∫ ∞

0

∫
R
f(x− z)G(z, u) dz du =

∫
R
f(x− z)

∫ ∞

0

G(z, u) du dz. (2.4)

Для этого введем множитель сходимости. При всех α > 0 по теореме Фубини∫ ∞

0

∫
R
f(x− z)G(z, u) dz e−αu du =

∫
R
f(x− z)

∫ ∞

0

G(z, u)e−αu du dz. (2.5)

Действительно,
∫
R |G(z, u)| dz � ‖dΨ‖1, а функция z 
→ f(x − z)g(z), где f ∈ Xp,

g ∈ L1(R), суммируема на R. Левая часть (2.5) непрерывна по α в нуле ввиду усло-
вия (2.1), поскольку

‖Qψ,uσnf‖p = ‖σnQψ,uf‖p � ‖Qψ,uf‖p.
Обоснуем предельный переход при α→ 0+ в правой части (2.5). Запишем∫ ∞

0

G(z, u)e−αu du =

∫ n

−n

(
1− |y|

n

)
eiyz

∫ ∞

0

ϕ

( |y|
u

)
e−αu du dy =

=

∫ n

−n

(
1− |y|

n

)
|y|eiyz

∫ ∞

0

ϕ(v)

v2
e−

α|y|
v dv dy =

∫ ∞

0

ϕ(v)

v2
Pα

v
Φ̃′
n(z) dv,

где Ps — интеграл Пуассона. Отсюда получаем∥∥∥∥∫ ∞

0

G(·, u)e−αu du−
∫ ∞

0

G(·, u) du
∥∥∥∥
1

�
∫ ∞

0

|ϕ(v)|
v2

∥∥∥Pα
v
Φ̃′
n − Φ̃′

n

∥∥∥
1
dv,

что стремится к нулю по теореме Лебега о мажорированной сходимости, поскольку∥∥Pα
v
Φ̃′
n − Φ̃′

n

∥∥
1
� 2
∥∥Φ̃′

n

∥∥
1
.

Поэтому∫
R
f(x− z)

∫ ∞

0

G(z, u)e−αu du dz −→
α→0+

∫
R
f(x− z)

∫ ∞

0

G(z, u) du dz.

Равенство (2.4) доказано. Следовательно, Πσnf = (σ̃nf)
′.
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С другой стороны,

Πσnf(x) =
1

Bϕ

∫ ∞

0

1

4π2

∫
R
Φn(x− z)

∫
R
f

(
z − t

u

)
dΨ(t) dz du =

=
1

Bϕ

∫ ∞

0

1

2π

∫
R
Φn(x − z)Qψ,uf(z) dz du =

=
1

2πBϕ

∫
R
Φn(x− z)

∫ ∞

0

Qψ,uf(z) du dz = σnΠf(x).

Оба раза порядок интегрирования можно поменять по теореме Фубини: суммируе-
мость подынтегральных функций по (t, z) очевидна, а по (z, u) обеспечена услови-
ем (2.1).

По тому же условию (2.1) имеем Πf ∈ Xp. Следовательно, Πσnf → Πf в Xp.
Таким образом, (σ̃nf)′ → Πf в Xp и, как хорошо известно, σnf → f в Xp. По лемме
будет f ∈ X̃(1)

p и f̃ ′ = Πf .
2. Поскольку ϕ = 0 на [−1, 1], оператор Qψ,u обнуляется на целых функциях

степени не выше u, откуда имеем

‖Qψ,uf‖p = ‖Qψ,u(f − Tuf)‖p � ‖dΨ‖1
2π

Au(f)p. (2.6)

Следовательно, условие (2.1) выполнено. Оценка нормы следует из (2.2) и (2.6).

Теорема 2. Пусть p ∈ [1,+∞], f ∈ Xp, функция ϕ задана на R, нечетна,
функция v 
→ v−2ϕ(v) суммируема на R+, Bϕ �= 0, ψ = iϕ ∈ B(R).

1. Если ∫ ∞

0

‖Qψ,uf‖p du < +∞,

то f ∈ X(1)
p и

f ′ =
1

Bϕ

∫ ∞

0

Qψ,uf du. (2.7)

2. Пусть еще ϕ = 0 на [−1, 1]. Если∫ ∞

0

Au(f)p du < +∞,

то верно заключение пункта 1 и

‖f ′‖p � ‖dΨ‖1
2π|Bϕ|

∫ ∞

0

Au(f)p du.

Доказательство. Обозначим правую часть (2.7) через Πf . Имеем

Qψ,uey(x) = ψ
( y
u

)
ey(x) = iϕ

(y
u

)
ey(x) = (i sign y)ϕ

( |y|
u

)
ey(x).

Интегрируя по u и делая замену |y|
u = v, получаем∫ ∞

0

Qψ,uey(x) du = (i sign y)
∫ ∞

0

ϕ

( |y|
u

)
du ey(x) = Bϕiyey(x),

откуда Πey = e′y. Оставшаяся часть доказательства проводится, как в доказатель-
стве теоремы 1.
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Следствие. В условиях теорем 1 и 2 при любом N > 0 будет

AN (f ′)p �
‖dΨ‖1
2π|Bϕ|

(
NAN (f)p +

∫ ∞

N

Au(f)p du

)
,

AN (f̃ ′)p �
‖dΨ‖1
2π|Bϕ|

(
NAN (f)p +

∫ ∞

N

Au(f)p du

)
.

Для доказательства достаточно применить теоремы к функции f − TNf .
ПустьM — замкнутое подпространство пространства Xp, P — полунорма наM

и выполнены два условия: 1) пространство инвариантно относительно сдвига, т. е.
для любых f ∈ M и h ∈ R будет f(· + h) ∈ M и P (f(· + h)) = P (f); 2) существует
такая постоянная B, что P (f) � B‖f‖p для всех f ∈ M. Обозначим через M(r) и
M̃(r) множества функций f изM∩X(r)

p (M∩X̃(r)
p ), для которых f (r) (соответственно

f̃ (r)) принадлежит M.

Замечание. Неравенства в теоремах 1 и 2 и в следствии остаются верными
для функций из M(r) и M̃(r), если в обеих частях неравенств норму в Xp заменить
на полунорму P .

Для доказательства надо записать тождества (2.2) и (2.7) для средних Фейера,
внести полунорму под знак интеграла (обоснование этой операции см. в [7] и [10]) и
перейти к пределу.

Отметим, что обратные теоремы в подпространствах пространства C с полу-
нормами указанного вида доказывались в [7].

3. Уточнение констант. Возникает задача минимизации величины |B−1
ϕ |‖dΨ‖1

по всем функциям ϕ из условий теорем 1 и 2. Далее мы оценим константы сверху,
выбрав конкретные функции ϕ.

3.1. Оценка константы D̃1 сверху. Для примера возьмем в качестве Qψ,u
отклонения операторов Валле Пуссена Vb,u с параметром b > 1, то есть положим

ϕ(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, y � 1,
y−1
b−1 , 1 < y < b,

1, y � b.

Вычислим Bϕ:

Bϕ =

∫ b

1

y − 1

b− 1

dy

y2
+

∫ ∞

b

dy

y2
=

ln b

b− 1
.

Тождество (2.2) принимает вид

f̃ ′ =
b − 1

ln b

∫ ∞

0

(f − Vb,uf) du.

Оценим нормы операторов Qψ,u:

‖Qψ,u‖ � 1 + I(b), I(b) =
2

π

∫ ∞

0

| cosx− cos bx|
(b − 1)x2

dx.

В пространствах UCB(R) и L1(R) это неравенство обращается в равенство, а вели-
чина I(b) есть норма оператора Валле Пуссена.
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Теорема 1 дает оценку

D̃1 � min
b>1

(
b− 1

ln b
(1 + I(b))

)
(легко видеть, что минимум достигается). При b = 2 интеграл вычисляется явно [11,
гл. 2, § 3]:

I(2) =
1

3
+

2
√
3

π
< 1.435992.

Выбор b = 2 дает оценку D̃1 < 3.514393. Г.И.Натансон [12] получил тесные двусто-
ронние оценки I(b) и, в частности, доказал, что

I(b) � 1 +
4

π2
ln
b+ 1

b− 1
= I1(b).

Численная минимизация дает min
b>1

(
b−1
ln b (1 + I1(b))

)
< 3.230531, минимум достигается

при b = 1.313277. . . Для сравнения результатов напомним, что ранее была известна
оценка

D̃1 � (3 + 2
√
2)K̃1 < 6.797366.

Укажем выбор функции ϕ, дающий меньшую константу. Пусть � > 1, ϕ(y) = 0
при |y| � 1, функция ϕ четна, имеет период 2� и раскладывается в абсолютно схо-
дящийся ряд Фурье

ϕ(y) =
a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos
kπy

�
=

1

2

∞∑
k=−∞

a|k|e
ikπy

� , ak =
2

�

∫ �

0

ϕ(t) cos
kπt

�
dt.

Тогда ‖dΨ‖1

2π = |a0|
2 +

∞∑
k=1

|ak|. Ввиду четности и периодичности функции ϕ имеем

Bϕ =

∫ ∞

0

ϕ(t)

t2
dt =

1

2

∫ ∞

−∞

ϕ(t)

t2
dt =

1

2

∫ �

−�
ϕ(t)

∑
ν∈Z

1

(t+ 2ν�)2
dt =

=

∫ �

0

ϕ(t)
∑
ν∈Z

1

(t+ 2ν�)2
dt =

∫ �

0

ϕ(t)
π2

4�2
cosec2

πt

2�
dt.

Возьмем c ∈ (1, �) и функцию

ϕ(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 0 � y � 1,
y−1
c−1 , 1 < y < c,

1, c � y � �.

Для нее получаем a0 = 2− c+1
� ,

ak =
2�

(c− 1)π2k2

(
cos

ckπ

�
− cos

kπ

�

)
, k ∈ N,

Bϕ =
1

c− 1
ln

sin cπ
2�

sin π
2�

.
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Вычисления подсказывают, что наилучший выбор дает � = c + 1. Тогда a0 = 1,
ak = 0 при четных k ∈ N,

a2q+1 =
(−1)q4�

(c− 1)π2(2q + 1)2
sin

(c− 1)(2q + 1)π

2�
, q ∈ Z+,

Bϕ =
1

� − 2
ln tg

(� − 1)π

2�
.

Остановимся на значениях c = 13
9 , � =

22
9 . Для них получаем

a2q+1 = (−1)q 22

π2(2q + 1)2
sin

(2q + 1)π

11
, Bϕ =

9

4
ln tg

13π

44
,

‖dΨ‖1
2πBϕ

=
4

9 ln tg 13π
44

(
1

2
+

22

π2

∞∑
q=0

∣∣sin (2q+1)π
11

∣∣
(2q + 1)2

)
< 2.335138.

3.2. Оценка константы D1 сверху. Пусть � > 1, ϕ(y) = 0 при |y| � 1,
функция ϕ нечетна, имеет период 4� и раскладывается в абсолютно сходящийся ряд
Фурье

ϕ(y) =

∞∑
k=0

bk sin
(k + 1/2)πy

�
=

1

2i

∞∑
k=−∞

cke
i(k+1/2)πy

� ,

где ck = bk при k � 0, ck = −b−k−1 при k < 0,

bk =
2

�

∫ �

0

ϕ(t) sin
(k + 1/2)πt

�
dt.

Тогда ‖dΨ‖1

2π =
∑∞

k=0 |bk|. Обозначим a〈r〉 = |a|r signa. Ввиду симметрии и периодич-
ности функции ϕ получаем

Bϕ =

∫ ∞

0

ϕ(t)

t2
dt =

1

2

∫ ∞

−∞

ϕ(t)

t〈2〉
dt =

=
1

2

∫ 2�

−2�

ϕ(t)
∑
ν∈Z

1

(t+ 4ν�)〈2〉
dt =

∫ 2�

0

ϕ(t)
∑
ν∈Z

1

(t+ 4ν�)〈2〉
dt =

=

∫ �

0

ϕ(t)
∑
ν∈Z

(
1

(4ν�+ t)〈2〉
+

1

((4ν + 2)�− t)〈2〉
)
dt.

Возьмем c ∈ (1, �) и зададим функцию ϕ на [ 0, �] так:

ϕ(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, y � 1,

sin π
2
ln y
ln c , 1 < y < c,

1, c � y � �.

При c = 1.865, � = 3.77 компьютерные вычисления дают ‖dΨ‖1

2πBϕ
< 2.800851. Напом-

ним, что ранее была известна оценка D1 � 3 + 2
√
2 < 5.828428.
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3.3. Оценки констант снизу. Получение нижних оценок констант в обрат-
ных теоремах затруднено тем, что нам очень редко известно все семейство наилуч-
ших приближений конкретной функции.

Рассмотрим функции

f(x) =
1

1 + x2
=

∫ ∞

0

e−t cosxt dt, g(x) =
x

1 + x2
=

∫ ∞

0

e−t sinxt dt.

Функции f и g взаимно сопряжены с точностью до знака. Как доказал Бернштейн
[13, формула 6bis],

Au(f)∞ = Au(g)∞ =
e−u

2
,

откуда ∫ ∞

0

Au(f)∞ du =

∫ ∞

0

Au(g)∞ du =
1

2
.

Кроме того, g′(x) = 1−x2

(1+x2)2 , ‖g′‖∞ = |g′(0)| = 1. Отсюда следует оценка констант
снизу числом 2 в обоих неравенствах (1.3) и (1.4).

Объединим полученные результаты.

Теорема 3. Пусть p ∈ [1,+∞], f ∈ Xp и
∫∞
0
Au(f)p du < +∞. Тогда неравен-

ства

‖f ′‖p � D1

∫ ∞

0

Au(f)p du,

‖f̃ ′‖p � D̃1

∫ ∞

0

Au(f)p du

выполняются с константами D1 < 2.800851,

D̃1 � 4

9 ln tg 13π
44

(
1

2
+

22

π2

∞∑
q=0

∣∣∣sin (2q+1)π
11

∣∣∣
(2q + 1)2

)
< 2.335138.

В пространстве UCB(R) точные константы в обоих неравенствах не меньше 2.
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