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G����� #��'(H��� ��*�-�  #��'!���( *�����-����� ��{����� �  *��,����� ������!�+
� ��$% #�������$% '� ��� ���� ���)� *��#����� �  -���� ���)��������� '%�*� � '$+
%�*�U ��#��*$'���(U �)����-���I � '��K��% '��� H���I� G��������'����( 1����!�+
��'����( #������'�� ��*�-� ������� .�1��'�)�  #��'!���(� 5��*!�)����( ����* ��K�+
��(U ����'���$I �� #��������� #��)����� LH�% ��*�!�I� �)� �!L-�'�( ����������"
������� '� ''�*���� �#�.��!�����'����)� 1 ��.����!� ��-���'�U ����,�LH�)� �#�+
.�1�� #��'�*����I ��*�-�U W 1 ��.����!� �K����U '�!L-�LH�)� '����� ��!��$%�
#�������$%� ����$I 1 ��.����! �)���� ��!" K���1� #�� '$%�*� ������!�� ��$%
#�������$% �� #��*�!$ ��*����)� *��#������ 5�������U -�� ���!���.�( ������  #��'+
!���( �'�*���( � ��K���L ��*�-� �'�*����-��)� #��)�������'���( �� ��,*�� �����
*��������)� '������� 5�! -���$� ��� !"���$ �!!L����� L��( #�������  #��'!���(
#��.����� #���������� ��1�� ' �����1���.�����I ��!�����

�1.��-� ����? .�1��'��  #��'!����U #��)����� LH�( ��*�!"U ��*���$I *��#����U
�#������.�(U �)����-����U ��#��*$'�����

 � !�������� ] ������ ���������!����" ��$�&� ������� ������! ����!����" ���R
������������ ����������� $�����&����#� ��o���� � �$��%����� �� ! ��$�����
$��������( Y��� q ������&��� ����$���� � ����� �$��%���� �������������� ��R
�������� ���'���� !����� ������!������ #����'( ���  ��� ��������� ����������
!����� #����' ��%�� ���� �����!������( ���������� ���$��#����- �������!��
��$�&� q ���#��������� !��$��#� � !���$��#� ��#����! �������m �����$�!���� ��
����!����n � !����.���nm �#����&���" �� ����!�"n.�� !��$�-��!�"( �����������R
��� �����!����� "!�"���" !����%����� �$����!��- ����������-�� ������ ����!��R
��" ! ��%��� �������#� !������m ��������m ��� $���!����� ��!�- �������������-
���������- ��� ��������� #����' $�������� $�" �����R���� �� ����������( ����"
�������!�� ��$�&� ����!����" ���������m ! &��������m $�" ���'����! ��*��������R
�����m #$� ��������� ��&���!� !���$��� ��*�����$����! ������&�!����" ����%$�R
���� �������������� ���������� ���'���� !����� ��$����� ��%������ $������R
��! i,m pj(

Z��'�*��� '��� ����!����" � ����&����� ����������� ��$�&� �����n� �����R
����� ����!����!�n.�� ��!�� ����$�! ������� ������! ����!����"( ] $����- ����R
�� ����!��� ����$��m ����%����� ! ����!� ��0���"m "!�"���" �����" ����!����"
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� ���#������n.��� ��$��"�� kb6FA4 `7AF8=98CA d6>9764m b`dl i+xJj( ��n&�!�� $�R
�������!�� b`dR�$����#��m ����$��"n.�� �#� ����0��� ��������!���� ! ��������
���������" �  ��������'�� ������ ����!����"m ���%�� ������������" �������� ��R
��!�- ����� *������!���" �������- �!"�� � ����.�n &�������� ����$�! ��������R
'��m ��&���n.�"�" � !������� �$����!���� �!�-��!���( � �#� ��$�������� �����"�R
�" ���&�������� !�&����������� �������m ������$���� �� ��%$�� ����� $������R
��#� !������ $�" *������!���" ����!�"n.�#� ��#����( $���� $�" ����'������
��o����!m ���$� ������� �����*���'������ ������� i,jm  �� �� ����� ����'������R
��#� ���&���"m ��������� ������%��� �����$�!���"m !��!����� !������� �&���m ��R
.���!���� ����0�m &�� �����"���� !������ ������$��� ���'����!(

Z����� ������! ����!����" !�����"���" ! $��������- *����m ��������� ! ��R
���".�� !���" �������'�" ����!����!�n.�� !�&����������� ��#������! ������R
&���� ��!�������� ���.���!�"���" � ��������!����� '�*��!�� !�&�����������
�����-��! [8x10]( ���  ��� ����&����� ! ���������� $���������'�� �������!���
������ ���������� ���!����" ���������!�n��" ! ��&���!� ����!� $�" ������� ����!R
����"(

] $����- ������ ���!�!�n��" ����&����� �!������ ���$0���!�n.�� ��������R
��! i,,j( ] ������ ���!�$����#� �����$�!���" �&���� �����$�!���" �� ����!����n
� !����.���nm �#����&���" �� ����!�"n.�� !��$�-��!�"m � ���%� !!�$�� ���'����R
��- *���'�����m ��$��%�.�- !����� t������u ���������� � �#��n.�- ���� 0���R
*� �� !���$ �������������� ���������� �� ��$����#� $��������(

����&����� ���������� ���n������n��" �������� ����!����" ���'����� ����R
������� ��*�� ! �����*���'�����- �������(

"� '���
����
 �
�
��� ] ��&���!� ����$��- ��������&����- ��$��� ��o����
����!����" ������ ������� ����-��� ������!����� $�**����'������� ���!����-
� �����$�!�����m ��$����n ! *���� t!��$q!���$u � ���n.�n ���$�n.�- ����R
.����- !�$v

yi =

n∑
j=1

kij
Tijs+ 1

e−τijsuj +
l∑

r=1

k̃ir

T̃irs+ 1
e−τ̃ijsfr, i = 1,m, k,l

#$� yi, i = 1,mm q �������������� ����������w uj, j = 1, nm q ����!�"n.�� ����R
������w fr, r = 1, lm q !����.���"w kij q �� **�'����� �������"w Tij q �����"����
!������ k���lw τij q ������������ �����$�!���� k���l( �����#�&�� !�����"���"

$�" �� **�'�����! k̃irm T̃irm τ̃ir ( ] ��$��� k,l �������������� !���$� yi, i = 1,mm
� ���%� !����.���" fr, r = 1, lm q �����"���� ����������( ���$����#����"m &�� !��R
��.���" �#����&���v |fr(t)| < M, r = 1, lm � "!�"n��" �����"����� ��� ��$�����
���"n.����"(

����-��" ��������&����" ��$��� k,l !������ ! �!"�� � ���m &�� ��� 0�����
�����������" ���'��������� �� �!������&������ ����!����n ���  �����&����� ��R
�������� ��$���-m ������%���� ���$���!�"n.�� �����$����� ���'����m ��������
! ��*������&����- �������( ������m &�� ! �"$� ���&��! $�" ����&���" ����-��-
��$��� ��!����%�� ������!����" ���$�'�����- �������- ���������'�� ������-���
���!����- $�������m ��������� ���� ��� ����!�����m ���� ��$������&�� ��&��m ��R
�� ���-�� ���%�� � *����&���� ��$������� $�" ���������"( ���  ��� �� ��������
���&�� ��������n��" ����.�����  �����&����� ����$� ���������" ��$���m �$��R
!���� ���$���!�"n.�- $������� ��o���� ! ����������� ��$����- ��&��( ] &�����R
���m ! ���������!����- ������$��- ��$�&� ����������� ��*�� ! �����*���'�����-
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������� ��������� �����- ������-��- ��������&����- ��$��� ���-�� ���%��m ��R
������� ����!�!����" �� ������� ��*������� � ��!���� �� ���������- �����0���R
��- ������!��m !��n&��� ����� ���!����- � *����&���� ����!�����m � �� ����������
������� ���!�$���" ��$������ $���#����".�� �����$�!���-( ������ ! ��&���!� ��R
���!��- ��&�� !�"�� ��$��� !�$� k,lm ������" ������"���" �� �������� ��%�������
$�" ������%����#� �������" ���'����! ��*������������� ! ��$������ ������������
����!������ ��$�������� �����*���'�����- �������( ��" �� ����&���" ���!�$"��"
�����!��  ����������� ��� ����$������� ��&������ ����!�"� �� ���������- ��*R
������������!�n.�- �����0�����- ������!��( ������!����m &�� ����������" �����
������� ��$��� ����!�$��!� ������ ��������(

��$�� �&�����m &�� ��$��� k,l ������%���� �����!��� $������� ��o����
! ����������� ��&�����#� ����%���" y(0) = ys,u(0) = us( ]!�$�� !������ ���R
�����������m ����!�"n.�� ���������� � !����.���-v

y =
(
y1 ... ym

)T
, u =

(
u1 ... un

)T
, f =

(
f1 ... fl

)T
.

���  ��� *����&���� ���&���" ����!�"n.�� � �������������� ���������� ! ��R
��.�- ������ !������ t ����$��"n��" ��!����!���

ỹ(t) = ys + y(t),

ũ(t) = us + u(t).
kpl

] kpl !������ ỹ(t) � ũ(t) "!�"n��" ����g!�,�� ���&���"�� ��������������
� ����!�"n.�� ���������� ����!����!����m � !������ y(t) � u(t) q �� �!����^
!���,�� ���&���"�� ��� ���-������ � �����h���� �!����!���� ��-������
���$���� ysm us( ]!�$�� �#����&���" �� �������������� ����������v

ỹmin � ỹ(t) � ỹmax, k+l

#$� ỹmin � ỹmax q ��$����� !������m � ���%� �#����&���" �� !���&��� � ��������
��������" ����!�"n.�� ����������v

ũmin � ũ(t) � ũmax,

Δũmin � ˙̃u(t) � Δũmax,
k1l

�$��� ũmin, ũmax,Δũmin,Δũmax q ��$����� !������( ������m &�� !�� �#����&���"
��$�n��" $�" �����n���� ���&���- ����!�"n.�� � �������������� ����������(

Y��� ����!����" ��o����� k,l ������� ! !��������� �#����&���- k+l � �&����
�#����&������� �������! ����!����" k1lm �( �( ������$��� ������&��� ����%$����
�������������� ���������� !����� ��$����#� $��������( ] ���'���� *���'������R
!���" ������� �#����&���" k+l �� �������������� ���������� ��#�� ����0����"m
� $�" �#����&���- k1l �� ����!�"n.�� ���������� ����0���" �� $��������(

�����!�� ��$�&� ������� '�*��!�- ������� ����!����" � �������- �!"��nm ��R
����" ������&�!��� $����%���� '��� ����!����" k+l $�" ��o����m ��$����#� ������R
��&����- ��$���n k,lm ��� ����!�� !��������" �#����&���- �� ����!�"n.�� ����R
������ k1l(

%� '���	����� ����	����& ������ ��$�� �&�����m &�� $���������'�" ���R
.���!�"���" ������ �� !������m � �� ���!�n !�� !���&��� �������!���( ����� $�R
��.���� ������!�!����" ���m &�� ��!�������� '�*��!�� !�&����������� ���$��!�
���n� $������&�� ����0�n ����"$��n ����� �m ����!����!����m ��������%��� ����-
0�# �!����!���" �� ���!�n �� ���!����n � ���"$���� ���������!����� !���&��(
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����� Ts q 0�# $�����������m k q '���� &����( ]!�$�� ���$�n.�� ������&���"
$�" ���&���! ������������ ��#����!v y[k] = y(kTs) q ���&���� �����"���#� !���$�
�� kR� �����m �����#�&�� u[k] = u(kTs)q ���&���� ����!����" �� kR� �����( ������m
&�� ����!�"n.�- ��#��� u "!�"���" �����"���� �� 0�#� $�����������m �( �( �� ��R
���!��� !������ [tk, tk+1]m #$� tk = kTsm tk+1 = (k+1)Tsm ���  ��� u[k] = u(kTs) = u(t)m
∀t ∈ [tk, tk+1](

]������� $���������'�n ��$��� k,l( |������m &�� ��%$��� ������!��� ���#��R

���� ���!�- ����� yij =
kij

Tijs+ 1
e−τijsuj ! ����������!� �����"��- ����!����!���

����"���� $�**����'������� ���!����� � �����$�!����� �� ����!����n

ẋij = − 1

Tij
xij +

kij
Tij

uj(t− τij), yij = xij . k2l

��%$�� ������!�� ���#����� !����- ����� fij =
k̃ir

T̃irs+ 1
e−τ̃ijsfr ���%� ��%��

���� ���$���!���� ! ����������!� �����"��- ���!������ !�$� k2l( ��������� !��0R
��� !����.���" �����"��" � �����"���� k��� ��$����� ���"n.���"lm ��%$��� ��
��� ��!�&��� $�**����'������� ���!�����

ḟr = 0, r = 1, l. krl

������m &�� $�" ��$����� ���"n.���" !����.���- ���!����� krl !�����"���"
��0� ������%���� �� ����&��� ������� !������( ����� &���� ������!�� ���#�����
! ���!�- � !����- ������ ���!����" k,l ��!�� ne � ned ����!����!����(

]������� $���������'�n ���!����- k2l � 0�#�� $����������� Ts( ���  ���
0�# $����������� Ts ��$�$�� ����� �������m &���� !�� �����$�!���" �� ��%$�- ��
��������� ����!����" ���� ������  ���� &����m �( �( $�" �n��#� �����$�!���" τij
!�����"���� ��!����!� τij = qijTsm #$� qij � 1 q '���� &����( ������ �����!���� ��
"!�"���" ��"���������m �$���� ���!��"�� ����%��� ��������- ������ ��&����� ��$�R
��m �!"�����- � �0������ $���������'��( �����#�&�� !�����"�� $�" !����.���-(

������"" *������ ��0� $�" ���!����- k2lm ����&��� ���$�n.�n ��$��� ! $��R
������� !������v

xij [k + 1] = aijxij [k] + bijuj[k − qij ], yij [k] = xij [k], kJl

#$� aij = e−Ts/Tij w bij = (1− e−Ts/Tij )kij w qij � 1 q '���� &���� �����m &�� τij = qijTs(
�����#�&�� !�����"�� $���������'�n $�" ���#����� !����- �����( ] ����������
$���������'�� ���!����- krl ����$��m &��

fr[k + 1] = fr[k], r = 1, l. kKl

����-$�� � ����$�����- $��������- ����-��- ���'�������- ������� ! ��������R
��!� �����"��-m ����n&�! �����$�!���� ! ��$��� kJl( Z  ��- '���n ���0���� !�����
�����"��" ��$��� kJlm !��n&�! ! ��#� $������������� ����������m ��$�����n.��
�����$�!���� �� ����!����n i,pj(

�����&�� ������������ �����$�!���� �� ���������� ����!����" uj &���� τ
max
j (

]!�$�� !�����#�������n ������� ! ����������!� �����"��- $�" ��$�����!���" ��R
���$�!���" �� ����!����n uj[k − τmax

j ](

����� xd1[k] = uj[k − τmax
j ]m xd2 [k] = uj[k − τmax

j + 1]m ( ( ( m xdτmax
j −1[k] = uj[k − 2]m

xdτmax
j

[k] = uj [k − 1]( ��#$� ����!�$��!� ���!����"
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xd1[k + 1] = xd2[k],

xd2[k + 1] = xd3[k],

...

xdτmax
j −1[k + 1] = xdτmax

j
[k],

xdτmax
j

[k + 1] = uj [k].

kXl

]�����#�������" ������� kXl ��%�� ���� ���$���!���� ! �����&��� !�$�

xjd[k + 1] = Ad
jx

j
d[k] +Bd

juj[k], ydj [k] = xd1[k], k,/l

#$�Ad
j m B

d
j q �����'�m ����!����!�n.�� ���!����"� kXl( �� k,/l !�$��m &�� !���$��"

���������" ��!�� ydj [k] = xd1 [k] = uj [k − τmax
j ]( �n��� �����%���&��� ���&���� ��R

���$�!���" �� ����!����nm �� ���!�0�n.�� τmax
j m ���$���!�"���" ����!����!�n.�-

����������- !������ �����"��" xjd[k]( ����� �������m ������� kXl �#���� ���� t��R
�������"um ������- ������"�� ��������� �� !���&��� �����$�!���" &���� ���&���!
!��$��#� ��#����(

�����#�&�� $�" ���$���!����" �����$�!���" �� !��� ��������� �����������
!������ ����!����" ������$��� �*������!��� ����!����!�n.�n !�����#�������n
��$��� !�$� k,/l( �o�$��"" !����� !�� ����� �������m ����&��� ���$�n.�n ��$���m
���$���!�"n.�n �����$�!���" �� ����!����nv

xd[k + 1] = Adxd[k] +Bdu[k]. k,,l

|$��� xd =
(
x1
d ... xnd

)T
q !����� �����"��"m ���&�� �#� ����������� ��!�� �����

τmax
1 + ...+τmax

n m #$� τmax
i , i = 1, nm q ������������ �����$�!���� ! ����&���!� �����!

�� ��%$�- �� ��������� ����!����"( 
����'� ��$��� k,,l ����$��"n��" ��!����R
!���

Ad = diag(Ad
1,A

d
2, ...,A

d
n), Bd = diag(Bd

1,B
d
2, ...,B

d
n).

] ���#�m ��o�$��"" ���������� ���!����" kJl $�" ��%$�#� �� ������!�� ���#��R
��� ���!�- � !����- ���� ���!����" k,lm ���!����" kKl ������������ !����.���-m
������� k,,lm ���$���!�"n.�n �����$�!���" �� ����!����nm � ���%� ���!�$" �����R
#�&��� ��������� !�0� $�-��!�" $�" ��$�����!���" �����$�!���" �� !����.���nm
����&��� �����n ��������&����n ��$���

x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k], y[k] = Cx[k], k,pl

! ������- x =
(
xm xd xde

)T
q !����� �����"��"m ���&�� xm =

(
xs xe f

)T ∈
Ene+ned+l q &���� !������ �����"��"m ����!����!�n.�" ���!����"� ��������&����-
��$��� kJl � kKlv xs ∈ Ene � xe ∈ Ened q !������m ���$���!�"n.�� ����$���&R
��� *���'�� �� ����!�"n.�� !��$�! � !����.���- ����!����!���� � !���$�� yim
f =

(
f1 ... fl

) ∈ El q !����� !��0��� !����.���-( ]������ xd � xde q &���� !��R
���� �����"��"m ��!�&�n.�" ���!����"� !�$� k,,l $�" ��$�����!���" �����$�!���"
�� ����!����"� � !����.���"�( �����"���� �����'� Am Bm C ! ��$��� k,pl ��!��
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A =

⎛⎝Am Adx Ade

0 Ad 0
Axe 0 Afe

⎞⎠ , B =

⎛⎝Bdx

Bd

0

⎞⎠ , C =
(
Cm 0 0

)
k,+l

���������� �����' Amm Adxm Adem Axem Afem Bdxm Cm ����$��"n��" ���!��R
��"�� k,lm kJlm kKl � �����$�!���"�� �� ����������� ����!����" � !����.���"(
���m �����'� Adx � Ade *������n��" �� ����!� ���!����- !�$� kJl � ��!�&�n� ��
!��"��� ����!����- � �����$�!����� � !����.���- � �����$�!����� �� ��$������
���������� !������ �����"��"( 
����'� Cm ��$��%�� m ����� k�� ����&���!� ���R
����������� ����������l � ne + ned + l �����'�!( ]�� ��  ������� ����!��m �����
���m ������� ��!�&�n� ����'�"� ������!�� ���#����� ! ���!����"� k,l( ��"  ���
����'�- ���&���" ��!�� ,(

] ���#� ��$��� k,pl � �����'��� k,+l "!�"���" ��$���n ! $��������� !������m
����!����!�n.�- ����$��- ��$��� k,l ! �������!��� !������( ] ��$��� k,pl �&���R
!�n��" �����$�!���" �� ����!����n � !����.���n(

(� J����� ���	���& ������ ��	
������� ���$��#����- ����$ �������
'�*��!�#� ������ ����!����" ����!�� �� ���������� ������ ����!����" � ���#��R
����n.��� ��$��"�� kb`dm b6FA4 `7AF8=98CA d6>9764l i+xJj( ���!��" �$�"  ��#�
����$� ������� ! ���m &�� �� ��%$�� ����� $��������#� !������ !�����"���" ����R
����'�" ���#���������#� $!�%���" ��o���� ����!����" �� ��������- �����!�� !��R
���� !����$m ����!����- #��������� ���#����m �� ����0���n � ��$������ *���'��R
���� ��&���!� � �&���� ����.�#� �����"��" ��o����m � ���%� !!�$����� �#����&���-
�� ����!����� � �����"���( ������������ ����- ��������'�� "!�"n��" �����������
���#������� ����!����� � �!�-��!����� ��� ����������� $!�%���� �� #��������
���#����( $���� ��-$����� ����������� ����!����� ����������" $�" ��o���� ��
�� !��� #�������� ���#����m � ������ �� �#� ����- ��&�����- &����m ���&�� ��!R
��- �����$� $���������'��( �� ���$�n.�� ����� $��������#� !������ ���'��� ��R
������'�� ��!���"���" ����!� $�" ��!�#�m $����#����#� ��  ��� ������m �����"��"
��o���� ����!����"( ����� �������m �������'�" '�*��!�#� ����!����" � ���#�����
���!�$�� � ����!����n �� ����'��� �������- �!"�� � $��������� ������������ ��R
*����'�� � �����"��� ��o���� �� ��%$�� ����� $��������#� !������( ����������
*��������'�n b`dR��$��$� ������������� � ���������!����- ��$�&�(

]!�$�� ����-��n ���#������n.�n ��$���m ���$���!�"" �� ���$�n.�- �������-
���������� ���!����-v

x̄[i+ 1] = Ax̄[i] +Bū[i], i = k + j, j = 0, 1, 2, ..., x̄[k] = x̃[k],

ȳ[i] = Cx̄[i].
k,1l

����������� !������! �����"��"m ����!����" � ��������" �$��� ����� %�m ��� � ! ��R
����� k,pl( 
����'� Am B � C ����� ������ ��!��$�n�( |������m &�� ���#������nR
.�" ��$��� k,1l �� ��&������ ����� j = 0 ���'�������" ����.�� �����"���� x̃[k]
�������#� ��o���� � ���!��"�� ������%���� ����#������!��� �#� $�������(

|�$�$�� ���#������� ����!����� u =
(
u[k] u[k + 1] ... u[k + P − 1]

)T ∈ EnP

�� #�������� ���#���� P � !�&����� ����!����!�n.�� ��� ���#������� $!�%����

y = y(u) =
(
y[k + 1] y[k + 2] ... y[k + P ]

)T ∈ EmP ( ] ���� ���!����- ���#����R
��n.�- ��$��� k,1l ����� !���%����

y = Lx[k] +Mu, k,2l

121 ��' 4$� �
5�� 
!$��)/4). +) �+) $�)� �4#"!+) $�)��� F;F�� �� ��� ���� 3



#$�

L =

⎛⎜⎜⎜⎝
CA

CA2

...

CAP

⎞⎟⎟⎟⎠ , M =

⎛⎜⎜⎜⎝
CB 0 · · · 0
CAB CB · · · 0

· · · · · · . . . · · ·
CAP−1B CAP−2B · · · CB

⎞⎟⎟⎟⎠ .

] $�����-0�� $�" ��$���" ���#������#� ����!����" �� #�������� ���#���� P
��$�� ��������!��� !����� �����.���- ����!�"n.�� !��$�-��!�-

Δu =
(
Δu[k] Δu[k + 1] ... Δu[k + P − 1]

)T ∈ EnP ,

! ������� Δu[i] = u[i]−u[i−1], i = k, k + P − 1( 
�%$� !�������� u � Δu ��.���!���
����-��" �!"��

u = M0u[k − 1] +M1Δu, k,rl

�$���

M0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
En×n
En×n
...

En×n

⎞⎟⎟⎟⎠ , M1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
En×n 0 · · · 0
En×n En×n · · · 0

· · · · · · . . . 0
En×n En×n · · · En×n

⎞⎟⎟⎟⎠ .

] ����������m ��$���!�"" k,rl ! *������ k,2lm ����&��� ���!�����

y = y(Δu) = Lx[k] + M̃0u[k − 1] + M̃1Δu, k,Jl

#$� M̃0 = MM0m M̃1 = MM1 q !�����#�������� �����'�( ����� �������m *��R
���� k,Jl ���!��"�� !�&������ ���#��� y = y(Δu) $������� $!�%���" ��o���� ��
#�������� P $�" ��$����#� ���#������#� ����!����" Δu(

Z*�������� $��������� ���%���!� ����!����- �� #�������� ���#����( ��"  ��R
#� ������0�� �#����&���" k+l � k1l ! $��������- *����v

ỹmin � ỹ[k] � ỹmax, ũmin � ũ[k] � ũmax, Δũmin � Δũ[k]/Ts � Δũmax.

��#$� $�" ������������� ���&���- $����� !������! ��%�� �������� �����#�&���
����!����!�v

ymin � y[k] � ymax, umin � u[k] � umax, Δumin � Δu[k] � Δumax. k,Kl

|$��� ymax = ỹmax − ysm ymin = ỹmin − ysm umax = ũmax − usm umin = ũmin − usm
Δumax = TsΔũmaxm Δumin = TsΔũmin q !�����#�������� !������m ys � us q ��&���R
��� ����%���� �� �������������� � ����!�"n.�� ���������� ����!����!����(

] ����!����!�� � ����!����!��� k,Kl !!�$�� ���$�n.�� �#����&���" �� #������R
�� ���#����v

,l �� !���&��� ����!�"n.�#� ��#���� � �������� ��������" ����!�"n.�#� ��#R
����v

umin
j � uj [i] � umax

j , i = k, k + P − 1, j = 1, n,

Δumin
j � Δuj [i] � Δumax

j , i = k, k + P − 1, j = 1, n,
k,Xl
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#$� umin
j m umax

j m Δumin
j m Δumax

j m j = 1, nm q ���������� !������! uminm umaxm Δuminm
Δumaxw

pl �� �������������� ����������v

ymin
j � yj [i] � ymax

j , i = k + 1, k + P, j = 1,m, kp/l

#$� ymin
j m ymax

j q ���������� !������! yminm ymax(
Z '���n ��0���" ��$�&� �$��%���" �������������� ���������� ! ��$�����

$�������� ���$���!�� �#����&���" kp/l ! !�$�

ymin
j − εi � yj[k + i] � ymax

j + εi, i = 1, P , j = 1,m, εi � 0, kp,l

#$� εi, i = 1, P m q t������u ����������( ��%$�" �� ��� ������������� !���������
�#����&���- �� ����$������� ����� #�������� ���#����( ���$���!�� �#����&���"
kp,l ! !�������- *����v

ymin −Vε � y � ymax +Vε, ε � 0, kppl

�$��� ε =
(
ε1 ε2 ... εP

) ∈ EP q !����� ������ ����������m ymin =(
ymin ... ymin

)T ∈ EmP m ymax =
(
ymax ... ymax

)T ∈ EmP q !�����#��������
!������m V q �����'� ������� mP × P �� ���$�n.�- ���������-v

V =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 . . . 1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 1 . . . 1 . . . 0 . . . 0

. . .

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 1 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠
T

.

Z �&���� *������ k,Jl ����������� �#����&���" kpplm ���!�$" �� � �������
����-��� ����!����! ������������ !������ Δuv

Ay

(
Δu
ε

)
� by + by1u[k − 1] + by2x[k], ε � 0,

! ������-

Ay =

(
M̃1 −V

−M̃1 −V

)
, by =

(
ymax

−ymin

)
, by1 =

(−M̃0

M̃0

)
, by2 =

(−L
L

)
.

]!�$���� ������ ���������� ���!��"�� ������&��� !����%����� ����0���"
�#����&���- �� �������������� ���������� ! ���'���� *���'������!���" �������
� $������" ��#�m &���� $��������� ���%���!� ! ����!����!�n.�- ��������'�����-
��$�&� ����� ��0���"( y�� ����&���m &�� ! ���&�� ����0���" �#����&���- !��#$�
��%�� ��������� ����n ����������n ������#�n ����!����"m '���n ������- ��$��
���!�$���� �������������� ���������� !����� ��$����#� $�������� k+l(

���������� �#����&���" k,Xl �� ����!�"n.�� !��$�-��!�"( ����� ���� ������R
��m &�� !������ u � Δu �!"���� *������- k,rl( ��n$� ����&���m &�� �#����&���"
k,Xl  �!�!������� ������� ����-��� ����!����!(

Au

AΔu

)
Δu �

(
bu
bΔu

)
+

(
bu2
0

)
u[k − 1].
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|$��� Au =

(
M1

−M1

)
m bu =

(
umax

−umax

)
m bu2 =

(
M0

−M0

)
m bΔu =

(
Δumax

−Δumax

)
∈ E2nP m

AΔu =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

En×n 0 0

0
. . . 0

0 0 En×n
−En×n 0 0

0
. . . 0

0 0 −En×n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
q �����'� ������� 2nP × nP (

Z����!�� �����n ������� �#����&���- ������������ !������ Δum  �!�!�����R
��n ����$��� ����!����!�� k,Xlm kp/l( ] ���������� ����&�� ����!����!�

A

(
Δu
ε

)
� b, kp+l

! �������

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Au 0
AΔu 0

M̃1 −V

−M̃1 −V
0 −EP

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
bu
bΔu

ymax

−ymin

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
bu2
0

M̃0

−M̃0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠u[k − 1] +

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
−L
L
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠x[k].

]!�$�� $��������� ���%���!�m ����$��"" �#� �������- ����-��� ����!����! kp+lv

Ω =

{
(Δu, ε) ∈ EnP+P : A

(
Δu
ε

)
� b

}
. kp1l

������ ��$�$�� �!�$����&��- *���'�����m �����������n.�- ��&���!� ���'��R
��! ����!����" �� #�������� ���#����v

Jk = Jk (y,Δu, ) =

P∑
j=1

Δu[k + j − 1]TQΔu[k + j − 1] + ρεTε, kp2l

#$� ρ > 0 q !���!�- �� **�'���� 0���*� �� ����0���� $��������( ������m &��
!����� $�������� k+l $����- *���'����� $����#��� ����������#� ����!�#� ���&�R
��" ��� *������!����� ����!�"n.�� !��$�-��!��( Z��$�!�������m ���������� � �#�
��������'�� t!�"#�!���u �������������� ���������� !����� $��������m � �����
����!�"n.�� !��$�-��!�" �!������&���� ������.�n��"(

Z �&���� !!�$����� ����� ������&���- ����0�� $�" *���'������ kp2l !���R
%����

Jk = Jk (Δu, ε) = ΔuTQΔu+ ρεTε =
(
Δu ε

)T
H̃

(
Δu
ε

)
.

] ��� Q = diag(Q, ...,Q) q �����'� ������� mP ×mP m H̃ =

(
Q 0
0 ρEp

)
q ������R

��&��"m ����%������� ����$������" �����'�( ] ���#� �����!�� ���$�n.�n ��$�&�
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��������'�� ����!����" �� #�������� ���#���� � �&���� �#����&���- k,Xl � kp/l ��
����!�"n.�� � �������������� ����������v

Jk = Jk (Δu, ε) = (Δu ε)T H̃

(
Δu
ε

)
→ min(

Δu ε
)
∈Ω⊆EnP+P

. kprl

|$��� Ωq $��������� ���%���!� kp1l( |������m &�� ����������� ��$�&� ��������'��
kprl ��!�� nP + P (

��0���� ��$�&� kprl ����$��"�� ����������n ���#������n �����$�!����������
!������! Δu∗[k],Δu∗[k+1], ...,Δu∗[k+P −1]m � ���%� ���&���� !������ ������ ����R
������ ε∗( ] ����!����!�� �� ������#��- b`dR��$��$� �����������" ������ ���!�"
���������� Δu∗[k] ��-$����#� ��0���" �� ����.�� �����( ��" ���$�n.�#� �����
���'��� !�&������- ��!���"���" ����!�( ������m &�� ��$�&� ��������'�� kprl "!R
�"���" ��$�&�- !������#� �!�$����&��#� ���#�������!���"(

] ����n&���� ���������� !����� � ���������� ���������&����#� ����n$����"
$�" �'���� !������ �����"��" x ������� k,plm ��������� �������'�" b`dR������
����!����" ���$����#��� ����&�� ����- �'���� $�" ���'������'�� ���#������nR
.�- ��$��� k,1l( Z��&��� ������0�� ��$��� k,plm !�$���! ���!����"m �����".���"
� !������ xs( ������m &�� ���������� ������  ��#� !������ ���$���!�"n� �����-
�������m ��������� ��� ����!����!�n� ��$������ ����$���&��� *���'�"� ����$��-
��$��� k,l( ] ���������� ����#� ���������!���" ����&�� ���$�n.�� ���!����"v

xs[k + 1] = Asxs[k] +Adsxd[k] +Bsu[k],

xe[k + 1] = Aexe[k] +Af f [k] +Aesxde[k],

y[k] = Csxs[k] +Cexe[k],

kpJl

! ������� �����'� AsmAdsm Bsm Csm Aem Af mAesmCe ����&�n��" ��!��&����� ��$���R
��� ����� � �����'�! �� �����' k,+l � �&���� �����������- ��������� ���!����- kJlm
kKl( ������ $�" ��$��� kpJl �*�������� ���������&����- ����n$����� $�" �'����
!������ xsv

z[k + 1] = Asz[k] +Adsxd[k] +Bsu[k] +G(y[k]−Csz[k]−Cexe[k]),

xe[k + 1] = Aexe[k]+Aesxde[k] +Af f [k],

xd[k + 1] = Adxd[k] +Bdu[k],

xde[k + 1] = Afexde[k] +Bfef [k],

y[k] = Csz[k] +Cexe[k].

kpKl

|$��� z ∈ Ene q !����� �����"��" ���������&����#� ����n$����"( �������!�����
 �������� ���������&����#� ����n$����" kpKlm ��$��%�.�� !�����m "!�"���" ���R
��'� G ��� ��!"����( �� ������$��� !������ ���m &���� ������&�!����� !���������
��!����!� limk→∞(z[k]−xs[k]) = 0m �( �( �'���� ����n$����" $��%�� ���$����" � xs(
���  ��� ���!����� ������������ !������ �0���� �'���!���" e = xs − z ! $��R
��� ���&�� ��������� ����$�����- !�$v e[k + 1] = (As −GCs)e[k]( Z��$�!�������m
$�" ������ �����'� q ��%�� ��������!��� ��!������ ����$�m �������� ��$�����-
������ i,pj(

)� '	��	 ��	
������ � �
�
�� �������	�	
������ ���������� ������
������� ������ ����!����" ������������� � ��$�&� ��*�������������( �o�����
����!����" �$��� ���%�� �����*���'�����" �������( ] ���'���� ��  ��������'��
$������&��m &���� �������������� ���������� ����&����#� ���'���� ����$�����
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!����� ��$����� ��%������ $��������!m ������&�!�" ��� ����� ��������� ��&���!�
!���$��� ��*�����$����!( ���  ��� �� ���!���" ��$�&� ������&��� �� ����$�������
���&���"(


�������&����" ��$��� ��o���� ����!����" ��$����" ���!����"��

y1 =
−0.03

10s+ 1
e−2su2, y2 =

−0.03

10s+ 1
e−6su1,

y3 =
0.05

5s+ 1
u2, y4 =

20

5s+ 1
u3,

y5 =
−2

35s+ 1
e−13su3 +

−400

8s+ 1
u4,

y6 =
0.03

20s+ 1
e−8su1+

0.15

70s+ 1
e−10su2 +

0.6

25s+ 1
u4.

kpXl

��" $����- ��$��� ����� m = 6m n = 4m l = 1( �����"���� !������ � �����$�R
!���" ! ���!����"� kpXl ��$��� ! �������( �������������� y1, . . . , y6 � ����!�"nR
.�� u1, . . . , u4 ���������� "!�"n��" ���'�*�&������ !���&�����m �����������n.�R
�� �����"��� $�-��!�������#� ��*������&����#� ���'����m �������n.�#� ! �����0R
�����- �����*���'�����- �������( ������ $�" ������� ���$����!���� ��������-
 t�RZL�u ��� ���!�$���� ��!������� �����$�!���-(

����$��� $����� $�" �����n���� ���&���- �������������� � ����!�"n.��
����������m ������$���� $�" ��$�����!���"m ���$���!���� ! ����( , � p( ������m
&�� ! ��&�����- ������ !������ ���&���" ���������� ỹ1m ỹ5m ỹ6 !���$"� �� ���$���
��$����#� $�������� k+l(

2���&� 3� Q������� �
����
��� �������������� ����������


�!�+�44). ys ỹmin ỹmax

ỹ1 :�� ; :
ỹ2 ?� ?F�I 3��
ỹ3 F ?2 2
ỹ4 � ?7 7
ỹ5 ?7 ; 7
ỹ6 ?� ; �;��I

2���&� 4� Q������� �
����
��� ���
	��30�� ����������


�!�+�44). us ũmin ũmax Δũmin Δũmax

ũ1 ;�3 ?�; �; ?;�I ;�I
ũ2 ?I ?F; F; ?;�I ;�I
ũ3 ;�I ?� � ?;�;I ;�;I
ũ4 ;�F ?� � ?;�;I ;�;I

]������ 0�# $����������� Ts = 2 ���( �������� $��������n ��$��� !�$�
k,plm ��#����� ���!�$������ ��$��$�( |�$�$�� #������� ���#���� P = 50( �����
�������m !�������- �����!�� ���#������!���" �����!�"�� ,// ���m � �����������
��$�&� ��������'�� kprlm ��0����- �� ��%$�� ����� �����&��� ����!����"m ��!��
N = P · n+ P = 50 · 4 + 50 = 250(

]������ ���&���" !���!�#� �� **�'����� � !���!�- �����'� ! *���'������
kp2lv ρ = 1e5m Q = E4×4( �� ���( , � pm �� ������� ���!�$��� ���������� �����'���R
��#� ��$�����!���" $�" b`dR��#��"���� ��� � �&���� �����$�!���"m ��� � ��� ��#�m
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W { 5�% %)�)%/�,)4$.| n { ' %)�)%/�,)4$�+| � { 6!)4$0) /$)�)%"4)�

,��� 4� 5���%�*�$� #��.���$ #� '%�* ũ

�������-���( ��� �� ���� ��

1r/ ��' 4$� �
5�� 
!$��)/4). +) �+) $�)� �4#"!+) $�)��� F;F�� �� ��� ���� 3



!�$��m &�� ����������- ��#��"��� � �����$�!����� ������&�!��� ����$���� ������R
�������� ���������� ! ��$����- $������� k+lm ���&�� ���&���" ���������� y4m y5
������!��!�n��" ������&���� �� #����'� $��������( ] �� %� !���" b`dR��#��"���
��� �&��� �����$�!���" �� ���!��"�� $����&� '��� ����!����" �� ���������� !���"(

�������!����� ������ ����!����" ����$��"���" !���!�� �� **�'������ ρ ���
0���*��� ���#����� ! *���'������ ��&���!� kp2l( }�� ����0� ���&���� ρm ��� �����
�#�����!��� "!�"���" ����!�"n.�� !��$�-��!��( ���!�$�����  ����������� � ����R
0��� ���&���"�� ρ ��������m &�� ���  ��� ���%� $����#����" '��� ����!����"m ��
�� ��́��0�- �����%���� !������(

*� 1
��2������ ����������� ��$�&� �$��%���" �������������� ����������
$�����&����#� ��o���� ! ��$����� $��������( ���$��%�� ��������'�����- ��$��$
� ������� '�*��!�#� ������ ����!����"m ����!����- �� ��������!���� ���#����R
��n.�- ��$���( ����������  ��#� ��$��$� q !����%����� �&��� �����$�!���" ��
����!����n � !����.���nm � ���%� �#����&���- �� ����!�"n.�� !��$�-��!�"( ��R
��&����� ���������� ������n������!��� �������� ����!����" ���'����� ������R
����� ��*�� ! �����*���'�����- �������( ��������m &�� ����������- ��#��"���
������&�!��� ����$���� !����� � �$��%���� �������������� ���������� ���'����
! ��$����� $�������� � �&���� �#����&���- � !��0��� !����.���-( ]�������� ���!R
����� ����&����� ����������! ��$�����!���" � $������ $�" ��#��"����m ! �������
�� �&���!����" �����$�!����( ���!�$����- ������ ������� ��.���!����n  **��R
��!����� �&��� �����$�!���" ��� ������� ������ ����!����"( ����������� $���R
��-0�� ���!����� ��$��$� "!�"���" ���������� ����$�! �$����'�� � ����.�� ����R
!�"� *���'������!���"m ! &�������� �$����*���'�" ���������! ��$��� ��o����
! ��%��� �������#� !������(

"����
���


�� &M�N�R. [� c� c#�#� \� c� j]MTRKL]dSK^_O Sb bRbM]KLbSK^_ _^bUW^U]� xr_^LRd^- �~mH j]bbq]__
jWV_� \RdN^bf- �11;� 73� N�

F� U�����M 6� %� GSOMS__^MSRb KR_Wdb 'RbMTR_ PP jTRK]OO \RbMTR_� \L^dH ~NTSbU]T CbM]Tb� jWV_�- F;�:�
j� �17?:�1�

7� +�M������.�' &� U����� �� uRQ]_ NT]QSKMSl] KRbMTR_H \_^OOSK^_- TRVWOM ^bQ OMRKL^OMSK� \L^dH
~NTSbU]T CbM]Tb� jWV_�- F;�2� 7:3 N�

3� k^bQVRRr Re uRQ]_ jT]QSKMSl] \RbMTR_ P ]QO Vf ~� X� i^rRlS�K- q� ~� h]lSb]� p^O]_H pSTrL�̂WO]T
jWV_�- F;�1� 21F N�

I� ������	 ;� 
� ��������� �� �� �!),��4$� ' �!"64"%$!*>Y$+$ +"/��.+$H *&�5� �"'"5$��
�"!"4�AH �)*&4). �4$6)- F;�2� F�3 '�

2� c�(���  � +� uW_MSl^TS^V_] NT]QSKMSl] KRbMTR_H mNN_SK^MSRbO Sb SbQWOMTf� kRVRr]b- D]c �RTr- �~mH
oRLb qS_]f � ~RbO- F;��� 7;3 N�

�� [��,#$$��� _� `�#�� c� %���� [� !�QM��� [� CbMTRQWKMSRb MR QSUSM^_ OfOM]dO Q]OSUb� \L^dH
~NTSbU]T CbM]Tb� jWV_�- F;�1� I72 N�

:�  ����.��� �� j_^Od^ OM^VS_Sn^MSRb V^O]Q Rb dRQ]_ NT]QSKMSl] KRbMTR_ PP CbM]Tb� oRWTb^_ Re uRQ]Tb
jLfOSKO m� F;;1� XR_� F3� D I� j� 111?�;;:�

1� �8�����D��� �� I� {�B�� �� A� ' "(&$,"' < /,$A�4$( /$'�!� 4�9 /$4)+$&�'�$9 '$' �+�
�
5�H �)*&�	$''��/� $4	 9$+$$ ��	
� �!5� *4	 )- F;;7� ��F '�

�;� c��N�M O� [� g��� _� GSUSM^_ KRbMTR_ OfOM]dOH Q]OSUb- SQ]bMSvK^MSRb ^bQ SdN_]d]bM^MSRb� hRbQRbH
~NTSbU]T	X]T_^U- F;;2� 3:3 N�

��� ��������� �� �� �$4 �% 0$#!","6" *�!),��4$. ' �!"64"%"+ /�. */�!A)4$. �"4 !"�$!*�	
+�9 ��!�+�44�9 , %)/)44"+ /$)�)%"4� PP ��' 4$� �)4� 	
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� ) <. �"' *�$�) , !�/)�0$> F: +). F;F� 6�
\ ) <. �!$4. ) � ��&) $ �7 "� .5!. F;F� 6�

� " 4  ) �  4 ) . $ 4# " !+) 0 $ .H

��������� ���>����� ���������� { /	! #$%�	+) � 4)*�- /"0�| d�ORMbSrRl^}ONVW�TW

������G9��� 0H�8�� ��D������ { )''$' �4 | O]lROMf^bRl�TWO_^b}Ud^S_�KRd

X8:8A;7 D49A?47 4= 4BA>BA R;?8;C76< 89 ; :8R69 ?;9:6 D49<856?89: 567;H∗

;� :� N>WJD@>AC
 ]� <� NFA>?WMCJ>A

~M� j]M]TOVWTU ~M^M] �bSl]TOSMf- �?1- �bSl]TOSM]MOr^f^ b^V�- ~M� j]M]TOVWTU-
�11;73- iWOOS^b g]Q]T^MSRb

#$% &'()('$*� �A<cB]A^Z ��_�U �a^A><dZcA^ i�[� SBDB<Z` jAc<CA` Ak AF<=F< ^ZCBZE`a> Bc Z DB^ac
CZcDa jAc>B@aCBcD @a`Zd� :F?WJD@ >_ NCDJW UFWFS?LKST `JDAFS?DWM� <IIEDFO ;CWVF=CWD^?� a>=IKWFS
N^DFJ^F� a>JWS>E US>^F??F?U �	��U ^A`� ��U B>>� 8U ==� 88:98���
;<<=>?22@AB�ACD2�	�����
2���	�2>=EF�	��	���8�� �/c iF>>BZc�

P;a ZC<Bj`a B> @a^A<a@ <A <;a jAc<CA` Ak Z @dcZ\Bj AE�aj< nB<; <;a Ca<ac<BAc Ak jAc<CA``a@
^ZCBZE`a> Bc <;a CamFBCa@ CZcDaU <Z]BcD Bc<A ZjjAFc< <;a ;BD; @B\ac>BAc Ak Bc=F< Zc@ AF<=F<U
<B\a @a`ZdU jAc><CZBc<> Zc@ au<aCcZ` @B><FCEZcja>� P;a kAC\Z`Bea@ ><Z<a\ac< Ak <;a =CAE`a\
Ak @BDB<Z` jAc<CA` >dc<;a>B> B> jAc>B@aCa@� [c Z==CAZj; EZ>a@ Ac <;a F>a Ak =Ca@Bj<B^a \A@a`>
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