
��� �����?		��� ��' 4$� �
5�
� 
!$��)/4). +) �+) $�)� �4#"!+) $�)��� F;F�� �� ��� ���� 3

��� ��h	�

L
���� ��	���������� ���	
������� ���� ������& ��
�����∗

�� �� "��
�����.1
 �� �� �����%2

1 �)4� 	
� �!5*!6'�$( 6"'*/)!' ,�44�( +"!'�"(  �94$&�'�$( *4$,�!'$ � - �"''$('�). ��/�!)0$.-
�1;�F�- �)4� 	
� �!5*!6- �"0+)4'�). *��- 7

2 �)4� 	
� �!5*!6'�$( 6"'*/)!' ,�44�( *4$,�!'$ � - �"''$('�). ��/�!)0$.-
�11;73- �)4� 	
� �!5*!6- 
4$,�!'$ � '�). 4)5�- �?1

��� ������	
���� #��
�����/ �� ��
 �����& �� �� G��-�� � �� !�����)� #�)����-��)�
�!�( #!����I #!�����$ 22 3������ 4����+5����� �)���)�  ��'��������� 5���!�*��( ����+
������� 6�1��������� 5��.���$  #��'!���(� �	��� 7� ��� 3$#� 8� 4� ��	9�
	�
;<<=>?22@AB�ACD2�	�����
2���	�2>=EF�	��	���8	�

3$#�!��� ���-�� � �� !�����)� #�)����-��)� �!�( #�� ��������� #!����I #!�����$
 �����'�'K���( #������ '(���I ,�*������ 3 ����'���� ���-��� !�,�� �������  ��'��+
��I � �� !�����)� *'�,���( ,�*�����U #�! -����( # ��� ����H���( 1��� !$ J"L+
���� *!( ������!"��)� ��#�(,���( ' ,�*����� �� �-�� #��*���( �I ���#����)� '�*�
� #��!�* LH�I ��#��"L ����'����' LH�)� ���!�)�-����)� ������K���( ' ���������
'�*� � #�*�����'�� �)� '  ��'����� *'�,���( �#!�K��I ���*$ ' ��#�(,���(%� 6�+
#�!"��'���� ����I ������$ *!( ��*�-� #��*�!"��)� ��������( #!����I #!�����$ #��+
!� �.���� #�)����!�I��)� '�*� #��'�!�!� ��#����" ������  ��'����IU �#��$'�LH L
*' ������ ��-���� ,�*����� ' #�)����-��� �!�� #!����I #!�����$� �����( �������
�'�*��� � �*��� ��$���'�����  ��'����L ����"�)� #��(*��U ���!�)�-�� ��� U ���
'$#�!��! s!��� � *!( !��������)� #�)����-��)� �!�(� 5�� ��K���� &��)�  ��'��+
��( #�����(!�( ����* #�(��)� �'�*���( ����'�I ��*�-� � ��*�-� ��K�� G�� !"���$
��K���( #��'�!�!� '$'���� '$��,���( *!( ��&11�.�����' ��#����'!���(U ��!H��
#�)����-��)� �!�(U '$�������( � #����� ��# !"��U �����$� �$!� ���'���$ � ���LH�+
���( &��#��������!"�$�� *���$���

�
1.��-� �
���? � �� !�������"U *�11����.��!"�$�  ��'����( � �� !�����)� ��-�+
��(U #!����( #!������U #�)����-�$I �!�IU -��!� G�I��!"*��U ��&11�.���� ��#����'+
!���(U ��!H��� #�)����-��)� �!�(U ��!H��� '$�������(U ��!H��� #����� ��# !"���

 � !�������� L������ ��n���� $�" ����������#� ����"%���" ��� ���$������
��������� ������- ��!�������� �� ��������n um ��!��".�- �� ������&��- ����$���R
�� yv

τ = ρν
du

dy
,

! ������- ρ q ���������m ν q ��������&����" !"������m ��%�� ����.��� i,j ! ���R
$�n.�� ��������� !�$�v

τ = ρχn

(
ν
du(2n−1)

dy

)(1/n)

. (1)

]  ��� $!�����������&����� !���%���� χn q �����������- �� **�'����m ��!��"R
.�- �� ���������" ������� nm ������- ��%�� ��������� ���&���" n � 1. 
�%��
�������������� ����.���� ���!����" k,l �� ����������!����- ���&�- ��&���" � ��R
������ ����!����!�n.�� �����#�&����� ������0���� ! ��������� !�$�( ] ����������
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��%�� ���� ����&��� ������� $�**����'������� ���!����-m ������" ���!��"�� ��R
0��� ����!�� ��$�&� �������� %�$�����( ����" ������� ���!����- ��� �����!���R
��� ���&���"� ���������" ������� ��%�� ���� ��������!��� $�" �������" ��!�$���"
��� ��n����!����m ��� � ����n����!���� %�$�����- ��� �����&��� ��%���� ��&�R
��"( ��" ���������" ������� n = 4 � ����!����!�n.�#� ��� ���&���" �� **�'���R
�� χn = 0.019746m ����$������#� �� �������!����" �  ����������������� $������
����������! �������&����#� ��0���" ��$�& $�" ������� �$!�#�!�� ��&���-m  �� ��R
����� ���$��#����" $�" ���&��� ������������ ��&���-( ] $������!�- ��"���#�����-
������� ����$���� ! ��������%���� �����!��� ������ �� ��%�� ���$���!��� ���v

ρ
∂Vi
dt

= − ∂p

∂xi
+ ρχn(7ν)

1/4 ∂

∂xk

[(
VsVs√
Y2

)3/4(
∂Vi
∂xk

+
∂Vk
∂xki

)]
, (2)

#$� Y2 q !����- ��!������ ������� ��������- $�*����'�-m ������- ! $������!�-
��"���#�����- ������� ����$���� (x, y, z) ������!����" ���$�n.�� �������v

Y2 = 2

[(
∂Vx
∂x

)2

+

(
∂Vy
∂y

)2

+

(
∂Vz
∂z

)2]
+

(
∂Vx
∂y

+
∂Vy
∂x

)2

+

(
∂Vx
∂z

+
∂Vz
∂y

)2

+

(
∂Vz
∂x

+
∂Vx
∂z

)2

.

\��!����" kpl ���!��"n� �����!��� ������������ ��&���" $�" t��������!���R
#�u $�������� &���� ��-����$��m ������-m ��������m $�" ��&���" ! ����� ����nR
&�� ! �����!��� 104 < MA < 106m � ��� ��������� ������- �������� q ! �����!���
105 < MA < 108( ��" ��&���" ! ��"��- ���#�!�- ����� ����&����� ��0���� ���!�$��
� �� **�'����� �������!����" ! !�$� *������ ��������m ����0� ��#����n.�#��"
�  ����������������� $������ ipx1j(

] ���!������� !�$� ! �����'�� �� ��� $������!�- ��"���#�����- ������� ����R
$���� ���!����" kpl ���!�$"� � ������� ���� $�**����'������� ���!����- &������
�����!�$���v

ρ
∂Vx
dt

= − ∂p

∂x
+ C

[
∂

∂x
Φ

(
2
∂Vx
∂x

)
+

∂

∂y
Φ

(
∂Vx
∂y

+
∂Vy
∂x

)
+

∂

∂z
Φ

(
∂Vx
∂z

+
∂Vz
∂x

)]
, (3)

ρ
∂Vy
dt

= −∂p
∂y

+ C

[
∂

∂x
Φ

(
∂Vy
∂x

+
∂Vx
∂y

)
+

∂

∂y
Φ

(
2
∂Vy
∂y

)
+

∂

∂z
Φ

(
∂Vy
∂z

+
∂Vz
∂y

)]
, (4)

ρ
∂Vz
dt

= −∂p
∂z

+ C

[
∂

∂x
Φ

(
∂Vz
∂x

+
∂Vx
∂z

)
+

∂

∂y
Φ

(
∂Vz
∂y

+
∂Vy
∂z

)
+

∂

∂z
Φ

(
2
∂Vz
∂z

)]
. (5)

|$��� $�" ��������� ������ ������&��

C = ρχn(7ν)
1/4, Φ =

(
V 2
x + V 2

y + V 2
z√

Y2

)3/4

.

] ���&�� ��&���" ���%������- %�$����� $�" ��������" ������� ���%�� ���!R
����� �������!�����v

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

= 0.
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�����!�����- #��������m ��%�� ��0��� �� ����!�  ��- ������� ���!����-( \��!��R
��" ���!��"n� ����$��� �������&����� ��0���" ��� $�" ������� �$!�#�!�� ��&���-m
��� � $�" ���������#� ��%��� ��&���" ipj( y��� ���������!����- ��$��$ � ��0���n
��$�& ������������ ��&���- !�#�$�� ����&����" �� ��!�������� $�**����'�������
��$���- �������������� i2m rjm ������� �� $�n� !����%����� ����&��� �������&�����
��0���"( ���������� ���&���! ������������ ��&���- �� ����!� ���!����- k+lxk2l ��R
$�� ����!�$��!� � ��#����!�!����" �  ����������������� $������ $�" $��������
&���� ��-����$��m ����!����!�n.�#� t��������!�����u( ��  �� ��#����!���� ��$��
��������� ��%�m &�� ��� ���������� $�**����'������� ��$���- ��������������m
������� ���!�$"� � ����� ��&��� ����������� ���&���! �� �&�� ����0�#� ����&�R
��!�  �����&����� ��������m ��&����n ��$�������� ��$ ��0���� ���������- ��$�&�(
������ ���$��#����" ������� ���!����- �����������#� $!�%���" %�$����� ��%��
���� �������m �� ���-��- ����m $�" ����&���" ���$!���������� �'���&��� �������R
������ �����������#� ��&���" ����$ ��&���� &�������#� ��$�����!���" � ����.�n
$�**����'������� ��$���- ��������������(

"� �����
��� ������& ��
������ �� ����!� ���!����- k+lxk2l ����������
��������� ������- ��������m �������%����- !$��� ������m ������������ �������m
������- ����#��� �� �������&����� � �����"���- ��������n V∞ k���( ,l( ����������
�&������ � ������ �������� ��������#���(

,��� 3� ��������� #!����I #!�����$

] ����������� �������� �������� &����' %�$����� ����� $!� ����������
V = V(Vx, Vy)m ��!��".�� �� $!�� ���������� (x, y) iJj( Z������ ���!����- k+lxk2l
����� ����$������ �'���� ��#����&��#� ���" i2m Jj $��� �$�� ���!����� q ���!�����
$!�%���" %�$����� ! �����'�� �� ��� xv

ρ

(
Vx
∂Vx
∂x

+ Vy
∂Vx
∂y

)
= ρχn(7ν)

1/4 ∂

∂y

⎡⎢⎢⎢⎣
⎛⎜⎜⎝ V 2

x

∂Vx
∂y

⎞⎟⎟⎠
3/4

∂Vx
∂y

⎤⎥⎥⎥⎦ . (6)

����� �����%��� ���������!���- ���!�n &���� ���!����" krl ��%�� ���$���!���
! !�$�

ρχn
∂

∂y

(
ν
∂V 7

x

∂y

)1/4

.

] ���#� ������� ���!����-m �����!�n.�� ��#����&��- ���- ��� ��������� ����R
��- �������� ������� ���%������- %�$�����m ��$��%�� $!� $�**����'�������
���!����"v ���!����� $!�%���" %�$����� ! �����'�� �� ��� x � ���!����� �����R
��!�����v

+Jp ��' 4$� �
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Vx
∂Vx
∂x

+ Vy
∂Vx
∂y

= χn
∂

∂y

(
ν
∂V 7

x

∂y

)1/4

,

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

= 0 .

(7)

���!�� ���!����� ������� kJl ���!��"�� �'����� ���.��� ��#����&��#� ���" δ ���
%�m ��� ��� �'���� ���������#� ��#����&��#� ���" iJj( ��!�" &���� ���!����" �����
���"$�� !���&��� V 2

∞/Lm #$� L q ����������- ���$�����- ������m �������� $����
��������( \&���!�"m &�� ����������- ������&��- ������ ��&���" ��!�� δm ���!�"

&���� ���!����" ����� ���"$�� 1
δ

(
ν
V 7
∞
δ

)1/4
( ��#$�m �������" !� !������� �$�����R

!�- ���"$�� !���&�� ��!�- � ���!�- &����-m ��%�� �������� ����� ������'���������
������0����v

V 2∞
L

∼ 1

δ

(
ν
V 7∞
δ

)1/4

,

����$�

δ ∼
(
νL4

V∞

)1/5

=
L

Re
1/5
L

, (8)

�$��� ReL q &���� ��-����$��m !�&�������� �� $���� ��������v

ReL =
V∞L
ν

.

\&���!�"m &�� x ���� ������"��� �� ������ ��������m �#� ��%�� �������� ! !���R
%���� kKl �� ������ Lv

δ = c
x

Re1/5x

, (9)

#$� Rex =
V∞x
ν

q ������� &���� ��-����$��m ����&������� �� ����$����� xw c q

��������� k��������- �� **�'���� ������'�����������lm ������n ��%�� $���� !�R
&������ ����� ����%$���" ��0���" ������� ���!����- kJl(

\��!����" kJl ���$��� ����#����!���m ��� � ��� ��0���� ��$�&� �������� iJjm
� �&���� ���$�n.�� #����&��� ����!�-v

Vx = Vy = 0 ��� y = 0 � x > 0,

Vx = V∞ ��� y → ∞.

]!�$�� ! ������������ *���'�n ���� ψ(x, y)m ���!��"n.�n ���!������ ���!�����
�������!����� ! ��%$���!� � �������� ���������� !������ �������� &����  �� *���R
'�nv

Vx =
∂ψ

∂y
, Vy = −∂ψ

∂x
.

��#$� ���!����" $!�%���" ������� kJl ���!�$"��" � �$����v

∂ψ

∂x

∂2ψ

∂x∂y
− ∂ψ

∂y

∂2ψ

∂2y
= χn

∂

∂y

(
ν
∂

∂y

(
∂ψ

∂y

)7
)1/4

. (10)
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����� !!�$���" ! ��#� �����������- ���������-

η = y

(
V∞
νx4

)1/5

(11)

��$�� ������ ��0���� $�" *���'�� ���� &���� ��!�n *���'�n ϕ(η)( ��"  ��#� ���$R
���!�� ���$�����n ���������� �������� ! !�$�

Vx = V∞ϕ′(η), (12)

#$� 0������ ������&��� �����!�$��" �� η( ��!�n &���� k,pl � �&���� k,,l ��%��
���$���!��� ���$�n.�� �������v

Vx =
∂ψ

∂y
=
∂ψ

∂η

∂η

∂y
=

(
V∞
νx4

)1/5
∂ψ

∂η
.

��#$� �� *������ k,pl ���$���m &��

∂ψ

∂η
= V∞ϕ′(η)

(
νx4

V∞

)1/5

=
(
νV 4

∞x
4
)1/5

ϕ′(η).


��n$� � ��&�����n $� �����!�����- �����"���- ����� ���!�����

ψ =
(
νV 4

∞x
4
)1/5

ϕ(η).

]������ ������ &���� ϕ(η) !�� !���&���m !��$".�� ! k,/lv

∂ψ

∂y
= V∞ϕ,

∂2ψ

∂x∂y
= −4

5

V∞
x
ηϕ′′,

∂ψ

∂x
=

4

5

(
νV 4

∞
x

)
(ϕ−ηϕ′),

∂2ψ

∂2y
= V∞

(
V∞
νx4

)1/5

ϕ′′.

|$��� �&����m &�� x∂η∂x = − 4
5η( ��#$� ��!�n &���� ���!����" k,/l ��%�� ���������R

!���v

V∞ϕ′
(
−4

5

)
V∞
x
ηϕ′′ − 4

5

(
νV 4∞
x

)1/5

(ϕ− ηϕ′)V∞

(
V∞
νx4

)1/5

ϕ′′ = −4

5

V 2∞
x
ϕϕ′′.

|���0�� ���!�n &���� ���!����" k,/l ���v

χn
V 2
∞
x

d

dη

(
dϕ′7

dη

)1/4

.

] ���#� ���!����� k,/l ��������� !�$

4

5
ϕϕ′′ + χn

V 2
∞
x

d

dη

(
dϕ′7

dη

)1/4

= 0. (13)

�����&���� $�"  ��#� ������!����#� $�**����'������#� ���!����" ������#� ��R
�"$�� ��$�� ����!�"

η = 0, ϕ = 0, ϕ′ = 0,

η → ∞, ϕ′ → 1.
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\&���!�"m &�� χn = 0.019746m ���!����� k,+l ��%�� ���������� ���v

ϕ · d
2ϕ

dη2
+ 0.0246825 · d

dη

⎛⎝( d

dη

((
dϕ

dη

)7
))0,25

⎞⎠ = 0. (14)

%� \�������� 	�F���� �	
������ - (/( ����������� ���!����" k,1l ! ��R
��������� η = 0 ��%�� ���$���!��� ����� �������v

ϕ = αη8/7, ϕ′ =
8

7
αη1/7, ϕ′′ =

8

49
αη−6/7, ϕ′′′ = − 48

343
αη−13/7.

��� ��������!���� ����$� ��"��#� �!�$���" ����!�- ��$�&� � ��$�&� ��0� iKj ��R
��&��� ��0���� ���!����" ��� α = 1.14885 �� �����!��� η ∈ [10−15, 100]( }��������
��0���� ���!����" k,1l ���!�$��� ! ����( ,(

2��
�&� 3� F����!�
�� ���������� ��4���� ��
	����� �GH�

η ϕ ϕ′ ϕ′′
(

(ϕ′)7
)′

��;;y	�I :�F�y	�F ;�;;13I ��7Iy��F 2��F23
;�;I;; ;�;7�;� ;�:7:7; ��;1F31 3�:�37
;��;;; ;�;:;:F ;�1;F2: ;�2�;�� 7��::F2
;��I;; ;��F2:� ;�177:I ;�7��:; F��7�F2
;�F;;; ;���711 ;�1I�:2 ;�F3��: ��3271
;�FI;; ;�FF�:1 ;�1277; ;���;;F ��;72I:
;�7;;; ;�F�;F2 ;�1��;3 ;��F��7 ;��II2I
;�7I;; ;�7�:12 ;�1�2IF ;�;:1;: ;�I2II7
;�3;;; ;�72�:1 ;�1:;II ;�;2�7� ;�377FF
;�3I;; ;�3��;; ;�1:72; ;�IF;I� ;�77:�7
;�I;;; ;�322F3 ;�1:I1� ;�;3�;� ;�F212I
;�II;; ;�I�II1 ;�1:�:I ;�;7F1: ;�F�:;1
;�2;;; ;�I2I;F ;�1:172 ;�;F2:: ;���::�
;�2F3� ;�I:137 ;�11;;; ;�;F3�7 ;��2F12
;�2I;; ;�2�3IF ;�11;2; ;�;FFF� ;��3:I7
;��;;; ;�223;: ;�11�2F ;�;�:I2 ;��F3��
;��I;; ;���72: ;�11F3: ;�;�I2: ;��;I�I
;�:;;; ;��277F ;�117F� ;�;�77� ;�;1;3�
;�:I;; ;�:�7;; ;�117:3 ;�;��I; ;�;�:;7
;�1;;; ;�:2F�; ;�11371 ;�;;11� ;�;2��1
;�1I;; ;�1�F37 ;�113:3 ;�;;:�; ;�;I1F1
��;;;; ;�12F�1 ;�11IFI ;�;;�23 ;�;IF��
I;�;;; 31�1II: ;�11111 F�3�y	;� ��21y	;2

�� ���( p ���!�$�� #��*�� ������$�����" ���$������ ��������- ! ��&���"�
������- �������� ! ������������ �� **�'������ (η, ϕ′ = Vx/V∞)( ��" ���!����"
�� ���( + ���$���!��� ����&����- ��������� iJj #��*�� ������$�����" ���$������
��������- $�" ���������#� ��%��� ��&���"( ]�$��m &�� �� ���� �$�����" �� ������
�������� �����������- ��#����&��- ���- ��������� �������m &�� ���������-(

����������� ����"%���� �� ������ ��%�� ���$���!��� ! !�$�

τ0 = ρχn

(
ν
dV 7

x

dy

)1/4 ∣∣∣∣
y=0

= (2.6)ρχnν
1/4

(
d(V∞ϕ′)7

dy

)1/4 ∣∣∣∣
y=0

=

= ρχnν
1/4V 7/4

∞

(
d(ϕ′)7

dη

dη

dy

)1/4 ∣∣∣∣
η=0

=
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� 
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,��� 4� 5��*�!"�$� �������� ' ����*�����%
(
ϕ′, η = y

(
V∞
νx4

)1/5)

,��� 5� G�K���� s!��� �� ' ����*�����%
(
ϕ′, η = y

(
V∞
νx

)1/2)

= ρχnν
1/4V 7/4

∞

(
V∞
νx4

)1/20 ∣∣∣∣
η=0

= ρχn
V

9/5
∞ ν1/5

x1/5

([
(ϕ′)7

]′)1/4 ∣∣∣∣
η=0

= aρχn
V

9/5
∞ ν1/5

x1/5
.

|$��� a = ((ϕ′7)′)1/4
∣∣∣∣
η=0

= 1.610m ��������� �� ����( , ����� (ϕ′7)′
∣∣∣∣
η=0

= 6.726( ��#$�

������- �� **�'���� �����"m ��#����� ����$�����n iJjm ����� !�$

CT =
τ0

ρV∞/2
=

2aχn

Re1/5x

=
0.0636

Re1/5x

,

#$� Rex q ������� &���� ��-����$��(
Z������!����� �����" �$��- ������� ��������m $���� ������- ��!�� Lm � 0�R

���� ��!�� �$���'�m ��%�� ����&����� �� *������

+Jr ��' 4$� �
5�
� 
!$��)/4). +) �+) $�)� �4#"!+) $�)��� F;F�� �� ��� ���� 3



RT =

L∫
0

τ0 = aρχnV
9/5
∞ ν1/5

L∫
0

dx

x1/5
=

5

4
aρχnV

9/5
∞ ν1/5L4/5.


�.�- �� **�'���� �����" ����$��"���" ������0�����

CT =
RT

ρV 2∞/2
=

5

2

aχn

Re
1/5
L

=
0.0795

Re
1/5
L

, (15)

#$� &���� ��-����$�� ������" �� $���� ��������v ReL = V∞
L ν( 
������ $����� $�n�

������- ��������� iJm Kjv

CT =
0.0307

Re
1/7
L

(16)

��� �� �������#� ipm +jv

CT =
0.455

(lg ReL)2.58
. (17)

] ����( p ���$���!���� ���������� ���&��� �� **�'����� �������!����" ��
*������ k,2l( ���� ���!�$��� ���!����� �� �  ����������������� $������ k*��R
���� k,rl � k,Jll( ]�$�� �$�!���!���������� �� ��#����!����(

2��
�&� 4� F����!�
�� �
����
 ��IJJ������
 �������	�����

_U�;;;\`
_U i] #"!+*�) B�IJ- #"!+*�) B�2J- #"!+*�) B��J-

!)'&� ��'��!$+�4 ��'��!$+�4 
I ;�:�I ;�::� ;�:I3
2 ;�2�I ;�2:� ;�2I;
� ;�3�I ;�3:� ;�3��
: ;�F�I ;�F:: ;�7F:

��� η = 0.625 ����� ϕ′ = 0.99m &�� ���!��"�� �������m &�� ��������� c = 0.625
! *������ kXl( ��#$� ���.��� ��#����&��#� ���" ! ������������ ��%��� ��&���"m
��#�����  ��- *������m ��!��

δ =
0.625x

Re1/5x

.


�� ��������� ����&����" �� ���!�$���#� ! ���������� ���&���" δ =
0.37x

Re1/5x

m !�&��R

�"���#� �� ����!� ���$���!����" �����������#� ���*��" �������� ! !�$� ��������-
��!�������� i+j( |$��� ���$��� ��������m &�� ���.��� ��#����&��#� ���" "!�"���"
����!��- !���&���-m ��� ����$��"���" ��� ������"��� �� ���������- ��!��������m
�� ������� �������� ��&���" ����&����" �� ,~ �� �������� !��0��#� ��&���"( 
�R
��� �����!�����- ����- ���.��� ��#����&��#� ���" ���%�� ���.��� !��������"m
������" !�&���"���" irj ���$�n.�� �������v

δ∗ =

δ,∞∫
0

(
1− Vx

V∞

)
dy =

⎛⎝ δ∫
0

(1− ϕ)dη

⎞⎠ x

Re1/5x

.
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|��&���� ����#���� ! ������� ��!�� /(/+2p( 
��n$�

δ∗

x
=

0.0352

Re1/5x

.

�����#�&��� ������� ��%�� ����$����� ���.��� ������ ��������

δ∗∗ =

δ,∞∫
0

Vx
V∞

(
1− Vx

V∞

)
dy =

⎛⎝ δ∫
0

ϕ′(1− ϕ′)dη

⎞⎠ x

Re1/5x

.

����#��� ! ������� ����� ���&���� /(/+/m ��#$�

δ∗∗

x
=

c

Re1/5
=

0.03

Re1/5
.


������ $����� irj $�n�
δ∗∗

x
=

0.015

Re1/7x

.

�����$�� ��������m &�� ���&����� � ������� $����� ������ $�" �����!���
105 � Rex � 108(

"����
���
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Z;7DB7;A849 4= AG6 AB?CB769A C4B95;?H 7;H6? 4= ; ];A >7;A6∗

:� <� UCAE>A?@M1
 N� <� QCLSDW?2

1 ~M� j]M]TOVWTU ~M^M] u^TSb] ]̀KLbSK^_ �bSl]TOSMf- 7- W_� hRKd^bOr^f^- ~M� j]M]TOVWTU-
�1;�F�- iWOOS^b g]Q]T^MSRb

2 ~M� j]M]TOVWTU ~M^M] �bSl]TOSMf- �?1- �bSl]TOSM]MOr^f^ b^V�- ~M� j]M]TOVWTU-
�11;73- iWOOS^b g]Q]T^MSRb

#$% &'()('$*� OZ^`A^>]d _� [�U MZECB<> �� [� �Z`jF`Z<BAc Ak <;a <FCEF`ac< EAFc@ZCd `ZdaC Ak Z tZ<
=`Z<a� :F?WJD@ >_ NCDJW UFWFS?LKST `JDAFS?DWM� <IIEDFO ;CWVF=CWD^?� a>=IKWFS N^DFJ^F� a>JWS>E
US>^F??F?U �	��U ^A`� ��U B>>� 8U ==� ��	9�
	� ;<<=>?22@AB�ACD2�	�����
2���	�2>=EF�	��	���8	� �/c
iF>>BZc�

P;a jZ`jF`Z<BAc Ak <;a <FCEF`ac< EAFc@ZCd `ZdaC B> =aCkAC\a@ n;ac Z ><aZ@d tAn Ak Z ^B>jAF>
tFB@ tAn> ZCAFc@ Z tZ< =`Z<a� P;a jZ`jF`Z<BAc B> EZ>a@ Ac Z >d><a\ Ak amFZ<BAc> Ak <FCEF`ac<
tFB@ \A<BAcU AE<ZBca@ Ed DacaCZ`BeBcD Ran<Acy> kAC\F`Z kAC <;a <ZcDac<BZ` ><Ca>> Bc Z tFB@
Ed DB^BcD B< Z =AnaC+`Zn kAC\ kA``Ana@ Ed nCB<BcD <;a jACCa>=Ac@BcD C;aA`ADBjZ` Ca`Z<BAc>;B=
Bc <ac>AC kAC\ Zc@ >FE><B<F<BcD B< Bc<A <;a amFZ<BAc Ak \A<BAc Ak Z jAc<BcFAF> \a@BF\ Bc
><Ca>>a>� P;a F>a Ak <;B> >d><a\ kAC <;a =CAE`a\ Ak `AcDB<F@BcZ` tAn ZCAFc@ Z tZ< =`Z<a
Zk<aC a><B\Z<a> Ak <;a EAFc@ZCd `ZdaC kAC\ \Z@a B< =A>>BE`a <A nCB<a Z >d><a\ Ak amFZ<BAc>
@a>jCBEBcD Z <nA+@B\ac>BAcZ` tFB@ tAn Bc <;a EAFc@ZCd `ZdaC Ak Z tZ< =`Z<a� P;B> >d><a\
B> Ca@Fja@ <A Aca AC@BcZCd <;BC@+AC@aC amFZ<BAcU >B\B`ZC`d <A ;An p`Z>BF> =aCkAC\a@ B< kAC Z
`Z\BcZC EAFc@ZCd `ZdaC� z;ac >A`^BcD <;B> amFZ<BAcU <;a \a<;A@ Ak @BCaj< Ca@Fj<BAc Ak <;a
EAFc@ZCd ^Z`Fa =CAE`a\ <A <;a �ZFj;d =CAE`a\ nZ> F>a@� P;a Ca>F`<> Ak <;B> >A`F<BAc \Z@a
B< =A>>BE`a <A @a<aC\Bca au=Ca>>BAc> kAC <;a <;Bj]ca>> Ak <;a EAFc@ZCd `ZdaCU @B>=`Zja\ac<
Zc@ `A>> Ak \A\ac<F\� P;a>a ^Z`Fa> ZCa jA\=ZCa@ nB<; <;a Z^ZB`ZE`a au=aCB\ac<Z` @Z<Z�

QFMb>SO?? <FCEF`acjaU @BoaCac<BZ` amFZ<BAc> Ak <FCEF`ac< tAnU tZ< =`Z<aU EAFc@ZCd `ZdaCU
iadcA`@> cF\EaCU @CZD jAavjBac<U EAFc@ZCd `ZdaC <;Bj]ca>>U @B>=`Zja\ac< <;Bj]ca>>U \A+
\ac<F\ `A>> <;Bj]ca>>�

+,-,%,*&,.

�� j^l_RlOrf X� m� ~M]N]bbR] RVRVKL]bS] eRTdW_S D]cMRb^ Q_f^ r^O^M]_bRUR b^NTS^nL]bS^ l nLSQrROMS
l eRTd] M]bORTbRUR TL]R_RUSMKL]OrRUR ORRMbRKL]bS^ S lSM]r^fWKLS] Sn b]UR l^TS^bMS NROMTR]bS^ dRQ]_S
M]KL]bS^ �jRc]T	_^c U]b]T^_Sn^MSRb Re D]cMRb�O eRTdW_^ eRT ML] OL]^T OMT]OO Sb ^ �WSQ Sb ML] eRTd Re
^ M]bORT TL]R_RUSK^_ T]_^MSRb ^bQ ML] T]OW_MSbU RNMSRbO eRT KRbOMTWKMSbU �Rc dRQ]_O�� 3(#'�') N�.$�N��
OP %�$��R(��'.�R( �(�#��)� ���#���$) �#,(NM����N���) ��M�R(��� .���#�#�,�� "� 4#R(���.# �3(#'�' ��
"�"#�' OP %�$��R(��'.) �#�N��Q'� ���#���$' �� O��#���  R�� U���#�#�R# �� �#R(���R'�� u^TKL 1?�F- F;F��
~^SbM j]M]TOVWTU- iWOOS^� ~M� j]M]TOVWTU- ppu jT]OO- F;F�- NN� FF2?FF�� BCb iWOOS^bJ

F� ~KL_SKLMSbU k� _�#�,'R(�R(� 3(#���# �&�M�N��) $�)#� �(#��)�� p]T_Sb- X]T_^U �� pT^Wb jWV_�- �12I-
�72 N� BiWO� ]Q�H ~KL_SKLMSbU k� 3#���)� "�Q����R(��Q� '$�)�� uROKRc- D^Wr^ jWV_�- �1�3- ��� N�J

7� hRaKnf^bOrSa h� �� �#(���.� ,(�N.�'�� � Q�,� �e$M�N ��N Q�' 4#R(���R'�� uROKRc- GTRe^ jWV_�-
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