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В анализе большой интерес представляют задачи такого типа: 
пусть Х (К) - некоторый класс функций, заданных на множестве 
К, Е С К и 'Ф - функция, заданна я на множестве Е; требуется 
выяснить, можно ли продолжить функцию '\jJ до функции, задан­
ной на всем множестве К и принадлежащей классу Х (К); для 
многих интересных конкретных ситуаций на поставленный выше 
вопрос дан исчерпывающий ответ. Можно привести очень много 
примеров, иллюстрирующих эту общую постановку задачи, но мы 
ограничимся лишь двумя, имеющими непосредственное отноше­

ние к содержанию диссертации. 

1°. Пусть К - единичный I<руг D = { z: 1 z 1 < 1) комплексной 
плоскости, Х (К) "F Ноо - класс всех функций, регулярных и огра­
ниченных в круге D. Тогда только что сформулированная задача 
равносильна известной проблеме Неванлинна-Пика ([1], 
стр. 131) . 

2°. Другая интересная реализация этой общей задачи возни­
кает в то.м случае, когда К представляет собой множество всех 

целых чисел , а Х(К)- класс всех последовательностей {J (n)};=- oo , 
1t 

Л ) 1 s -inl ( где f (п = ~ f(t) е dt n = O, + 1, +2, . . . ) и f- непрерыв-

- 1t 

ная 2л-периодическая функция. 
В этом случае поставленная выше задача о распространении 

функции 'Ф тесно связан а с тригонометрической проблемой момен­
тов . Известные результаты, относящиеся к упомянутым приме­
рам, несмотря на свою законченность и глубину, часто не позво­
ляют практически проверить, продолжима ли та или иная функ­
ция -ф, заданная на множестве Е, до функции класса Х(К) (с.м . 
f2], стр. 234 и [1]). Более того, эти результаты убедительно свиде­
тельствуют о том, что - по крайней мере, если интересоваться 
пр о изволь н ы м и множествами Е (Е С К)- вряд ли возможно 
охарактеризовать сужения функций класса Х (К) на множество Е 
в сколько-нибудь обозримых терминах. 

В связи с этим целесообразно следующим образом изl\,tенить 
постановку задачи: пусть S - оператор , сопоставляющий каждо1VI 
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функции f€X(K) ее сужение на множество Е(Е С К), У(Е)- . 
класс функций, заданных н а множестве Е; при каких условиях, 
наложенных на множество Е, S (Х (К))= У (Е)? 

Раз\·меется, эта nостановка задачи интересна лишь в том слу­
чае, есЛ и У (Е) -достаточно nростой или хорошо изученный класс 
функций . В связи с этой новой nостановкой задачи обратимся 
к рассмотренным выше nримерам. 

1'. Пусть У (Е)=["" (Е) - класс всех функций, ограниченных на 
множестве Е. Д. · ньюманом и Л. Карлесоном [3], (4] доказана 
следующая 

Теорема. Для того чтобы S (Н"")= [оо (Е), необходимо и доста­
точно, чтобы 

/:1 П l1e ~ 1 > 0· (*) 

'1) е Et 

где Et = {"rJ € Е: '11 =F ~}. 
Отметим, что к настоящему времени имеется много работ, так 

и.1и иначе связанных с теоремой Ньюмана-Карлесона и в кото­
рых условие (* ) играет существенную роль. Мы здесь ограни­
чимся указанием на работы [5], [6], [7], с которыми наиболее тесно 
связано содержание диссертации. Более подробную информацию 
можно найти в обзоре [8]. 

2' . Пусть Е - nодмножество множества всех целых чисел и 
У (Е) =l2 (E) - класс всех семейств комплексных чисел {х11 } 11 6 

Е• 
суммируемых с квадратом. Известная теорема Банаха [9] утвер­
ждает, что если множество Е удовлетворяет условиям: для лю­
бого n € Е также и (- n) € Е и 

то 

inf (;) > '1, 
т, k еЕ 
O<k <m 

S (Х (К)) = l 2 (Е), 

где Х (К) обозначает то же, что и в nримере (2°. 
Приведем еще один nример. 

3'. Пусть К = D - замкнутый единичный круг комплексной 
nлоскости, Х (К)= С А - класс всех функций, регулярных в D и 

неnрерывных в D1 и Е - замкнутое множество, лежащее на еди­
ничной окружности дD = {z : 1 z 1 = 1 j . В. Рудин и Карлесон [10] 
доказали, что для того чтобы S (С А)= С (Е) (С (Е) - класс всех 

фувкций1непрерывных на множестве Е), необходимо и ·достаточно , 
чтобы mes Е = 0 (mes - мера Лебега на окружности дD). 
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Отметим, что и в этом случае затруднительно в обозримых 
терминах описать функции вида Sf (f е С А), если mesE>O. 

J 

Настоящая диссертация посвящена решению интерполяцион-
ных задач, примыкающих в основном, к трем вышеперечислен­

ным теоремам: к теореме Ньюмана-Карлесона ( пример 1'), 
к теореме Банаха (пример 2') и к теореме Рудина-Карлесона 
( пример 3') . 

При решении этих задач используются средства функциональ­
ного анализа, в первую очередь известные теоремы Банаха о раз­
решимости линейных уравнений в банаховых пространствах. 

Диссертация состоит из введения, двух глав и Добавлений, 
содержащих доказательства утверждений чисто технического ха­
рактера. 

Прежде чем переходить к изложению содержания глав 11 nа­

раграфов, введем некоторые обозначения: 
D- открытый единичный круг комплексной nлоско­

сти с центром в нуле, 

D - замыкание круга D, 
l~ (1 ~р ~+со) -пространство всех аналитических в круге D 

функций, у которых {/ (п)}~-о е [Р, где 
Л /(n) 

f (n) = ~ (п = О, 1, 2, . . . ) . n. 

Пусть Е- подмножество круга D. 
S- линейный оnератор, сопоставляющий каждой функции [, 

аналитической в круге D, ее сужение на множество Е. 
С (Е) - класс всех функций, равномерно непрерывных на мно­

жестве Е. 
Перейдем к обзору диссертации по главам. Отметим, что часто 

ради краткости и ясности мы формулируем теоремы в менее об­
щей форме, чем это сделано в диссертации. 

ГЛАВА 1. ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ 
С ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ КОЭФФИЦИЕНТОВ 113 LP 

В этой главе рассматриваются интерполяционные задачи для 

функций класса l~ ( 1 < р < + со ) такого же типа как задача, 
о которой идет речь в примере 1'. Класс l~ при р =1= 2 отличается 
от классов аналитических функций, изучавшихся в связи с про­
блемами интерполяции ранее ([Зfl, [4], [5], [6], [7]) тем, что он ха­
рактеризуется конечностJ:>ю нормЪI, учитывающей лишь величин у 
модулей коэффициентов функции и довольно сложно связанной 

3 



с поведением значений функции, которые как раз и подлежат 
интерполяции. 

При р = 2 соответствующая задача полностью решена в ра­
боте Г . Шапиро и А. Шилдса [7]. 

В § 1 главы 1 вводятся основные обозначения и определения, 
используемые на протяжении всей диссертации. 

В § 2 главы 1 показано, что естественное предположение о су­
ществовании бесконечного множества Е, расположенного в от­
крытом единичном круге D, для которого 

S (l1) = С (Е), (1) 

неверно. Заметим, что на единичной окружности существуют 
бесконечные и даже совершенные множества Е, для которых 
имеет место равенство (1) (см. [11]). 

§ 3 главы 1 посвящен изучению сужений функций f € t1 на не­
которые бесконечные подмножества круга D . 

Приведем формулировку основного результата этого пара­
графа. Пусть bv- пространство всех последовательностей ком-

плексных чисел х= (xk };_0, у которых норма 

00 

11 Х llьv = lim 1 Xn 1 + ~ 1 Xn - Xn + 1 1 
Л-+ оо 

n=O 

конечна; VA - пространство всех регулярных в D функций f та-
-:: 

ких, что sup J lf ' (pell)j dt < +oo , и B>. = \zeD: / 1 - zi ~ Л(l -
o ~p<l -ot 

- lzl)} , Л ::р 1. Известно, что VA(l~ (см . [10]) . 
Теорема 1.* Пусть l~k};_0 - последовательность точек еди­

ничного круга D, удовлетворяющая условиям: 

Ek =1= Em, если k =1= т, и / 1 - ek+t,.l ~ /1 - ek 1 (k = О, 1, 2, . . . ). 

Тогда, если \Ek};""o С Вл при некотором Л ::Р 1, то следующие 
утверждения равносильны 

] . sl (l1) = bv, 
2. sl ( VA) = bv, 
3. Последовательность {Ek};_0 удовлетворяет условию (*), 

где S 1 -оператор, задаваемый равенством S1j = \f (Ek) };_0, f € t1. ' 

* I ! умерация теорем в автореферате не совnадает с нумерацией теорем 
в диссертации. 

4 
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В § 4 главы I доказывается несколько утверждений, имеющих 
непосредственное отношение к теоремам Ньюмана-Карлесона 
( пример 1') и Рудина-Карлесона ( пример 3'). В частности, до·· 
казывается 

Теорема 2. Если множество Е (Е С D- { 1}) удовлетворяет 
условию 

sup / 1 - 1J 1 < 1 ' 
'1), Е е Е 1- Е 

~+ 1), ll -'1) 1 < 11-Е 1 

то любую функцию -ф, равномерно непрерывную на множестве Е, 
можно продолжить до функции [, заданной на всей расширенной 

л л 

комплексной плоскости С, регулярной в С- { 1 }, непрерывной 

в замкнутом круге D и такой, что 

f(n)=o(+). п ~ оо , 
Л /(n) 

где/(n)= ~~> (n=O, 1, 2, . .. ). 

В § 5 главы J доказывается ряд теорем об интерполяции в про­
странствах l~ (1 < р < + оо ) , опирающихся на результаты, полу­
ченные в § 3. Приведем формулировки двух основных теорем 
этого параграфа. 

Пусть hP(E) (1 < Р-<+ оо) - класс всех функций -ф, заданных 
на множестве Е и таких, что 

и 

~ 1 ф ( YJ) /Р ( 1 -1 YJ l)p- l < + оо, если 1 < р < + оо~ 
'I)E E 

sup 19 (YJ) 1 (1 -1 YJ 1) < + оо , если р = + оо . 
'rj eE 

' Теорема 3. Пусть Е С В>.. при некотором Л > 1 и 1 < р -< + оо. 
Тогда следующие утверждения равносильны 

1. S(l~) = hP(E), 
2. Множество Е удовлетворяет условию (*). 
Теорема 4. Пусть множество Е (Е С D) удовлетворяет условию 

sup 
~. '1) tE 

~+1). 1 '1) 1<1 Е 1 

1-1 е 1 
1-IY! I < I , 

тогда S (l~) = hP (Е) (1 <Р < + оо ). 

5 
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В § 6 главы I построен nример функции f € r. l~ (/ ф О) та­
р>2 

кой , что f (zk) =О, k = 1, 2, . . . (zk =/= Zm, если k =/= т; 1 zk 1 < 1, 
k = 1' 2, ... ) и 

~(1 - lzkl)= + oo . 
k -=1 

ГЛАВА 11. ПОВЕДЕНИЕ НОРМ НЕКОТОРЫХ ЛИНЕАНЬIХ ОПЕРАЦИй 

В ПРОСТРАНСТВЕ CA(G) И ИНТЕРПОЛЯЦИОННЬIЕ ТЕОРЕМЬI 

БАНАХА И РУДИНА·-КАРЛЕСОНА 

Пусть Е - неnустое замкнутое множество, расnоложенное на 
единичной окружности дD (Е =/= дD). Обозначим символом Ас (Е) 

пространство всех функuий, заданных на всей расширенной ком-
л л 

nлексной плоскости С, регулярных в с-Е и непрерывных в замк-
нутом круге D. 

Глава 11 посвящена интерполяционным задачам в простран­
стве Ас (Е) , nримыкающим к интерnоляционным теоремам Ба-

наха ( пример 2') и Ру дина-Карлесона ( nример 3') . :Кроме того, 
в этой главе изучается поведение коэффиuиентов Маклорена 
функций из простр а нства Ac ({l }). 

В § 1 приводятся обозначения и предварительные сведения, 
используемые в §§ 2- 3. 

Прежде чем переходить к изложению результатов § 2 главы 11, 
введем нескол ько обозначений. 

л 

Пусть G - односвязн ая область в С. 
С А ( G) - пространство всех функций , регулярных в G и не-

прерывных в G ( G -замыкание G) . Пространство С А ( G) снаб­

жается нормой 11/ 1/с (О) = max 1/(z) 1, f € С А ( 0). 
А ze O 

Q - подмножество множ.ества всех целых неотрицательных 
чисел, Qn = {k EQ: k -< п} (n = О, 1, 2, ... ). 

d = {dk}k е Q - семейство положительных чисел . 
lP ( Qn, d) (О <Р < 2) - пространство всех семейств комп-

лексных чисел х = {x k}k 6 Qn' снабженное нормой 11 х /l(p, d) = 
1 

= (.~п j.x•/' d~) р · * 

* При O<p<l -11 х ll(p, d) не является нормой в общепринятом смысле 
слова. 

б 

_ _ ___. 



Пусть область G содержит единичный круг D. 
Обозначим символом 1~. 0 - линейный оператор из С А (О) 

в [Р ( Qm d) (О < р < 2), задаваемый равенством 
1 

jP t-{f(k)} п,о - -d- , feCA (O)(n = O, 1, 2, ... ), 
k k Е Q n 

л /(n) 

где f(n) = ~~> (n =О, 1, 2, ... ). 

1/.l~. о 11- норма оператора J~. 0 , 

1 

11 J~. о 11 = sup ( ~ 1 !Ck)IP di-p)/J (О< р < 2), 
11 /l lc (O) < l kEQ 

А n 

(n = О, 1, 2, . . . ). 

Основным результатом § 2 главы II является следующая 
Теорема 5. Пусть 

О= C--fzeC : I <: lzl <: 1 + •1 п ize ~: 1 aгgzl < •1 
(O<e < 1t) и ре(0,2). Тогда существует константа М=М(е, о)е(О, 
+ оо) такая, что 

1 1 1 1 

М(~ d~)-;-т <:ll l~.oll <: ( ~ d;)-p -т (n = O, 1, 2 ... ). 
kEQn kEQn 

Теорема 5 представляет собой обобщение одной известной 
теоремы Р. Пэли из [12]. При помощи этой теоремы доказывается 
ряд утверждений о поведении коэффициентов Маклорева функ­
ций из Ac ({l}). Приведем одно из них . 

Теорема 6. Пусть семейство положительных чисел { d k }k Е Q 

таково, что ~ d;= + оо. Тогда существует функция feA c({ l }) 
keQ 

такая , что 

при всех р€(0,2). 
Отметим, что § 2 главы I 1 по своему содержанию примыкает 

к работам [12], [13], [14] Р . Пэли, С. Б . Стечкина и В . П . Хавина. 
Кроме 1'oro, все результаты работ [15],_ [16], относящиеся к прост-
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ранству всех _функций регулярных вне луча [1, + со) и непрерыв­

ных в круге D будут верны, и в том случае, если это пространство 
заменить nространством Ас( { 1 J ). 

В § 2 главы 11 имеется также ряд результатов о nоведении 
л 

коэффициентов Маклорена функций, регулярных в С-{ 1 J и 

имеющих ряд Маклорена равномерно сходящийся в круге D. 
В § 3 главы 11 содержатся обобщения интерnоляционных тео­

рем Ванаха и Ру дина-Карлесона ( nримеры 2', 3') . 
Основной результат таков: 
Теорема 7. Пусть Е - замкнутое nодмножество единичной 

окружности дD и mes Е= О (mes - мера Лебега на окружности 
дD), Q- nодмножество множества целых неотрицательных чи­
сел, удовлетворяющее условию Адамара , т. е. 

inf (.!!!...) > 1. 
т, n Е Q n 
m> n>O 

Тогда для любой функции ф, неnрерывной на множестве Е, и 
для любого семейства комnлексных чисел х = { xk )k Е Q~ суммируе­
мого с квадратом, существует функция fe Ас (Е) такая, что 

f ( z) = ф ( z), z е Е1 
и 

л 

f ( k) = xk, k е Q. 

Основные результаты диссертации изложены в статьях [17], ; 
[18], [19]. Автор nриносит глубокую благодарность своему науч-
ному руководителю Виктору Петровичу Хавину за nостановку 
зада ч и постоянное внимание к работе. 
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