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�����.��'@ 0��!# �� 1�!J� C����' �".$'� �%����"��� � ��"�� ��� . ��. !�$������
%�!��"� ��"�%��� �� ," %����' ��"������ . $��J���% ���� J $���  ��"�%�.�$��+
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��������% X������ ����X��% ?� �������� ���% ��� ���������� ������=
���" W ?�����A ��������% �B!��� ?�����% �������@��% ?����� p ��B����� � ��=
������� � ��������f ����� ��� ���X����" M����� ?���� ��?�����e %��%��%
�� �������@��% ?����� �!��������" W �����%g� ����������� B��� �?���� ?�=
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������������@�% � ������� ��?�������� ������?����r �������� �����������%
� �X�� ���@���� ����� � ����� �B����X��% ��������� �� ?������� ������=
���" W ����� ��������� �����f ?����� ��X�� ������ � ������@���� ������ ?����
���� u��������p��������v k#m(n"

o����� ��������% ���X��� �����X������ � ������%����� B!�� �����������
���������� ��� � ����������A ���������A k;mKne ��� � � B�� ��������� �����=
��� k$n" M�����  ��� ��B��! p ����� �� ������@��� ��� ��������%r ��� �!B�=
����% �? ������ �������=�����%��!A N������e B�������% ���e ��� B��� ����?���
��Xe ���X���� �����X������ � ������%����� %��%f��% �!����!�� ���������=
������ � ����!��f��% �������� �����!A ��������"

������% �� ��e ��� �������������% ������% ������%��% ������e ����! �=
>��% ������!A ?���� ?������f �����%� � �����@?������ ������?�����!A �����"
�� ���� �����������%e ��� �������! � ���g� ��B�� �?��@���! ����� B!�@
������! ��� ��?��B��� ���������� ������ �������@���� ��������% � �����=
��� �����"

�� Q���
����
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�
	�� ���������� ������f ?����� ��������%" �������=
X��e ��� ���X�� ������%���� �Bw��� ����!����% ������� �B!������!A ��N=
N������@�!A ��������

ẋ = Ax +Bu+ c, hlj

�� x = x(t) p n=����% �����=N�����% N�?��!A �����!A{ u = u(t) p r=����%
�����=N�����% ���������{ tp �?�������% ������% h���%j{ Ap ������� n×n{
B p ������� n×m{ c p n=���!� �����"

T�@ ��������% p ����� �Bw��� �? �����@���� ����X��% � ������ ?�
?���� �������� ���% T r

x(0) = x∗, x(T ) = x∗. h#j

����@ ��������% ui(t) B���� �!B����@�% �? ������ �������=�����%��!A N���=
��� � ?�����!� ������� �������?���� h = T/N r{

ui(t) = ui,k, ��� (k − 1)h � t < kh,
k = 1, N, i = 1,m.

h&j

���  ��� �� ��A ����X�! ��%�! ���������%r

l∗i � ui(t) � l∗i . h(j

MB!��� ?����� ��������% ������%��% ������� �������e �� �� � ��� ?��=
���% ��� ����������� ���X��� �����X������ � ������%�����" �� ���� B���
������������@ ?����� ��������% hljmh(j"

M�������% � ��e ��� B��� �������@ ��� ���X����� �����X������ � ���=
X����� ������%�����"

?���������� �� ����@ � ����� t̂ h0 � t̂ < T j ������%�!� �Bw�� ��A�����% �
�����%��� x̂" x��� ��?!���@ C��P�"���C ��"��P�C�"�� X1(t, t̂, x̂) ?����� hljmh(j
���X���� ����?��X�!A �����%��� x(1)(t)e �� t ∈ (t̂, T ]e � �����! ������ hlj
��X� ����� ?� ���% t − t̂ ��� �����@��� ������� x(t̂) = x̂ � �!B�� ��������%
���� h&je ���������%fg�� ���������f h(jr

X1(t, t̂, x̂) = {x(1)(t) = x(t) | ẋ(τ) ≡ Ax(τ) +Bu(τ) + c, x(t̂) = x̂, τ ∈ [t̂, t],
u(τ) ���������%� h&je h(j}.
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?���������� �� ����@ � ����� t̂ h0 < t̂ � T j ������%�!� �Bw�� ���X� ��=
����@ � �����%�� x̂" x��� ��?!���@ C��P�"���C 1.���2H�C�"�� X2(t, t̂, x̂) ?�����
hljmh(j ���X���� ����?��X�!A �����%��� x(2)(t)e �� t ∈ [0, t̂)e �? �����!A ������
hlj ��X� ����� ?� ���% t̂− t � �����%�� x(t̂) = x̂ � �!B�� ��������% ���� h&je
���������%fg�� ���������f h(jr

X2(t, t̂, x̂) = {x(2)(t) = x(t) | ẋ(τ) ≡ Ax(τ) +Bu(τ) + c, x(t̂) = x̂, τ ∈ [t, t̂],
u(τ) ���������%� h&je h(j}.

T�@ ������ ��B��! ?���f����% � ��������  ��A ���X��� � ���B��� ��% ���=
��?� ���"

�� Q���N�� � !
�
	� �������� �����
A����� ����X�e ��� ?����� ������=
��% ���X��� X1(t, t̂, x̂) � X2(t, t̂, x̂) %��%f��%  ���������!�� � ����� B!�@ ����!
� ?���� �������� ���B��X��% �!������� �������������"

W!��>� ��% ?����� hlj � �����@�!� ������� x(t̂) = x̂ N������ ��>�

x(t) = eA(t−t̂)

⎛⎝x̂+

t∫
t̂

e−A(τ−t̂) (Bu(τ) + c) dτ

⎞⎠ h;j

� ������@?���% ����������� ��������% � ��� h&j"
<��� ���� 1, N ����� k1 ����e ��� (k1 − 1)h � t̂ < k1h" ���������� �������

����� k2 ����� �B��?��e ��� ��B� t ∈ [0, T )e ����� ���� ���� 1, N ��X� �������@
k2e ��% �������� (k2 − 1)h � t < k2he ��B� t = T e ����� ����X�� k2 = N "

o������ ����������@����@

sk =

⎧⎪⎨⎪⎩
t̂ ��� k = k1 − 1,

kh ��� k = k1, k2 − 1,

t ��� k = k2.

hCj

���@ ����>� h;je �����!� ���B�� � ������@?����>��@ ����������� ��=
������% � ��� h&j � ����� hCjr

x(t) = eA(t−t̂)x̂+

m∑
i=1

k2∑
k=k1

⎛⎜⎝ sk∫
sk−1

eA(t−τ)bidτui,k

⎞⎟⎠+

t∫
t̂

eA(t−τ)cdτ. hKj

o��@ bi �B�?����� i=� ����B� ������! B"
����?��� ?���!r

U1 = (u1,k1 , u2,k1 , . . . , um,k1 , u1,k1+1, u2,k1+1, . . . , um,k2)
T
,

d
(1)
i,k =

sk∫
sk−1

eA(t−τ)bidτ,

D1 =
(
d
(1)
1,k1

, d
(1)
2,k1

, . . . , d
(1)
m,k1

, d
(1)
1,k1+1, d

(1)
2,k1+1, . . . , d

(1)
m,k2

)
,

q1 = eA(t−t̂)x̂+

t∫
t̂

eA(t−τ)cdτ.

h$j
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����� �������� hKj � ����� h$j ����>� ����fg�� �B��?��r

x = D1U1 + q1. hYj

o � �  � � � � " W��Bg �����%e ������� D1 � ����� q1e � ��������@��e � ��=
��� x ?����%� �� ��������� te t̂e x̂" x�� ����e �!B�� t � t̂ ���%� �� ��?�� ������
U1 � ��������� ����B��� �D1" x��� ������@ �A ?�N����������!��e � ��% �������!
������� �B�?�����% ?����������"

����� �B��?��e �������� ������ �����!A ���B�������A ��������e � ����=
�!A ������� D1 ��� ��?������@ n× re �� r = m(k2 − k1 + 1)" ������ ?�����
r �����%��% �!B���� ���� t � t̂e �������e ��� t = 0 � t̂ = T ��� r = mN "

W��� L
(1)
1 � L

(1)
2 ��� r=���! �����!e �����%g� �? k2 − k1 + 1 ���������

������� (l∗1, . . . , l∗m)T � (l∗1 , . . . , l
∗
m)T ������������"

����� ��%�! ���������% �� ��������! ������ U1 ��X�� �������@ ���r

L
(1)
1 � U1 � L

(1)
2 . hl)j

��� �����e ?����� ��������% ���X���� �����X������ ������� � ��A�X����
��A ������� x(t) ����Ae ��� ��g����� ����� U1e ��������! �������� ��������=
�%f� ������������ ���������%� hl)je � �!����%��% ������ �������� hYj"

������ �������� ��� ?����� hYje hl)j" <���� ?���� ������ ��������� �
������ N�?��!A �����!Ar

vj =
2U1,j −

(
L
(1)
1,j + L

(1)
2,j

)
L
(2)
1,j − L

(1)
1,j

, j = 1, r,

y = x− 1

2
D1

(
L
(1)
1 + L

(1)
2

)
− q1.

hllj

���X ���� ������� P ��?��� n× re �����%g�f �? ����B���

pj =
1

2
D1,j

(
L
(1)
2,j − L

(1)
1,j

)
,

�� D1,j p j=� ����B� ������! D1"
W ���!A �����!A hllj ?����� hYje hl)j ����� ���

y = Pv,

−1 � vj � 1, j = 1, r.
hl#j

����� �B��?��e ��% ��������% ���X���� �����X������ ��BA����� ������� ��=
���� ���B��X�� r=������ ��B� � n=���� ������������" W ������ ������!
�������� �������� �!������ ������� P ��?������� n× r"

���������!� �B��?�� ���� ?����� ��A�X���% ���X���� ������%�����"
��% ?����� hlj � �����!� ������� x(t̂) = x̂ ���������� N������ ��>�

x̂ = eA(t̂−t)

⎛⎜⎝x(t) + t̂∫
t

e−A(τ−t) (Bu(τ) + c) dτ

⎞⎟⎠. hl&j

<��� ���� 1, N ����� k1 � k2 ����e ��� (k1 − 1)h � t < k1he � ��B� t̂ ∈ [0, T )e
����� ��g����� k2 ����e ��� (k2 − 1)h � t̂ < k2he ��B� t̂ = T e ����� k2 = N "

� %��&� �
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o������ ����������@����@

sk =

⎧⎪⎨⎪⎩
t ��� k = k1 − 1,

kh ��� k = k1, k2 − 1,

t̂ ��� k = k2.

hl(j

����>� hl&je �����!� ���B�� � ������@?����>��@ ����������� ������=
��% � ��� h&j � ����� hl(jr

x(t) = e−A(t̂−t)x̂−
m∑
i=1

k2∑
k=k1

⎛⎜⎝ sk∫
sk−1

e−A(τ−t)bidτuik

⎞⎟⎠−
t̂∫

t

e−A(τ−t)cdτ. hl;j

W��� ���� �B�?�����%r

U2 = (u1k1 , u2k1 , . . . , umk1 , u1k1+1, u2k1+1, . . . , umk2)
T ,

d
(2)
ik = −

sk∫
sk−1

e−A(τ−t)bidτ,

D2 =
(
d
(2)
1k1
, d

(2)
2k1
, . . . , d

(2)
mk1

, d
(2)
1k1+1, d

(2)
2k1+1, . . . , d

(2)
mk2

)
,

q2 = e−A(t̂−t)x̂−
t̂∫

t

e−A(τ−t)cdτ.

hlCj

����� �������� hl;j � ����� hlCj ����>� ���

x = D2U2 + q2. hlKj

�������� hYje hlKj ��f� ���������f N����" ����� � ����� ��%�!A �������=
��� ?����� ��������% ���X���� �����X������ � ���X���� ������%����� �����
B!�@ ����! � ?���� hl#j" W  ��� ��!�� ���  ���������!"

�� =������
 ���A����� o��@ � ��� B��� ������������@ �������� ���X����
�����X������e �����?����%e ��� ��� ���X ���������! � ��% ���X���� �����=
�%�����"

< ����� �?��@����� �����% � �" & ���� ��� ���X����"
?���������� �� x��� ��?!���@ C��P�"���C ��.1"��CGN 1.���2���0 ���=

X���� V = [−1; 1]re � C��P�"���C ��.1"��CGN "�"��H��0 p ���X���� Y = {y ∈
R

n| ∃v ∈ V : y = Pv}"
=������� �� Y p ������e ����������e ?�������e �!����� ���X����"
M�� ����� �? ����e ��� ���X���� V ������e ����������e ?������� � �!=

�����e � ������ ���B��X�� ��A���%� �!>��������! ��������"
=������� �� Y p �!�����% �B������ ���� {p1, . . . , p2r}e �� pk = Pvke vk p

��>��! V"

��X���� Ve �������e %��%��% �!������ �B������� ����A ��>��e �" " ∀v ∈

V ∃λke k = 1, 2rr v =
2r∑
k=1

λkv
ke ��

2r∑
k=1

λk = 1e λk � 0"

#Y$ � %��&� �
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����� ��� ∀y ∈ Y ∃λk

y =

2r∑
k=1

λkPv
k =

2r∑
k=1

λkp
k,

2r∑
k=1

λk = 1, λk � 0, k = 1, 2r.

<�������@��e ���X���� Y p �!�����% �B������ ������� pk = Pvk"
=������� �� Y p �!����!� ������������e ��>����� �������� %��%��% ���=

���X���� ��B��� ������� {p1, . . . , p2r}e �� pk = Pvke vk p ��>��! V"
M�� �!���� �? �������� # � ������� �!����!A �B�����"
=������� �� ���� y ∈ Ye �� � −y ∈ Y"
���� y ∈ Ye �� ∃v ∈ V : y = Pv" �� � −v ∈ Ve � ��������@��e P (−v) = −y ∈ Y.
=������� "�
��X���� Y ����!����% ������� �������� ���� −b � Ay � b"
i�� ���X���� %��%��% �!����!� �������������� � ��X� B!�@ ������� ��=

����� �����!A ��������" �� �������� (e ��� �!����%��% aiy � bie ��  �� ���=
������ B��� ���������� � ��% −y : ai(−y) � bi" ����� −bi � aiy"

"� ?�!�� 
��������� <�g����� �����@�� ���A���� � �>��f ?����� hl#j"
������� ���>� �A ��X"

e� 4�"������� �G.1#2�0 �F�2�J#�� ��� B!�� ����?��� � ������� &e ���������=
��� Y ��@ �!�����% �B������ ���� Pvke �� vk p ��>��! ��B� V" M����� �X ���
���������� �B��@>�� ��?������� r ����� ���A�� �!��%��� �����?��!�e ���=
�!��% �!�������@��f ���X����@ ���������� ��������% �!����!A �B�����" ���e
��� r = 100 B��� ������� 2100 ≈ 1030 ��>�� ��B�"

W� �1CCG ���#��"#��� M���X�� � ����������� R
n r ���?���r �� ����� −p1

�� ����� p1e �� ����� −p2 �� ����� p2 � �" �" ����� ����� ���X���� Y1 ��� ����=
������ ���� ����e �������X�g�A ������ ���?��r Y1 = {y ∈ R

n| y = γp1,−1 �
γ � 1}" 
��X���� Y2 ������� ��� ����� 
���������� ���X���� Y1 � �������
���?��r Y2 = {y1 + y2 ∈ R

n| y1 ∈ Y1, y2 = γp2,−1 � γ � 1}" ������X�� ������@
����! ��% ��A ���?���e � � ���� ������� ���X���� Y

Y = {y1 + y2 ∈ R
n| y1 ∈ Yr−1, y2 = γpr,−1 � γ � 1} .

� ��X����fe � ����� ���A�� ���X ���  ����������@��f ���X����@" �� �����
>�� B��� ������� ���?��e �����%fg�� �� �����e �� ������ p ���������@���
� ��!�@�% ��>�����e � �� ������� p ������������e �����!� ��X� ����X��@
2r ��>��"

U� �2����C D1���Q��M#���� x�� ���������!�� �!��%�%� ��������!e ��=
B���fg� � � ��>����� �������������e � � �� ����%��" � ��� ��������% ����
 ��������� L��@p
������ kYn" ��� ���@ ?���f����% � ����f���� �����!A �?
�����! ��������" 
��� ��������� ����%� �� ����� ������� �? ��������"
�����e ��� ���������@ ������ hl#j ��� ������ �������� ��������@�� ����=
�!A y � ve ?����� �����% � ����f���f r �����!A vi �?  ��� �����!"

�� � �� � � ������ ���A��� ��@ ��������� p ��� ����f���� �����!A
������4��% ���>��� ����� �?B!����!A ����������e �e ��� � �������@ �A ��
��X��� >��e � ����� ��������� B��� ������� ������ �? n · 2r ��������"

�������� B��  NN�����!� ��������"
^� ?������� ��!����
�� �� ����� >�� ��BA����� ������@ ��>�� h������

?������!j �����! �����%��%" ���� ���� ������! P ��@> ��������� �����e
�!���� n − rankP �������� ������ y � �!��?�� �A ��? �����@�!" ����� �B=
��?��e B��� ������� n − rankP ���������� ���� �������" W ���@��>� B���

� %��&� �
"�� 
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����������@e ���  ���  ��� ������ � � ������%X��� ����% ������� P �����=
�� �����r rankP = n � r" ���� ����e B��� �����?�����@e ��� n � 2 h��� n = 1
�������� ��������% ���X���� �����@�� ������j"

���@ B��� ��B����@ ����B�! ������! P " W!B�� n− 1 ������ �?�����=
�!A ����B��� � ����� N���������@��f ������ �>��� ��������@�� ������=
������ ã ��% �������%

ã
(
pj1 , . . . , pjn−1

)
= 0. hl$j

i�� ���������������� ������� �>���" W!B�� �? ��� ����=��B��@ ?���=
��" �������e ��% ������������ �>��% ��X�� ��B����@ ��������� ‖ã‖ = 1"
�� ���� ����� ã %��%��% ������@�!� ������� ������������� � ����������� Rne
���������� �� ������� pj1 , . . . , pjn−1 "

���@ ����X�� ã �� ������� P � ����� �������� ����?����% ����������
�!��X��% �� ����� v ∈ Vr

β̃ = max
v∈V

ãP v =
r∑

j=1

|ãpj |, hlYj

�� ãP ��������%� ��B�� r=����f �����=������e ����X�g�f ?�����% ����=
��� ������ ã �� ����B�! ������! P " ����� �� ��������f ������� �� �����!
pj1 , . . . , pjn−1 ����! ���f" ������@�� ��������! ������ v �?��%f��% �� −1 �� 1
� � ?����%� ���� �� �����e �� ��������@�� ?����� ��������� ãpjvj ���������%
��� v = sgn(apj) � ����� |apj |"

W��� ������� Ae �����%g�f �? �������=����� ãe ��������!A ��% ��A ��=
B���� ������ �?������!A h�"�"?"j ����B��� pj1 , . . . , pjn−1 ������! P e � ����� be
�����%g�� �? ���� β̃e ����������fg�A ������� ã" ���X ���� ���X����

Ȳ = {y ∈ R
n| − b � Ay � b}.

C�����
� y ∈ Y ���� � ��2�#� ����
 #��� y ∈ Ȳ�
� � � � ? � �  � @ � � � �" ���FN���C�"��� ����@ ����� y ∈ Y" o�����e ��g�����

����� v �����e ��� y = Pv � v ∈ V" ����X�e ��� −b � Ay � b"
��������%% �  �� ��������� �!��X�� Pv ����� ye ��% ������ l �������

−βl � alPv � βl,

���e ��� �� Xe

−
r∑

j=1

|alpj| �
r∑

j=1

alp
jvj �

r∑
j=1

|alpj |.

� ������@�� vj ∈ [−1; 1], j = 1, re ���������e �������e �!����%��% ��% �fB���
l = 1, ke � ?�����e y ∈ Ȳ"

j�"����J��"���
\" ���������� ������� Ae ��?������@ ������� k×ne �� k p ��������� ��?���=

�!A ��B���� �? n−1 ������ �?������!A ����B��� ������! P " ��% ������ ����X�e
��� k � n" ������@�� rankP = ne �� � ������ P ������% n �"�"?" ����B���" �����
�? ��A ��X�� ��������@ n ��B���� �� n− 1 �"�"?" ����B��� � ��X���"

���@ ����X�e ��� rankA = n" <������� ������� P̄ �? n �"�"?" ����B��� ���=
���! P r P̄ = (pj1 , . . . , pjn)" �� ��������f � ������ A �������% ���� n ����B���
al1 , . . . , aln e ���

alip
j1 = · · · = alip

ji−1 = alip
ji+1 = · · · = alip

jn = 0, i = 1, n.

&)) � %��&� �
"�� 
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<������� �?  ��A ����� ������� Ā" �����

ĀP̄ =

⎛⎜⎜⎜⎝
al1p

j1 0 · · · 0
0 al2p

j2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · alnp

jn

⎞⎟⎟⎟⎠ .

��� �������X��e ��� alip
ji = 0" i�� �?�����e ��� ali P̄ = (0 0 . . . 0)e �?

��� ����� ������% ?���������@ ����B��� ������! P̄ e ��� ����������� ������%�"
������ alip

ji �= 0 ∀i = 1, n" ����� det(ĀP̄ ) �= 0e ��������@��e det(Ā) �= 0 ���e ��� ��
Xe rank Ā = n"

��� ��� ������� Ā ��������� �? ����� ������! Ae �� rankA � n" �� ������@��
A ����X�� n ����B���e �� rankA = n"

\\" ��% ����?���@���� ������������� ����� ����?��@r ��% �fB�� ����� y ∈ Ȳ

������% ����% ����� v ∈ Ve ��� B��� ���������� y = Pv" ��% ������ ����X�  ��
��% ��>�� ���X���� Ȳ"

W!B�� ����f ����� ŷ �? ������������ R
ne ��� �!����%��% −b � Aŷ � b" ���

 ��� ���� ����!A �������� ��g����f� n ����A ����������e ���r
lj ������ al1 , . . . , aln e ����X��fg�  �� ���������e %��%f��% �"�"?"{
#j � ���� ŷ  �� ��������� ��A��%� � �������� �� ������ �? �����������A

����������" � ����%% �Bg�����e B��� ������@e ��� � �������� ��A��%� ��A��
���������%r ali ŷ = βli , i = 1, n"

��� ����A ������%A ����� ŷ B��� %��%�@�% ��>���� ������������� Ȳ"
������@�� rankP = rank{P, ŷ} = ne ������ �������� Pv = ŷ B��� ���@ ��

������ �� ���� �>��" ��BA����� ����?��@ ��g�������� �>��% ��� v ∈ V"
�������X�� �� ����������r ��% �fB��� ������ ve %��%fg���% �>��� ��=

���! Pv = ŷe ������% ���� j∗e ��� |vj∗ | > 1"
\\\" M������ ����� v̂ : P v̂ = ŷ ���e ���B! �� �B����� �%��� ���B�!A �������"

��%  ���� �!B�� ������� �������� ali ŷ = βli " ��% ���B���� �B�?����� ā = ali e
β̄ = βli "

<���B�! ������! P ��X�� ��?����@ �� ��� ������r ���������@�! � �������=
���@�! �� ������� ā" ����@ ����� r1 �B�?����� ��������� ���������@�!A ����B���"
�? ������� ������ ā � ������! P �����e ��� r1 � n− 1e �� ���  ��� ��g����� ��
������ �� ���� ����������@�!� ����B�" ��% �������! �������� ����B�! P
����� �B��?��e ��� ������� B���� ���� ���������@�!r{

āpj = 0, j = 1, r1,
āpj �= 0, j = r1 + 1, r.

���@ ����X��e ��� v̂j = sgn(āpj)e j = r1 + 1, r" W ����� ����� �������� āŷ = β̄
B��� �!����%�@�% �� ?���������� �� ?������ �����@�!A v̂j r

āŷ = āP v̂ =

r∑
j=1

āpj v̂j =

r∑
j=r1+1

āpj sgn(āpj) =

r∑
j=r1+1

|āpj | = β̄.

��� ?�������% �������� ��A�X���% v̂1, . . . , v̂r1 " �� ��������f ā �?�����e
��� ��g����� ��B�� �? n− 1 �"�"?" ����B��� ������! P e ���������@�!A �� �������
ā" <�������@��e rank{p1, . . . , pr1} = n − 1" ����� ��X�� �!����@ n − 1 ����B���e

� %��&� �
"�� 
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��� B�?��  ���� ���������������e � �!��?��@ ��? ��A �����@�! ����B�!" ����@
B�?���!�� B���� ����B�! p1, . . . , pn−1r

c1,jp
1 + · · ·+ cn−1,jp

n−1 + pj = 0, j = n, r1. h#)j

��� ���� �B�?�����%r

Â =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

al1
...

ali−1

ali+1

...
aln

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, b̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

βl1 −
∑r

j=r1+1 al1p
j v̂j

...
βli−1 −

∑r
j=r1+1 ali−1p

j v̂j
βli+1 −

∑r
j=r1+1 ali+1p

j v̂j
...

βln −∑r
j=r1+1 alnp

j v̂j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

����� ��� ���� ������ �? n− 1 �������� � r1 ��?����!��r

Â(p1v̂1 + · · ·+ pr1 v̂r1) = b̂. h#lj

x��� ��?!���@ F�O�"�GC� .���C���GC� � v̂j e �����! ���%� ��� ����B��Ae �A�=
�%g�A � B�?�� ���������������e � �>�� �����! h#lj F�O�"�GCe ��� �B�?���!4
�����!4 ����! ���f" ���������@�� �B�?����� ���X���� ������� B�?���!A
�����!A �������� Be � �B�?���!A p NB"

B���
� �"2� �2H 2�F�� ��T���H "�"��CG h#lj ��0���"H ��C�� j∗ ��#�0
 J��
|v̂j∗ | > 1
 �� "1S�"��1�� ��#�� F�O�"��� ��T���� ṽ � ��C�� j′
 J�� |ṽj′ | > 1 +∑

j∈NB |cj′,j |�
� � � � ? � �  � @ � � � �" ��% �������! ����@ B = {1, . . . , n − 1}e � ����� NB =

{n, n+ 1, . . . , r1}" W��� ������� P1e �����%g�f �? ����B��� (p1, . . . , pn−1)"
������@�� ��?�� ������! ÂP1 (n − 1) × (n − 1) �  ���� ���� n − 1e �� ��%

?�������� B�?��� ������ h#lj ��� ��������� �>��" ����� �� � �B�?�����
ṽ1, . . . , ṽn−1"

����X� ���� ������ �������� � ?���������� �� ��������� �B�?���!A
����B���"

l" ����@ r1 = n− 1" �� ������f ���! ��g����� ���� j∗e ��� |ṽj∗ | > 1"
#" ����@ r1 = se s > n − 1 � ��g����f� B�?�� {1, . . . , n − 1} � ���� j1e ���

|ṽj1 | > 1 +
∑s−1

j=n |cj1,j|" ��BA����� ����?��@e ��� ��@ ���� B�?���� �>�� ṽ �
���� j′e ��� |ṽj′ | > 1 +

∑
j∈NB |cj′,j |"

����>� h#lje ��������� B�?���� �>��r

Â(p1ṽ1 + · · ·+ pn−1ṽn−1) = b̂.

W ���� ����� �������� �!��� � ���B���� �!��X�� Âpsλse �� λs p ������!�
�������r

Â(p1ṽ1 + · · ·+ pn−1ṽn−1 − psλs + psλs) = b̂.

���@ ��% �!������� ����� ��������� ps � ��� ������� ���B������ ����B=
��� p1, . . . , pn−1 �������� h#)jr

Â
(
p1(ṽ1 + c1,sλs) + · · ·+ pn−1(ṽn−1 + cn−1,sλs) + psλs

)
= b̂.

����� �B��?��e ������� ���� �>�� �����! h#lje ?����%g �� �������� λsr

&)# � %��&� �
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v̂j =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ṽj + cj,sλs, j = 1, n− 1,

0, j = n, s− 1,

λs, j = s.

x��� ������������@ λs � �����A �� −1 �� 1"
�� ������f ��g����� ���� j1e ��� |ṽj1 | > μe �� μ = 1+

∑s−1
j=n |cj2,j|" �������=

���e ��� ����?���� � v̂j1 ��� ���@�������� λs" � ����%% �Bg�����e �������X��e
��� |v̂j1 | ��?������ ��� �������� λse �" " |ṽj1 +cj1,s| = |ṽj1 |+ |cj1,s|" ����� ��?��X�!
��� ��������r

�j ��� ���@>��� λs �� −1 �B���f��� ?����� v̂j ������% B��@> μ" <���=

����@��e |ṽj1 − cj1,s| = |ṽj1 |− |cj1,s| > 1+
∑s−1

j=n |cj1,j |" W ����� ����� ���� ����?���
� j′ = j1{

Bj ������% ����� λ1s � �����A (−1, 0)e ��� |ṽj1 + λ1scj1,s| = μ" W  ��� ����� ��
������f ���! ��� λs = λ1s ��g����� ���� j2e ��% �������� ���������� |ṽj2 +
λ1scj2,s| > μ" ����� ���������e � ����� ���������� �?��%��% |v̂j2 | ��� ��������
λs � −1" ���� |v̂j2 | ���@>���%e �� �� �������� � j1 ��B� j′ = j2e ��B� ��@ �����
λ2s h−1 < λ2s < λ1sje ��% �������� �!����%��% �������� |v̂j2 + λ2scj2,s| = μ" ���  ���
������% ���� j3 �����e ��� |ṽj3 + λ2scj3,s| > μ" ������X�% �� ��� X �����e ��%
��������� ����� jk ���X��%e ��� |ṽjk − cjk,s| > μe ��������@��e j′ = jk"

���� X |v̂j2 | ��?������ ��� ���@>��� λse �" " |ṽj2 − cj2,s| = |ṽj2 | + |cj2,s|e
�� � ����� ����!���� ?���������� v̂j1 � v̂j2 �� λs ��X�� �������@ �B��@>�
����X���@�� ����� εe ��% �������� ���������� ������⎧⎨⎩

∣∣ṽj1 + (λ1s + ε)cj1,s
∣∣ = |ṽj1 |+ (λ1s + ε)|cj1,s| > μ,∣∣ṽj2 + (λ1s + ε)cj2,s
∣∣ = |ṽj2 | − (λ1s + ε)|cj2,s| > μ.

����� ����X�� ����� ��������� ��
∣∣∣ cj1,s

cj2,s

∣∣∣ � ���B���� � ������r

|ṽj1 |+
∣∣∣∣cj1,scj2,s

∣∣∣∣ |ṽj2 | > μ

(
1 +

∣∣∣∣cj1,scj2,s

∣∣∣∣) . h##j

���@ ��BA����� ��������@ B�?�� p ����� ����B� ps ����� pj2 r

Bs = B\{j2} ∪ {s}, NBs = NB ∪ {j2}\{s}.

��%  ���� ��X�� ����� ���� λse ��� v̂j2 �B������% � ���@" ���� B�?���� �>��
��X�� �!��?��@ ��? ����� ����fg�� �B��?��r

ṽ(s) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ṽj − cj,s

cj2,s
ṽj2 , j ∈ Bs\{s},

− 1
cj2,j

ṽj2 , j = s,

0, j = j ∈ NBs.

���X �?�����% ���������� �B�?���!A ����B��� ��? B�?���!r∑
k∈B1

c
(s)
k,jp

k + pj = 0 ∀j ∈ NB1,

� %��&� �
"�� 
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��

c
(s)
k,j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ck,j − cj2,j
ck,s

cj2,s
, ∀k ∈ Bs\{s}, ∀j ∈ NBs\{j2},

−cj2,j 1
cj2,s

, k = s, ∀j ∈ NBs\{j2},
ck,s

cj2,s
, ∀k ∈ Bs\{s}, j = j2,

1
cj2,s

, k = s, j = j2.

<�������@��e ��BA����� ����?��@r � B�?����� �>��� v̂j ��g����� �����

���� j′e ��� |ṽ(s)j′ | > 1 +
∑

j∈NBs

∣∣∣c(s)j′,j

∣∣∣"
�? �!������!A ��� �������X��� �?�����e ��� ṽj1cj1,s > 0e � ṽj2cj2,s < 0"

M��f�� ��X�� �����@ �!���e ��� ṽj1

(
cj1,s

cj2,s
ṽj2

)
< 0e � ������ |ṽ(s)j1

| =
∣∣∣ṽj1 − cj1,s

cj2,s
ṽj2

∣∣∣ =
|ṽj1 |+

∣∣∣ cj1,s

cj2,s
ṽj2

∣∣∣" �����@?�% h##je ������� ���������

|ṽ(s)j1
| >

⎛⎝1 +

s−1∑
j=n

|cj2,j |
⎞⎠(

1 +

∣∣∣∣cj1,scj2,s

∣∣∣∣) > 1 +

∣∣∣∣cj1,scj2,s

∣∣∣∣ + s−1∑
j=n

∣∣∣∣cj2,j cj1,scj2,s

∣∣∣∣ ,
��� � �����A �B�?�����%Ar

|ṽ(s)j1
| > 1 +

∣∣∣c(s)j1,j2

∣∣∣+ s−1∑
j=n

∣∣∣c(s)j1,j

∣∣∣ = ∑
j∈NBs

∣∣∣c(s)j1,j

∣∣∣ .
��%  ���� �����% j′ = j1" ����� �B��?��e ���� ����?���e � ��X� �����@�% �
����?���@���� �������� ����!"

��% �������! ������� B�?���!�� �����!�� ṽ1, . . . , ṽn−1" ���X ����X��
j′ = 1e � cj′,j ���B�?����� ��� cj " ����� ��X� ���������@ ����� v̂r{

v̂1 > 1 +
∑r1

j=n |cj |,
v̂j = 0, j = n, r1.

\�" ����X�e ��� ���� ����� ������! A ��g����� ������ a∗ ����%e ���
lj a∗p2 = a∗p3 = · · · = a∗pn−1 = 0{
#j sgn(a∗p1) = sgn(v̂1){
&j (a∗pj)(āpj) � 0 ∀j = 1, r"
�?�����e ��� rank{p1, p2, . . . , pn−1} = n − 1" ������@�� rankP = ne �� �

 ��� ������ ������% ����� ����B� pse ��� rank{p1, p2, . . . , pn−1, ps} = ne � �����
rank{p2, . . . , pn−1, ps} = n− 1"

�� ��������f � ������ A ��g����� ����% ������ ae ��� ap2 = ap3 = · · · =
apn−1 = aps = 0e �� ap1 �= 0"

x�������% ����e ��� ���������−βl � aly � βl ����������! ��������@�� ���%e
� ������ A ��X�� ?�����@ ������ al ������� −al" <�������@��e ��X�� ��B��@�%
�!������% ap1v̂1 > 0"

����� �B��?��e ����?��� ��g�������� ������ ae ���������%fg�� ��B���=
��%� l � #" W!������ ��B�����% & ����X� �� ��������"

3�O�� ��% j = 1, n− 1 �!����%��% �������e ������@�� āpj = 0"
k� ���1#M��� ����@ (apj)(āpj) � 0 ��% j = 1, k − 1e �� (apk)(āpk) < 0"

����� ��g����f� ��� ���������@�!A ����� γ1 � γ2e ��% �����!A ����������

&)( � %��&� �
"�� 
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γ1ap
k + γ2āp

k = 0" W��� ������ a∗ = γ1a + γ2āe �  ��� ����� a∗pk = 0" ������@=
�� ā ���������@�� � �������� p1, p2, . . . , pn−1e �e � ���f ����@e a ���������@�� �
�������� p2, . . . , pn−1, pse �� ����������

a∗pj = (a+ ā)pj = 0 ∀j = 2, n− 1.

���  ��� a∗p1v̂1 = ap1v̂1 > 0" i�� �?�����e ��� ������ a∗ ���������%� ��B�����%�
l � #"

���� ����e ��� ∀j = 1, k

(a∗pj)(āpj) = (γ1ap
j + γ2āp

j)(āpj) = γ1(ap
j)(āpj) + γ2(āp

j)(āpj) � 0.

M������@ ����?��@e ��� a∗ �A���� � ������� A" W ������ A ��g����� ������ ale
���������% ��� �>�� �����! �? n− 1 ��������r

alp
2 = · · · = alp

n−1 = alp
k = 0.

������@�� �>�� ������ �����! ��������%� ��B�� ���������������� ���=
���� � a∗ %��%��% 4 �>���e �� al � a

∗ �������f� � �������@f �� ���X���%" ���
��� ���X���@ � ���%� �� �!������ ������� h� ������ ����� ��X�� ����X��@
�� −1je ��X�� �������@ � ���e ��� a∗ ��@ ������ ������! A"

����� �B��?��e �� �������� ����?���e ��� ������% ������ a∗e ���������%fg�%
��� ��B�����%�"

�" ����� β∗ = maxv∈V(a
∗Pv)" ��� B!�� �������e ��� �B�?���! ����B�!

�!��X�f��% ��? B�?���! h#)j" W�����@?���% �� N�����e ��� a∗pj = 0 ��% j =
2, n− 1" V���X�� �������� h#)j �� a∗ ����e ������� ��������

a∗pj = −cja∗p1 ∀j = n, r1.

�����

β∗ = a∗p1 sgn
(
a∗p1

)
+

r1∑
j=n

(−cja∗p1) sgn (−cja∗p1)+ r∑
j=r1+1

∣∣a∗pj∣∣ =
=

∣∣a∗p1∣∣
⎛⎝1 +

r1∑
j=n

|cj |
⎞⎠+

r∑
j=r1+1

∣∣a∗pj∣∣ .
���@ ����� ?����� a∗P ṽ" ������@�� a∗pj = 0, j = 2, n− 1e v̂j = 0e j = n, r1e

� v̂j = sgn(āpj), j = r1 + 1, re ������� �!��X��

a∗P v̂ = a∗p1v̂1 +
r∑

j=r1+1

a∗pj sgn(āpj).

������@�� (a∗pj)(āpj) > 0e �� sgn(a∗pj) = sgn(āpj)" V���!��% a∗Pv1 > 0e �����e ���

a∗P v̂ =
∣∣a∗p1∣∣ |v̂1|+ r∑

j=r1+1

∣∣a∗pj∣∣ .
������e ����� �!��X�� a∗P v̂ − β∗r

a∗P v̂ − β∗ =
∣∣a∗p1∣∣

⎛⎝|v̂1| − 1−
r1∑

j=n

|cj |
⎞⎠ > 0.

� %��&� �
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<�������@��e a∗P v̂ > β∗e � ��� ��� ŷ = P v̂e �� a∗ŷ > β∗" ����� �B��?��e ����?���
����������r ŷ /∈ Ȳ" o�����e ��g����� v̂ ����e ��� ŷ = P v̂ � v̂ ∈ V"

�\" x!�� ����?���e ��� ��>��! ������������� Ȳ �������X�� ���X���� Ye
�B�?����� �A y1, . . . , yh"

�?�����e ��� ������������ ��X� B!�@ ������e ��� �!�����% �B������ ����A
��>��e �" " y ∈ Ȳ ����� � ���@�� �����e ����� y =

∑h
i=1 λiy

ie ��
∑h

i=1 λi = 1, λi � 0"
��� ��� yi ∈ Ye �� ��g����� ����� vi ∈ Ve ��% �������� yi = Pvi" o�����e y =∑h

i=1 λiy
i =

∑h
i=1 λiPv

i = Pv"
������@�� V p �!����� ���X����e �� �!�����% �B������ ����e �������X�=

g�A ��e �A���� � �� ������" <�������@��e v =
∑h

i=1 v
i ∈ Ve �� ���� y ∈ Y" W

�?��@��� ����?���e ��� ��� y ∈ Ȳe �� y ∈ Y"
_� 7�
��! 
������
� W ���� �������� ��������% ���X���� �����X������

?����� hl#j ������� �? ����fg�A N�?r
lj ����f��� ������=?������!A �������� �? �����! y = Pv" ��%  ����

��X�� ������@?����@�% ������ t�����" W �?��@��� B��� ������� n−n1 �����!A
�������� ��������@�� ye ��� rankP = n1{

#j ��������� ������! A �? ����� ã hl$j � ������ b �? ���� β̃ hlYj" 
��=
�����@�� ��?��X�� ��������� ����� � ������ A p ����� �������� Cn1

r " �����
������ ã ��X�� ��� �>�� �����! hl$j ��� ��� �B�Bg�� ��������� ����?��=
��% �� n1=���� ������������" �������e ��% ��A������ ������������ ������ ã
��% ����B��� pj1 � pj2 ��X�� ����� ��� ��������@

ã =

∣∣∣∣∣∣
�i pj11 pj21
�j pj12 pj22
�k pj13 pj23

∣∣∣∣∣∣ .
����� �B��?��e ?����� ��X�� ����� � ������� Cn1

r n1=���!A ���������"
`� #
��$	����� W ��B�� B!� �����X� �������� ��������% ���X��� �����=

X������ � ������%����� ��% ������� ?����� ��������% � ������������� ������=
���%��" �������� ������� � ��A�� �� ?����� (1)m(4) � ����� (12)e ���������
�����! �����!A �������� ��������@�� y � �B������� ��A��� � �����!�
x(t)" W �?��@��� B��� ������ ���X���� �����X������ h������%�����je ?����=
�� ������� �����!A ����������"

���� �������������� �����@?�����%  ��A ���X���e ��g����f� g ���
���?�!A �������%r

• � ?���� ��������% � ��>��� ��?��g���e ������ ��X� ������@ ��g=
�����! ��������! � ���X�� ������%���� �Bw���e � �������� � ��%?� �  ���
���������� �����������% � �X�� ���@���� ����� kl)ne ��X� B!�@ ���?=
�� ��� ��X��� ��������� �������@e %��%��% �� X���� ����X�� �����!
�����X��!�{

• ������! ?����� ��������% ����� �>��@�% � ����g@f ������?���� ��=
���!" ���e � ��B�� klln ����!����% �������� ��������% ��������% ��% ���=
����� �����!e �����%g�� � ����������@��� ������?���� �����! � ���������
��������% �X ��% ������� �����!" M����� �?=?� ��������� ������?���� � ��=
���=�� ����� ��X� ���?��@�%e ��� X���� N����@�� �����%�� ������X���"
W��%�����@ ��?��������%  ��� ���B��! ��X�� ������?������@e ��� �� ��X���
>�� �������@e ��� ����� N����@�� �����%�� ��A�����% �� ������! ���X����
�����X������"
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