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�� q(ji) > LB/2, �� ��% ?�����% ji ���
�
�%
� ��?��X�!� ���=
���� ����
����� idle(ji) = r(ji)− time. ����
�%
� ������
 q(ji)− q(u) � idle(ji)"

K" ���� ������% �" C �!����
�!e �� �����������
� �� ����
���� ?�����
 u∗ = jie
����X�� τ(ji) := r(ji); time := τ(ji)+t(ji); �
�
A���� � �" l" ����
 ��B���%
� ?�����

ji � ��
�
�@"

$" ���� r(ji+1) < rup, �� ����X�� i := i+ 1, �
�
��
� � �" C"
Y" ���� �
 ��>�� ?�����
 u∗e �� �����������
� �� ����
���� ?�����
 ue ����X��

τ(u) := time; time := τ(u) + t(u).
l)" ���� k < ne �� k := k + 1e ?��
� �
�
A���� � �" l"
ll" ���
� ���������e ���������
 Sn ������
��"
��A���� ?���
��
 �
�
��� N������ Cmax(Sn) = max{τ(i) + t(i) + q(i) | i ∈ U}"
M��>
� ���B���������!� ��������e �����!� ������ ��� ���������% � �!B���
�

�? ��A ���>

"
E�CF���������G0 �2
����C .�"������H ��".�"���H 7I!r
l" <����� ���������
 SJR ���������� �ae �B�?����� ����� ���������%

Cmax(SJR)"
#" <����� ���������
 S ���������� \�ae �B�?����� ����� ���������% Cmax(S)"
&" W!B���
� ���������
 SA � �
�@>�� ?���
��
� �
�
��� N������r Cmax(SA) =

min{Cmax(S), Cmax(SJR)}"
�� =������
 �
����
���> ����������
� 
�
������� 9;<� ����������

�������� ������
����� ���������%" ����@ � ����g@f ��������� \�a ��
�
��������
���������
 S, ��% ��X���� ?�����% ji ���
�
�
�� ��
�% ������ �!����
��% ?���=
��% τ(ji)" o���
��
 �
�
��� N������ ����� Cmax(S)" ���������� �%� ���
�
�
���e
�����!
 B!�� ��
�
�! � kl#n ��% ����������e ������
��!A �� ������� �X
����� �
%��%fg�A�% ��X�!�� A�����
��������� ��� �?��
��� ���������% � ������%��"

?���������� �� E����J�"#�0 ��B���� ��?!��
��% ��B��� jc ����%e ���
Cmax(S) = τ(jc) + t(jc) + q(jc)" ���� ����A ��B�� �
����@��e �� �!B
�
� ����f
����ff � ���������� S"

?���������� �� E����J�"#�0 ����
�����
�@����@f � ���������� S ��?!��
��%
����
�����
�@����@ ��B�� J(S) = (ja, ja+1, . . . , jc) ����%e ��� jc p ������
���% ��B���
� � ���������� �
� ������% ����
�����e ������% � ���
��� ������ ��B��! ja ��
��������% ��B��! jc"

� %��&� �
"�
� 
!&�3�)��, 6�� 6��&��� ��4(!6��&����� ;/;�� �� ��� ���� 0 #(&



��B��� ja ��B� %��%
��% ����� �
���� � ����������e ��B� � ���������� �
�
� 


������� ����
���� ���������
�"

?���������� �� ��B��� ju � ������
���� ����
�����
�@����� ��?!��
��% ��K
���L����M�����0e 
��� q(ju) < q(jc) � q(ji) � q(jc) ��% i > u"

@����A����� [12]� �"2� �2H �"�N ��F�� #����J�"#�0 .�"2�������2���"�� ���K
��
 J�� r(ji) � r(ja) � q(ji) � q(jc), �� ��".�"���� �.��C�2����

W�
�
� ���
�
�
��
 ?��
�X����� ��B��!e ������% ��X
� ����
���@�% � �����=
����%A � ������%��"

?���������� �� ��B��� jv �? ������
���� ����
�����
�@����� B��
� ��?!���@
O����P����0e 
��� r(jv) < r(ja)"

���
�N
�
�������% ��B��� ��X
� B!�@ ?��
�X�����"
<N��������
� � ����X
� ��� �������� ���������%e ���������!
 ��������� ���=

�������e ������
��!A �� ������� �X
����� kl#n"
B���
 �� �"2� � #����J�"#�0 .�"2�������2���"�� �"�� �����L����M�����H

��F��� ju
 �� Cmax(S)−Cmax(Sopt) � t(ju)− idle
 
�� idle > 0 Q ��OC�P�G0 .��"��0
� ��".�"�����

� � � � ? � � 
 � @ � � � �" MB�?����� �Bg

 ��
�% �!����
��% ��B�� ������
����
����
�����
�@����� �
�
? T (J(S)) =

∑c
i=a t(ji)e �����

Cmax(S) = r(ja) + T (J(S)) + q(jc).

���� � ������
���� ����
�����
�@����� 
��@ ���
�N
�
�������% ��B��� jue ��  ��
����
�����
�@����@ ��X�� ��
�������@ ��� J(S) = (S1, ju, S2), ��
 S1 p ����
����=
�
�@����@ ��B�� �� ��B��! jue � S2 p ����
�����
�@����@ ��B�� ����
 ju"

�������e ��� � ���
�� ��
�
�� t1 = r(ja) + T (S1) �� ���� �? ��B�� ����
��=
���
�@����� S2 �
 ������ � �!����
��f" W�
�
� ��
��fg

 �B�?���
��
r rmin(S2) =
min{r(ji)|ji ∈ S2}" ����� �!����
�� t1 < rmin(S2)"

��% �������@���� ���������% �
���

Cmax(Sopt) � rmin(S2) + T (S2) + q(jc),

������

Cmax(S)− Cmax(Sopt) � r(ja) + T (J(S)) + q(jc)− rmin(S2)− T (S2)− q(jc) =

= r(ja) + T (S1) + t(ju)− rmin(S2) = t(ju)− idle,

��
 idle = rmin(S2)− t1 p �������@�!� ������� ����
�����e 
��� ��
��� ���
�N
�
�=
������� ��B��! ��������@ � ���������
 ��B��� �? ����
�����
�@����� S2" �

i�� �
��� �����%
� �������� ���������% �X
�����e ����?����
 � kl#ne � ����?!=
��
�e ���e �B��� ���
�N
�
�������f ��B���e ��X�� �������@ �!���!> �
 B��@>
e
�
� t(ju) p idle"

B���
 �� �"2� � #����J�"#�0 .�"2�������2���"�� ��� O����P���GN ��F��

�� Cmax(S)− Cmax(Sopt) � q(jc)�

�
��� �N������������ � ����?��� ������� kl#ne ��% �����������
���� �������=
�� �
�BA����� ��>@ ��B����@ �����
��
 �B ���������� ?��
�X���!A ��B��"

����@ � ����g@f ��������� \�a ������
�� ���������
 S, ?���
��
 �
�
���
N������ ��% �������� ����� Cmax(S), ������
���% ����
�����
�@����@ � �������=
��� J(S) = (ja, ja+1, . . . , jc)" � � ����>@f ��������� �a ������
�� ���������
 SJRe
� ������� ������
���% ����
�����
�@����@ J(SJR) = (za, za+1, . . . , zc)"

#(( � %��&� �
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B���
 �� 41"�� � #����J�"#�0 .�"2�������2���"�� J(S) = (S1, ju, S2) �"��
�����L����M�����H ��F��� ju� �"2� � �.��C�2���C ��".�"���� ��F��� ju �G.�2K
�H��"H .�"2� .�"2�������2���"�� S2, �� ����� Cmax(S)/Cmax(Sopt) � 3/2�

� � � � ? � � 
 � @ � � � �" ���� � �������@��� ���������� ��B��� ju �!����%
��%
����
 ����
�����
�@����� S2, �� �
��� Cmax(Sopt) � rmin(S2) + T (S2) + t(ju) + q(ju).

�����

Cmax(S)− Cmax(Sopt) � r(ja) + T (J(S)) + q(jc)− rmin(S2)− T (S2)− t(ju)− q(ju) =

= idle + q(jc)− q(ju).

W!B
�
� ��B��� v ∈ S2 ����fe ��� r(v) = rmin(S2)"
����� �
���e ��� ��B� idle = idle(v) = rmin(S2) − r(ja) − T (S1) > q(v) − q(ju) �

q(jc)− q(ju), ��B� q(c) � q(v) < LB/2. �
B���
 �� 41"�� � #����J�"#�0 .�"2�������2���"�� J(SJR) = (F1, ju, F2) �"��

�����L����M�����H ��F��� ju� R�
�� �"2� � �.��C�2���C ��".�"���� ��F��� ju �GK
.�2�H��"H �� .�"2�������2���"�� F2
 �� ����� Cmax(SJR)/Cmax(Sopt) � 3/2�

� � � � ? � � 
 � @ � � � �" ���� t(ju) � Cmax(Sopt)/2e �� ���
�X�
��
 �
��!
�
���" ����@ t(ju) > Cmax(Sopt)/2. ���� � �������@��� ���������� ju �!����%
��%
�� ��
A ��B�� ����
�����
�@����� F2e ��

Cmax(Sopt) � r(za) + t(ju) + T (F2) + q(zc).

����� Cmax(SJR)− Cmax(Sopt) � T (F1) < LB/2" �
C�����
� � .�C�S�� �2
����C� "�����"H ��".�"���� SA
 �2H #�����
�

Cmax(SA)/Cmax (Sopt) � 3/2� �GJ�"2���2���H "2�P��"�� �2
����C� O(n logn)�
� � � � ? � � 
 � @ � � � �" ����@ � ����g@f ��������� \�a ������
�� ���������
 Se

?���
��
 �
�
��� N������ �������� ����� Cmax(S)e ������
���% ����
�����
�@����@
J(S) = (ja, ja+1, . . . , jc){ � ����g@f ��������� �a p ���������
 SJRe ������
���%
����
�����
�@����@ J(SJR) = (za, za+1, . . . , zc)"

���������� ��
��fg�
 �������!"
l" W ����� �? ������
��!A ������
���A ����
�����
�@����
� �
� ���
�N
�
�=

�����!A � ?��
�X���!A ��B��" o�
�@ �����
�����fg�� �������� �������� �������@=
��
 ���������
"

#" W ��X��� ������
���� ����
�����
�@����� ��>���@ ���
�N
�
�������% ��=
B��� ju" ��
B�
��% ��������
�@ ������e � �������  �� ���� � �� X
 B��@>�% ��B���
����%e ��� t(ju) > Cmax(Sopt)/2.

&" W ������
���� ����
�����
�@����� J(SJR) = (za, za+1, . . . , zc) 
��@ ���
�N
=
�
�������% ��B���e � � J(S) = (ja, ja+1, . . . , jc) p ?��
�X���!
 ��B��!"

��?B
�
� �������! # � &" W �������
 # ����� ���������% SJR ����� Cmax(SJR) =
r(za) + T (J(SJR)) + q(zc).

���� t(ju) � Cmax(Sopt)/2e �� �� �
��
 l ���
�X�
��
 �
��
�! �!����
��"
����@ ���

 t(ju) > Cmax(Sopt)/2" ���� ��
�% �������� ������
���� ��B��! zc �

��
���A���� Cmax(Sopt)/2e �� �� �
��
 # ���
�X�
��
 �
��
�! �!����
��" ����@
q(zc) > Cmax(Sopt)/2"

W ���� ����?���!A �
�� & � ( ���������� ��������
�@ ������e � ������� � ��=
�����@��� ���������� ��B��� ju ���X�� ���%�@ ����
 ��
A ��B�� ����
�����
�@���=
�� F2 � �� ��B�� ����
�����
�@����� S2. i�� ��X
� B!�@ ���@��e 
��� rmin(S2) >
r(zc) + t(zc)"

���������� ���������
 Se ������
���
 ���������� \�ae 
�� ����� �����
Cmax(S) = r(ja) + T (J(S)) + q(jc).

� %��&� �
"�
� 
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����X
�e ��� 
��� ��B��� ju ����� � S �� ��
A ��B�� ����
�����
�@����� F2, ��
��
��� �������� ��������� \�a ����� &'#" ����@ ��B��� ju ����� � S �� ��
A ��B��
����
�����
�@����� F2.

��� ��� t(ju) > Cmax(Sopt)/2e � q(j) > Cmax(Sopt)/2 ��% j ∈ F2 � r(j) <
Cmax(Sopt)/2, �� ��
 ��B��! ����
�����
�@����� F2 %��%f��% ���������fg��� ��%
ju � ���X�! �A����@ � ����
�����
�@����@ S2 ������
���� ����
�����
�@����� J(S)"
W ���������� S ��B��� ju ��X
� ���%�@ �� ��
A ��B�� ����
�����
�@����� F2e ���@��

��� ���
�����@�!� ������� idle(u∗) �
�
� ���������fg
� ��B���� u∗ �
��� � �
���
�
���
����� q(u∗)− q(ju) < idle(u∗)"

W!B
�
� ��B��� v ∈ S2 ����fe ��� r(v) = rmin(S2) = rmin(F2)" ����� �
���e ���
idle = idle(v) = rmin(F2)− r(ja)− T (F1) > q(v)− q(ju)" ����� �� �
��
 l

Cmax(S)− Cmax(Sopt) � t(ju)− idle.

����X
�e ��� �  ��� �����
 ��������������% ��
��� �������� ��������� \�a �����
&'#" ��
�����X�� ��������
e ���

Cmax(Sopt)/2 < Cmax(S)− Cmax(Sopt) � t(ju)− idle,

�����
Cmax(Sopt)/2 < t(ju)− idle.

<�
�����
�@��e q(v)− q(ju) + Cmax(Sopt)/2 < t(ju)e ������

Cmax(Sopt) < t(ju) + q(ju) < LB.

�������� ��������
��
e ��
�����
�@��e 
��� �������� \�a �������� ��B��� ju �� F2e
�� ��
��� �������� ��������� ����� &'#"

���� �������� \�a �������� ��B��� ju ����
 ����
�����
�@����� F2e �� ��?��X=
�! ��� �����%"

4���G0 "21J�0r � ���������� S �
� ������
� ����
 �!����
��% ��B��! zc � ��
����� ������
���� ����
�����
�@����� ��B��! jce ����� � �������@��� ����������
��B��� ju �!����%
��% �
X�� ja � jc"

���� � �������@��� ���������� ��B��� ju �!����%
��% �
X�� ��B����� ja � jc,
�����

Cmax(Sopt) � r(ja) + t(ju) + T (S2) + q(jc).

����� �B��?��e

Cmax(S)− Cmax(Sopt) � r(ja) + T (S1) + t(ju) + T (S2) + q(jc)−

− r(ja)− t(ju)− T (S2)− q(jc) = T (S1) � LB/2.

W  ��� �����
 �������� \�a �������� ���������
 � ��
���� &'#"
�����0 "21J�0r r(ja) > max{τ(zc) + t(zc), rmin(F2) + T (F2)}" �� ��������� ����=

����� \�a ����
���� ���������
� �� ���
��� ��
�
�� r(ja) � q(ja) > LB/2.
����� � �������@��� ���������� ��B��� ju ��X
� �!����%�@�% �
X�� ��B�����

ja � jc ��� �� ��B��! ja.
M������@ ��������
�@ ������e ����� � �������@��� ���������� ju �!����%
��%

����
 ��B��! zc � �� ��B��! ja. ����� Cmax(Sopt) � rmin(F2) + T (F2) + t(ju) + t(ja) +
q(ja).

#(C � %��&� �
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<�
�����
�@��e

Cmax(SJR)− Cmax(Sopt) � r(za) + T (J(SJR)) + q(zc)−

− rmin(F2)− T (F2)− t(ju)− t(ja)− q(ja) =

= r(za) + T (F1) + q(zc)− rmin(F2)− t(ja)− q(ja) <

< q(zc)− q(ja) < LB/2.

i�� �
���e ��� ��� q(zc) < LB � q(ja) > LB/2" W  ��� �����
 �������� |���

�������� ���������
 � ��
����e ������ &'#"

W �������
 &e 
��� � ������
���� ����
�����
�@����� J(S) �
� ���
�N
�
�=
������� ��B��!e �� q(ji) � q(jc) ��% ��
A ��B�� �? ������
���� ����
�����
�@�����
ji ∈ J(S)" �� � ������
���� ����
�����
�@����� 
��@ ��B��!e �����!
 ��X�� �����@
���@>
 �
���� ��B��! ja" ����@ r(J(S)) = min{r(ji) | ji ∈ J(S)}.

�����
Cmax(Sopt) � r(J(S)) + T (J(S)) + q(jc),

Cmax(S)− Cmax(Sopt) � r(ja) + T (J(S)) + q(jc)− r(J(S)) − T (J(S))− q(jc) =

= r(ja)− r(J(S)) < LB/2.

�� ��������� ��������� r(ja) < LB/2"
t�������������% ��
��� �������� ����?���"
���������� �����
�����@ ��������� ������
��% ���������%" �������� ������

��
 �
�
��������r ���� p ���������� �ae �!������
�@��% ���X����@ ��������
O(n log n)e �����f p ���������� \�a" ����X
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