
Санкт–Петербургский государственный университет

Моисеева Вероника Денисовна

Выпускная квалификационная работа

Анализ мультивирусной эпидемической модели с учетом
распространения информации

Уровень образования: бакалавриат
Направление 02.03.02 «Фундаментальная информатика

и информационные технологии»
Основная образовательная программа СВ.5003.2017
«Программирование и информационные технологии»

Научный руководитель:
доцент, кафедра математической теории игр

и статистических решений,
к.ф.-м.н. Губар Елена Алексеевна

Рецензент:
научный сотрудник кафедры управления

медико-биологическими системами,
к.ф.-м.н. Житкова Екатерина Михайловна

Санкт-Петербург
2021 г.



Содержание

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Обзор литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Цели и задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Глава 1. Методы вычисления базового репродуктивного числа . . 7
1.1. Метод матрицы следующего поколения . . . . . . . . . . . . 7
1.2. Другие подходы вычисления базового репродуктивного числа 8

1.2.1 Оператор следующего поколения . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.2 R0 в периодической среде . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.3 Метод функции выживания для вычисления R0 . . . . . 9

Глава 2. Анализ различных эпидемических моделей . . . . . . . . . 10
2.1. Вычисление R0 для модели SEIR . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.1.1 Численный эксперимент . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2. Вычисление R0 для модели SI1I2R . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2.1 Численный эксперимент . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3. Вычисление R0 для модели SWIRS . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3.1 Численный эксперимент . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Глава 3. Анализ некоторых реальных инфекций . . . . . . . . . . . 24
3.1. Эпидемия гриппа в британской школе в 1978 году . . . . . . 24
3.2. Анализ коронавирусной инфекции . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3. Модель распространениядвухштаммовкоронавируса: SARS-

CoV-2 и B.1.1.7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Глава 4. Выводы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2



Введение

В настоящее время эпидемические модели могут быть использованы в
качестве инструмента для описания многих окружающих нас процессов. К
ним относятся распространение биологических вирусов в популяциях людей
или животных, распространение информации в социальных сетях, распро-
странение вредоносных программ в компьютерных сетях.

В современноммире благодаряматематическомумоделированию суще-
ствует возможность анализировать процесс распространения вирусов и делать
краткосрочные прогнозы в зависимости от наложения дополнительных усло-
вий. Такими условиями являются введение карантинной группы, снижение
контактов между людьми, применение вакцин – все меры, направленные на
исчезновение или замедление процесса распространения инфекции.

Изучаемая тема является актуальной на сегодняшний день в связи с
продолжением распространения коронавирусной инфекции, вызывающей му-
тацию ее вирусов. В дипломной работе в качестве области применения эпи-
демических моделей рассматривается распространение инфекций, передаю-
щихся воздушно-капельным путем (грипп, коронавирус и другие респиратор-
ные заболевания).

В качестве базовой модели, описывающей процесс распространения
эпидемического процесса, используется модель susceptible-infected-recovered
(SIR) [1], в которой S – это доля восприимчивых, они не являются инфи-
цированными, но с некоторой вероятностью могут стать ими при контакте
с инфицированным агентом, I – это доля инфицированных – тех, кто за-
разился и в настоящий момент может распространять вирус дальше среди
восприимчивых, R – доля агентов, получивших иммунитет после болезни.
Предполагается, что такие люди временно не участвуют в передаче вируса в
популяции. Также существует расширеннаямодельSIRS, в которой выздоро-
вевшие агенты с некоторой вероятностью могут снова стать восприимчивыми
к этому же вирусу.

В данной работе рассматриваются различные модификации модели
SIR с добавлением новых групп. Такой тип эпидемических моделей поз-
воляет легко описывать инфекционные заболевания. Популяция делится на
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группы в зависимости от состояний, в которых находятся агенты. Например,
некоторые заболевания имеют длинный период латентности вируса (т. е. чело-
век уже может являться инфицированным в течение некоторого промежутка
времени, но у него еще нет симптомов, и он пока не способен распространять
инфекцию дальше). В таком случае для моделирования эпидемического про-
цесса вводится дополнительная группа, состоящая из тех, кто не имеет рас-
познаваемых симптомов (E – exposed). Можно также рассмотреть случаи, ко-
гда в популяции циркулируют несколько видов вирусов, например, несколько
модификаций вирусов гриппа, SARS-COV-2 и других респираторных инфек-
ций. Такая ситуация возникает регулярно в течении эпидемического сезона.
В данном случае для описания процесса добавляются еще несколько инфи-
цированных состояний, каждое из которых соответствует доли зараженных
этим вирусом. Частный случай такой модели – модель SI1I2R с двумя типами
вирусов. Подробнее она будет рассмотрена в разделе 2.2.

Одним из важнейших показателей распространения эпидемии является
базовое репродуктивное число, обозначаемое R0, им называется коэффици-
ент, отражающий среднее количество агентов, которые могут быть зараже-
ны одним инфицированным агентом в популяции, не имеющей иммунитета
[2]. Если R0 > 1, то эпидемический процесс развивается, т. е. количество
заболевших растет быстрее, чем процесс выздоровления, если R0 < 1, то
распространение вирусов идет на спад.

Значение коэффициента R0 зависит от длительности инфекционного
периода, вероятности инфицирования при контакте восприимчивого агента с
инфицированным и частоты контактов.

Обзор литературы

В рамках исследования было проанализировано несколько статей на те-
му базового репродуктивного числа. В статье канадского математика P. van
den Driessche на примере простой SIR модели дано определение числа R0, и
уделено большое внимание одному из способов его вычисления – методу мат-
рицы следующего поколения, который будет также описан в данной работе
позже. Помимо SIR модели с помощью этого метода в статье были выведе-
ны формулы для расчета базового репродуктивного числа некоторых других
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эпидемических моделей: модели западного вируса Нила, холеры, модели пе-
редачи сибирской язвы и вируса Зика. Кроме этого сделан краткий обзор на
другие методы вычисления R0 и их особенности.

Метод матрицы следующего поколения был также описан в статьях J.
H. Jones [3] и O. Diekmann [4] как основной метод вычисления R0.

В статье [5] дается описание эпидемической модели susceptible-warned-
infected-recovered-susceptible (SWIRS), в которой рассматривается распро-
странение компьютерных вирусов по узлам компьютерной сети.По сравнению
с классической моделью здесь добавляется группа W , в которой находятся
предупрежденные узлы, они проинформированы о распространении вируса
и готовы применять специальные средства защиты. В дипломном проекте
эта модель использовалась с точки зрения распространения биологических
вирусов в популяции людей.

Большой пласт специализированной работы также посвящен изучению
и анализу эпидемических моделей в различных средах [6], [7], [8], [9], [20].

Также было уделено внимание публикациям на тему базового репродук-
тивного числа для коронавирусной инфекции. В начале эпидемии (в период
с 1-го января 2020 года по 7-е февраля 2020 года) было опубликовано 12
исследований, в которых оценивалось R0 для COVID-19. Значения варьиро-
вались от 1,4 до 6,49 при среднем значении 3,28 [10]. При этом в центре ВОЗ
по эпидемиологии и контролю инфекционных заболеваний при Университете
Гонконга при анализе эпидемической модели было обнаружено репродуктив-
ное числоR0 около 2,68 (с 95%-ым достоверным интервалом 2,47 – 2,86) [11].
На данный момент базовое репродуктивное число у коронавируса чуть более
двух, оно меняется в зависимости от поведения людей и того, какие меры они
предпринимают для защиты от инфекции (это касается и восприимчивых, и
инфицированных).

Цели и задачи

Цельюданной работыявляется вычисление и анализ базового репродук-
тивного числаR0 для трех эпидемических моделей SEIR, SI1I2R и SWIRS

в зависимости от числа контактов в день; вероятности инфицирования; му-
тации одного вируса в другой (последнее для моделей с несколькими типами
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вирусов); влияние информации о распространении вируса на изменение чис-
ла контактов; а также использование полученных теоретических результатов
для анализа коффициента R0 на примере инфекций гриппа и коронавируса.

В рамках заявленной цели в данной выпускной квалификационной ра-
боте были поставлены следующие задачи:

• Изучение метода матрицы следующего поколения для вычисления ба-
зового репродуктивного числа;

• Получение формулы для вычисления базового репродуктивного числа
для моделей: SI1I2R, SEIR, SWIRS методом матрицы следующего
поколения;

• Проведение численных экспериментов в среде MATLAB для определе-
ния зависимости базового репродуктивного числа от числа контактов
в день; вероятности инфицирования; мутации одного вируса в другой
(последнее для моделей с несколькими типами вирусов);

• Оценка влиянияинформациинаповедение агентов длямоделиSWIRS;

• Исследование базового репродуктивного числа для эпидемических про-
цессов на примере инфекций гриппа и коронавируса;

• Анализ полученных результатов.
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Глава 1. Методы вычисления базового репродуктивного
числа

Базовым репродуктивным числомR0 называется ожидаемое количество
вторичных случаев заболевания, вызванное одним инфицированным агетом
в полностью восприимчивой популяции. В этой главе рассмотрены методы
вычисления коэффициента R0.

1.1 Метод матрицы следующего поколения

Наиболее популярный метод для вычисления R0, – метод матрицы сле-
дующего поколения [12] (NGM – next generation matrix). Он используется
для моделей распространения инфекционных заболеваний, в которых всех
агентов можно разделить на группы по состояниям, в которых они находятся.
Пусть xi, i = 1, 2, ...,m – число инфицированных агентов в i-ой инфицирован-
ной группе в момент времени t. За F̃i(x) обозначим поток инфицирования –
компоненту системы, отвечающую за появления новых инфекций в группе i,
а за Ṽi(x) – поток перемещений агентов между группой i и всеми другими
группами. Получаем

dxi
dt

= F̃i(x)− Ṽi(x). (1.1)

Пусть x0 – точка равновесия системы (1.1) в случае отсутствия инфициро-
ванных групп, т. е. ее правая часть равна нулю (обозначается как DFE –
disease–free equilibrium state) – это состояние системы, в котором все инфи-
цированные группы пусты. Определим матрицы

F =

[
∂F̃i(x0)

∂xj

]
, V =

[
∂Ṽi(x0)

∂xj

]
для 1 6 i, j 6 m. (1.2)

Матрица F соответствует появлению новых инфицированных агентов
в группах, V – переходу этих агентов в другие группы.

Матрицей следующего поколения называется матрица

G = FV −1. (1.3)
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В уравнении (1.3) (i, j)-элемент – это ожидаемое число вторичных ин-
фекций в группе i, произведенных инфицированным агентом, попавшим в
группу j. Наибольшее собственное число этой матрицы и есть искомое базо-
вое репродуктивное число R0.

1.2 Другие подходы вычисления базового репродуктивного чис-
ла

Метод матрицы следующего поколения является подходящим только
для моделей, в которых есть разделение агентов на несколько групп по состо-
яниям и описание переходов между ними. Но эпидемические модели также
могут быть построены и другими способами, с добавлением новых ключе-
вых характеристик. В этом случае для вычисления базового репродуктивного
числа необходимо использовать другие способы, краткое описание которых
представлено ниже.

1.2.1 Оператор следующего поколения

Метод вычисления базового репродуктивного числа, приведенный в
предыдущем разделе, предполагает, что популяция разделена на определен-
ные группы. Однако, если эти группы непрерывны, как, например, в возраст-
ной модели [13], то для вычисления R0 подойдет метод оператора следую-
щего поколения K: Kφ(x) =

∫
Ω

k(x, y)φ(y)dy, где k(x, y) – это ядро линей-

ного положительного оператора K, а Ω – подмножество Rn. Ядро K(x, y)

дает ожидаемое число новых случаев заболевания в состоянии x, вызванных
инфекционным индивидуумом в состоянии y в период его способности рас-
пространять инфекцию. Базовое репродуктивное число R0 определяется как
наибольшее собственное число оператора K. Подробнее об этом изложено в
[13].

1.2.2 R0 в периодической среде

Метод матрицы следующего поколения предполагает, что окружающая
среда постоянна, но в действительности параметры окружающей среды из-
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меняются, например, периодически меняется температура. Тогда модели ста-
новятся неавтономными динамическими системами. За последние двадцать
лет многие авторы распространили определение R0 на периодические среды,
например, это описано в [14].

1.2.3 Метод функции выживания для вычисления R0

Этот метод может быть использован для моделей, учитывающих тот
факт, что инфицируемость (вероятность передачи вируса от контакта) из-
меняется со временем после заражения, а не является постоянной в течение
всего инфекционного периода. Этот метод не ограничивается моделями, опи-
сываемыми ОДУ, подробнее он описан в [15].

На основе обзора имеющихся методов построения базового репродук-
тивного числа для изучаемых моделей SEIR, SI1I2R и SWIRS был выбран
метод матрицы следующего поколения, т. к. рассматриваемые модели явля-
ются достаточно простыми и замкнутыми, т. е. размер популяции остается
неизменным, и входящие в модель коэффициенты и параметры являются
постоянными величинами, а не функциональными зависимостями.
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Глава 2. Анализ различных эпидемических моделей

Во всех рассмотренных ниже моделях предполагается, что распростра-
нение вирусной инфекции происходит воздушно-капельным путем. В част-
ности, к таким заболеваниям относятся грипп, коронавирус и т. д.

2.1 Вычисление R0 для модели SEIR

Важное значение имеют модели, которые учитывают некоторые свой-
ства реальных эпидемических процессов. Одна из известных эпидемических
моделей, часто используемая в исследованиях – модель SEIR (susceptible-
exposed-infected-recovered). При многих инфекционных заболеваниях суще-
ствует «незащищенный период», также называемый латентным периодом. Он
наступает после передачи инфекции, но до того, как инфицированный агент
сможет распространять инфекцию дальше. В течение этого времени вирусы
уже проникают в организм, но в небольшом количестве, поэтому агент еще
не способен передавать их. Если этот период относительно длинный, то в
описание математической модели следует включить новую группу бессимп-
томных людей, которые являются носителями вируса, – группу E. В таком
случае получаем эпидемическую модель SEIR.

Общее количество агентов в популяции в течение всего процесса оста-
ется постоянным и равно nS +nE +nI +nR = N , где ni – количество агентов
в группе i в определенный момент времени t. Пусть S(t), E(t), I(t), R(t) –
доли восприимчивых, бессимптомных, инфицированных и иммунных соот-
ветственно:

S(t) =
nS(t)

N
,E(t) =

nE(t)

N
, I(t) =

nI(t)

N
,R(t) =

nR(t)

N
. (2.1)

Доли всех групп имеют значения от 0 до 1, и выполняется закон сохра-
нения:

S(t) + E(t) + I(t) +R(t) = 1. (2.2)

Схема фазовых переходов из состояния в состояние в модели SEIR
приведена на рис. 1.

Передача вируса от агента к агенту описывается параметром βSI , где
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Рис. 1: Схема фазовых переходов между состояниями модели SEIR

β – вероятность передачи заболевания, ее значения принадлежат отрезку
[0; 1]. Пусть γ =

1

T
> 0 – коэффициент выздоровления, где T – время проте-

кания инфекционного заболевания, оно является разным для каждого вируса.
Например, для гриппа T составляет 1 – 7 дней [16], для коронавируса 5 – 10
дней [17]. Среднее время нахождения агента в группе E равно τ , тогда k =

=
1

τ
> 0 – скорость перехода в инфицированное состояние из группы E, т. е.

скорость, с которой развиваются симптомы заболевания. Развитие эпидеми-
ческого процесса описывается следующими уравнениями:

dS

dt
= −βSI,

dE

dt
= βSI − kE,

dI

dt
= kE − γI,

dR

dt
= γI.

(2.3)

Начальные условия системы: S(0) = S0, E(0) > 0, I(0) > 0,
E(0) << S(0), I(0) << S(0), R(0) = 0.

Далее найдем базовое репродуктивное число R0 для данной модели
методомNGM. Группы с инфицированными агентами –E и I . В соответствии
с формулами (1.2), матрицы F и V имеют вид

F =

[
0 βS0

0 0

]
, (2.4)
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V =

[
k 0

−k γ

]
. (2.5)

Тогда

G = FV −1 =

βS0

γ

βS0

γ
0 0

 . (2.6)

Эта матрица имеет два собственных числа, наибольшее из них – R0.

R0 =
βS0

γ
. (2.7)

Здесь βS0 – начальная вероятность передачи инфекции,
1

γ
– среднее

время нахождния агента в инфицированном состоянии.

2.1.1 Численный эксперимент

Для модели SEIR исследуем зависимость базового репродуктивного
числа R0 от параметра β, являющегося вероятностью передачи вируса при
контакте восприимчивого агента с инфицированным (чем больше β, тем выше
вероятность заразиться).

Для эксперимента взяты следующие параметры:

• k = 0, 083 – скорость перехода в инфицированное состояние;

• γ = 0, 03 – коэффициент выздоровления;

• Начальные условия: S0 = 0, 95, E0 = 0, I0 = 0, 05, R0 = 0;

• Размер популяции – 100 человек;

• Вероятность передачи вируса при контакте β варьируется в диапазоне
[0, 02; 0, 08].

С помощью формулы (2.7) были найдены численные значения R0. В
таблице 1 продемонстрированы зависимости базового репродуктивного числа
R0 от вероятности передачи вируса β.
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β R0

0,02 0,633
0,04 1,267
0,06 1,9
0,08 2,53

Таблица 1: Значения R0 для SEIR

График на рис. 2 иллюстрирует изменение системы с вышенаписанными
параметрами и начальными размерами долей на отрезке [0; 50] при β = 0, 06.

Рис. 2: Модель SEIR

2.2 Вычисление R0 для модели SI1I2R

В данном разделе исследуется эпидемическая модель SI1I2R, пред-
ставленная в [18], где в отличие от классической модели SIR, вводятся в
рассмотрение два типа вирусов, которые могут одновременно циркулировать
в популяции. Соответственно, в модели существуют две инфицированные
группы – I1 и I2.

Аналогично предыдущему случаю общее количество агентов в популя-
ции в течение всего процесса остается постоянным и равно nS + nI1 + nI2 +
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+ nR = N , где ni – количество агентов в группе i в определенный момент
времени t, а за S(t), I1(t), I2(t), R(t) обозначены доли восприимчивых, инфи-
цированных двумя типами вирусов и имунных соответственно. Для данного
случая также справедливы формулы (2.1) и (2.2).

Обозначим через V1 и V2 два вируса, циркулирующие в популяции. В
результате воздействия этих вирусов на популяцию, группа инфицирован-
ных будет разделена на две отдельные подгруппы: I1 и I2, которые заражены
вирусами V1 и V2 соответственно. На схеме фазовых переходов (рис. 3) пред-
ставлена иерархия эпидемической системы, где в прямоугольнике отображен
тот факт, что на популяцию влияют два вируса.

Рис. 3: Схема фазовых переходов между состояниями модели SI1I2R

Система уравнений имеет следующий вид:

dS

dt
= −β1SI1 − β2SI2,

dI1

dt
= (β1S − σ1)I1,

dI2

dt
= (β2S − σ2)I2,

dR

dt
= σ1I1 + σ2I2.

(2.8)

Параметры модели:

• β1 и β2 – вероятности передачи вирусов V1 и V2 при контакте восприим-
чивого агента и инфицированного;

• σ1 и σ2 – коэффициенты выздоровления агентов из групп I1 и I2;
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Перейдем к вычислению базового репродуктивного числа. Для вычис-
ления R0 выделим инфицированные группы – это I1 и I2.

Найдём матрицу следующего поколения G через две дополнительные
матрицы: F , отвечающей возникновению новых инфекций, и V , отвечающей
перемещению инфекции по группам, согласно формулам (1.2 – 1.3):

F =

[
β1S 0

0 β2S

]
, (2.9)

V =

[
σ1 0

0 σ2

]
. (2.10)

Тогда матрица следующего поколения G выглядит так:

G =

β1S

σ1
0

0
β2S

σ2

 . (2.11)

Найдем характеристический полином матрицы G. Его наибольший ко-
рень является значением базового репродуктивного числа R0.∣∣∣∣∣∣∣

β1S

σ1
− λ 0

0
β2S

σ2
− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

(
β1S

σ1
− λ
)(

β2S

σ2
− λ
)

= 0,

β1β2S
2

σ1σ2
− λ

(
β1S

σ1
+
β2S

σ2

)
+ λ2 = 0,

D =

(
β1S

σ1
+
β2S

σ2

)2

− 4
β1β2S

2

σ1σ2
,

Тогда

R0 = λmax =

(
β1S

σ1
+
β2S

σ2

)
+
√
D

2
. (2.12)
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2.2.1 Численный эксперимент

В данном разделе для модели SI1I2R найдем зависимость базового
репродуктивного числаR0 от числа контактов в день между агентамиm. Чем
больше взаимодействий, тем больше вероятность контакта восприимчивого с
инфицированным. Чтобы посмотреть на данную зависимость численно, был
проведен эксперимент.

Взяты следующие модельные данные:

• α1 = 0, 015 и α2 = 0, 02 – вероятности передачи инфекции через один
контакт;

• βS1 = α1m и βS2 = α2m – вероятности передачи инфекции в зависимости
от среднего числа контактов в деньm;

• σi =
1

Ti
, i = 1, 2 – коэффициенты выздоровления, где T – продолжи-

тельность болезни, спровоцированной конкретным вирусом;

• T1 = 14, T2 = 10, тогда σ1 =
1

14
и σ2 =

1

10
;

• Начальные условия: S0 = 0, 95, I0
1 = 0, 03, I0

2 = 0, 02, R0 = 0;

• Размер популяции – 100 человек.

Для данных параметров и начальных условий был построен график, от-
ражающий изменение системы с течением времени. График на рис. 4 иллю-
стрирует изменение системы на отрезке [0; 50] со средним числом контактов
m = 4.

Используя формулу (2.12), были получены численные значения базово-
го репродуктивного числа. В таблице 2 приведены зависимостиR0 от среднего
числа контактов в день (m).
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Рис. 4: Модель SI1I2R

m R0

3 0,598
7 1,396
10 1,995
15 2,993

Таблица 2: Значения R0 для SI1I2R

2.3 Вычисление R0 для модели SWIRS

В работе [5] представлена двухуровневая модификация эпидемической
модели (SWIRS), где на первом уровне иерархии рассматривается процесс
физического распространения вирусов, а на втором уровне иерархии – про-
цесс распространения информации о вреде, наносимом вирусами, и возмож-
ных защитных мерах. В SWIRS модели рассматриваются следующие груп-
пы: S (susceptible) – восприимчивые к инфекции, W (warned) – получившие
информацию о возможном распространении вирусов и готовые использовать
специальные средства защиты (предполагается, что если агенты проинфор-
мированы, то они будут их использовать), I1 и I2 (infected) – инфицированные
различными типами вирусов V1 и V2 [19], R (recovered) – получившие имму-
нитет, после того как перенесли данное заболевание.
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Эпидемический процесс моделируется системой нелинейных диффе-
ренциальных уравнений. Общее количество агентов в популяции в течение
всего процесса остается постоянным и равно nS + nW + nV1 + nV2 + nR = N ,
гдеni – количество людей в группе i в определенныймомент времени. Обозна-
чим доли восприимчивых, предупрежденных, инфицированных и иммунных
следующим образом:

S(t) =
nS(t)

N
,W (t) =

nW (t)

N
, I1(t) =

nV1(t)

N
, I2(t) =

nV2(t)

N
,R(t) =

nR(t)

N
.

Эти величины имеют значения от 0 до 1, и выполняется закон сохране-
ния: S(t) +W (t) + I1(t) + I2(t) +R(t) = 1.

В начале эпидемии, в момент времени t = 0, большинство агентов
находится в восприимчивом состоянии, и небольшая часть заражена двумя
типами вирусов. Следовательно, начальные состояния равны: 0 < S(0) =

= S0; 0 < W (0) = W 0; 0 < I1(0) = I0
1 ; 0 < I2(0) = I0

2 ;R(0) = R0 = 1− S0 −
−W 0 − I0

1 − I0
2 .

Рис. 5: Схема перемещения между состояниями в модели SWIRS

Система, описывающая иерархический эпидемический процесс, выгля-
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дит следующим образом:

dS

dt
= −kWS − βS1 SI1 − βS2 SI2 + γR,

dW

dt
= kWS − βW1 WI1 − βW2 WI2 − σ3W,

dI1

dt
= βS1 SI1 + βW1 WI1 − εI1I2 − σ1I1,

dI2

dt
= βS2 SI2 + βW2 WI2 + εI1I2 − σ2I2,

dR

dt
= σ1I1 + σ2I2 + σ3W − γR.

(2.13)

В данной модели коэффициенты имеют следующий смысл:

• βS1 и βS2 – вероятности передачи вируса восприимчивым агентам при
контакте с инфицированными. βS1 = α1m, βS2 = α2m, где αi – веро-
ятность передачи инфекции за один контакт, m – среднее количество
контактов в день [20];

• βW1 и βW2 – вероятности передачи вируса предупрежденным агентам при
контакте с инфицированными.βS1 = ξ1m,β

S
2 = ξ2m, где ξi – вероятность

передачи инфекции за один контакт,m – среднее количество контактов
в день;

• σ1 и σ2 – коэффициенты выздровления инфицированных агентов. σi =

=
1

Ti
, i = 1, 2, где Ti – продолжительность болезни, спровоцированной

конкретным вирусом;

• ε – вероятность перехода агентов из группы, инфицированной вирусом
V1, в группу, инфицированную вирусом V2;

• γ – верояность перехода в восприимчивое состояние из иммунного;

• k – вероятность получения информации о вирусе.

Все параметры могут принимать значения на отрезке [0; 1].
Для модели SWIRS также был проведен численный эксперимент и по-

строен график системы, показывающий ее изменение на итервале [0; 50]. Раз-
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мер популяции принятN = 100. За начальные условия взяты:S0 = 0, 8;W 0 =

= 0, 15; I0
1 = 0, 04; I0

2 = 0, 01;R0 = 0.

Графику на рис. 6 соответствуют модельные параметры: βS1 = 0, 04;
βS2 = 0, 02; βW1 = 0, 015; βW2 = 0, 012; σ1 = 0, 1; σ2 = 0, 095; ε = 0, 005;
γ = 0, 04; k = 0, 04.

В результате численного эксперимента получено, что при данных па-
раметрах эпидемический процесс не угасает, и наблюдается равенство доли
иммунных и доли инфицированных вирусом второго типа (см. рис. 6).

Рис. 6: Модель SWIRS (γ = 0, 04, ε = 0, 005)

Рис. 7: Модель SWIRS, γ = 0, ε = 0, 005
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Рис. 8: Модель SWIRS, γ = 0, ε = 0, 05

На рис. 7 и рис. 8 проведено численное моделирование с теми же значе-
ниями параметров, но при этом γ = 0, т. е. предполагается, что агенты имеют
пожизненный иммунитет после выздоровления. Также на рис. 8 ε = 0, 05, –
его значение увеличено по сравнению с предыдущими экспериментами. Ко-
эффициент ε показывает вероятность перехода из группы I1 в группу I2, т. е.
агенты, переболевшие одним типом вируса, могут переболеть и другим.

Анализируя эти графики,можнооценить влияние вероятностиперехода
в восприимчивое состояние γ на протекание эпидемического процесса. В
случае, когда γ = 0, длительность эпидемии значительно снизилась, и на
50-й день все агенты в популяции стали иммунными. Небольшое изменение
ε тоже заметно отразилось на поведении эпидемического процесса – при
большем значении параметра почти сразу начал доминировать вирус второго
типа, т. е. доля заболевших вирусом V2 увеличилась.

Перейдем к вычислению базового репродуктивного числа для моде-
ли SWIRS, используя метод матрицы следующего поколения. Необходимо
определить состояние системы, в котором все инфицированные группы пусты
(DFE): (S0, 0, 0, 0, R0).

Далее, используя формулу (1.2), найдем матрицы F и V

F =

[
βS1 S + βW1 kS 0

0 βS2 S + βW2 kS

]
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и

V =

[
σ1 ε

−ε σ2

]
.

Тогда матрица следующего поколения имеет вид

G = FV −1 =


(βS1 S + βW1 kS)σ2

w

−ε2(βS1 S + βW1 kS)

w

ε2(βS2 S + βW2 kS)

w

(βS2 S + βW2 kS)σ1

w

 , (2.14)

где w = −ε2 − σ2σ1.
Наибольшее собственное число этой матрицы – это искомое базовое

репродуктивное число.

R0 =

(
(βS1 S + βW1 kS)σ2

w
+

(βS2 S + βW2 kS)σ1

w

)
+
√
D

2
, (2.15)

гдеD – дискриминант квадратного уравнения, полученного в расчетах:

D =

(
(βS1 S + βW1 kS)σ2

w
+

(βS2 S + βW2 kS)σ1

w

)2

−

−4
(βS1 S + βW1 kS)(βS2 S + βW2 kS)(σ1σ2 + ε2)

w2
.

2.3.1 Численный эксперимент

Выясним зависимость базового репродуктивного числаR0 от числа кон-
тактов в день m для модели SWIRS. В данном эксперименте используются
модельные данные. Продолжительности болезни взяты T1 = 14 и T2 = 10;
тогда σ1 =

1

14
и σ2 =

1

10
. Коэффициент перехода первого вируса во второй

зададим ε = 0, 003.
Вероятности передачи вируса восприимчивым и информированным в

зависимости от типа вируса в нашей модели имеют следующие значения:
α1 = 0, 005, α2 = 0, 025 и ξ1 = 0, 001, ξ2 = 0, 01.

22



Подставив значения коэффициентов в формулу (2.15) и проведя необ-
ходимые расчеты в среде MATLAB, получаем зависимость R0 от числа кон-
тактов, которая приведена в таблице 3. Полученные значения для R0 пока-
зывают, что чем меньше агенты контактируют друг с другом, тем медленнее
распространяется инфекция. Эксперимент показал, что при заданных пара-
метрах эпидемия пойдет на спад, если число контактов меньше пяти. При
m = 5 R0 уже равно 1,0981.

m R0

3 0,6589
5 1,0981
7 1,5374
10 2,1962
15 3,2943

Таблица 3: Зависимость R0 от числа контактов

ε R0

0,001 0,6599
0,004 0,658
0,007 0,6539
0,01 0,6475

Таблица 4: Зависимость R0 от ε

В таблице 4 показана зависимостьR0 от коэффициента ε – вероятности
перехода людей из группы, инфицированной первым типом вируса, в группу,
инфицированную вторым. Инфекционный период второго вируса меньше,
поэтому с увеличением ε базовое репродуктивное число R0 уменьшается. В
расчетах, представленных в таблице, число контактовm = 4, но эксперимент
показал, что данная тенденция справедлива и для другого числа контактов.

Модель SWIRS позволяет учитывать влияние информации о вреде,
наносимом вирусами в популяции. Например, в качестве распространяемой
информации можно использовать информацию о профилактических мерах, а
также информацию о допустимом количестве контактов для каждого агента
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популяции, что позволит снизить уровень заболеваемости. Такую информа-
цию можно предоставлять на основе оценки базового репродуктивного числа
R0.

Глава 3. Анализ некоторых реальных инфекций

3.1 Эпидемия гриппа в британской школе в 1978 году

В данном разделе представлен и проанализирован случай эпидемии
гриппа, произошедшей в 1978 году в британской школе. [21]. Эпидемический
процесс длился 14 дней, он инициировался благодаря одному зараженному
мальчику. Ранее никто из детей не болел данным типом вируса, поэтому у
учащихся отсутствовал иммунитет к этому штамму гриппа. Данная ситуа-
ция является удобной для исследования, потому что распространение вируса
происходило в закрытой популяции.

Распространение данного вируса можно представить в виде эпидемиче-
ской модели SIR. Система уравнений имеет следующий вид:

dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − γI,

dR

dt
= γI,

(3.1)

где γ – коэффициент выздоровления, а β – коэффициент передачи вируса при
контакте.

Данные по заболеваемости продемонстрированы в таблице 5 [21].
Приближенные значения параметров: β = 0, 00218 и γ = 0, 4485 [22].

Имеются следующие начальные условия: S0 = 762, I0 = 1, R0 = 0.
Вычислим базовое репродуктивное число R0 для данного эпидемиче-

ского процесса:

R0 =
βS0

γ
. (3.2)

Подставив значения, имеем R0 = 3, 322.
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Время (дни) Количество инфицированных
1 3
2 6
3 25
4 73
5 222
6 294
7 258
8 237
9 191
10 125
11 60
12 27
13 11
14 4

Таблица 5: Развитие эпидемии гриппа в школе-интернате в 1978 году

Полученное базовое репродуктивное число означает, что в среднем
один инфицированный человек распространял инфекцию на три восприим-
чивых. Поэтому вспышка эпидемии была очень резкой, но и закончилась
относительно быстро.

3.2 Анализ коронавирусной инфекции

На основе эпидемической модели SEIR, которая задается системой
дифференциальных уравнений (2.3), были проведены вычисления базового
репродуктивного числа для коронавирусной инфекции. В данном случае рас-
сматривается популяция без учета рождения новых людей и смертности.

Взяты следующие значения параметров [23]:

• вероятность передачи вируса при единичном контакте α = 0, 02;

• вероятность передачи вируса β = αm, гдеm – среднее число контактов
в день между людьми (аналогично разделу 2.2);

• скорость перехода в инфицированное состояние k = 0, 667, т. к. соглас-
но медицинским исследованиям, период времени, в течение которого
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человек инфицирован, но не способен распространять инфекцию даль-
ше, составляет в среднем 1,5 дня;

• коэффициент выздоровления γ = 0, 0667 вычислен, опираясь на ис-
следования ВОЗ [24] (период протекания инфекции T составляет 15
дней).

Данные значения были взяты для Южной Кореи, потому что это одна
из стран, в которых проведено достаточно большое количество исследова-
ний коронавирусной эпидемии и значения параметров модели можно найти в
открытом доступе. Размер начальной доли восприимчивых был взят S0 = 0.9.

Используя формулу (2.7), найдено базовое репродуктивное число

R0 =
βS0

γ
. (3.3)

В таблице 6 представлена зависимость R0 от количества контактов m
для данного случая. Количество контактов варьировалось от 7 до 20.

m R0

7 1,8891
10 2,6987
15 4,048
20 5,3973

Таблица 6: Зависимость R0 от числа контактов для распространения коронавирусной ин-
фекции

Данные вычисления не затрагивают всех факторов распространения ко-
ронавируса, поэтому для применения в реальных случаях необходимо прово-
дить корректировку. Однако часть исследований [10] подтверждают получен-
ную тенденцию – каждый инфицированный распространяет вирус примерно
на 2-5 восприимчивых.

Также со временем вирус может начать мутировать, и данный аспект
учтен в более сложной эпидемической модели в разделе 3.3.
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3.3 Модельраспространениядвухштаммовкоронавируса: SARS-
CoV-2 и B.1.1.7

За последние несколько месяцев появились данные о мутации коро-
навируса и появлении новых штаммов, самый распространенный из них на
данный момент – британский B.1.1.7.

Используя эпидемическую модель SI1I2R, найдем базовое репродук-
тивное число для популяции, в которой циркулируют два типа вирусов: обыч-
ный штамм коронавируса SARS-CoV-2 и британский штамм B.1.1.7.

Согласно [25], британский вариант коронавируса на 45% заразнее, чем
исходный.

Используя параметры из предыдущего пункта для обычного штамма
коронавируса, рассчитаем параметры для британского.

Полученные коэффициенты, используемые далее в расчетах:

• вероятности передачи заболевания α1 = 0, 02 и α2 = 0, 29;

• коэффициенты выздоровления одинаковы и равны γ = 0, 0667 (анало-
гично предыдущему разделу).

Система, описывающая данную модель аналогична модели (2.8).
Параметры β1 и β2 найдем через количество контактов в день аналогич-

но тому, как было описано в разделе 2.2: βi = αim, i = 1, 2.
Найдем формулу для базового репродуктивного числа. Матрицы F и V

задаются (2.9) и (2.10) соответственно.
Проведя расчеты в среде MATLAB, были получены значения базово-

го репродуктивного числа R0 в зависимости от числа контактов в день m.
Результаты представлены в таблице 7.

Сравнивая полученные данные для распространения одного и двух
штаммов вируса, можно отметить, что распространение инфекции во втором
случае происходит быстрее за счет того, что для второго штамма характерна
более высокая вероятность передачи вируса.
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m R0

7 2,7391
10 3,913
15 5,8696
20 7,8261

Таблица 7: Зависимость R0 от числа контактов для распространения двух штаммов коро-
навируса в одной популяции

Глава 4. Выводы

Эксперименты показали, что для всех исследуемых моделей SEIR,
SI1I2R и SWIRS характерна одна общая тенденция: с увеличением частоты
контактов или вероятности передачи вируса при контакте увеличивается и
базовое репродуктивное число R0. В полученных зависимостях каких-либо
резких измененийR0 не обнаружено, была получена монотонная зависимость
коэффициента от числа контактов.

Проведенные эксперименты показывают, что полученную величину ко-
эффициента репродукцииR0 для каждого вируса, можно использовать в каче-
стве информации, распространяемой в поауляции, чтобы оказывать влияние
на поведение ее агентов. Например, аргументировать требования к снижению
количества контактов и применению необходимых профилактических мер
защиты.

При исследовании зависимости коэффициента R0 от коэффициента
перехода из одного инфицированного состояния в другое ε получено, что
значение базового репродуктивного числа зависит от инфекционного периода
вируса T . Если ε соответствует переходу из состояния, в котором инфекция
имеет длительность T1, в состояние с длительностью T2 < T1, тогда при
увеличении ε базовое репродуктивное число R0 уменьшается.

Анализ базового репродуктивного числа для эпидемий гриппа и коро-
навируса дал результаты, схожие с уже опубликованными источниками [26].

Заключение

В работе были исследованы три эпидемических модели: SEIR, SI1I2R
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и SWIRS, для представленных моделей было посчитанно базовое репро-
дуктивное число R0 методом матрицы следующего поколения. Этот метод
является наиболее подходящим для данного класса моделей, в которых все
агенты распределены по группам в зависимости от их состояниям. Пока-
зана значимость базового репродуктивного числа. Вычислив коэффициент
R0, можно сделать предположение о дальнейшем развитии эпидемического
процесса. Эксперимент показал, что чем меньше количество контактов, тем
меньше значение R0. В таком случае величину коэффициента R0 и его за-
висимость от числа контактов можно использовать в качестве информации,
распространяемой в популяции с целью снижения уровня заболеваемости.

Также в работе было вычислено базовое репродуктивное число для
нескольких реальных эпидемических процессов: эпидемии гриппа в школе-
интернате и пандемии, вызванной распространением коронавирусной инфек-
ции в случае одного и двух штаммов вируса.

Оценивая результаты экспериментов, можно сделать предположение о
необходимости ввода в систему параметра управления (некоторого внеш-
него воздействия), которое позволит оказывать влияние на заболеваемость.
Примером такого воздействия может служить вакцинация или применение
специализированных профилактических мер.

Данный класс моделей может быть использован не только для анализа
распространения вирусов в популяциях, но также для анализа распростране-
ния компьютерных вирусов и заражений в сети.
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