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Введение

Роль воздушного транспорта в развитии мировой экономики остает-
ся неизменно высокой. Также авиаперевозки являются одной из наиболее
динамично развивающихся отраслей мирового транспорта. Темпы роста
глобального авиапассажиропотока превышают темпы роста мирового но-
минального ВВП почти в два раза. Количество перевезенных авиапассажи-
ров только за 2007–2017 гг. увеличилось в 1,7 раза – с 2,46 до пиковых 4,08
млрд чел. Стремительный рост пассажиропотока (в 2,3 раза за 2007–2017
гг.) характерен и для пассажиропотока российских авиакомпаний. (Стати-
стические данные взяты из работы [2]).

Ускоренные темпы развития, а также повышение уровня конкурен-
ции на рынке авиаперевозок актуализируют разработку новых подходов к
ценообразованию предприятий на данном рынке. Так как прибыль авиа-
компании во многом зависит от применяемой тарифной системы. В конеч-
ном итоге величина тарифа и выбранные маршруты определяют уровень
рентабельности авиакомпании.

Множество научных статей на тему моделирования рынка авиапе-
ревозок начали появляться после дерегулирования рынка авиаперевозок
США 1978 года, в результате чего были сняты ограничения на маршруты,
которые могут выполнять авиакомпании, и на тарифы, которые они могут
взимать. И актуальность данных исследований только растет.

Для определения выбора потребителя во многих статьях использо-
валась мультиноминальная логит-модель и ее модификации. Мультиноми-
нальная логит-модель была предложена в статье [13], а в работе [11] по-
дробно описаны плюсы данной модели для оценки распределения пасса-
жиропотока и сравнение с другими базовыми моделями.

Целью данной работы является рассмотрение существующих моде-
лей, создание новой игровой модели рынка авиаперевозок и подробное рас-
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смотрение существования равновесия в предложенной модели, а также ре-
ализация нахождения данных равновесий модели.
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Глава 1. Существующие модели

1.1 Модель 1

Ниже описана модель рынка авиаперевозок представленная в работе
[6].
Рассматривется граф G(V,E) где V — множество аэропортов (вершины
графа), а E — множество направлений, по которым авиакомпании осу-
ществляют пассажирские перевозки (ребра графа). На рынке представле-
ны n авиакомпаний. Каждая авиакомпания размещает mi самолетов по
ребрам транспотного графа G(V,E). Не более одного на ребро. Вектор xi
задает размещение самолетов i-той авиакомпании в транспортном графе:

∀j ∈ {1, ..., |E|} : xij ∈ {0, 1},
|E|∑
k=1

xik = mi.

Каждое ребро графа характеризуется потенциальным пассажиро-
потоком d(ej) (ej ∈ G(V,E)). Величина потенциального пассажиропотока
зависит от количества населения в городах отправления и прибытия:

d(ej) =

√
P (v1j )P (v

2
j )

2
, ej = (v1j , v

2
j )

P = Количество населения в соответствующем городе.

Mij — доля авиакомпании i в потенциальном пассажиропотоке на
ребре ej. Mij зависит от цены на рейс pij и цен конкурирующих авиаком-
паний на этом ребре. Предполагается, что распределение пассажиропотока
описывает мультиноминальная логит-модель:

Mij(pij, {prj}r∈Nj\{i}) = ea0pij+(a,kij)/(

|Nj |∑
s=1

ea0psj+(a,ksj) + eρ), ej ∈ Ei,

где a1 < 0, a — вектор констант, kij — вектор характеристик рейса, Nj —
множество конкурирующих авиакомпаний на ребре ej, Ei — множество ре-
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бер, на которых имеются самолеты у i-ой авиакомпании. Пассажир может
отказаться от перелета, поэтому в знаменатель входит eρ. В характеристи-
ки отдельного рейса были включены время перелета, индикатор прямого
рейса γij (γij ∈ {0, 1}), геометрическое среднее среднедушевых доходов на-
селения в регионах, где расположены аэропорты отправления и прибытия,
и расстояние между аэропортами отправления и прибытия.

(a, kij) = a1tij + a2γij + a3incomej + a4ln(distj), ej ∈ Ei

Прибыль авиакомпании i на ребре ej:

hij({prj}r∈Nj
) = (pij − cij)Mij(pij, {prj}r∈Nj\{i})d(ej), i ∈ Nj,

где cij — себестоимость перевозки одного пассажира. А прибыль i-той авиа-
копании в транспортном графе G(V,E) равна

Hi({pr}r∈N , {xr}r∈N) =
|E|∑
j=1

hij({prj}r∈Nj
)xij

, где pr — вектор цен в транспортной сети Er.
Стратегией i-того игрока является вектор цен pi. Выигрыш i-того игрока
— Hi.
Было доказано существование равновесия Нэша для данной модели как
для игры ценообразования для n авиакомпаний, так и для игры размеще-
ния для двух авиакомпаний.

Равновесие {p∗i}i∈N находили как точку, к которой сходится после-
довательность наилучших ответов игроков.
Так же для автор применил данную модель для рынка авиаперевозок Рос-
сии, а в статье [1] в качестве примера использовался и рынок авиаперевозок
Китая. Причем на нем был получен более точный результат.
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1.2 Модель 2

В статье [14] предложена модель, описывающая конкуренцию двух
авиакомпаний с другими видами транспорта.
Две авиакомпании на каждом направлении одновременно выбирают тариф
и частоту полетов. Каждая авиакомпания стремится к максимизации целе-
вой функции, которая представляет прибыль авиакомпании, полученную
за счёт разницы между доходом от тарифов и затратами на предоставление
услуги для данной частоты. Обе авиакомпании знают все доступные вари-
анты выбора друг друга, и прибыль при каждой комбинации этих страте-
гий, таким образом создается некооперативная игра с полной информацей.
Каждый пассажир сначала выбирает предподчительный вид транспорта
(самолет, автобус, поезд), далее пассажиры (которые ранее выбрали полет
по воздуху) выберают авиакомпанию, которая максимизирует функцию
полезности с точки зрения стоимости авиабилета и частоты обслуживания
каждой авиакомпании. Цены и частоты других видов транспорта предпо-
лагаются заранее известными. Функция доли рынка авиакомпании пред-
ставляет собой вложенную логит-модель.

Необходимые обозначения:
E — множество всех направлений рассматриваемой сети.
Ve,s — полезность выбора вида транспорта s, s ∈ {road, rail, air} на ребре
e ∈ E.
Ve,airlinei — полезность выбора авиакомпании x, x ∈ {1, 2} на ребре e ∈ E.
Vn — полезность отказа от путешествия.
pe,s — стоимость билета на вид транспорта s, s ∈ {road, rail, airline1, airline2}
на ребре e ∈ E.
fe,road — количество рейсов в неделю для вида транспорта s, s ∈ {road, rail, airline1, airline2}
на ребре e ∈ E.
te,s — время в пути на виде транспорта s, s ∈ {road, rail, air} на ребре
e ∈ E.
β1, β2, β3, q, kroad, krail, kairline1, kn — параметры модели.
Функции полезности каждого вида транспорта на направлении e ∈ E:
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Ve,road = β1pe,road + β2 ln(fe,road) + β3te,road + kroad,

Ve,rail = β1pe,rail + β2 ln(fe,rail) + β3te,rail + krail,

Ve,air = q · ln

[∑
x=1,2

exp(Ve,airlinex)

]
+ te,air,

Ve,airline1 = β1pe,airline1 + β2 ln(fe,airline1) + kairline1,

Ve,airline2 = β1pe,airline2 + β2 ln(fe,airline2),

Vn = kn

Доля авиакомпании x, x ∈ {1, 2} в потенциальном пассажиропотоке
на направлении e равна

Mex =
exp (Ve,airlinex)∑
x=1,2 exp(Ve,airlinex)

· exp (Ve,air)∑4
s=1 exp(Ve,s)

, e ∈ E,

s ∈ {road, rail, air, n} — показатель вида транспорта (автобус, поезд, са-
молет, отказ от путешествия).

Функция прибыли авиакомпании x на ребре e :

hex = pe,airlinex ·Mex · d(e)− g · fe,airlinex,

где g - себестоимость одного полета, d(e) — величина потенциального
пассажиропотока на ребре e.
В статье [14] доказано существование и единственность равновесия Нэша
для данной модели.
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Глава 2. Новая модель

В результате работы была усовершенствована модель, представлен-
ная в работе [14] и описанная в предыдущей главе.

2.1 Минусы исходной модели

1)Первым минусом исходной модели является одновременное опреде-
ление авиакомпаниями частот и тарифов, хотя решения о количестве рей-
сов и стоимости проезда обычно определяются последовательно, в разные
сроки. Решения о частоте обслуживания часто принимаются за недели или
месяцы до рассматриваемых рейсов, имея лишь приблизительное понима-
ние будущих решений по тарифам, ведь расписание должно быть состав-
лено и согласовано с аэропортом заранее, а решения о стоимости проезда
можно принимать за несколько дней или даже часов до поездки.

2) Отсутствие задачи определения оптимального размещения само-
летов по направлениям.

3) В данной модели предполагается, что время в пути для обеих авиа-
компаний одинаково, что исключает использование данной модели для слу-
чаев, когда пассажиру необходимо выбрать между более частым и деше-
вым, но и с большим количеством часов в пути рейсом с пересадками и
рейсом без пересадки.

4) В функцию полезности частота полета входит как β ln f, (β > 0).
Данное выражение используется в множестве подобных моделей. В работе
[12] сравниваются два способа вхождения частоты в функцию полезности:
αfm(α,m < 0) и β ln f , и первый выриант показал несколько более точный
результат.

5) Затраты авиакомпании в функции прибыли зависят только от ко-
личества рейсов, переменные от количества пассажиров издержки не учи-
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тываются.

2.2 Построение модели

Имеется транспортный граф рынка авиаперевозок G(V,E), состоя-
щий из множества аэропортов V (вершины графа) и множества направ-
лений, по которым авиакомпании осуществляют пассажирские перевозки
E(ребра графа), а также 2 авиакомпаний, выполняющих рейсы по извест-
ным направлениям. Количество направлений, занятых каждой авиакомпа-
нией, определяется количеством самолетов mi у данной авиакомпании. На
каждое направление авиакомпания может поставить не более одного само-
лета.
Вектор xi задает размещение самолетов i-той авиакомпании в транспорт-
ном графе:

∀j ∈ {1, ..., |E|} : xij ∈ {0, 1},
|E|∑
k=1

xik = mi, i ∈ {1, 2}.

Каждое ребро графа характеризуется потенциальным пассажиропо-
током d(ej) (ej ∈ G(V,E)). Предположим, что величина потенциального
пассажиропотока зависит от количества населения в городах отправления
и прибытия:

d(ej) =

√
P (v1j )P (v

2
j )

2
, ej = (v1j , v

2
j )

P = Количество населения в соответствующем городе.
Такое представление потенциального пассажиропотока используется в ра-
ботах [1], [6].

Функции полезности каждого вида транспорта на направлении ej:

Vej ,road = β1pej ,road + β2f
m
ej ,road

+ β3tej ,road + kroad,

Vej ,rail = β1pej ,rail + β2f
m
ej ,rail

+ β3tej ,rail + krail,
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Vej ,air = q · ln

[∑
i=1,2

exp(Vej ,airlinei)

]
+ kair,

Vej ,airline1 = β1pej ,airline1 + β2f
m
ej ,airline1

+ β3tej ,airline1,

Vej ,airline2 = β1pej ,airline2 + β2f
m
ej ,airline2

+ β3tej ,airline2,

Vn = kn

Предполагается, что распределение пассажиропотока описывает вло-
женная логит-модель. Доля Mej ,i авиакомпании i, i ∈ {1, 2} в потенциаль-
ном пассажиропотоке на направлении ej равна

Mej ,i =
exp

(
Vej ,airlinei

)∑
i=1,2 exp(Vej ,airlinei)

·
exp

(
Vej ,air

)∑4
s=1 exp(Vej ,s)

, ej ∈ E,

где s ∈ {road, rail, air, n} — показатель вида транспорта (автобус, поезд,
самолет, отказ от путешествия).

Предполагается, что издержки авиакомпании зависят не только от
частоты полетов, как в моделях [15], [14], но и от количества пассажиров,
такую функцию издержек используют в статье [12].
Тогда прибыль авиакомпании i на ребре ej можно выразить как

hej ,i = (pej ,airlinei − cej ,airlinei) ·Mej ,i · d(ej)− g · fej ,airlinei,

где cej ,airlinei — себестоимость перевозки одного пассажира, g — себестои-
мость рейса, d(e) — величина потенциального пассажиропотока.

А прибыль i-той авиакопании в транспортном графе G(V,E) равна

Hi =

|E|∑
j=1

hej ,i · xij.

Этапы игры:
1. Игроки одновременно определяют вектор размещения своих самоетов —
xi.
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2. Игроки одновременно определяют вектор частот — fi.
3. Игроки одновременно определяют вектор цен — pi.
4. Пассажиры выбирают вид транспорта (автобус, поезд, самолет).
5. Пассажиры выбирают авиакомпанию.
6. Авиакомпании получают прибыль Hi.

Определена бескоалиционная игра с полной информацией для n иг-
роков. Стратегией каждого игрока является тройка векторов (xi, fi, pi), где
fi, pi — вектор частот и цен авиакомпании i на множестве Ei := {ej|xij =
1}.
Выигрыш i-того игрока — Hi.

Требуется найти равновесие по Нэшу {x∗i}i∈{1,2}, т.е. такие x∗i , которые
для ∀xi, i ∈ {1, 2} удовлетворяют условию

Hi(xi, x
∗
r, {f̃l(xi, x∗r)}l∈{1,2}, {p̃l(xi, x∗r, {f̃l(xi, x∗r)}l∈{1,2})}l∈{1,2}) 6

6 Hi(x
∗
i , x
∗
r, {f̃l(x∗i , x∗r)}l∈{1,2}, {p̃l(x∗i , x∗r, {f̃l(x∗i , x∗r)}l∈{1,2})}l∈{1,2}),

где r ∈ {1, 2} \ {i}, {f̃l(xi, xr)}l∈{1,2}, {p̃l(xi, xr, {f̃l(xi, xr)}l∈{1,2})}l∈{1,2} — рав-
новесие относительно частот и цен при данном размещении соответственно.

Для каждых векторов размещений {xl}l∈{1,2} находится рановесие Нэ-
ша по частотам {f ∗i ({xl}l∈{1,2})}i∈{1,2}, т.е. такие f ∗i ({xi}i∈{1,2}), которые для
∀fi, i ∈ {1, 2} удовлетворяют условию

Hi({xl}l∈{1,2}, fi, f ∗r ({xl}), {p̃l({xl}, fi({xl}), f ∗r ({xl}))}l∈{1,2}) 6

6 Hi({xl}l∈{1,2}, f ∗i ({xl}), f ∗r ({xl}), {p̃l({xl}l∈{1,2}, f ∗i ({xl}), f ∗r ({xl}))}l∈{1,2}.

Для каждых векторов размещений {xl}l∈{1,2} и частот {fl({xl}l∈{1,2})}l∈{1,2}
находится рановесие Нэша в игре ценообразования {p∗i ({xl}, {fl})}i∈{1,2},
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т.е. такие p∗i ({xl}, {fl}), которые для ∀pi, i ∈ {1, 2} удовлетворяют условию

Hi({xl}l∈{1,2}, {fl}l∈{1,2}, pi, p∗r({xl}, {fl}))) 6

6 Hi({xl}l∈{1,2}, {fl}l∈{1,2}, p∗i ({xl}, {fl}), p∗r({xl}, {fl}))).

2.3 Проблемы реализации

Так как прибыль авиакомпании i на каждом направлении ej зависит
только от цен и частот авиакомпаний на этом направлении, можно нахо-
дить равновесие по ценам и частотам отдельно на каждом направлении,
максимизируя прибыль авиакомпании только на данном направлении hej ,i.

В предложенной выше модели существование равновесия по часто-
там вызывает сомнения, как и способ его нахождения. В работе [15] для
нахождения равновесия по частотам даже для более простой модели, где
доля пассажиров зависит только от частот и цен двух авиакомпаний, при
этом модель не учитывает другие виды транспорта, высчитывают равно-
весие в задаче ценообразования для всех вариантов пар частот (f1, f2), где
f1 ∈ [1; f1max] и f2 ∈ [1; f2max] (в работе брали f1max = f2max = 20) и состав-
ляли матрицу выигрышей для этих равновесий.

Таким образом можно определить матричную игру для каждого на-
правления ej, где стратегией каждой авиакомпании является частота fej ,i,
а выигрышем — прибыль hej ,i({fej ,i}i∈{1,2}, {p∗i ({fej ,i}i∈{1,2})}i∈{1,2}), где
{p∗i ({fej ,i}i∈{1,2})}i∈{1,2} — равновесие в задаче ценообразования при данных
частотах. Проблема такого подхода в данной модели заключается в том,
что в общем случае равновесие Нэша в чистых стратегиях для подобной
матричной игры не существует. Но существует равновесие в смешанных
стратегиях (Основная теорема матричных игр [3]). Однако нахождение та-
кого равновесия для матриц больших объемов является нетривиальной за-
дачей.
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2.4 Упрощение модели

Для реализации предложенной модели будем считать, что частоты
авиакомпаний на каждом направлени известны. Тогда стратегией авиаком-
пани i является пара векторов (xi, pi), где pi — вектор цен авиакомпании i
на множестве Ei := {ej|xij = 1}.

Таким образом, требуется найти равновесие по Нэшу в игре разме-
щения {x∗i}i∈{1,2}, т.е. такие x∗i , которые для ∀xi, i ∈ {1, 2} удовлетворяют
условию

Hi(xi, x
∗
r, {p̃l(xi, x∗r)}l∈{1,2}) 6 Hi(x

∗
i , x
∗
r, {p̃l(x∗i , x∗r)}l∈{1,2}),

где r ∈ {1, 2} \ {i}, {p̃l(xi, xr)}l∈{1,2} — равновесие в задаче ценообразова-
ния при данном размещении.
Для каждых векторов размещений {xl}l∈{1,2} находится рановесие Нэша
в игре ценообразования {p∗i ({xl})}i∈{1,2}, т.е. такие p∗i ({xl}), которые для
∀pi, i ∈ {1, 2} удовлетворяют условию

Hi({xl}l∈{1,2}, pi, p∗r({xl})) 6 Hi({xl}l∈{1,2}, p∗i ({xl}), p∗r({xl})).

Заметим, что стратегией авиакомпании в модели 1, описанной в Главе
1, так же является пара векторов (xi, pi). Но есть существенные различия
как в характеристиках, которые влияют на модель, так и в модели, описы-
вающей выбор пассажиров.

Выбор пассажиров в модели 1 на каждом направлении зависит толь-
ко от характеристик рейса каждой из авиакомпаний. В характеристики
рейса включены: цена, время перелета, индикатор прямого рейса, геомет-
рическое среднее среднедушевых доходов населения в регионах, где распо-
ложены аэропорты отправления и прибытия, и расстояние между аэропор-
тами отправления и прибытия.
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А на выбор пассажиров представленной модели влияют: цены авиа-
битетов, количество рейсов, время в пути, а так же аналогичные характе-
ристики для других видов транспорта (автобусы, поезда).
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Глава 3. Исследование существования равновесия

3.1 Равновесие в задаче ценообразования

Будем находить равновесие {p∗i}i∈N в задаче ценообразования как
предел последовательности наилучших ответов.

Наилучшим ответом p̂ej ,i авиакомпании i на цену pej ,r = p′ej ,r дру-
гой авиакомпании, называется pej ,i, максимизирующее функцию прибыли
hej ,i(pej ,i, pej ,r = p′ej ,r). Покажем, что функцию прибыли можно считать вы-
пуклой вверх. Для этого достаточно, чтобы выполнялось:

∂2hej ,i(pej ,i, pej ,r)

∂2pej ,i
< 0,

для всех возможных значений pej ,i, pej ,r.
Аналитически доказательство данного факта вызывает трудности, поэтому
были численно построены графики функции ωij:

ωij =
∂2hej ,i(pej ,i, pej ,r)

∂2pej ,i

для различных значений параметров модели.
Для этого были взяты примерные значения констант (из-за отсутствия дан-
ных оценить их самостоятельно не представляется возможным) из подоб-
ных моделей других авторов. Затем, рандомно изменялись характеристики
модели и строились графики для широкого диапозона значений цен (от се-
бестоимости перевозки одного пассажира и выше). Несколько получивших-
ся графиков представлены на рисунках ниже (Рис.1 - 4). По осям Ox,Oy

расположены цены, а по вертикальной оси — значения функции. Все по-
лучившиеся графики показали, что преположение о выпуклости функции
прибыли явняется истинным для заданных параметров.
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Рис. 1

Рис. 2
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Рис. 3

Рис. 4

18



При принятии предположения о выпуклости функции прибыли, мож-
но утверждать, что наилучший ответ игрока i на стратегии других игроков
является решением уравнения:

∂hej ,i(pej ,i, pej ,r = p′ej ,r)

∂pej ,i
= 0.

Далее возникает вопрос о схоимости последовательности наилучших
ответов. В статье [15] показано, что для того, чтобы считать игру ценооб-
разования супермодульной, достаточно, чтобы на каком-либо замкнутом и
ограниченном множестве в R2 значений (pej ,1, pej ,2) выполнялось :

∂2hej ,i(pej ,1, pej ,2)

∂pej ,1∂pej ,2
> 0, i ∈ {1, 2}. (1)

Это условие означает, что при увеличении цены одной компанией,
второй тоже выгодно поднять цену.
Аналогично построим графики функции φij для различных значений ха-
рактеристик.

φij =
∂2hej ,i(pej ,1, pej ,2)

∂pej ,1∂pej ,2
, i ∈ {1, 2}.

Также следует принять во внимание, что вид функции прибыли не зави-
сит от номера авиакомпании или направления, поэтому достаточно иссле-
довать hi при разных значениях характерискик для одной авиакомпании
на оном направлении.
Получившиеся графики представлены на Рис.5-7.
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Рис. 5

Рис. 6
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Рис. 7

Полученные результаты можно интерпретировать следующим обра-
зом: для широкого диапозона значений авиакомпаниям выгодно поднимать
цену в случае, когда пднял цену конкурент, но начиная с определенного
большого значения цены Pej ,i, авиакомпании выгодно снизить цену вне за-
висимости от действий конкурента. Поэтому можно выделить замкнутое и
ограниченное множество в R2 значений (pej ,1, pej ,2), удослетворяющее усло-
вию 1.

В работе [10] доказано, что равновесие Нэша для супермодульной иг-
ры существует и единственно (множество стратегий в таком случае ограни-
чено множеством, на котором выполняется условие 1). Откуда можно вы-
двенуть предположение, что для широкого набора параметров модели по-
следовательность наилучших ответов игроков сходится. Что подтверждает
вид графика функции прибыли на Рис.8.
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Рис. 8: Прибыль авиакомпании на одном направлении (d = 100000).

3.2 Равновесие в задаче размещения

Для решения задачи размещения необходимо определить функцию
доли потенциального пассажиропотока в случае единственной авиакомпа-
нии на ребре. Так как пассажир не может выбрать авиакомпанию, будем
считать, что полезность отсутствующей авиакомпании стремится к−infty.
Выбор пассажира тогда происходит только в один этап и описывается муль-
тиноминальной логит-моделью. Тогда доля авиакомпании на ребре ej рав-
на:

Mej =
exp

(
Vej ,air

)∑4
s=1 exp(Vej ,s)

, ej ∈ E,

где s ∈ {road, rail, air, n} — показатель вида транспорта (автобус, поезд,
самолет, отказ от путешествия), Vej ,air = qVej + kair, Vej — полезность авиа-
компании на ребре ej.
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Теорема. При неизменной цене, доля авиакомпании на направлении
ej при остутствии конкуренции с другой авиакомпанией не меньше, чем в
условиях конкуренции.
Доказательство:
Доля авиакомпании i в условиях конкуренции равна

Mej ,i =
exp

(
Vej ,airlinei

)∑
i=1,2 exp(Vej ,airlinei)

·
exp

(
Vej ,air

)∑4
s=1 exp(Vej ,s)

=

=
exp

(
Vej ,airlinei

)∑
i=1,2 exp(Vej ,airlinei)

·
exp

(
q · ln

[∑
i=1,2 exp(Vej ,airlinei)

]
+ kair

)
∑4

s=1 exp(Vej ,s)
=

=
exp

(
Vej ,airlinei

)∑
i=1,2 exp(Vej ,airlinei)

·
exp(kair) ·

(
exp(Vej ,airline1) + exp(Vej ,airline2)

)q∑4
s=1 exp(Vej ,s)(

exp(Vej ,airline1) + exp(Vej ,airline2)
)q

=

= exp(Vej ,airline1)
q ·
(
1 +

exp(Vej ,airline2)

exp(Vej ,airline1)

)q
Так как

exp(Vej ,airline2)

exp(Vej ,airline1)
> 0

и 0 6 q 6 1 (по смыслу параметра, в статье [14] q = 0.65), можно восполь-
зоваться неравенством Бернулли:

exp(Vej ,airline1)
q ·
(
1 +

exp(Vej ,airline2)

exp(Vej ,airline1)

)q
6

6 exp(Vej ,airline1)
q ·
(
1 + q ·

exp(Vej ,airline2)

exp(Vej ,airline1)

)
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Подставляя в выражение распределения пассажирапотока, получаем:

Mej ,i 6
exp

(
Vej ,airlinei

)∑
i=1,2 exp(Vej ,airlinei)

·
exp(kair) · exp(Vej ,airline1)q ·

(
1 + q ·

exp(Vej ,airline2)

exp(Vej ,airline1)

)
∑4

s=1 exp(Vej ,s)

Не нарушая общности можем считать, что i = 1:

Mej ,i 6
exp(kair) · exp(Vej ,airline1)q ·

(
exp(Vej ,airline1) + q · exp(Vej ,airline2)

)∑
i=1,2 exp(Vej ,airlinei) ·

∑4
s=1 exp(Vej ,s)

6

6
exp(q · Vej ,airline1 + kair)∑4

s=1 exp(Vej ,s)

Заметим, что числитель последнего выражения равен числителю для Mej :

Mej =
exp

(
Vej ,air

)∑4
s=1 exp(Vej ,s)

, ej ∈ E,

а знаменатель при этом больше, так как выражение

Vej ,air = q · ln

[∑
i=1,2

exp(Vej ,airlinei)

]
+ kair,

входящее в сумму числителя, уменьшается при выходе одной авиакомпа-
нии из конкуренции, когда как остальные слагаемые числителя неизменны.
Откуда следует требуемое.

Следствие. При равновесных ценах прибыль авиакомпании на на-
правлении ej при остутствии конкуренции с другой авиакомпанией не мень-
ше, чем в условиях конкуренции.
Доказательство:
Так как при неизменной цене доля не уменьшается, соответственно при-
быль тоже не может уменьшиться. Соответственно, если предположить,
что условие теоремы не выполнено и максимум прибыли авиакомпании в
ситуации без конкуренции меньше, чем в конкуренции. То подставляя в
функцию прибыли без конкуренции значение равновесной цены для слу-
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чаю конкуренции, приходим к противоречию.
Теорема о существовании и единственности равновесия в задаче размеще-
ния для случая, когда выполнено условие из следствия выше, доказано в
работе [6].

25



Глава 4. Реализация

Реализация проведения численного эксперимента проведена посред-
ством языка программирования Python.

Описание реализованных функций:

Price_Balance_two_players

— реализует алгоритм нахождения ценового равновесия для предложенной
в Главе 2 модели для случая конкуренции двух авиакомпаний. Нахождение
наилучшего ответа игрока произведено методом Ньютона с предваритель-
ной оценкой начального приближения.

Price_Balance_one_players

— реализует алгоритм нахождения ценового равновесия для предложенной
в Главе 2 модели для случая отсутствия конкуренции.

Price_Balance_n_players

— реализует алгоритм нахождения ценового равновесия для описанной в
Главе 1.1 модели 1 для n авиакомпаний.

payoffs

— реализует алгоритм расчета выигрышей игрока на направлениях в за-
висимости от размещения ресурсов соперником и ценовых равновесий в
условиях наличия и отсутствия конкуренции.

PlayersPlacement
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— реализует алгоритм решения задачи размещения игроков (одинаков как
для предложенной модели, так и для модели, описанной в Главе 1.1).

Для программной реализации алгоритмов были использованы следу-
ющие библиотеки языка программирования Python:

SymPy — библиотека для выполнения символьных вычислений,
NumPy — библиотека, предназначенная для работы с многомерны-

ми массивами данных,
matplotlib — библиотека для визуализации данных.

Описание алгоритма решения задачи размещения для двух иг-
роков:

Алгоритм принимает на вход количество единиц ресурсов двух иг-
роков m1 и m2 соответственно, а также выигрыши игроков при ценовом
равновесии в условиях наличия и отсутствия конкуренции (которые могут
быть получены как результат работы соответствующих функций) и воз-
вращает векторы размещений ресурсов игроками.

На первой итерации предполагается, что первый игрок разместил все
m1 единиц ресурсов оптимальным образом согласно вектору выигрышей
при ценовом равновесии для случая отсутствия конкуренции.

С помощью функции payoff рассчитывается вектор выигрышей и
размещается 1 единица ресурса вторым игроком. Если второй игрок раз-
местил ресурс на свободном ребре, то выигрыш первого игрока не изме-
няется и обеспечивается равновесие на данной итерации. В случае, если
второй игрок разместил разместил ресурс на занятом ребре, то с помощью
функции payoff пересчитываются выигрыши для первого игрока и запус-
кается алгоритм поиска равновесия на данной итерации.

На k-той итерации алгоритма второй игрок размещает k единиц ре-
сурса, пересчитываются выигрыши первого игрока и соответствующий ве-
тор размещения, находится равновесие. Алгоритм продолжается до тех
пор, пока второй игрок не разместит все m2 единиц ресурсов.
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Пример работы программы:

Нахождение равновесных цен для модели 1. Вектор характеристик
взят для направления Санкт-Петербург — Новосибирск. Результат пред-
ставлен в таблице 1.

Таблица 1

Авиаком-
пания

Время
пере-
ле-
та(ч)

Инди-
катор
прямого
рейса

Показатель
дохода
населе-
ния(руб)

Рассто-
яние
(тыс.
км.)

Цена в рав-
новесии и на
рынке (руб)

Доля
в пас-
сажи-
ропо-
токе

Аэрофлот 4,6 1 50000 3,1 7067 (10000) 0.65
Уральские
авиалинии

7,6 0 50000 3,1 6170 (8800) 0.26

Hahn Air
System

13 0 50000 3,1 5745 (10600) 0.07

S7 18 0 50000 3,1 6342 (12800) 0.01

Необходимо отметить, что цена равновесия несколько занижена, так как
при подсчете себестоимости учитывались только затраты на авиатопливо,
расчитанные по источникам [7] и [4].

Нахождение прибыли для предложенной модели:
Результаты представлены в таблице 2, характеристики других видов тран-
порта для всех примеров неизменны.
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Таблица 2

Авиакомпания Издержки Частота Время в пути Прибыль
Авиакомпания 1 2000 7 2 14611296
Авиакомпания 2 2000 7 2 14611296
Авиакомпания 1 2500 2 3 2315771
Авиакомпания 2 1500 6 2 21123346
Авиакомпания 1 3800 1 2 1073386
Авиакомпания 2 5000 3 7 1250734
Авиакомпания 1 4000 3 9 802623
Авиакомпания 2 3500 5 4 6633342
Авиакомпания 1 4000 10 5 6037912
Авиакомпания 2 4500 8 6 2832770

Заключение

В ходе работы были рассмотрены существующие модели рынка авиа-
перевозок и на базе одной из описанных моделей была создана новая мо-
дель конкуренции двух авиакомпаний. Были доказаны некоторые свойства
предложенной модели, с помощью которых было установлено существова-
ние и единственность равновесия Нэша в игре размещений. Также числен-
но было показано существование равновесия Нэша для задачи ценообра-
зования. Проведена реализация нахождения этих равновесий посредством
языка Python. Код реализации выложен в [9].
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