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Ââåäåíèå

Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåí-

òîì øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è ïðî-

öåññîâ. Ïðè ýòîì ìåòîäû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèòû íåäîñòàòî÷íî. Êàê

ïðàâèëî, äëÿ àíàëèçà òàêèõ ñèñòåì ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè

ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ, îäíàêî ýòî âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà.

Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì èçâåñòíà òåîðåìà Êðàñîâ-

ñêîãî îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ [1]. Ñîãëàñíî

ýòîé òåîðåìå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷-

íî ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî, äîïóñêàþùèé ïîëî-

æèòåëüíîîïðåäåëåííûå îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó è èìåþùèé îòðèöàòåëüíî-

îïðåäåëåííóþ ïðîèçâîäíóþ âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû. Íà ïîñòðîåíèå òàêèõ

ôóíêöèîíàëîâ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì

íàïðàâëåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñëîæíûå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå ñèñòå-

ìû, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïîäñèñòåì. Ñðåäè òàêèõ êëàññîâ

ïîäñèñòåì ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûì çà-

ïàçäûâàíèåì è îäíîðîäíûå ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû ñ ïîðÿäêàìè îäíîðîä-

íîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé, áîëüøèìè åäèíèöû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè,

îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîäñèñòåìàìè, èìåþò ïåðåêðåñòíûé

õàðàêòåð, ò.å. êàæäàÿ èç íèõ çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ äðóãîé ïîäñè-

ñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ñèñòåì ðàíåå

èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ À. Þ. Àëåêñàíäðîâà è À. Ï. Æàáêî [2, 3, 14],

â êîòîðûõ äëÿ ñèñòåì ýòèõ êëàññîâ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è ìåòîäà

Ðàçóìèõèíà.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ãëàâà 1 ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëü-

íûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ ïîðÿäêàìè îäíîðîäíîñòè

ïðàâûõ ÷àñòåé, ñòðîãî áîëüøèìè åäèíèöû, (ï. 1.1) è ëèíåéíûõ ñòàöèîíàð-

íûõ ñèñòåì (ï. 1.2). Â ÷àñòíîñòè, â íåì ïðåäñòàâëåíû êîíñòðóêöèè ôóíê-
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öèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî, èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû äëÿ òàêèõ ñè-

ñòåì. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì áåç çàïàçäûâàíèÿ â ï. 1.2 ïðèâåäåíû

ñâîéñòâà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ÿâëÿþùèõñÿ áàçîâûì ýëåìåíòîì êîíñòðóê-

öèè ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ çà-

ïàçäûâàíèåì. Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëîæíûå ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíè-

åì, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ îäíîðîäíûõ ïîäñèñòåì ñ ïîðÿäêàìè

îäíîðîäíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé, ñòðîãî áîëüøèìè åäèíèöû. Äëÿ ýòîãî êëàññà

ñèñòåì â ï. 2.1 ïîñòðîåíû ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî, â ï. 2.2

äîêàçàíû ëåììû îá îöåíêàõ ôóíêöèîíàëîâ, à â ï. 2.3 ôóíêöèîíàëû ïðèìå-

íÿþòñÿ ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ðåøåíèé. Äîêàçàííûå ëåììû ïîêàçûâàþò, ÷òî

â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì áåç çà-

ïàçäûâàíèÿ ïîñòðîåííûå ôóíêöèîíàëû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû

Êðàñîâñêîãî. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé

ïîäñèñòåìû è îäíîðîäíîé ïîäñèñòåìû ñ ïîðÿäêîì îäíîðîäíîñòè ïðàâîé ÷à-

ñòè, áîëüøèì åäèíèöû, ïðåäñòàâëåíû â ï. 3.1, 3.2 è 3.4. Â ï. 3.3 ïîñòðîåííûå

ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî ïðèìåíÿþòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîñëåäíåãî

êëàññà ñèñòåì.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëîæíûå ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì

äâóõ òèïîâ. Ñèñòåìà ïåðâîãî òèïà èìååò âèä

ẏ(t) = F1(y(t− h1)) +R1(t, zt),

ż(t) = F2(z(t− h2)) +R2(t, yt),
(1)

ãäå F1(y), y ∈ Rn1, F2(z), z ∈ Rn2 ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè

ïîðÿäêà µ > 1, çàïàçäûâàíèÿ h1, h2 > 0,

yt : θ → y(t+ θ), θ ∈ [−h1, 0],

zt : θ → z(t+ θ), θ ∈ [−h2, 0],

à ôóíêöèè R1, R2 óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì:

‖R1(t, zt)‖ ≤ β(‖z(t)‖σ1 + ‖z(t− h2)‖σ1),
‖R2(t, yt)‖ ≤ α(‖y(t)‖σ2 + ‖y(t− h1)‖σ2),

(2)

ãäå σ1, σ2 ≥ 1. Ñèñòåìà âòîðîãî òèïà èìååò âèä

ẏ(t) = F1(y(t− h1)) +R1(t, zt),

ż(t) = Az(t) +Bz(t− h2) +R2(t, yt),
(3)

ãäå F1(y), y ∈ Rn1 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà µ > 1, A,B ∈
Rn2×n2 � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, çàïàçäûâàíèÿ h1, h2 > 0, à ôóíêöèèR1(t, zt),

R2(t, yt) óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ h = max{h1, h2}, x(t) = (yT (t), zT (t))T , n =

n1 + n2. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ ôóíêöèé â ðàáîòå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé ([−h, 0], Rn) ñ ðàâ-

íîìåðíîé íîðìîé

‖φ‖h = maxθ∈[−h,0]‖φ(θ)‖,

äëÿ âåêòîðîâ è ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà. ×åðåç x(t, φ) îáî-
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çíà÷àåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (1) èëè (3) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé φ:

x(θ, φ) = φ(θ), θ ∈ [−h, 0].

Âñþäó â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè F1(y) è F2(z) íåïðåðûâíû è

ëîêàëüíî ëèïøèöåâû, à ôóíêöèè R1(t, zt) è R2(t, yt) íåïðåðûâíû. Îòìåòèì,

÷òî â ñèëó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé F1(y) è F2(z) è óñëîâèé (2) ñèñòåìû (1)

è (3) èìåþò íóëåâîå ðåøåíèå.

Â ïðåäïîëîæåíèè îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ âñïî-

ìîãàòåëüíûõ ñèñòåì, äëÿ ñèñòåì âèäà (1) è (3) â ðàáîòå ñòàâÿòñÿ äâå îñ-

íîâíûå çàäà÷è:

1. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî, ïðèãîäíûõ

äëÿ àíàëèçà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì

äëÿ ñèñòåì âèäà (1) ïîñòðîåííûå ôóíêöèîíàëû ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü èç-

âåñòíûå èç ëèòåðàòóðû [3] óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû σ1, σ2, µ, ïðè êîòîðûõ íó-

ëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Äëÿ ñèñòåì

âèäà (3) ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ ôóíêöèîíàëîâ äîêàçàíà íîâàÿ òåîðåìà

îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ;

2. Ïîñòðîåíèå îöåíîê ðåøåíèé ñèñòåì âèäà (1) è (3) ñ ïîìîùüþ ïðåä-

ëîæåííûõ êîíñòðóêöèé ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî.
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Îáçîð ëèòåðàòóðû

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêî-

ãî äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì.

Äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì â ðàáîòå èñ-

ïîëüçóþòñÿ ôóíêöèîíàëû ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé [1]. Ïåðâîé èç ðàáîò, ïî-

ñâÿùåííûõ ðàçâèòèþ òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé, ÿâëÿ-

åòñÿ ðàáîòà Þ.Ì. Ðåïèíà [5]. Â íåé ïðåäëîæåí êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

îáùåãî âèäà. Â ñòàòüå [6] ñòðóêòóðà ôóíêöèîíàëîâ óòî÷íÿåòñÿ è ââîäèòñÿ

ñïåöèàëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïîçæå ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå ìàòðèöû

Ëÿïóíîâà. Â ýòîé ñòàòüå òàêæå âïåðâûå óêàçàíû òðè îñíîâíûõ ñâîéñòâà

ìàòðèö Ëÿïóíîâà è ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì

ýëåìåíòîì, îïðåäåëÿþùèì ôóíêöèîíàëû ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé.

Â ðàáîòå [7] ââåäåí ôóíêöèîíàë, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî âäîëü ðåøå-

íèé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ çàðàíåå çàäàííîé îòðèöà-

òåëüíî � îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Äîêàçàíî, ÷òî òàêîé ôóíê-

öèîíàë äîïóñêàåò ëîêàëüíóþ êóáè÷åñêóþ íèæíþþ îöåíêó. Â ñòàòüå [8] ïî-

ñòðîåí òàê íàçûâàåìûé ôóíêöèîíàë ïîëíîãî òèïà, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî

âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû ñîâïàäàåò â çàäàííûì îòðèöàòåëüíî � îïðåäåëåí-

íûì ôóíêöèîíàëîì. Â îòëè÷èå îò ôóíêöèîíàëà èç ðàáîòû [7], òàêîé ôóíê-

öèîíàë äîïóñêàåò ãëîáàëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ îöåíêó ñíèçó, áëàãîäàðÿ ÷åìó

îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â çàäà÷å î ïîñòðîåíèè ýêñïîíåíöè-

àëüíûõ îöåíîê ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì [1].

Äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ

â ëèòåðàòóðå ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è òåîðåìû

Ðàçóìèõèíà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà áåðåòñÿ ôóíêöèÿ,

ïîñòðîåííàÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå áåç çàïàçäûâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî

åñëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà áåç çàïàçäûâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, òî

äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà [9, 10]. Ñ ïîìîùüþ ýòîé

ôóíêöèè â ñòàòüå [3] äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ ïîðÿäêàìè îäíîðîäíîñòè

ïðàâûõ ÷àñòåé, áîëüøèìè åäèíèöû, äîêàçàí òàêîé ðåçóëüòàò: èç àñèìïòî-

òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè çàïàçäûâàíèÿ ñëå-

äóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü åå íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ íåïðå-
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ðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ çàïàçäûâàíèÿõ, ïðè ýòîì çàïàçäûâàíèÿ ìîãóò çà-

âèñåòü îò âðåìåíè. Ýòîò ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíåí íà áîëåå îáùèé êëàññ

ñèñòåì â ñòàòüå [2]. Êðîìå òîãî, â ñòàòüÿõ [2, 3] ðàññìàòðèâàþòñÿ è äðó-

ãèå êëàññû ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíû ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ çàïàçäûâàíèÿõ, â òîì ÷èñëå

ñëîæíûå ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå íåñêîëüêèõ îäíîðîäíûõ

èëè ëèíåéíûõ ïîäñèñòåì.

Ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ çà-

ïàçäûâàíèåì ñ ïîðÿäêàìè îäíîðîäíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé, áîëüøèìè åäèíè-

öû, ïîñòðîåíû â íåäàâíèõ ñòàòüÿõ [11] è [4]. Îñíîâíûì ýëåìåíòîì, îïðå-

äåëÿþùèì ôóíêöèîíàëû, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñèñòåì áåç çàïàçäûâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ýòè ñèñòåìû

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû. Â ðàáîòå [12] êîíñòðóêöèè ôóíêöèîíàëîâ äëÿ

îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì îáîáùåíû íà ñëó÷àé, êîãäà ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ñèñòåìà áåç çàïàçäûâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ôóíê-

öèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî ïðèìåíåíû ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ðåøå-

íèé îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì â ñòàòüå [12]. Êðîìå

òîãî, â íåäàâíåé ðàáîòå [13] ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî ïîñòðî-

åíû äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà ñèñòåì, à èìåííî, äëÿ îáîáùåííî-îäíîðîäíûõ

ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîðÿäêàìè îäíîðîäíîñòè ïðàâûõ

÷àñòåé.

Ñëîæíûå ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå

íåñêîëüêèõ îäíîðîäíûõ (ñ ïîðÿäêàìè îäíîðîäíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé, áîëü-

øèìè åäèíèöû) è/èëè ëèíåéíûõ ïîäñèñòåì ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ

[2, 3, 14]. Ïðè ýòîì â ñòàòüå [14] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

� Ðàçóìèõèíà ïîñòðîåíû îöåíêè ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì. Â ñòàòüÿõ [2, 3, 14]

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíûå ñèñòåìû, ó÷àñòâóþùèå âî âçàèìîäåéñòâèè,

íå ñîäåðæàò çàïàçäûâàíèé.
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Ãëàâà 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ è îäíîðîä-

íûõ (ñ ïîðÿäêàìè îäíîðîäíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé, ñòðîãî áîëüøèìè åäèíè-

öû) ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì, à òàêæå êîíñòðóêöèè ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà

� Êðàñîâñêîãî äëÿ òàêèõ ñèñòåì, èñïîëüçóåìûå äàëåå â ðàáîòå.

1.1 Îäíîðîäíûå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

âèäà

ẋ(t) = F (x(t− h)), t ≥ 0, (4)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñèñòåìó áåç çàïàçäûâàíèÿ

ẏ(t) = F (y(t)), (5)

ãäå x, y ∈ Rn, h > 0, F (x) � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà µ > 1. Ïðèâåäåì

îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà, èñïîëüçóåìûå äàëåå â ðàáîòå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ F (x) : Rn → Rn íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíê-

öèåé ïîðÿäêà µ > 1, åñëè äëÿ ëþáîãî c ∈ R è ëþáîãî x ∈ Rn âûïîëíåíî

F (x) = cµF (x).

Óòâåðæäåíèå 1. [9] Åñëè ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé

ïîðÿäêà µ, äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà: ‖F (x)‖ ≤ a‖x‖µ, ãäå a � íåêîòîðîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèå 2. [9, 10] Åñëè ñèñòåìà (5) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà,

òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

òðåì óñëîâèÿì:

1) ôóíêöèÿ V (x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà;

2) ôóíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà γ ≥ 2;

3) ôóíêöèÿW (x) =

(
∂V (x)

∂x

)T
F (x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà γ + µ− 1.
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Çàìå÷àíèå. Èçâåñòíî [5], ÷òî ïîðÿäîê îäíîðîäíîñòè γ ìîæíî âûáðàòü

ïðîèçâîëüíî, ïîýòîìó äàëåå â ðàáîòå ÷èñëî γ ≥ 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ïàðàìåòð.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òðåòüå óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 2 îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-

öèÿ W (x) äîïóñêàåò îöåíêó

W (x) =

(
∂V (x)

∂x

)T
F (x) ≤ −w‖x(t)‖γ+µ−1, w > 0. (6)

Îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè V(x) âëå÷åò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. [9] Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû

b1, b2, b3, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

V (x) ≤ b1‖x‖γ,
∣∣∣∣∣∣∂V (x)

∂x

∣∣∣∣∣∣ ≤ b2‖x‖γ−1,
∣∣∣∣∣∣∂2V (x)

∂x2

∣∣∣∣∣∣ ≤ b3‖x‖γ−2.

Èçâåñòíî, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû îáëàäàåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 1. [3] Ïóñòü ñèñòåìà (5) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Òîãäà

íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè

ëþáûõ çíà÷åíèÿõ h ≥ 0.

Â ðàáîòàõ [11, 4] íà îñíîâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû áåç çàïàçäûâàíèÿ

ïîñòðîåí ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî äëÿ ñèñòåìû:

v0(xt) = V (x(t)) +

(
∂V

∂x

)T ∣∣∣∣∣
x=x(t)

·
∫ 0

−h
F (x(t+ θ))dθ+

+

∫ 0

−h
(w1 + (h+ θ)w2)‖x(t+ θ)‖γ+µ−1dθ, (7)

xt : θ → x(t + θ), θ ∈ [−h, 0]. Çäåñü w1, w2 > 0 � òàêèå êîíñòàíòû,

÷òî âûïîëíåíî w0 = w − w1 − hw2 > 0. Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèîíàë (7)

äèôôåðåíöèðóåì âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû (4), è ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0 è

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûé ôóíêöèîíàë w(φ), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

10



ñòâî

dv0(xt)
dt

≤ −w(xt)

â îêðåñòíîñòè ‖xt‖h ≤ δ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðåäïîëîæåíèè îá àñèìïòî-

òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ôóíêöèîíàë (7) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

òåîðåìû Êðàñîâñêîãî (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 1.8 â êíèãå [1]) äëÿ ëþáî-

ãî h > 0, à çíà÷èò, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü

íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

1.2 Ëèíåéíûå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì âèäà

ż(t) = Az(t) +Bz(t− h), t ≥ 0. (8)

Çäåñü z ∈ Rn, A,B � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, h > 0 � ïîñòîÿí-

íîå çàïàçäûâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. [1] Ìàòðèöà U(τ) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà ñè-

ñòåìû (8), àññîöèèðîâàííîé ñ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé W, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) d
dτU(τ) = U(τ)A+ U(τ − h)B, τ > 0 (äèíàìè÷åñêîå ñâîéñòâî),

2) U(−τ) = UT (τ), τ ≥ 0 (ñèììåòðè÷íîå ñâîéñòâî),

3) U(0)A+U(−h)B+ATU(0)+BTU(h) = −W (àëãåáðàè÷åñêîå ñâîéñòâî).

Óòâåðæäåíèå 4. [1] Åñëè ñèñòåìà (8) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, òî

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Ëÿïóíîâà U(τ), àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìàòðèöåé

W = W0 +W1 + hW2

, W0,W1,W2 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ìàòðèöû.
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Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó Ëÿïóíîâà èç óòâåðæäåíèÿ 4. Ôóíêöè-

îíàë ïîëíîãî òèïà äëÿ ñèñòåìû (8) èìååò âèä [1]

l(zt) = zT (t)U(0)z(t) + 2zT (t)

∫ 0

−h
U(−h− s)Bz(s+ t)ds+

+

∫ 0

−h
zT (t+ s1)B

T

∫ 0

−h
U(s1 − s2)Bz(t+ s2)ds2ds1+ (9)

+

∫ 0

−h
zT (t+ θ)[W1 + (h+ θ)W2]z(t+ θ)dθ.

Ïðîèçâîäíàÿ äàííîãî ôóíêöèîíàëà âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû (8) ðàâíà

d

dt
l(zt) = −zT (t)W0z(t)− zT (t− h)W1z(t− h)−

∫ t

t−h
zT (s)W2z(s)ds,

ãäå t ≥ 0. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé-

÷èâîñòè ñèñòåìû (8) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé

êâàäðàòè÷íîé îöåíêè ñíèçó äëÿ ôóíêöèîíàëà (9) [1].

12



Ãëàâà 2. Ñëó÷àé äâóõ îäíîðîäíûõ ïîäñèñòåì

Â ýòîé ãëàâå ñòðîÿòñÿ ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî è ñ

èõ ïîìîùüþ ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îöåíîê ðåøåíèé äëÿ ñëîæíûõ

äèôôåðåöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì âèäà (1), îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåé-

ñòâèå äâóõ îäíîðîäíûõ ïîäñèñòåì ñ ðàçíûìè çàïàçäûâàíèÿìè. Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè R1(t, zt) è R2(t, yt) èìåþò ïåðåêðåñòíûé õà-

ðàêòåð, ò.å. êàæäàÿ èç íèõ çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ äðóãîé ïîäñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1), â êîòîðîé ôóíêöèè R1(t, zt) è R2(t, yt) óäî-

âëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (2), è äâå ñèñòåìû áåç çàïàçäûâàíèÿ:

ẏ(t) = F1(y(t)), (10)

ż(t) = F2(z(t)). (11)

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ñèñòåìû (10) è (11) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ïðåäïîëîæåíèå 1 ãàðàíòèðóåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé-

÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ẏ(t) = F1(y(t−h1)) è ż(t) = F2(z(t−h2))
ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ h1, h2 > 0. Â ðàáîòå [3] äëÿ ñëó÷àÿ h1 = h2 ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà Ðàçóìèõèíà ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1 è èìåþò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâà

µ > 1, σ1 ≥ 1, σ2 ≥ 1, σ1σ2 > µ2, (12)

òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ h1, h2 > 0.

Äàëåå â ýòîé ãëàâå áóäåì ñ÷èòàòü íåðàâåíñòâà (13) âûïîëíåííûìè.
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2.1 Êîíñòðóêöèÿ ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà � Êðàñîâ-

ñêîãî

Ïîñòðîèì ôóíêöèîíàë äëÿ ñèñòåìû (1) êàê ñóììó äâóõ ôóíêöèîíà-

ëîâ âèäà (7):

v(yt, zt) = v1(yt) + v2(zt), ãäå (13)

v1(yt) = V1(y(t)) +
(∂V1(y)

∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

·
∫ 0

−h1
F1(y(t+ θ))dθ+

+

∫ 0

−h1
(w1 + (h1 + θ)w2)‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ,

v2(zt) = V2(z(t)) +
(∂V2(z)

∂z

)T ∣∣∣
z=z(t)

·
∫ 0

−h2
F2(z(t+ θ))dθ+

+

∫ 0

−h2
(w̃1 + (h2 + θ)w̃2)‖z(t+ θ)‖γ2+µ−1dθ.

Çäåñü V1(y) è V2(z) � îäíîðîäíûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ïîðÿäêîâ îäíîðîä-

íîñòè γ1 ≥ 2 è γ2 ≥ 2 äëÿ ñèñòåì (10) è (11) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ôóíêöèè

ñóùåñòâóþò â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 è ïðåäïîëîæåíèÿ 1. Ïóñòü(
∂V1(y)

∂y

)T
F1(y) ≤ −w‖y‖γ1+µ−1,(

∂V2(z)

∂z

)T
F2(z) ≤ −w̃‖z‖γ2+µ−1,

(14)

çíà÷åíèÿ w1, w2 > 0 òàêîâû, ÷òî w0 = w − w1 − h1w2 > 0, à çíà÷åíèÿ

w̃1, w̃2 > 0 òàêîâû, ÷òî w̃0 = w̃ − w̃1 − h2w̃2 > 0.

Ïîñêîëüêó V1(y), V2(z) � îäíîðîäíûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, òî äëÿ íèõ

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

d01‖y‖γ1 ≤ V1(y) ≤ d1‖y‖γ1, d02‖z‖γ2 ≤ V2(z) ≤ d2‖z‖γ2,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂V1(y)

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ d3‖y‖γ1−1,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂V2(z)

∂z

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ d4‖z‖γ2−1 (15)∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∂2V1(y)

∂y2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ d5‖y‖γ1−2,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2V2(z)

∂z2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ d6‖z‖γ2−2.
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Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé F1, F2 âåðíû îöåíêè:

F1(y) ≤ g1‖y‖µ, F2(z) ≤ g2‖z‖µ.

2.2 Ëåììû îá îöåíêàõ ôóíêöèîíàëà

Â ýòîì ðàçäåëå ïîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1 è

íåðàâåíñòâà (13), òî ôóíêöèîíàë (13) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

Êðàñîâñêîãî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû K1, K2, H1 > 0 òàêèå, ÷òî ïðîèç-

âîäíàÿ ôóíêöèîíàëà v(yt, zt) âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû (1) äîïóñêàåò îöåí-

êó:

dv(yt, zt)

dt
≤ −K1

(
‖y(t)‖γ1+µ−1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ

)
−

−K2

(
‖z(t)‖γ2+µ−1 +

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2+µ−1dθ

) (16)

ïðè ‖xt‖h < H1.

Äîêàçàòåëüñòâî.Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå ôóíêöèîíàëà v1(yt) ÷åðåç I1, I2, I3.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå ôóíêöèîíàëà v1(yt):

dI1
dt

=

(
∂V1(y)

∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

(F1(y(t− h1)) +R1(t, zt)).

Ïðîèçâîäíàÿ ñëàãàåìîãî I2 ðàâíà

dI2
dt

=

(
∂V1(y)

∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

(F1(y(t))− F1(y(t− h1))) + (F1(y(t− h1))+

+R1(t, zt))
T ·
(
∂2V1(y)

∂y2

) ∣∣∣
y=y(t)

·
∫ t

t−h1
F1(y(s))ds.

Ðàññìîòðèì òðåòüå ñëàãàåìîå ôóíêöèîíàëà v1(yt):

I3 =

∫ 0

−h1
(w1 + (h1 + θ)w2)‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ.

15



Ñäåëàåì çàìåíó t+ θ = s ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

I3 =

∫ t

t−h1
(w1 + (h1 + s− t)w2)‖y(s)‖γ1+µ−1ds.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ñëàãàåìîãî I3:

dI3
dt

= (w1 + w2h1)‖y(t)‖γ1+µ−1 − w1‖y(t− h1)‖γ1+µ−1−

−w2

∫ t

t−h1
‖y(s)‖γ1+µ−1ds.

Ñîáåðåì âñå ñëàãàåìûå âìåñòå:

dv1(yt)

dt
=

(
∂V1(y)

∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

(F1(y(t− h1)) +R1(t, zt))+

+

(
∂V1(y)

∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

(F1(y(t))− F1(y(t− h1)))+

+(F1(y(t− h1)) +R1(t, zt))
T ·
(
∂2V1(y)

∂y2

) ∣∣∣
y=y(t)

·
∫ t

t−h1
F1(y(s))ds+

+(w1 + w2h1)‖y(t)‖γ1+µ−1 − w1‖y(t− h1)‖γ1+µ−1−

−w2

∫ t

t−h1
‖y(s)‖γ1+µ−1ds ≤ −w0‖y(t)‖γ1+µ−1 − w1‖y(t− h1)‖γ1+µ−1−

−w2

∫ t

t−h1
‖y(s)‖γ1+µ−1ds+

(
∂V1(y)

∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

(R1(t, zt))+

+(F1(y(t− h1)) +R1(t, zt))
T ·
(
∂2V1(y)

∂y2

) ∣∣∣
y=y(t)

·
∫ t

t−h1
F1(y(s))ds,

çäåñü èñïîëüçîâàíî ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (14). Îöåíèì çíàêîíåîïðåäåëåí-

íûå ñëàãàåìûå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà v1(yt). Îöåíêà ïåðâîãî èç íèõ

èìååò âèä ∥∥∥∥F T
1 (y(t− h1))

(
∂2V1(y)

∂y2

) ∣∣∣
y=y(t)

∫ t

t−h1
F1(y(s))ds

∥∥∥∥ ≤
≤ P1‖y(t− h1)‖µ‖y(t)‖γ1−2

∫ t

t−h1
‖y(s)‖µds ≤
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≤ P1

(
h1‖y(t− h1)‖2µ+γ1−2 + h1‖y(t)‖2µ+γ1−2 +

∫ t

t−h1
‖y(s)‖2µ+γ1−2ds

)
≤

≤ P1H
µ−1
1

(
h1‖y(t− h1)‖γ1+µ−1 + h1‖y(t)‖γ1+µ−1 +

∫ t

t−h1
‖y(s)‖γ1+µ−1ds

)
,

ãäå P1 = g21d5. Çäåñü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî

Ap1Bp2Cp3 ≤ Ap1+p2+p3 +Bp1+p2+p3 + Cp1+p2+p3,

ãäå A,B,C, p1, p2, p3 > 0.

Âòîðîå èç çíàêîíåîïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíà-

ëà v1(yt) äîïóñêàåò îöåíêó

‖RT
1 (t, zt)

(
∂2V1(y)

∂y2

) ∣∣∣
y=y(t)

·
∫ t

t−h1
F1(y(s))ds‖ ≤ J1(‖z(t)‖σ1 + ‖z(t− h2)‖σ1)

·‖y(t)‖γ1−2
∫ t

t−h1
‖y(s)‖µds ≤ J1(‖z(t)‖σ1 + ‖z(t− h2)‖σ1)·

·(h1‖y(t)‖µ+γ1−2 +

∫ t

t−h1
‖y(s)‖µ+γ1−2ds) ≤

≤ J1((‖z(t)‖µ+γ2−1)
σ1

µ+γ2−1 + (‖z(t− h2)‖µ+γ2−1)
σ1

µ+γ2−1 )·

·(h1(‖y(t)‖µ+γ1−1)
µ+γ2−1
µ+γ1−1 +

∫ t

t−h1

(
‖y(s)‖µ+γ1−1

)µ+γ2−1
µ+γ1−1 ds) ≤

≤ 2J1((h1(‖z(t)‖µ+γ2−1)ρ10 + h1(‖z(t− h2)‖µ+γ2−1)ρ10)+

+h1(‖y(t)‖µ+γ1−1)ρ10 +

∫ t

t−h1

(
‖y(s)‖µ+γ1−1

)ρ10 ds),
ãäå J1 = g1d5β, ρ10 = µ+γ1−2

µ+γ1−1 + σ1
µ+γ2−1 . Òðåòüå èç çíàêîíåîïðåäåëåííûõ

ñëàãàåìûõ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà v1(yt) äîïóñêàåò îöåíêó

‖
(
∂V1(y)

∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

R1(t, zt)‖ ≤ N1(‖z(t)‖σ1 + ‖z(t− h2)‖σ1)‖y(t)‖γ1−1 ≤

≤ N1((‖z(t)‖γ2+µ−1)
σ1

γ2+µ−1 + (‖z(t− h2)‖γ2+µ−1)
σ1

γ2+µ−1 )(‖y(t)‖γ1+µ−1)
γ1−1

γ1+µ−1 ≤
≤ N1((‖z(t)‖γ2+µ−1)ρ11 + (‖z(t− h2)‖γ2+µ−1)ρ11 + 2(‖y(t)‖γ1+µ−1)ρ11),
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ãäå N1 = d3β, ρ11 = γ1−1
µ+γ1−1 + σ1

µ+γ2−1 . Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî äàííûå ñòåïåíè:

ρ10 =
σ1

γ2 + µ− 1
+
γ1 + µ− 2

γ1 + µ− 1
= 1 +

σ1
γ2 + µ− 1

− 1

γ1 + µ− 1
,

ρ11 =
σ1

γ2 + µ− 1
+

γ1 − 1

γ1 + µ− 1
= 1 +

σ1
γ2 + µ− 1

− µ

γ1 + µ− 1
.

Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ òàê, ÷òîáû äàííûå ñòåïåíè áûëè

áîëüøå åäèíèöû:

σ1 >
γ2 + µ− 1

γ1 + µ− 1
,

σ1
µ
>
γ2 + µ− 1

γ1 + µ− 1
.

Òàê êàê µ > 1, òî âûïîëíåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà âëå÷åò âûïîëíåíèå

ïåðâîãî. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà v2(zt) ðàâíà

dv2(zt)

dt
=

(
∂V2(z)

∂z

)T ∣∣∣
z=z(t)

(F2(z(t− h2)) +R2(t, yt))+

+

(
∂V2(z)

∂z

)T ∣∣∣
z=z(t)

(F2(z(t))− F2(z(t− h2)))+

+(F2(z(t− h2)) +R2(t, yt))
T ·
(
∂2V2(z)

∂z2

) ∣∣∣
z=z(t)

·
∫ t

t−h2
F2(z(s))ds+

+(w̃1 + w̃2h2)‖z(t)‖γ2+µ−1 − w̃1‖z(t− h2)‖γ2+µ−1 − w̃2

∫ t

t−h2
‖z(s)‖γ2+µ−1ds ≤

≤ −w̃0‖z(t)‖γ2+µ−1 − w̃1‖z(t− h2)‖γ2+µ−1 − w̃2

∫ t

t−h2
‖z(s)‖γ2+µ−1ds+

+

(
∂V2(z)

∂z

)T ∣∣∣
z=z(t)

(R2(t, yt) + F2(z(t)))+

+(F2(z(t− h2)) +R2(t, zt))
T ·
(
∂2V2(z)

∂z2

) ∣∣∣
z=z(t)

·
∫ t

t−h2
F2(z(s))ds,

çäåñü èñïîëüçîâàíî âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (14). Îöåíèì çíàêîíåîïðåäåëåí-

íûå ñëàãàåìûå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà v2(zt). Îöåíêà ïåðâîãî èç íèõ

èìååò âèä ∥∥∥∥F T
2 (z(t− h2))

(
∂2V2(z)

∂z2

) ∣∣∣
z=z(t)

∫ t

t−h2
F2(z(s))ds

∥∥∥∥ ≤
18



≤ P2H
µ−1
1

(
h2‖z(t− h2)‖γ2+µ−1 + h2‖z(t)‖γ2+µ−1 +

∫ t

t−h2
‖z(s)‖γ2+µ−1ds

)
,

ãäå P2 = g22d6. Âòîðîå èç çíàêîíåîïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèîíàëà v2(zt) äîïóñêàåò îöåíêó

‖R2(t, zt)
T ·
(
∂2V2(z)

∂z2

) ∣∣∣
z=z(t)

·
∫ t

t−h2
F2(z(s))ds‖ ≤

≤ 2J2((h2(‖y(t)‖µ+γ1−1)ρ20 + h2((‖y(t− h1)‖)µ+γ1−1)ρ20)+

+h2(‖z(t)‖µ+γ2−1)ρ20 +

(∫ t

t−h2
‖z(s)‖µ+γ2−1

)ρ20
),

ãäå J2 = g2d6α, ρ20 = µ+γ2−2
µ+γ2−1 + σ2

µ+γ1−1 . Òðåòüå èç çíàêîíåîïðåäåëåííûõ

ñëàãàåìûõ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà v1(zt) äîïóñêàåò îöåíêó∥∥∥∥∥
(
∂V2(z)

∂z

)T ∣∣∣
z=z(t)

R2(t, zt)

∥∥∥∥∥ ≤ N2((‖y(t)‖γ1+µ−1)ρ21+

+(‖y(t− h1)‖γ1+µ−1)ρ21 + 2(‖z(t)‖γ1+µ−1)ρ21),

ãäå N2 = d4α, ρ21 = γ2−1
µ+γ2−1 + σ2

µ+γ1−1 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâîäèì äåéñòâèå íàä ôóíêöèîíàëîì v2, ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî íà ñòåïåíè:

σ2
µ
>
γ1 + µ− 1

γ2 + µ− 1
.

Îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà:

µ

σ1
<
γ1 + µ− 1

γ2 + µ− 1
<
σ2
µ

Ïîñêîëüêó â ñèëó (13) σ1σ2 > µ2, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðà-

âåíñòâà çà ñ÷åò âûáîðà γ1 è γ2. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ‖xt‖h ≤ H1, èìååì

‖y(t + θ)‖ ≤ H1, θ ∈ [−h1, 0], ‖z(t + θ)‖ ≤ H1, θ ∈ [−h2, 0]. Îáúåäèíÿÿ

îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèîíàëîâ v1(yt) è v2(zt), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
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îöåíêó ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà (13):

dv(yt, zt)

dt
≤ −K10‖y(t)‖γ1+µ−1 −K11‖y(t− h1)‖γ1+µ−1−

−K12

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ −K20‖z(t)‖γ2+µ−1−

−K21‖z(t− h2)‖γ2+µ−1 −K22

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2+µ−1dθ ≤

≤ −K1

(
‖y(t)‖γ1+µ−1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ

)
−

−K2

(
‖z(t)‖γ2+µ−1 +

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2+µ−1dθ

)
,

ãäå

K1 = min{K10, K12}

K10 = w0 − P1h1H
µ−1
1 − 2J1h1H

(ρ10−1)(µ+γ1−1)
1 − 2N1H

(ρ11−1)(µ+γ1−1)
1 −

−2J2h2H
(ρ20−1)(µ+γ1−1)
1 −N2H

(ρ21−1)(µ+γ1−1)
1 ,

K12 = w2 − P1H
µ−1
1 − 2J1H

(ρ10−1)(µ+γ1−1)
1 .

K2 = min{K20, K22}

K20 = w̃0 − P2h2H
µ−1
1 − 2J2h2H

(ρ20−1)(µ+γ2−1)
1 − 2N1H

(ρ21−1)(µ+γ1−1)
1 −

−2J1h1H
(ρ10−1)(µ+γ2−1)
1 −N1H

(ρ11−1)(µ+γ2−1)
1 ,

K22 = w̃2 − P2H
µ−1
1 − 2J2H

(ρ20−1)(µ+γ2−1)
1 .

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû m1,m2, H2 > 0 òàêèå, ÷òî ôóíêöè-

îíàëû v1(yt) è v2(zt) äîïóñêàþò ñëåäóþùèå îöåíêè ñâåðõó:

v1(yt) ≤ m1(‖y(t)‖γ1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1dθ),

v2(zt) ≤ m2(‖z(t)‖γ2 +

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2dθ)
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â îêðåñòíîñòè ‖xt‖h < H2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå ôóíêöèîíàëà v1(y(t)):

I2 =

(
∂V1
∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

·
∫ 0

−h1
F1(y(t+ θ))dθ ≤ d3‖y(t)‖γ1−1 ·

∫ 0

−h1
g1‖y(t+ θ)‖µdθ ≤

≤ d3g1(h1‖y(t)‖γ1+µ−1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ). (17)

Îöåíêà ñâåðõó òðåòüåãî ñëàãàåìîãî èìååò âèä

I3 =

∫ 0

−h1
(w1 + (h1 + θ)w2)‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ ≤

≤ (w1 + h1w2)

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë v1(yt) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó ñâåðõó:

v1(yt) ≤ ‖y(t)‖γ1(d1 + d3h1g1‖y(t)‖µ−1)+ (18)

+(w1 + h1w2 + d3g1)

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ ≤

≤ a1‖y(t)‖γ1 + b1

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1dθ ≤ m1(‖y(t)‖γ1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1dθ),

ãäå

m1 = max{a1, b1}, a1 = d1 + d3h1g1H
µ−1
2 , b1 = (w1 + h1w2 + d3g1)H

µ−1
2

â îêðåñòíîñòè ||xt||h ≤ H2 .

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèîíàë v2(zt) äîïóñêàåò îöåíêó ñâåðõó âèäà

v2 ≤ ‖z(t)‖γ2(d2 + d4h2g2‖z(t)‖µ−1)+ (19)

+

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2+µ−1dθ(w̃1 + h2w̃2 + d4g2) ≤

≤ a2‖z(t)‖γ2 + b2

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2dθ ≤ m2(‖z(t)‖γ2 +

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2dθ),
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ãäå

m2 = max{a2, b2}, a2 = d2 + d4h2g2H
µ−1
2 , b2 = (w̃1 + h2w̃2 + d4g2)H

µ−1
2

â îêðåñòíîñòè ||xt||h ≤ H2 .

Ëåììà äîêàçàíà. �

Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðóÿ îöåíêè ñëàãàåìûõ ôóíêöèîíàëà (13), ïî-

ëó÷àåì îöåíêó íà âåñü ôóíêöèîíàë:

v(yt, zt) ≤ m1(‖y(t)‖γ1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1dθ) +m2(‖z(t)‖γ2 +

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2dθ).

(20)

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû α1, α2, α3, α4, H3 > 0 òàêèå, ÷òî ôóíê-

öèîíàëû v1(yt) è v2(zt) äîïóñêàþò ñëåäóþùèå îöåíêè ñíèçó:

v1(yt) ≥ α1‖y(t)‖γ1 + α2

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ,

v2(zt) ≥ α3‖z(t)‖γ2 + α4

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2+µ−1dθ

â îêðåñòíîñòè ‖xt‖h < H3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (17):

|I2| ≤ d3g1(h1‖y(t)‖γ1+µ−1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ).

Äîáàâèì íåêîòîðûé ïàðàìåòð η > 0 âî âòîðîå ñëàãàåìîå:

ηγ1−1−µd3g1

(‖y(t)‖
η

)γ1−1 ∫ 0

−h1
(η‖y(t+ θ)‖)µdθ) ≤

≤ d3g1

(
h1‖y(t)‖γ1+µ−1

η2µ
+ η2(γ1−1)

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ

)
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Ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó íà ôóíêöèîíàë:

v1(yt) ≥
(
d10 − d3g1h1η−2µ‖y(t)‖µ−1

)
‖y(t)‖γ1+

+
(
w1 − d3g1η2(γ1−1)

)∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ

Âûáåðåì òàêîå η > 0, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå w1 − d3g1η2(γ1−1) > 0, à

çàòåì âûáåðåì

H31 <
µ−1

√
d10

d3g1h1η−2µ
.

Îöåíêà íà v2(zt) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñî ñëåäóþùèì îãðàíè-

÷åíèåì:

H32 <
µ−1

√
d20

d4g2h2η−2µ
.

Âûáåðåì H3 = min{H31, H32}.
Ëåììà äîêàçàíà. �

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ãðóáóþ îöåíêó:

v(yt, zt) ≥ α1‖y(t)‖γ1 + α3‖z(t)‖γ2

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1�3 ñîäåðæàò ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííûõ K1, K2,m1,m2, α1, α3. Êðîìå òîãî, â äîêàçàòåëüñòâå

ëåììû 1 íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäêè îäíîðîäíîñòè γ1 è γ2 ôóíêöèé

Ëÿïóíîâà V1(y) è V2(z).

2.3 Ïîñòðîåíèå îöåíîê ðåøåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ôóíêöèîíàë (13) ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê

ðåøåíèé ñèñòåìû (1). Ïðè ýòîì ïîñòðîåííûå îöåíêè áóäóò ñïðàâåäëèâû

ëèøü äëÿ òåõ ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ||x(t)|| ≤ δ = min{H1, H2, H3}
ïðè âñåõ t ≥ 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå γ = min{γ1, γ2}.
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Óòâåðæäåíèå 5. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë v1, v2 ≥ 0, è ëþáîãî p ≥ 1 âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

(v1 + v2)
p ≤ 2p−1(vp1 + vp2).

Ëåììà 4. Ïóñòü p è q òàêèå, ÷òî p > q ≥ 1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäó-

þùåå íåðàâåíñòâî(
‖f(t)‖q +

∫ 0

−h
‖f(t+ θ)‖qdθ

)p
q

≤ L̃

(
‖f(t)‖p +

∫ 0

−h
‖f(t+ θ)‖pdθ

)
,

ãäå L̃ = (2max{1, h})
p
q−1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ∆ � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

m1(1 + h1)∆
γ1 +m2(1 + h2)∆

γ2 = min{α1δ
γ1, α3δ

γ2}. (21)

Åñëè ‖φ‖h < ∆ , òî ‖x(t, φ)‖ < δ, t ≥ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4 â ðàáîòå

[12].

Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå (21) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

k∆γ = min{α1δ
γ1, α3δ

γ2}, (21′)

ãäå k = m1(1 + h1) + m2(1 + h2)∆
γ2−γ1 ïðè γ2 ≥ γ1 è ñîîòâåòñòâåííî k =

m1(1 + h1)∆
γ1−γ2 +m2(1 + h2) ïðè γ1 > γ2.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñèñòåìû (10) è (11) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû è

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (13). Òîãäà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíû-

ìè ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ ‖φ‖h < ∆, ãäå ∆ � ïîëîæè-

òåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (21), âåðíû îöåíêè:

‖y(t)‖ ≤ c1‖φ‖
γ
γ1

h

(
1 + c2‖φ‖µ−1h t

)− γ
γ1(µ−1)

‖z(t)‖ ≤ c3‖φ‖
γ
γ2

h

(
1 + c4‖φ‖µ−1h t

)− γ
γ2(µ−1)

, t ≥ 0,
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ãäå

c1 =
δ

∆
γ
γ1

, c3 =
δ

∆
γ
γ2

,

c2 = c4 =

(
k

2

)µ−1
γ
(
µ− 1

γ

)
L

δ̃
,

ãäå L = min

{
K1

(2max{1, h1})
µ−1
γ1 m

γ1+µ−1
γ1

1

,
K2

(2max{1, h2})
µ−1
γ2 m

γ2+µ−1
γ2

2

}
,

δ̃ = max
{

(m1(1 + h1)δ
γ1)(µ−1)(

1
γ−

1
γ1
), (m2(1 + h2)δ

γ2)(µ−1)(
1
γ−

1
γ2
)
}

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì îöåíêó íà ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèîíàëà (16)

ñ ïîìîùüþ Ëåììû 4:

dv(yt, zt)

dt
≤ −K1

(
‖y(t)‖γ1+µ−1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ

)
−

−K2

(
‖z(t)‖γ2+µ−1 +

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖γ2+µ−1dθ

)
≤

≤ − K1

L1m
γ1+µ−1

γ1
1

· v1(yt)
γ1+µ−1

γ1 − K2

L2m
γ2+µ−1

γ2
2

· v2(zt)
γ2+µ−1

γ2 ≤

≤ −min

{
K1

L1m
γ1+µ−1

γ1
1

,
K2

L2m
γ2+µ−1

γ2
2

}
(v1(yt)

1+µ−1
γ1 + v2(zt)

1+µ−1
γ2 ),

(22)

ãäå L1 = (2max{1, h1})
µ−1
γ1 , L2 = (2max{1, h2})

µ−1
γ2 .

Ïî òåîðåìå 3, óñëîâèå ‖φ‖h < ∆ âëå÷åò ‖xt‖h < δ ïðè âñåõ t ≥ 0.

v1(yt) ≤ δ̃1 è v2(zt) ≤ δ̃2,

ãäå δ̃1 = m1(1 + h1)δ
γ1, δ̃2 = m2(1 + h2)δ

γ2. Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 4,

â êîòîðîì âîçüìåì p = 1 + µ−1
γ . Çàïèøåì íåðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì âèäà p:

1

2
µ−1
γ

· (v1(yt) + v2(zt))
1+µ−1

γ ≤ v1(yt)
1+µ−1

γ + v2(zt)
1+µ−1

γ ≤

≤ δ̃ · (v1(yt)1+
µ−1
γ1 + v2(zt)

1+µ−1
γ2 ),
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ãäå δ̃ = max(δ̃1
(µ−1)( 1γ−

1
γ1
)
, δ̃2

(µ−1)( 1γ−
1
γ2
)
). Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî

v
1+µ−1

γ

1 ≤ δ̃1
(µ−1)( 1γ−

1
γ1
)
v
1+µ−1

γ1
1 ,

v
1+µ−1

γ

2 ≤ δ̃2
(µ−1)( 1γ−

1
γ2
)
v
1+µ−1

γ2
2 .

Èç îöåíêè (22) ïîëó÷àåì:

dv(yt, zt)

dt
≤ −λ · v(yt, zt)

1+µ−1
γ , (23)

ãäå

λ =

min

{
K1

L1m
γ1+µ−1

γ1
1

, K2

L2m
γ2+µ−1

γ2
2

}
2
µ−1
γ δ̃

.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé î ñðàâíåíèè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé [15]. Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì (23) ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

du(t)

dt
= −λ · u(t)1+

µ−1
γ ,

u(0) = u0 = k‖φ‖γh. (24)

Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (24):

u(t) = u0

(
1 + λ(

µ− 1

γ
)u

µ−1
γ

0 t
)− γ

µ−1

.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ||φ||h < ∆ îçíà÷àåò, ÷òî v(y0, z0) ≤ m1(1+h1)‖y0‖γ1h1 +

m2(1 + h2)‖z0‖γ2h2 ≤ k||φ||γh, ïîýòîìó ïî ëåììå î ñðàâíåíèè ïîëó÷àåì íåðà-

âåíñòâî:

v(yt, zt) ≤ u0

(
1 + λ(

µ− 1

γ
)u

µ−1
γ

0 t
)− γ

µ−1

.
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Ñîãëàñíî ëåììå 3,

α1‖y(t)‖γ1 + α3‖z(t)‖γ2 ≤ v(yt, zt) ≤ u0

(
1 + λ(

µ− 1

γ
)u

µ−1
γ

0 t
)− γ

µ−1

.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî k∆γ ≤ α1δ
γ1, k∆γ ≤ α3δ

γ2, ïîëó÷àåì

òðåáóåìóþ îöåíêó. �
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Ãëàâà 3. Ñëó÷àé îäíîðîäíîé è ëèíåéíîé ïîäñèñòåì

Â ýòîé ãëàâå ñòðîÿòñÿ ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî äëÿ

ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì âèäà (3). Ýòè ôóíêöèîíà-

ëû ïðèìåíÿþòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3) è íàðÿäó ñ íåé äâå âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåìû

ẏ(t) = F1(y(t)), (25)

ż(t) = Az(t) +Bz(t− h2), (26)

çäåñü çíà÷åíèå h2 ≥ 0 ôèêñèðîâàíî. Äàëåå ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì ñëåäóþ-

ùåå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ñèñòåìû (25) è (26) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.

Â ðàáîòå [2] äëÿ ñëó÷àÿ h2 = 0 ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðàçóìèõèíà äîêàçàíà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü h2 = 0. Åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 2 è èìåþò

ìåñòî íåðàâåíñòâà

µ > 1, σ1, σ2 ≥ 1, σ1σ2 > µ, (27)

òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ h1 ≥ 0.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ òåîðåìû 5 íà

ñëó÷àé h2 > 0. Äàëåå ñ÷èòàåì íåðàâåíñòâà (25) âûïîëíåííûìè. Êðîìå òîãî,

â ðàáîòå ïîÿâèòñÿ åùå îäíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó σ2.
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3.1 Êîíñòðóêöèÿ ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà � Êðàñîâ-

ñêîãî

Ïîñòðîèì ôóíêöèîíàë äëÿ ñèñòåìû (3) êàê ñóììó ôóíêöèîíàëà âèäà

(7) äëÿ îäíîðîäíîé ÷àñòè è ôóíêöèîíàëà âèäà (9) äëÿ ëèíåéíîé:

ṽ(yt, zt) = v1(yt) + l(zt), ãäå (28)

v1(yt) = V1(y(t)) +
(∂V1(y)

∂y

)T ∣∣∣
y=y(t)

·
∫ 0

−h1
F1(y(t+ θ))dθ+

+

∫ 0

−h1
(w1 + (h1 + θ)w2)‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ,

l(zt) = zT (t)U(0)z(t) + 2zT (t)

∫ 0

−h2
U(−h2 − s)Bz(s+ t)ds+

+

∫ 0

−h2
zT (t+ s1)B

T

∫ 0

−h2
U(s1 − s2)Bz(t+ s2)ds2ds1+

+

∫ 0

−h2
zT (t+ θ)[W1 + (h2 + θ)W2]z(t+ θ)dθ.

Çäåñü V1(y) � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (25) ïîðÿäêà

îäíîðîäíîñòè γ ≥ 2 òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî(
∂V1(y)

∂y

)T
F1(y) ≤ −w‖y‖γ1+µ−1,

ïîñòîÿííûå w1, w2 > 0 òàêîâû, ÷òî w0 = w − w1 − h2w2 > 0, à ìàòðè-

öà Ëÿïóíîâà U(τ) àññîöèèðîâàíà ñ ìàòðèöåé W = W0 + W1 + h2W2, ãäå

W0,W1,W2 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ìàòðèöû.

Ïîñêîëüêó V1(y) � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ íåðà-

âåíñòâà:

d10‖y‖γ1 ≤ V1(y) ≤ d1‖y‖γ1,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂V1(y)

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ d3‖y‖γ1−1.

Òàê êàê F1 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà µ, òî âûïîëíÿåòñÿ îöåí-
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êà:

F1(y) ≤ g1‖y‖µ.

3.2 Ëåììû îá îöåíêàõ ôóíêöèîíàëà

Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (27) è σ2 >
µ+1
2 .

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû K1, K2, H1 > 0 òàêèå, ÷òî ïðîèç-

âîäíàÿ ôóíêöèîíàëà v(yt, zt) âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû (3) äîïóñêàåò îöåí-

êó:

dv(yt, zt)

dt
≤ −K1

(
‖y(t)‖γ1+µ−1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1+µ−1dθ

)
−

−K2

(
‖z(t)‖2 +

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖2dθ

) (29)

ïðè ‖xt‖h < H1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà v1(yt) âû÷èñëåíà â äîêàçà-

òåëüñòâå ëåììû 1. Â äàííîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíè, ïîëó÷åííûå

â ýòîé ëåììå, èìåþò âèä:

σ1
µ
>

2

γ1 + µ− 1
. (30)

Pàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ôóíêöèîíàëà l(zt). Ñäåëàåì çàìåíó t+ s = θ

ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

l1 = 2zT (t)

∫ t

t−h2
U(−h2 + t− θ)Bz(θ)dθ

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ñëàãàåìîãî l1:

dl1
dt

= 2[Az(t) +Bz(t− h2) +R2(t, yt)]
T

∫ t

t−h2
U(−h2 + t− θ)Bz(θ)dθ+

+2zT (t)U(−h2)Bz(t)− 2zT (t)U(0)Bz(t− h2)+

+2zT (t)

∫ t

t−h2

∂U(−h2 + t− θ)
∂t

Bz(θ)dθ
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Ñäåëàåì äâå çàìåíû t+ s1 = θ1 è t+ s2 = θ2 ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ÷òîáû

ïðèâåñòè ê âèäó:

l2 =

∫ t

t−h2
zT (θ1)B

T

∫ t

t−h2
U(θ1 − θ2)Bz(θ2)dθ2dθ1.

Ïðîèçâîäíàÿ ñëàãàåìîãî l2:

dl2
dt

= zT (t)BT

∫ t

t−h2
U(t− θ)Bz(θ)dθ−

−zT (t− h2)BT

∫ t

t−h2
U(t− h2 − θ)Bz(θ)dθ+

+

(∫ t

t−h2
zT (θ)BTU(θ − t)dθ

)
Bz(t)−

−
(∫ t

t−h2
zT (θ)BTU(θ − t+ h2)dθ

)
Bz(t− h2) =

2zT (t)BT

∫ t

t−h2
U(t− θ)Bz(θ)dθ − 2zT (t− h2)BT

∫ t

t−h2
U(t− h2 − θ)Bz(θ)dθ.

Ñäåëàåì çàìåíó t+ θ = ζ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

l3 =

∫ t

t−h2
zT (ζ)[W1 + (h2 + ζ − t)W2]z(ζ)dζ.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ñëàãàåìîãî l3:

dl1
dt

= zT (t)[W1 + h2W2]z(t)− zT (t− h2)W1z(t− h2)−
∫ t

t−h2
zT (ζ)W2z(ζ)dζ.

Ñîáåð¼ì âñå ýëåìåíòû ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà l(zt), ñîêðàòèâ îäèíàêî-

âûå ñëàãàåìûå:

dl(zt)

dt
= 2zT (t)U(0)[Az(t) +Bz(t− h2) +R2(t, yt)]+

+2[Az(t) +R2(t, yt)]
T

∫ t

t−h2
U(−h2 + t− θ)Bz(θ)dθ + 2zT (t)U(−h2)Bz(t)−

+2zT (t)

∫ t

t−h2

∂U(−h2 + t− θ)
∂t

Bz(θ)dθ + 2zT (t)BT

∫ t

t−h2
U(t− θ)Bz(θ)dθ+
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+zT (t)[W1 + hW2]z(t)− zT (t− h2)W1z(t− h2)−
∫ t

t−h2
zT (ζ)W2z(ζ)dζ.

Äàëåå, ñîáèðàÿ ýëåìåíòû ñ zT (t), èìåþùèå èíòåãðàë, ìû ïîëó÷àåì:

2z(t)T
∫ t

t−h2

(
∂U(−h2 + t− θ)

∂t
+BTU(t− θ) + ATU(−h2 + t− θ)

)
Bz(θ)dθ.

Â ñèëó ñâîéñòâà ñèììåòðèè U(t) è äèíàìè÷åñêîãî ñâîéñòâà ìàòðèöû

Ëÿïóíîâà èìååì:

∂U(−h2 + t− θ)
∂t

= −BTU(t− θ)− ATU(−h2 + t− θ).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóììà â èíòåãðàëå îáíóëÿåòñÿ. Ñîáåð¼ì ÷ëåíû,

îáðàçóþùèå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî âåêòîðà z(t):

S(t) = zT (t)[U(0)A+ ATU(0) + U(−h2)B +BTU(h2)]z(t) = −zT (t)Wz(t)

â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîãî ñâîéñòâà ìàòðèöû Ëÿïóíîâà. Îêîí÷àòåëüíî, ïðî-

èçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà l(zt) ðàâíà

dl(zt)

dt
= −zT (t)Wz(t) + 2zT (t)U(0)R2(t, yt)+

+2[R2(t, yt)]
T

∫ t

t−h
U(−h2 + t− θ)Bz(θ)dθ.

Îáîçíà÷èì Q = max ‖U(τ)‖ ïðè τ ∈ [0, h2]. Îöåíèì çíàêîíåîïðåäåëåííûå

ñëàãàåìûå ïîëó÷åííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà l(zt). Îöåíêà ïåðâîãî èç

íèõ èìååò âèä

‖2zT (t)U(0)R2(t, yt)‖ ≤ Q̃‖z(t)‖(‖y(t)‖σ2 + ‖y(t− h1)‖σ2) ≤

≤ Q̃((‖y(t)‖γ1+µ−1)
σ2

γ1+µ−1+
1
2 + (‖y(t− h1)‖γ1+µ−1)

σ2
γ1+µ−1+

1
2+

+2 · (‖z(t)‖2)
σ2

γ1+µ−1+
1
2 ), ãäå Q̃ = 2Qα.

Âòîðîå èç çíàêîíåîïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà l(zt)
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äîïóñêàåò îöåíêó

‖2[R2(t, yt)]
T

∫ t

t−h2
U(−h2 + t− θ)Bz(θ)dθ‖ ≤

≤M(‖y(t)‖σ2 + ‖y(t− h1)‖σ2)
∫ t

t−h2
‖z(θ)‖dθ ≤

≤M · (h2(‖y(t)‖γ1+µ−1)
σ2

γ1+µ−1+
1
2 + h2(‖y(t− h1)‖γ1+µ−1)

σ2
γ1+µ−1+

1
2+

+2

∫ t

t−h2
(‖z(θ)‖2)

σ2
γ1+µ−1+

1
2dθ), ãäå M = 2Q‖B‖α.

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðàìåòð γ1 ≥ 2 ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òîáû ñòåïåíü

1 <
σ2

γ1 + µ− 1
+

1

2
.

Êîìáèíèðóÿ ýòî óñëîâèå ñ (30), ïîëó÷èì

1

σ2
<

2

γ1 + µ− 1
<
σ1
µ
.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó γ1 ≥ 2, èìååì

2

γ1 + µ− 1
≤ 2

µ+ 1
.

Ïàðàìåòð γ1 ìîæíî âûáðàòü óäîâëåòâîðÿþùèì ïîñëåäíèì äâóì íåðàâåí-

ñòâàì, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ σ1σ2 > µ è σ2 >
µ+1
2 . Ïîñêîëüêó âñå ñòåïåíè â

îöåíêàõ âûáðàíû áîëüøèìè åäèíèöû, ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå H1 > 0,

÷òî â îêðåñòíîñòè ||xt||h ≤ H1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà (29). Ëåììà äîêàçàíà.

�

Ëåììà 6. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû m1,m2, H2 > 0 òàêèå, ÷òî ôóíêöè-

îíàëû v1(yt) è l(zt) äîïóñêàþò ñëåäóþùèå îöåíêè ñâåðõó:

v1(yt) ≤ m1(‖y(t)‖γ1 +

∫ 0

−h1
‖y(t+ θ)‖γ1dθ),

l(zt) ≤ m2(‖z(t)‖2 +

∫ 0

−h2
‖z(t+ θ)‖2dθ)
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â îêðåñòíîñòè ‖xt‖h < H2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñâåðõó ôóíêöèîíàëà v1(yt) ïðèâåäåíà â ëåììå

2. Îöåíêà ôóíêöèîíàëà l(zt) ìîæåò áûòü íàéäåíà â êíèãå [1, ëåììà 2.13

íà ñ. 64], ïðè ýòîì m2 = max{m21,m22}, ãäå m21 = Q(1 + ‖B‖h2), m22 =

‖B‖Q(1 + ‖B‖h2) + ‖W1‖+ h2‖W2‖. �

Ëåììà 7. [1, ëåììà 2.10 íà ñ. 60]Åñëè ñèñòåìà (26) àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâà, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà α3 > 0 òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèîíàë

l(zt) äîïóñêàåò îöåíêó ñíèçó

l ≥ α3‖z(t)‖2.

Êîìáèíèðóÿ ëåììû 3 è 6, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë (28) äîïóñêàåò îöåíêó

ñíèçó âèäà:

v(yt, zt) ≥ α1‖y(t)‖γ1 + α3‖z(t)‖2.

3.3 Òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

Ëåììû 3�6 îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèîíàë (28) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

òåîðåìû Êðàñîâñêîãî (ñì., íàïðèìåð, [1, òåîðåìà 1.8]). Äðóãèìè ñëîâàìè,

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 2 è èìåþò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâà

µ > 1, σ1 ≥ 1, σ2 >
µ+ 1

2
, σ1 · σ2 > µ,

òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ h1 > 0.

Òåîðåìà 6 îáîáùàåò òåîðåìó 5 íà ñëó÷àé h2 > 0. Ïðè ýòîì îíà ïîëó÷åíà

ïðè áîëåå æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòð σ2. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ïîðÿäîê îäíîðîäíîñòè γ2 çäåñü íå ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî, êàê â

ñëó÷àå äâóõ îäíîðîäíûõ ïîäñèñòåì, à ôèêñèðîâàí è ðàâåí äâóì.

34



3.4 Ïîñòðîåíèå îöåíîê ðåøåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ôóíêöèîíàë (28) ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê

ðåøåíèé ñèñòåìû (3). Ïðè ýòîì ïîñòðîåííûå îöåíêè áóäóò ñïðàâåäëèâû

ëèøü äëÿ òåõ ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ‖x(t)‖ ≤ δ = min{H1, H2, H3}
ïðè âñåõ t ≥ 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå γ = min{γ1, 2} = 2.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ∆ � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

m1(1 + h1)∆
γ1 +m2(1 + h2)∆

2 = min{α1δ
γ1, α2δ

2}. (31)

Åñëè ‖φ‖h < ∆ , òî ‖x(t, φ)‖ < δ, t ≥ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4 â ðàáîòå

[12]. Óðàâíåíèå (31) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

k∆2 = min{α1δ
γ1, α2δ

2}.

ãäå k = m1(1 + h1)∆
γ1−2 +m2(1 + h2).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ñèñòåìû (25) è (26) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûìè ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâî-

ðÿþùèìè óñëîâèþ ‖φ‖h < ∆, ãäå ∆ � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

(31), âåðíû îöåíêè:

‖y(t)‖ ≤ c1‖φ‖
2
γ1

h

(
1 + c2‖φ‖µ−1h t

)− 2
γ1(µ−1)

‖z(t)‖ ≤ c3‖φ‖h
(

1 + c4‖φ‖µ−1h t
)− 1

µ−1

, t ≥ 0,

ãäå

c1 =
δ

∆
γ
γ1

, c3 =
δ

∆
,

c2 = c4 =

(
k

2

)µ−1
2
(
µ− 1

2

)
L

δ̃
,

L = min

{
K1

(2max{1, h1})
µ−1
γ1 m

γ1+µ−1
γ1

1

,
K2

(2max{1, h2})
µ−1
2 m

µ+1
2

2

}
,
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δ̃ = max
{

(m1(1 + h1)δ
γ1)(µ−1)(

1
2−

1
γ1
), 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷òî è äëÿ òåîðåìû 4.

Îòëè÷èå òîëüêî â òîì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå γ = γ2 = 2.
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Âûâîäû

Äëÿ äâóõ êëàññîâ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì â ðàáîòå ïîñòðîå-

íû ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî, êîòîðûå ïðèãîäíû äëÿ àíàëèçà

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì. Äëÿ ñèñòåì âèäà (3)

ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ ôóíêöèîíàëîâ äîêàçàíà íîâàÿ òåîðåìà îá àñèìï-

òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè,

èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå [3], ýòà òåîðåìà ïîëó÷åíà äëÿ áîëåå øèðîêîãî

êëàññà ñèñòåì (ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ó÷àñòâóþùàÿ âî âçàèìîäåéñòâèè, ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ ñèñòåìîé ñ çàïàçäûâàíèåì), íî è ïðè áîëåå æåñòêîì óñëîâèè

íà ïîðÿäîê ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîäñèñòåìàìè.

Òàêæå áûëè ïîñòðîåíû îöåíêè ðåøåíèé äëÿ ñèñòåì âèäà (1) è (3) ñ ïî-

ìîùüþ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî. Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà

ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñõîæà ñî ñòðóêòóðîé îöåíîê, èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòó-

ðå äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì, îäíàêî ïîðÿäîê óáûâàíèÿ ðåøåíèé çàâèñèò îò

ïîðÿäêà îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè

ýëåìåíòàìè èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî. Ýòè

ïîðÿäêè îäíîðîäíîñòè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïàðàìåòðû äëÿ îïòèìè-

çàöèè ïîëó÷åííûõ îöåíîê.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíû ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî äëÿ

äâóõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì è ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ ôóíêöèîíàëîâ ïî-

ëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé. Ïðèòîì, äëÿ âòîðîãî êëàññà ñôîðìóëèðîâàíà òåî-

ðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Íàïðàâëåíèÿìè

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìîãóò áûòü::

1. îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì,

2. îñëàáëåíèå óñëîâèé íà ïàðàìåòðû σ1 è σ2 è, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ σ2 >
µ+1
2 .
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