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Ââåäåíèå

Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàó-

êè, òàêèõ êàê ôèçèêà, õèìèÿ, áèîëîãèÿ, ýêîíîìèêà, ñîöèîëîãèÿ, âîçíèêàþò

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèÿìè. Çàïàçäûâàíèå

ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàê êàê ñêîðîñòü

ïðîöåññîâ ìîæåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, íî òàêæå è

îò ïðîøëûõ. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé ìîäåëè êàêîãî-ëèáî ïðî-

öåññà âàæíî ó÷èòûâàòü çàïàçäûâàíèå.

Ìåòîä ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî èãðàåò âàæíóþ ðîëü

ïðè àíàëèçå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, ïîñêîëüêî îí äàåò ýôôåêòèâíîå äî-

ñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ

çàïàçäûâàíèåì íà ÿçûêå ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî ìîæåò

áûòü ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî êðèòåðèÿ Ëÿïóíîâà. Åãî äîñòàòî÷íîñòü

èçâåñòíà êàê òåîðåìà Êðàñîâñêîãî è ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá ýêñïîíåí-

öèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîãî

ôóíêöèîíàëà, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà.

Â ðàáîòàõ [1, 2, 3, 4] ââîäÿòñÿ ôóíêöèîíàëû ñ çàäàííîé ïðîèçâîä-

íîé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå Êðàñîâñêîãî â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿ-

þòñÿ ïðèãîäíûìè äëÿ àíàëèçà ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ

ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Ýòè ôóíêöèîíàëû îïðåäåëÿþòñÿ

ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà [5], à èõ ïðîèçâîäíûå âäîëü ðåøåíèé èññëåäóåìûõ ñè-

ñòåì ñîâïàäàþò ñ çàðàíåå çàäàííûìè îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííûìè êâàä-

ðàòè÷íûìè ôîðìàìè èëè ôóíêöèîíàëàìè.

Â ðàáîòàõ [6, 7] ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä àíàëèçà ýêñïîíåí-

öèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.

Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèîíàëîâ ñ çàäàííîé ïðî-

èçâîäíîé, íî èõ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü òðåáóåòñÿ íå íà âñåì ìíî-

æåñòâå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à ëèøü íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé,
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óäîâëåòâîðÿþùèõ àíàëîãó óñëîâèÿ Ðàçóìèõèíà. Äëÿ îöåíêè ôóíêöèîíà-

ëîâ â ðàáîòå [6] èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå èõ àðãóìåí-

òîâ. Íî â òàêîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò

ìàòðèö Ëÿïóíîâà, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé âûñîêîå âðåìÿ âû÷èñëåíèé.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå êîíñòðóêòèâíîãî ìåòîäà

àíàëèçà ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ

çàïàçäûâàíèåì, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà, îïèñàííîãî

â ðàáîòå [6]. Ýòà ìîäèôèêàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êóñî÷íî-ëèíåéíîå

ïðèáëèæåíèå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íå äëÿ àðãóìåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ

ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé, à äëÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ôóíêöèîíà-

ëîâ öåëèêîì. Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ èçáàâèòüñÿ îò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëå-

íèÿ èíòåãðàëîâ îò ìàòðèö Ëÿïóíîâà. Òðåáóåòñÿ ëèøü âû÷èñëåíèå ñàìèõ

çíà÷åíèé ìàòðèö â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì ðàçáè-

åíèÿ. À çíà÷èò, îæèäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå ïîâûøåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ýô-

ôåêòèâíîñòè ìåòîäà.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè çàïàç-

äûâàíèÿìè:

ẋ(t) =
m∑
j=0

Ajx(t− hj), t > 0. (1)

Çäåñü x(t) ∈ Rn, Aj ∈ Rn×n � ïîñòîÿííûå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû, h0 = 0,

hj > 0, j = 1,m � ïîñòîÿííûå âåùåñòâåííûå çàïàçäûâàíèÿ. Ïóñòü h �

ìàêñèìàëüíîå çàïàçäûâàíèå: h = maxhj, j = 1,m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t, φ) ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-

÷àëüíîìó óñëîâèþ

x(θ, φ) = φ(θ), θ ∈ [−h, 0],

ãäå

φ ∈ PC ([−h, 0],Rn) , ‖φ‖h = sup
θ∈[−h,0]

‖φ(θ)‖ .

Çäåñü PC ([−h, 0],Rn) � ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé φ :

[−h, 0]→ Rn, xt � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (1):

xt : θ → x(t+ θ), θ ∈ [−h, 0].

Îïðåäåëåíèå 1 [8]. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé,

åñëè ñóùåñòâóþò γ > 1, σ > 0 òàêèå, ÷òî ‖x(t, φ)‖ 6 γe−σt ‖φ‖h , t > 0, äëÿ

ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè φ ∈ PC ([−h, 0],Rn) .

Â äàííîé ðàáîòå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êîíñòðóêòèâíîãî ìåòîäà

àíàëèçà ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1), à òàêæå åãî ðåàëèçà-

öèè â ïðîãðàììíîé ñðåäå MATLAB.
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Îáçîð ëèòåðàòóðû

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Êðàñîâñêîãî ê àíàëèçó óñòîé-

÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-

åíèå ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé [1,

2, 3, 4]. Ïðè ýòîì ñòðóêòóðà ôóíêöèîíàëà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ àíàëèçà

óñòîé÷èâîñòè, âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî ïðîèçâîäíàÿ âäîëü

ðåøåíèé êîíêðåòíîé ñèñòåìû ñîâïàäàëà ñ çàðàíåå èçâåñòíîé îòðèöàòåëüíî-

îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé èëè ôóíêöèîíàëîì.

Â ðàáîòå Þ. Ì. Ðåïèíà [1] âïåðâûå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ

êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé. Â íåé

ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë îáùåé ôîðìû, íàõîäèòñÿ åãî

ïðîèçâîäíàÿ âäîëü ðåøåíèé, êîòîðàÿ çàòåì ïðèðàâíèâàåòñÿ ê çàðàíåå çà-

äàííîìó êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöèîíàëó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ îïðåäåëÿþùèå ìàòðèöû ôóíêöèîíàëîâ.

Â ñòàòüå E. F. Infante è W. B. Castellan [2] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèîíàëû

ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöåé,

ïîçæå íàçâàííîé ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà [4], à òàêæå âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíû

å¼ áàçîâûå ñâîéñòâà: àëãåáðàè÷åñêîå, äèíàìè÷åñêîå è ñâîéñòâî ñèììåòðèè.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ðàçâèòèÿ òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà W. Huang [3],

â êîòîðîé äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàåì ïî-

ñòðîåí ôóíêöèîíàë ñ îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé ïðîèçâîäíîé, çàâèñÿùåé

ëèøü îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êâàäðàòè÷-

íóþ ôîðìó. Òàêæå â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åíà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, íî

ëèøü êóáè÷åñêàÿ, îöåíêà ñíèçó äëÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà.

Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëîâ ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé îêîí÷àòåëüíî ôîðìè-

ðóåòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå Â. Ë. Õàðèòîíîâà è À. Ï. Æàáêî [4].

Â íåé ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèîíàëû ñ çàäàí-

íîé ïðîèçâîäíîé, íàçâàíà ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà, à òàêæå ââåäåí ôóíêöèîíàë

ïîëíîãî òèïà, â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû äîïóñêàþ-

ùèé êâàäðàòè÷íóþ îöåíêó ñíèçó. Òàêîé ôóíêöèîíàë óäîâëåòâîðÿåò òåîðå-

ìå Êðàñîâñêîãî è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì.
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Ïîäðîáíûé îáçîð òåîðèè ïðåäñòàâëåí â êíèãå Â. Ë. Õàðèòîíîâà [5].

Êðîìå òîãî, â íåé ìîæåò áûòü íàéäåí ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä âû÷èñëå-

íèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà.

Â ðàáîòàõ È. Â. Àëåêñàíäðîâîé è À. Ï.Æàáêî [6, 7] ïðåäëàãàåòñÿ êîí-

ñòðóêòèâíûé ìåòîä ïðîâåðêè ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèîíà-

ëîâ ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé-

÷èâîñòè äîñòàòî÷íî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèîíàëîâ ëèøü

íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ àíàëîãó óñëîâèÿ Ðàçóìèõèíà, à

íå íà âñåì ìíîæåñòâå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé. Òàêèì

îáðàçîì, çàäà÷à àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû, ïîñòðîåííîé â êà÷åñòâå îöåíêè ôóíêöèîíàëà ñíèçó ïóòåì

êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ àðãóìåíòà ôóíêöèîíàëà.

Â ñòàòüå Â. Ë. Õàðèòîíîâà è S. Mondi�e [9] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì,

îñíîâàííûå íà ôóíêöèîíàëàõ ïîëíîãî òèïà è ìåòîäå äèñêðåòèçàöèè ôóíê-

öèîíàëîâ [10]. Óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ

íåðàâåíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ôóíêöèîíàëà èç

ñòàòüè ñõîæà ñ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïîëó÷åííîé äëÿ ñëó÷àÿ

ñèñòåìû ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì â äàííîé ðàáîòå.

Â ñòàòüå À. Â. Åãîðîâà è S. Mondi�e [11] ïðåäñòàâëåíû íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè

çàïàçäûâàíèÿìè, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ ìàòðèö Ëÿïóíîâà. À èìåííî,

äîêàçàíà ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü íåêîòîðîé áëî÷íîé ìàòðèöû, ñî-

ñòàâëåííîé èç çíà÷åíèé ìàòðèöû Ëÿïóíîâà â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, â ñëó-

÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû. Ýòè óñëîâèÿ ïîëó÷åíû ïó-

òåì ïîäñòàíîâêè â ôóíêöèîíàë ñïåöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îïðåäåëÿåìûõ

ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû. Ïîçäíåå â ðàáîòå [12] ïîêàçàíî, ÷òî

ïðè îïðåäåëåííîé ðàçìåðíîñòè áëî÷íîé ìàòðèöû, óñëîâèÿ èç ñòàòüè [11]

ñòàíîâÿòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè. Â ñðàâíåíèè ñ ìàòðèöåé êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû, ïîëó÷åííîé â äàííîé ðàáîòå, áëî÷íàÿ ìàòðèöà â ñòàòüå

[12] íå çàâèñèò îò ìàòðèö ñèñòåìû. Îäíàêî, îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-

æåíèé, îñíîâàííûõ íà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöå, ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíîé, ÷åì îáóñëîâëåíà áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïîëó÷àåìîé ìàòðèöû.
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Â ñòàòüå À. Â. Åãîðîâà è Â. Ë. Õàðèòîíîâà [13] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ

ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè, ìàòðèöû

Ëÿïóíîâà íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò çàïàçäûâàíèé ñèñòåìû. Òàêæå â ñòàòüå

ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðèáëèæåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà ñ çàäàííîé òî÷íî-

ñòüþ äëÿ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëüíûìè çàïàçäûâàíèÿìè â ïðåäïîëîæåíèè îá

ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû.
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Ãëàâà 1. Ðàçðàáîòêà ìåòîäà àíàëèçà ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè

Â äàííîé ãëàâå äîêàçàíî êîíñòðóêòèâíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñïî-

íåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1). Â íåì çàäà÷à àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðè êâàäðàòè÷íûõ

îãðàíè÷åíèÿõ.

1.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ââåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ â äàííîé ðàáîòå.

Îïðåäåëåíèå 2 [5]. Ìàòðèöà U(τ) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà äëÿ

ñèñòåìû (1), åñëè îíà íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì

1) U ′(τ) =
m∑
j=0

U(τ − hj)Aj, τ > 0,

2) U(−τ) = UT (τ),

3)
m∑
j=0

[
U(−hj)Aj + AT

j U(hj)
]

= −W ,

ãäå W � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî s ∈ C íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ñèñòå-

ìû (1), åñëè

det

(
sE −

m∑
j=0

Aje
−shj

)
= 0.

Îïðåäåëåíèå 4 [5]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Ëÿïóíîâà, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ÷èñëà s ∈ C, ÷òî s è −s ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ñèñòåìû (1).

Èçâåñòíî [5], ÷òî óñëîâèå Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ìàòðèöû Ëÿïóíîâà äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû W .

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèîíàë ñ çàäàííîé
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îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé ïðîèçâîäíîé [5]:

v0 : PC([−h, 0],Rn)→ R,

v0(φ) =
3∑
j=1

Ij, (2)

ãäå

I1 = φT (0)U(0)φ(0), I2 = 2φT (0)
m∑
j=1

0∫
−hj

UT (hj + θ)Ajφ(θ)dθ,

I3 =
m∑
j=1

m∑
k=1

0∫
−hj

φT (θ1)A
T
j

0∫
−hk

UT (θ2 + hk − θ1 − hj)Akφ(θ2)dθ1dθ2.

Ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ðàâíà

dv0(xt)

dt
= −xT (t)Wx(t),

ãäå W � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü K =
m∑
j=0

‖Aj‖. Ââåäåì ìíîæåñòâî ôóíêöèé [6]

S =
{
φ ∈ C2 ([−h, 0],Rn)

∣∣∣‖φ(l)(θ)‖ 6 K l‖φ(0)‖, θ ∈ [−h, 0], l = 0, 2
}
.

Çäåñü C2 ([−h, 0],Rn) � ïðîñòðàíñòâî äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

åìûõ ôóíêöèé φ : [−h, 0] → Rn, φ(l)(θ) � l-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè φ(θ),

φ(0)(θ) = φ(θ).

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 [6]. Ïóñòü ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà è

çàäàí ôóíêöèîíàë (2). Òîãäà ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò µ > 0 òàêîå, ÷òî v0(φ) > µ‖φ(0)‖2 íà ôóíêöèÿõ φ ∈ S.
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1.2 Êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå

Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè äëÿ ôóíêöèîíàëà (2) êâàä-

ðàòè÷íîé îöåíêè ñíèçó íà ìíîæåñòâå S. Åñëè òàêàÿ îöåíêà ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.

Áóäåì ïðèáëèæàòü ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ôóíêöèîíàëà (2)

êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, ïîýòîìó ðàçîáüåì êàæäûé îòðåçîê [−hj, 0]

íà Nj ðàâíûõ ÷àñòåé äëèíû ∆j =
hj
Nj

òî÷êàìè

−hj = θjNj
< θjNj−1

< ... < θj1 < θj0 = 0,

θji = −i∆j, j = 1,m, i = 0, Nj.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

gij(s, ζ) = UT (s+ i∆j + ζ)Ajφ(s− (Nj − i)∆j),

j = 1,m, i = 0, Nj, s ∈ [−∆j, 0], ζ ∈ [−h, 0].

Ïðèáëèçèì ýòó ôóíêöèþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñëåäóþùåãî âèäà:

gij(s, ζ) = gij(0, ζ)

(
1 +

s

∆j

)
+ gij(−∆j, ζ)

(
− s

∆j

)
+ εij(s, ζ) =

= UT (i∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i)∆j)

(
1 +

s

∆j

)
− (3)

−UT ((i− 1)∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i+ 1)∆j)
s

∆j
+ εij(s, ζ),

j = 1,m, i = 0, Nj, s ∈ [−∆j, 0], ζ ∈ [−h, 0],

ãäå εij � ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ.
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1.3 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ (3). Ïóñòü φ ∈ S.
Ëåììà 1. Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ (3) εij(s, ζ) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ

îöåíêó:

‖εij(s, ζ)‖ 6 2K2M‖Aj‖‖φ(0)‖(s2 −∆js),

j = 1,m, i = 0, Nj, s ∈ [−∆j, 0], ζ ∈ [−h, 0],

ãäå M = max
τ∈[0,h]

‖U(τ)‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ εij íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

ðàçáèåíèÿ:

εij(s, ζ) = UT (s+ i∆j + ζ)Ajφ(s− (Nj − i)∆j)−

−
[
UT (i∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i)∆j)

(
1 +

s

∆j

)
−

−UT ((i− 1)∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i+ 1)∆j)
s

∆j

]
,

j = 1,m, i = 0, Nj, s ∈ [−∆j, 0], ζ ∈ [−h, 0].

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè èñïîëüçóåì ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-

íîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

UT (s+ i∆j + ζ)Ajφ(s− (Nj − i)∆j) = UT (i∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i)∆j)+

+s
[
U ′T (i∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i)∆j) + UT (i∆j + ζ)Ajφ

′(−(Nj − i)∆j)
]
+

+
s2

2

[
U ′′T (i∆j + ζ + τis)Ajφ(−(Nj − i)∆j + τis)+

+2U ′T (i∆j + ζ + τis)Ajφ
′(−(Nj − i)∆j + τis)+

+UT (i∆j + ζ + τis)Ajφ
′′(−(Nj − i)∆j + τis)

]
, τi ∈ (0, 1).
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Ïîâòîðèì âûïîëíåííûå äåéñòâèÿ äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî:

UT ((i− 1)∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i+ 1)∆j) = UT (i∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i)∆j)−

−∆j

[
U ′T (i∆j + ζ)Ajφ(−(Nj − i)∆j) + UT (i∆j + ζ)Ajφ

′(−(Nj − i)∆j)
]
+

+
∆2
j

2

[
U ′′T (i∆j + ζ − υi∆j)Ajφ(−(Nj − i)∆j − υi∆j)+

+2U ′T (i∆j + ζ − υi∆j)Ajφ
′(−(Nj − i)∆j − υi∆j)+

+UT (i∆j + ζ − υi∆j)Ajφ
′′(−(Nj − i)∆j − υi∆j)], υi ∈ (0, 1).

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó äëÿ ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷èì

εij(s, ζ) =
s2

2

[
U ′′T (i∆j + ζ + τi∆j)Ajφ(−(Nj − i)∆j + τi∆j)+

+2U ′T (i∆j + ζ + τi∆j)Ajφ
′(−(Nj − i)∆j + τi∆j)+

+UT (i∆j + ζ + τi∆j)Ajφ
′′(−(Nj − i)∆j + τi∆j)

]
+

+
s∆j

2

[
U ′′T (i∆j + ζ − υi∆j)Ajφ(−(Nj − i)∆j − υi∆j)+

+2U ′T (i∆j + ζ − υi∆j)Ajφ
′(−(Nj − i)∆j − υi∆j)+

+UT (i∆j + ζ − υi∆j)Ajφ
′′(−(Nj − i)∆j − υi∆j)

]
,

j = 1,m, i = 0, Nj, s ∈ [−∆j, 0], τi ∈ (0, 1), υi ∈ (0, 1), ζ ∈ [−h, 0].

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ôóíêöèÿìè U è φ, à òàê æå èõ ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè.

Âîñïîëüçóåìñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ôóíêöèþ φ è å¼ ïðîèçâîäíûå, íàêëàäû-

âàåìûå ïðèíàäëåæíîñòüþ ìíîæåñòâó S, à òàê æå îãðàíè÷åíèÿìè íà U . Òàê

êàê M = max
τ∈[0,h]

‖U(τ)‖, òî èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà ñëåäóåò, ÷òî

‖U(τ)‖ 6M, ‖U ′(τ)‖ 6 KM, ‖U ′′(τ)‖ 6 K2M, τ ∈ [0, h].
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Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ:

‖εij(s, ζ)‖ 6 2K2M‖Aj‖‖φ(0)‖(s2 −∆js),

j = 1,m, i = 0, Nj, s ∈ [−∆j, 0], ζ ∈ [−h, 0],

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�

1.4 Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèîíàëà

Ïîñòðîèì ïðèáëèæåíèå ôóíêöèîíàëà (2), èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèÿ

âèäà (3), äëÿ åãî ïðäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì I2. Ðàçîáüåì èíòåãðàëû íà ñóììû èíòåãðàëîâ ñîãëàñíî

ðàçáèåíèÿì îòðåçêîâ [−hj, 0]. Ïîëó÷èì

I2 = 2φT (0)
m∑
j=1

0∫
−hj

UT (hj + θ)Ajφ(θ)dθ =

= 2φT (0)
m∑
j=1

Nj∑
i=1

−(Nj−i)∆j∫
−(Nj−i+1)∆j

UT (hj + θ)Ajφ(θ)dθ.

Â êàæäîì èç èíòåãðàëîâ ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå s = θ +

(Nj − i)∆j. Ïîñêîëüêó θ ∈ [−(Nj − i+ 1)∆j,−(Nj − i)∆j], òî s ∈ [−∆j, 0].

Òîãäà

I2 = 2φT (0)
m∑
j=1

Nj∑
i=1

0∫
−∆j

UT (s+ i∆j)Ajφ(s− (Nj − i)∆j)ds.

Ïîäñòàâèì êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå (3) ïðè ζ = 0 è ïîëó÷èì

I2 = φT (0)
m∑
j=1

Nj∑
i=1

∆j

(
UT (i∆j)Ajφ(−(Nj − i)∆j)+

+UT ((i− 1)∆j)Ajφ(−(Nj − i+ 1)∆j)
)

+ Υ2,
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ãäå

Υ2 = 2φT (0)
m∑
j=1

Nj∑
i=1

0∫
−∆j

εij(s, 0)ds.

Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî

0∫
−∆j

1 +
s

∆j
ds =

∆j

2
,

0∫
−∆j

s

∆j
ds = −∆j

2
, j = 1,m.

Ðàññìîòðèì I3 è ïðîâåäåì íàä íèì àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïî-

ëó÷èì

I3 =
m∑
j=1

m∑
k=1

0∫
−hj

φT (θ1)A
T
j

0∫
−hk

UT (θ2 + hk − θ1 − hj)Akφ(θ2)dθ2dθ1 =

=
m∑
j=1

m∑
k=1

Nj∑
i=1

Nk∑
l=1

−(Nj−i)∆j∫
−(Nj−i+1)∆j

φT (θ1)A
T
j ×

×
−(Nk−l)∆k∫

−(Nk−l+1)∆k

UT (θ2 + hk − θ1 − hj)Akφ(θ2)dθ2dθ1.

Äàëåå âî âíåøíåì è âíóòðåííåì èíòåãðàëàõ ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî

ôîðìóëàì s1 = θ1 + (Nj − i)∆j è s2 = θ2 + (Nk − l)∆k ñîîòâåòñòâåííî. Òàê

êàê θ1 ∈ [−(Nj−i+1)∆j,−(Nj−i)∆j] è θ2 ∈ [−(Nk−l+1)∆k,−(Nk−l)∆k],

òî s1 ∈ [−∆j, 0] è s2 ∈ [−∆k, 0]. Òîãäà ïîëó÷àåì

I3 =
m∑
j=1

m∑
k=1

Nj∑
i=1

Nk∑
l=1

0∫
−∆j

φT (s1 − (Nj − i)∆j)A
T
j ×

×
0∫

−∆k

UT (s2 + l∆k − s1 − i∆j)Akφ(s2 − (Nk − l)∆k)ds2ds1.

Ïîäñòàâèì êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå (3) ïðè ζ = −s1−i∆j è ïîëó÷èì
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I3 =
m∑
j=1

m∑
k=1

Nj∑
i=1

Nk∑
l=1

∆k

2
×

×
0∫

−∆j

φT (s1 − (Nj − i)∆j)A
T
j

[
UT (l∆k − s1 − i∆j)Akφ(−(Nk − l)∆k)+

+UT ((l − 1)∆k − s1 − i∆j)Akφ(−(Nk − l + 1)∆k)
]
ds1+

+
m∑
j=1

m∑
k=1

Nj∑
i=1

Nk∑
l=1

0∫
−∆j

φT (s1 − (Nj − i)∆j)A
T
j

0∫
−∆k

εlk(s2,−s1 − i∆j)ds2ds1.

Äàëåå ïîäñòàâèì òðàíñïîíèðîâàííîå ïðèáëèæåíèå (3) ïðè ζ = −l∆k è ζ =
−(l−1)∆k â ïåðâîå è âòîðîå ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ I3:

I3 =
m∑
j=1

m∑
k=1

Nj∑
i=1

Nk∑
l=1

∆j∆k

4

[
φT (−(Nj − i)∆j)A

T
j U

T (l∆k − i∆j)Akφ(−(Nk − l)∆k)+

+φT (−(Nj − i+ 1)∆j)A
T
j U

T (l∆k − (i− 1)∆j)Akφ(−(Nk − l)∆k)+

+φT (−(Nj − i)∆j)A
T
j U

T ((l − 1)∆k − i∆j)Akφ(−(Nk − l + 1)∆k)+

+φT (−(Nj − i+ 1)∆j)A
T
j U

T ((l − 1)∆k − (i− 1)∆j)Akφ(−(Nk − l + 1)∆k)
]

+ Υ3,

ãäå ãðóïïà ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò ïîãðåøíîñòè, îáîçíà÷åíà ÷åðåç Υ3:

Υ3 =
m∑
j=1

m∑
k=1

Nj∑
i=1

Nk∑
l=1

( 0∫
−∆j

φT (s1 − (Nj − i)∆j)A
T
j

0∫
−∆k

εkl(s2,−s1 − i∆j)ds2ds1+

+
∆k

2

0∫
−∆j

εTij(s,−l∆k)dsAkφ(−(Nk − l)∆k)+

+
∆k

2

0∫
−∆j

εTij(s,−(l − 1)∆k)dsAkφ(−(Nk − l + 1)∆k)
)
.
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë (2) ïðåäñòàâëåí â âèäå

v0(φ) = Λ + Υ,

ãäå

Λ = φT0U(0)φ0+

+φT0

m∑
j=1

∆j

(
2

Nj−1∑
i=1

UT (i∆j)Ajφ
(j)
Nj−i + U(0)Ajφ

(j)
Nj

+ UT (Nj∆j)Ajφ0

)
+

+
m∑
j=1

m∑
k=1

∆j∆k

(Nj−1∑
i=1

Nk−1∑
l=1

φ
(j)T
Nj−iA

T
j U

T (l∆k − i∆j)Akφ
(k)
Nk−l+

+
1

2

Nj−1∑
i=1

(
φ

(j)T
Nj−iA

T
j U

T (Nk∆k − i∆j)Akφ0 + φ
(j)T
Nj−iA

T
j U

T (−i∆j)Akφ
(k)
Nk

)
+

+
1

2

Nk−1∑
l=1

(
φT0A

T
j U

T (l∆k −Nj∆j)Akφ
(k)
Nk−l + φ

(j)T
Nj

AT
j U

T (l∆k)Akφ
(k)
Nk−l

)
+

+
1

4

(
φT0A

T
j U

T (Nk∆k −Nj∆j)Akφ0 + φT0A
T
j U

T (−Nj∆j)Akφ
(k)
Nk

+

+φ
(j)T
Nj

AT
j U

T (Nk∆k)Akφ0 + φ
(j)T
Nj

AT
j U(0)Akφ

(k)
Nk

))
,

Υ = Υ2 + Υ3.

Çäåñü φ
(j)
k = φ(−k∆j), φ0 = φ(0), k = 1, Nj, j = 1,m.

1.5 Îöåíêà ôóíêöèîíàëà

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî φ ∈ S. Îöåíèì ãðóïïó ñëàãàåìûõ Υ, ïîëü-

çóÿñü ëåììîé 1. Íà÷íåì ñ Υ2:

|Υ2| 6 2‖φ(0)‖
m∑
j=1

Nj∑
i=1

0∫
−∆j

‖εij(s, 0)‖ds 6 10

3
‖φ(0)‖2M

m∑
j=1

(hj∆
2
j‖Aj‖)K2.
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Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî

0∫
−∆j

(
s2 −∆js

)
ds =

5

6
∆3
j .

Òàêèì îáðàçîì

Υ2 > −
10

3
‖φ(0)‖2M

m∑
j=1

(hj∆
2
j‖Aj‖)K2.

Òåïåðü ðàçäåëèì âåëè÷èíó Υ3 íà òðè ãðóïïû ñëàãàåìûõ è àíàëîãè÷íî îöå-

íèì ñíèçó êàæäóþ èç íèõ ïðè ïîìîùè ëåììû 1. Ïîëó÷èì

|Υ3,1| 6
m∑
j=1

m∑
k=1

Nj∑
i=1

Nk∑
l=1

0∫
−∆j

‖φ(s1 − (Nj − i)∆j)‖‖Aj‖×

×
0∫

−∆k

‖εlk(s2,−s1 − i∆j)‖ds2ds1 6

6
5

3
‖φ(0)‖2M

m∑
j=1

m∑
k=1

(hjhk∆
2
k‖Aj‖‖Ak‖)K2,

ñëåäîâàòåëüíî

Υ3,1 > −
5

3
‖φ(0)‖2M

m∑
j=1

m∑
k=1

(hjhk∆
2
k‖Aj‖‖Ak‖)K2.

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñî âòîðîé ãðóïïîé ñëàãàåìûõ:

|Υ3,2| 6
m∑
j=1

m∑
k=1

Nj∑
i=1

Nk∑
l=1

∆k

2

0∫
−∆j

‖εij(s,−l∆k)‖ds‖Ak‖‖φ(−(Nk − l)∆k)‖ 6

6
5

6
‖φ(0)‖2M

m∑
j=1

m∑
k=1

(hjhk∆
2
j‖Aj‖‖Ak‖)K2,
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ñëåäîâàòåëüíî

Υ3,2 > −
5

6
‖φ(0)‖2M

m∑
j=1

m∑
k=1

(hjhk∆
2
j‖Aj‖‖Ak‖)K2.

Òðåòüå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ èäåíòè÷íî âòîðîìó. Òàêèì îáðàçîì,

Υ3,3 > −
5

6
‖φ(0)‖2M

m∑
j=1

m∑
k=1

(hjhk∆
2
j‖Aj‖‖Ak‖)K2.

Îêîí÷àòåëüíî, âåëè÷èíà Υ äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó:

Υ > −δ‖φ(0)‖2,

ãäå

δ =
10

3
MK2

m∑
j=1

hj∆
2
j‖Aj‖

(
1 +

m∑
k=1

hk‖Ak‖

)
.

Çàìåòèì, ÷òî δ � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ïðè÷åì δ > 0. Ïîãðåøíîñòü ïðè-

áëèæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ ∆j, j = 1,m ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ.

Âåëè÷èíà Υ îöåíåíà, è êâàäðàòè÷íàÿ îöåíêà ñíèçó ôóíêöèîíàëà v0(φ)

íà ôóíêöèÿõ φ ∈ S èìååò âèä:

v0(φ) > Λ− δ‖φ(0)‖2, φ ∈ S.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ôóíêöèîíàëà (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷-

íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî âåêòîðà

Φ =



φ0

φ
(1)
1
...

φ
(1)
N1

φ
(2)
1
...

φ
(m)
Nm


.
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Òåîðåìà 1 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ýòà îöåíêà ïîëîæèòåëüíà, êîãäà ‖φ(0)‖ 6= 0,

òî ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà. Ïîÿñíèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ ∈ S
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ‖φ(0)‖ = 0. Â

ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî v0(φ) > µ‖φ(0)‖2 âåðíî. Åñëè æå ‖φ(0)‖ 6= 0, òî

ìîæíî âçÿòü òàêóþ ôóíêöèþ ψ ∈ S, ÷òî ψ(θ) = φ(θ)
‖φ(0)‖ , θ ∈ [−h, 0], è ïðîâå-

ðÿòü íåðàâåíñòâî v0(ψ) > µ. Äëÿ òàêîé ôóíêöèè ‖ψ(0)‖ = 1. Ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ëÿïóíîâà è ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ

N1, . . . , Nm òàêèå, ÷òî

min
‖φ(j)k ‖61, ‖φ0‖=1,

k=1,Nj , j=1,m

Λ− δ > 0,

òî ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.

Íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò ìåòîäà òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ ìàò-

ðèö Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ íåñîèçìåðèìûìè çàïàçäûâàíèÿìè, â îòñóò-

ñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû, ïîýòîìó

äàííàÿ òåîðåìà èìååò îãðàíè÷åííîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Ïðè ýòîì

äëÿ ñèñòåì ñ êðàòíûìè çàïàçäûâàíèÿìè èçâåñòåí ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìå-

òîä âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö Ëÿïóíîâà [5], ïîýòîìó ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè

ñèñòåìû ñ îäíèì è ñ êðàòíûìè çàïàçäûâàíèÿìè.
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Ãëàâà 2. ×àñòíûå ñëó÷àè

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ñèñòåìû (1): ñèñòåìó

ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì è ñèñòåìó ñ êðàòíûìè çàïàçäûâàíèÿìè, ïîëó÷èì

àíàëîãè òåîðåìû 2 äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ.

2.1 Ñëó÷àé ñèñòåìû ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1) ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì:

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h). (4)

Îòðåçîê [−h, 0] ðàçîáüåì íà N îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû ∆ = h
N .

Ââåäåì âåêòîð

Ψ =


φ0/2

φ1
...

φN−1

φN/2

 ,

ãäå φj = φ(−j∆), j = 0, N . Òîãäà êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Λ ìîæíî çàïèñàòü

â ñëåäóþùåì âèäå:

Λ = φT0U(0)φ0 + 2∆φT0QΨ + ∆2ΨTRΨ,

ãäå Q è R � áëî÷íûå ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç çíà÷åíèé ìàòðèöû Ëÿïó-

íîâà â óçëàõ ðàçáèåíèÿ è A1:

Q =
(
UT (N∆)A1 UT ((N − 1)∆)A1 . . . UT (∆)A1 U(0)A1

)
,

R = {AT
1U

T ((i− j)∆)A1}Ni,j=0.
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Âåëè÷èíà δ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

δ =
10

3
∆2M (‖A0‖+ ‖A1‖)2 h‖A1‖ (1 + h‖A1‖) .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâî-

ñòè äëÿ ñèñòåìû (4).

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ëÿïóíîâà è ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå N

òàêîå, ÷òî

min
‖φj‖61, ‖φ0‖=1,

j=1,N

[
φT0U(0)φ0 + 2∆φT0QΨ + ∆2ΨTRΨ

]
− δ > 0,

òî ñèñòåìà (4) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.

2.2 Ñëó÷àé ñèñòåìû ñ êðàòíûìè çàïàçäûâàíèÿìè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1) ñ íåñêîëüêèìè êðàòíûìè çàïàçäûâàíèÿìè,

ẋ(t) =
m∑
j=0

Ajx(t− jh). (5)

Êàæäûé îòðåçîê [−jh, 0] ðàçîáüåì íà jN îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû ∆ = h
N .

Ââåäåì âåêòîðû

Ψk =


φ0/2

φ1
...

φkN−1

φkN/2

 , k = 1,m,

ãäå φj = φ(−j∆), j = 0,mN . Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Λ ïðåäñòàâèìà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λ = φT0U(0)φ0 + 2∆φT0

m∑
k=1

QkΨk + ∆2
m∑
k=1

m∑
l=1

ΨT
kRklΨl,

ãäå Qk è Rkl � áëî÷íûå ìàòðèöû, îïðåäåëÿåìûå çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû Ëÿ-
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ïóíîâà â óçëàõ ðàçáèåíèé è ìàòðèöàìè ñèñòåìû

Qk =
(
UT (kN∆)Ak UT ((kN − 1)∆)Ak . . . UT (∆)Ak U(0)Ak

)
,

Rkl =
{
AT
kU

T ((i− j)∆)Al

}
i=0,kN,j=0,lN

.

Âåëè÷èíà δ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

δ =
10

3
h∆2MK2

m∑
j=1

j‖Aj‖

(
1 + h

m∑
k=1

k‖Ak‖

)
.

Â èòîãå, ïîëó÷èì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ

ñèñòåìû (5).

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ëÿïóíîâà è ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå N

òàêîå, ÷òî

min
‖φj‖61, ‖φ0‖=1,

j=1,mN

[
φT0U(0)φ0 + 2∆φT0

m∑
k=1

QkΨk + ∆2
m∑
k=1

m∑
l=1

ΨT
kRklΨl

]
− δ > 0,

òî ñèñòåìà (5) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.
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Ãëàâà 3. Ïðèìåðû

Òåïåðü ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûé ìåòîä íà ïðèìåðàõ: èñïîëüçó-

åì òåîðåìû 3 è 4 äëÿ îöåíêè îáëàñòåé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñè-

ñòåì âèäà (4) è (5) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ a è b. Âî âñåõ ïðèìåðàõ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà èñïîëüçóåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä [5],

à â êà÷åñòâå W áåðåòñÿ åäåíè÷íàÿ ìàòðèöà. Âî âñåõ ïðèìåðàõ êðàñíûå ëè-

íèè � ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè èëè ãðàíèöû D-ðàçáèåíèÿ, à ñèíèå

òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ïàðå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî

óñëîâèå îäíîé èç òåîðåì 3 èëè 4. Ïðîâåðêà òåîðåì 3 è 4 ïðîãðàììíî ðåà-

ëèçîâàíà â ñðåäå MATLAB.

3.1 Ïðèìåð 1

Íà÷íåì ñî ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì:

ẋ(t) = ax(t) + bx(t− h). (6)

Çäåñü a è b � ïîñòîÿííûå âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû, h > 0 � ïîñòîÿí-

íîå âåùåñòâåííîå çàïàçäûâàíèå.

Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ a è b îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè [8]:

a <
1

h
, a < −b < ω

sin(ωh)
,

ãäå ω � êîðåíü óðàâíåíèÿ a = ωctg(ωh) òàêîé, ÷òî 0 < ω < π
2h ïðè a =

0. Íà ðèñóíêàõ ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ïðè h = 1, èçîáðàæåíà

ëèíèåé. Òî÷êè íà ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì çíà÷åíèé (a, b), â êîòîðûõ,

ïðè ôèêñèðîâàííîì N , âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 3. Íà ðèñóíêàõ 1�

3 âèäíî, ÷òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3, ñ

ðîñòîì N ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷íîé îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè

óðàâíåíèÿ (6).
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (6) â ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ a è b, N = 5

Ðèñ. 2. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (6) â ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ a è b, N = 15
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Ðèñ. 3. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (6) â ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ a è b, N = 25

3.2 Ïðèìåð 2

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ êðàòíûìè çàïàçäûâàíèÿ-

ìè, èññëåäîâàííîå â ðàáîòàõ [6] è [14]:

ẋ(t) = −2x(t) + ax(t− 1) + bx(t− 2). (7)

Çäåñü a è b � ïîñòîÿííûå âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû.

Ëèíèè D-ðàçáèåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ a è b çàäàþòñÿ ïðÿ-

ìîé a+b = 2 è êðèâûìè, êîòîðûå ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

a =
ωcos(2ω) + 2sin(2ω)

sin(ω)
, b =

−ωcos(ω)

sin(ω)
− 2, ω ∈ ((k − 1)π, kπ) , k ∈ N.

Â ðàáîòå [14] ïîëó÷åíî, ÷òî åäèíñòâåííîé îáëàñòüþ ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ ïðè a, b ∈ [−12, 12] ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ

íà÷àëî êîîðäèíàò. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû
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4 ïðè a, b ∈ [−12, 12] (ñì. ðèñ. 4�6).

Ðèñ. 4. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (7) â ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ a è b, N = 5

Ðèñ. 5. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (7) â ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ a è b, N = 15

27



Ðèñ. 6. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (7) â ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ a è b, N = 25

3.3 Ïðèìåð 3

Èññëåäóåì óðàâíåíèå, ðàññìîòðåííîå â ðàáîòàõ [8] è [6]:

ÿ(t) + aẏ(t− 1) + by(t− 1) = 0.

Ñâåäåì äàííîå óðàâíåíèå ê ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îäíèì çàïàç-

äûâàíèåì è ïîëó÷èì:

ẋ(t) =

(
0 1

0 0

)
x(t) +

(
0 0

−b −a

)
x(t− 1). (8)

Ëèíèè D-ðàçáèåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ a è b, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå äàííîé ñèñòåìå, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 7, çàäàþòñÿ ïðÿìîé b = 0

è êðèâîé, çàäàâàåìîé ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

a = ωsin(ω), b = ω2cos(ω), ω > 0.

Òî÷êè íà ðèñóíêàõ 8�10 ñîîòâåòñòâóþò òåì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ a è b,
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äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 3 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N .

Ðèñ. 7. Ãðàíèöû D-ðàçáèåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (8)

Ðèñ. 8. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (8) â ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ a è b, N = 5
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Ðèñ. 9. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (8) â ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ a è b, N = 15

Ðèñ. 10. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (8) â ïëîñêî-
ñòè ïàðàìåòðîâ a è b, N = 25
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Ðèñ. 11. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (9) â ïëîñêî-
ñòè ïàðàìåòðîâ a è b, N = 5

Ðèñ. 12. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (9) â ïëîñêî-
ñòè ïàðàìåòðîâ a è b, N = 15
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Ðèñ. 13. Îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (9) â ïëîñêî-
ñòè ïàðàìåòðîâ a è b, N = 25

3.4 Ïðèìåð 4

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè, èññëåäîâàííóþ

â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå â ðàáîòàõ [6] è [14]:

ẋ(t) =

(
0 1

−6 −7.1

)
x(t) +

(
0 0

a 0

)
x(t− 0.1) +

(
0 0

0 b

)
x(t− 0.15). (9)

Ëèíèè D-ðàçáèåíèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû çàäàíû ïðÿìîé a = 6 è êðèâîé:

a =
(6− ω2)ctg(0.15ω)− 7.1ω

sin(0.1ω) + ctg(0.15ω)cos(0.1ω)
,

b =
6− ω2 + 7.1ωctg(0.1ω)

ω(ctg(0.1ω)cos(0.15ω) + sin(0.15ω))
, ω ∈ [0,+∞).

Èç èññëåäîâàíèé ýòîé ñèñòåìû èçâåñòíî, ÷òî åäèíñòâåííàÿ îáëàñòü ýêñïî-

íåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïðè a, b ∈ [−100, 100] ñîäåðæèò òî÷êó

(0, 0). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4 ê ñèñòåìå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ a, b ïðè
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ðàçëè÷íûõ N , ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå òåîðåìå, íàõîäÿòñÿ

âíóòðè îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (ñì. ðèñ. 11�13). Çàìåòèì,

÷òî äëÿ òî÷êè (−40,−1) óñëîâèÿ òåîðåìû 4 âûïîëíÿþòñÿ ïðè N = 49,

à äëÿ òî÷êè (−60,−1) � ïðè N = 56. Ýòî ïîäòâåðæäàåò íàáëþäåíèå î

òîì, ÷òî ñ ðîñòîì N îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííàÿ

ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4, ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷íîé îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè.
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Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì âèäà (1), (4), (5), è íà èõ îñíîâå ïîñòðîåí

êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä àíàëèçà ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ

ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-

ñòðîåíèè äëÿ ôóíêöèîíàëà (2) êâàäðàòè÷íîé îöåíêè ñíèçó íà ìíîæåñòâå

S. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ýòîé îöåíêè, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, âëå÷åò

çà ñîáîé ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1). Òàêæå äëÿ ñèñòåì

(1), (4) è (5) ïðîèçâåäåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïîñòðîåííûõ ïðèáëèæåíèé, è

ïîêàçàíî, ÷òî ýòà îöåíêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ óìåíüøåíèåì øàãà ðàçáèåíèÿ.

Èçâåñòíî [5], ÷òî åñëè ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, òî v0(φ) >

0 äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé φ ∈ S òàêèõ, ÷òî ‖φ(0)‖ 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè

ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, òîãäà äëÿ íå¼ îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ

òàêîå çíà÷åíèå N (èëè çíà÷åíèÿ N1, . . . , Nm), ïðè êîòîðûõ óñëîâèÿ òåî-

ðåì 2�4 áóäóò âûïîëíåíû. Èíà÷å ãîâîðÿ, îöåíêà ôóíêöèîíàëà, ìèíèìóì

êîòîðîé ïðîâåðÿåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîñòü, ñòðåìèòñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ

ôóíêöèîíàëà ïðè N → ∞, è ïîëó÷åííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-

âîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íåîáõîäèìûì. Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîäòâåðæäàþò

ýòîò âûâîä.

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ìåòîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàííà íà ïðèìåðàõ â ïðî-

ãðàììíîé ñðåäå MATLAB. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì,

ïðåäëîæåííûì â ñòàòüå [12], ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè íå ñîäåðæèò

ýêñïîíåíò, à ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé îòíîñèòåëüíî íîðì ìàòðèö è çàïàç-

äûâàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò äàâàòü áîëåå áûñò-

ðóþ ñõîäèìîñòü, îäíàêî òî÷íîãî ñðàâíåíèÿ íå ïðîâîäèëîñü.

34



Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åí êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä àíàëèçà ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-

âîñòè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, ÿâëÿþùèéñÿ ìîäè-

ôèêàöèåé ìåòîäà, ïðåäëîæåíííîãî â ðàáîòàõ [6, 7]. Ýòîò ìåòîä ðåàëèçîâàí

â ïðîãðàììíîé ñðåäå MATLAB è ïðîòåñòèðîâàí íà ðàçëè÷íûõ ïðèìåðàõ.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè [6, 7] ïîâûøåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü

ìåòîäà çà ñ÷åò îòñóòñòâèÿ îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ìàòðèöû

Ëÿïóíîâà.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè â äàëüíåéøåì ìîæåò

áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà äðóãèå êëàññû ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ

çàïàçäûâàíèåì, òàêèå êàê ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì è ñè-

ñòåìû íåéòðàëüíîãî òèïà.
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