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Введение.
Задаче приближенного вычисления упругого поведения тонкой пластины из различного рода материалов посвящено множество работ [1-4]. Классическими результатами приближенных вычислений являются подходы Тимошенко-Рейснера и Кирхгофа-Лява, в которых делаются дополнительные предположения о перераспределении плоских напряжений и взаимоотношения между слоями пластины[2-3,5]. Рассматривается многослойная пластина с ортотропными произвольно ориентированными упругими слоями [1]. В работе продолжен подход, реализованный в работах[5-8], который позволяет получать приближенные решения для упругого поведения пластин для материала любой сложности относительно толщины без дополнительных предположений о взаимоотношия между слоями. Полученное в работе приближенное решение, при должных допущениях, имеет ту же точность, что и классические решения Кирхгофа-Лява и Тимошенко-Рейснера.
Целью настоящей работы является вывод уравнений второго порядка точности
для неоднородного по толщине моноклинного материала. Полученные решения приведены в упрощенном виде ввиду высокой нагруженности полученных соотношений. Основным результатом работы предлагается считать успешное применение асимптотического алгоритма, аналогично работам[5-8].

Основные уравнения и предположения.
Рассмотрим ситуацию малых деформаций тонкой пластины. Обозначим проекции перемещения на оси декартовой системы координат  через . Компоненты  тензора деформаций имеют вид
 				(1)
Соотношения упругости в общем виде примут вид:
, 					(2)
где  – Компоненты тензора упругости 4 ранга , удовлетворяющие условиям симметрии диагональных компонент и содержащие 21 независимый элемент. Для удобства можно ввести 6-мерные векторы напряжений и деформаций
			(3)
В рамках данной работы рассматривается пластина малой толщины , выполненная из моноклинного материала, для которого соотношения упругости можно описать следующим соотношением:
		(4)

Либо упрощенно
,					(5)
Примером подобной пластины из моноклинного материала может служить подкрепленная волокнами конструкция, для которой направления волокон находятся под углом к направляющим осям пластины.
Для описания прогиба пластины под внешним воздействием используем уравнения равновесия в форме:
			(6)
где  – проекции по соответствующим осям массовые силы.

Введем обозначения  и подставим (1) в соотношение (4):
		(7.1)
 		(7.2)
 				(7.3)
 		(7.4)
где возможна перестановка .
Введем безразмерные переменные:
 	(8)
Далее, символ + безразмерных величин будем опускать.
В результате из соотношений (1,6) получаем систему уравнений с малым параметром  в правых частях
			(9)
Будем искать решения системы (9), удовлетворяющие условиям на свободных поверхностях пластины: , предполагая, что упругие модули имеют один и тот же порядок величины относительно малого параметра , и что на пластину воздействуют только массовые силы . 
Для удобства написания введем следующие обозначения:
		(10)
затем, подставив (7,10) в (9) получим:
		(11.1)
				(11.2)
			(11.3)
,					(11.4)
где
 			(12.1)
				(12.2)
Если обозначить за  тангенциальные напряжения , напряжения поперечного сдвига  и нормальное напряжение , придем к следующей асимптотической оценке:
					(13)
В таком случае, предполагая , мы придем к модели Кирхгофа–Лява, а полагая  – модель Тимошенко–Рейснера.
Решение системы уравнений (10) можно представить в виде асимптотического ряда относительно малого параметра : 
.			(14)


Уравнения для прогиба в нулевом приближении.
Предполагая, что безразмерная внешняя сила  имеет порядок , мы можем оценить относительные порядки искомых величин:
		(15)
Тогда, имеем следующее представление решений в виде асимптотических рядов:
	(16)
Отбрасывая в уравнениях (11) все члены меньшего порядка малости получим систему уравнений в нулевом приближении:
								(17.1)
						(17.2)
				(17.3)
,					(17.4)
Уравнение (17.1) дает решение в нулевом приближении . Затем, из уравнений (12.2) получаем . Функции вида  полагаются решениями получаемых ниже уравнений с учетом граничных условий для .
Далее, введем обозначения:
			(18)
 и отметим тождество, справедливое для :
. 				(19)
Далее, подставим последовательно решения ,  в (17.3), а затем в (17.4) и потребуем выполнения условий совместности:
 			(20)
Для  получаем уравнения:
			(21.1)
					(21.2)
.	(21.3)
Далее, подставляя  в (11.4) и выполняя требование (20) при : 
				(22.1)
		(22.2)
	(22.3)
Таким образом, получена система уравнений (21.2, 22.1) в нулевом приближении для , . Здесь отметим, что в силу относительных порядков малости величин в (11), для удовлетворения условий совместности (20) получим , .


Уравнения для прогиба во втором приближении.
Рассмотрим систему уравнений (11) во втором приближении:
			(23.1)
				(23.2)
			(23.3)
,					(23.4)
Здесь возникают дополнительные слагаемые, связанные с влиянием решений , . 
Второе приближение прогиба  принимает вид:
,						(24.1)
,(24.2)
причем,  – решение системы уравнений (21.2-22.1), с условиями на границе . Аналогично получаем решения для :
			(25.1)

	(25.2)



				(25.3)
Слагаемые  аналогично являются решениями системы (21.2-22.1) и удовлетворяют аналогичным условиям на границе.
Подход к получению системы уравнений для  аналогичен (17–23), за исключением условиям совместности:
, 	(26)
Ввиду высокой громоздкости формулы опущены.


Материал с переменными по толщине упругими свойствами.
Приведенный в (18-23) подход подразумевает применение в том числе для материалов с переменными по толщине упругими свойствами: . В таком случае:




Выводы.
В рамках данной работы получена двумерная система уравнений второго порядка точности, описывающая продольные и поперечные деформации тонкой пластины, с переменными по толщине упругими свойствами. Такую пластину можно рассматривать как моноклинную, с переменными по толщине упругими модулями. Приведен подход к сведению трехмерной упругой задачи к приближенной двумерной с асимптотическим приближением любой точности – в явном виде приведены уравнения в нулевом приближении, а также обозначен дальнейший алгоритм получения приближений более высокой точности.
В качестве важного уточнения необходимо отметить, что конечное решение для конкретной практической задачи требует постановку граничных условий и явный вывод решения с учетом эффектов граничного слоя, что потребует применение приближенных вариационных методов.
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