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Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òîðãîâëÿ è áèçíåñ ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ

ñîâðåìåííîãî ìèðà. À íåîáõîäèìîñòü ôèðì ïîñëå ïðîèçâîäñòâà ðåàëèçîâû-

âàòü ñâîé òîâàð âûíóæäàåò èõ íàëàæèâàòü îïåðàöèîííóþ äåÿòåëüíîñòü, îð-

ãàíèçîâûâàÿ ñèñòåìû òîâàðíûõ ïîòîêîâ è òîðãîâûõ ñâÿçåé, ìàñøòàá è ñëîæ-

íîñòü êîòîðûõ ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàþòñÿ. Òàêæå ïåðåä ó÷àñòíèêàìè ðûíêà

âîçíèêàþò çàäà÷è îïòèìèçàöèè óæå îðãàíèçîâàííûõ öåïåé ïîñòàâîê, ò.ê. ïëî-

õî îðãàíèçîâàííàÿ îïåðàöèîííàÿ äåÿòåëüíîñòü ïðèâîäèò ê óáûòêàì èëè íåðå-

àëèçîâàííîé ïðèáûëè. Êðîìå òîãî, ïîñëåäíèå òåõíîëîãè÷åñêèå äîñòèæåíèÿ

ñîâìåñòíî ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì Èíòåðíåòà ñîçäàëè âûñîêîêîíêóðåíòíóþ ñðå-

äó äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ òîðãîâî�ðûíî÷íîé ñôåðû, ÷òî ñòàâèò â îñòðèå óãëà

ïî÷òè âñå àñïåêòû òîðãîâûõ îòíîøåíèé: íà÷èíàÿ îò ïðîáëåìàòèêè ôîðìè-

ðîâàíèÿ ðûíî÷íûõ ñâÿçåé, çàêàí÷èâàÿ öåíîîáðàçîâàíèåì è ðàñïðåäåëåíèåì

ðåñóðñîâ â ñåòÿõ.

Îïåðàöèîííîå è ïðîìûøëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òîðãîâî�ðûíî÷íûõ ñâÿ-

çåé, à òàêæå îïåðàöèîííûé ìåíåäæìåíò èìåþò äàâíþþ èñòîðèþ, óõîäÿùóþ

êîðíÿìè ê ïåðâîé ïðîìûøëåííîé ðåâîëþöèè. Ïëàíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâà,

óïðàâëåíèå çàïàñàìè, ïðîåêòíûé ìåíåäæìåíò, êîíòðîëüíûå äèàãðàììû, ñòà-

òèñòè÷åñêèå îò÷åòû, îïðîñíèêè óäîâëåòâîðåííîñòè êëèåíòîâ, ðàíæèðîâàíèå

è áåí÷ìàðêèíã � âîò ëèøü íåêîòîðûå èç èíñòðóìåíòîâ, óæå äîâîëüíî äàâíî

èñïîëüçóåìûõ äëÿ óëó÷øåíèÿ îïåðàöèîííîé è ïðîìûøëåííîé äåÿòåëüíîñòè.

Íî âìåñòå ñ òåì, êàê ðîñëè ìàñøòàá è ñëîæíîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé,

ñóùåñòâåííî óñëîæíÿëèñü ëîãèñòè÷åñêèå è îïåðàöèîííûå ïðîáëåìû, è òðà-
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äèöèîííûå èíñòðóìåíòû â ñâîþ î÷åðåäü óæå íå ìîãëè ïîêðûòü âåñü ñïåêòð

âîçíèêàþùèõ çàäà÷. Ýòî ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ

óïðàâëåíèÿ, à òàêæå áîëåå êîìïëåêñíûõ ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ: âñå ÷àùå

îùóùàëàñü ïîòðåáíîñòü â êîìáèíèðîâàíèè èíñòðóìåíòàðèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ è ýêîíîìè÷åñêèõ ðåàëèé â ñôåðå ñåòåé ïîñòàâîê, äåéñòâóþùèõ

â ãëîáàëüíîì ìàñøòàáå.

Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé âîçìîæíîñòè è èíñòðóìåíòàðèé

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëèñü, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü

ìîäåëè, áîëåå ïðèáëèæåííûå ê ðåàëüíîñòè, ó÷èòûâàòü è/èëè íàõîäèòü íîâûå

çàêîíîìåðíîñòè è çàâèñèìîñòè â ïðîöåññàõ, ÷àñòè÷íî óäîâëåòâîðÿÿ òåì ñàìûì

çàïðîñû ñîâðåìåííîãî ðûíêà. Â òîì ÷èñëå, äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà òàêîé

àêòóàëüíîé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîáëåìàòèêå, êàê âîïðîñ ôîðìèðîâàíèÿ

îïòèìàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñâÿçåé è ïîñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íàèëó÷øèõ

ïàðàìåòðîâ â ïîñòðîåííîé ñåòè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå ìîäåëåé ïðîñ-

òðàíñòâåííî�ñåòåâûõ ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé, äëÿ äîñòèæåíèÿ êîòîðîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è: à) óñòàíîâêà ïðåäïîëîæåíèé ìî-

äåëè, á) âûáîð ïðèíöèïà îòïèìàëüíîñòè è â) íàõîæäåíèå íàèëó÷øåãî ðåøå-

íèÿ ñîãëàñíî äàííîìó ïðèíöèïó. Ïåðâàÿ ãëàâà äàííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ìî-

äåëèðîâàíèþ ðûíêà ñ ôèêñèðîâàííûìè ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì. Âî âòîðîé

ãëàâå èññëåäóåòñÿ ðûíîê ñ ýëàñòè÷íûìè ñïðîñîì è ïðåäîæåíèåì. Íàêîíåö,

òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé

ðûíêîâ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîïðîäóêòîâûé ðû-

íîê, ñîñòîÿùèé èç íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïîñòàâùèêîâ è íåêîòîðîé ñîâîêóï-

íîñòè ïîòðåáèòåëåé (ñì. Ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Ðûíîê

Ó êàæäîãî ïîñòàâùèêà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ ìîùíîñòü ïðîèçâîä-

ñòâà, áîëüøå êîòîðîé ïðîèçâåñòè òîâàðà îí íå ìîæåò, à òàêæå êàæäûé ïðîèç-

âîäèòåëü îáîçíà÷àåò öåíó, ïî êîòîðîé îí ãîòîâ îòïóñêàòü åäèíèöó òîâàðà; â

ñâîþ î÷åðåäü êàæäûé ïîòðåáèòåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé ñïðîñà � ò.å.

îáúåì òîâàðà, êîòîðûé îí æåëàåò ïðèîáðåñòè � è öåíîé, êîòîðóþ îí ãîòîâ

ïëàòèòü çà åäèíèöó ýòîãî òîâàðà. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñîâîêóïíûé ñïðîñ
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âñåõ ïîòðåáèòåëåé ïîëíîñòüþ è áåç èçëèøêîâ ïîêðûâàåòñÿ ñîâîêóïíûì îáú-

åìîì ïðîèçâîäñòâà âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé, èíûìè ñëîâàìè, ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ðûíîê ñáàëàíñèðîâàí � îáúåì ñïðîñà ðàâåí îáúåìó ïðåäëîæåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêîíîìè÷åñêèå ñâÿçè âîç-

ìîæíû (íî íå îáÿçàòåëüíû) ìåæäó ëþáîé ïàðîé ïîñòàâùèê�ïîòðåáèòåëü, êðî-

ìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû èçâåñòíà âåëè÷èíà òðàíçàê-

öèîííûõ èçäåðæåê, ñâÿçàííûõ ñ òðàíñïîðòèðîâêîé òîâàðà îò ïðîäàâöà ïî-

êóïàòåëþ, à èìåííî ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíà òðàíçàêöèîííûõ

èçäåðæåê ëèíåéíî çàâèñèò îò îáúåìà òîâàðíîãî ïîòîêà ìåæäó àêòîðàìè, è

êîýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè.

Ðèñ. 2: Òðàíçàêöèîííûå èçäåðæêè â ìîäåëè ðûíêà

Íàøåé çàäà÷åé â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ñ ó÷åòîì âñåõ âûøåèçëîæåí-

íûõ ïðåäïîëîæåíèé áóäåò ÿâëÿòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, èññëåäîâàíèå âîçìîæ-

íîñòè è óñëîâèé ïîñòðîåíèÿ òàêîãî òîâàðíîãî ïîòîêà ìåæäó ïðîèçâîäèòåëÿìè

è ïîòðåáèòåëÿìè, êîòîðûé áû óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ áàëàíñà ðûíêà è ìèíè-

ìèçèðîâàë òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè. Èíûìè ñëîâàìè, ìû áóäåì èññëåäîâàòü

âîçìîæåí ëè òîâàðíûé ïîòîê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ðàâåíñòâà ñïðîñà
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ïðåäëîæåíèþ è ìèíèìèçèðóþùèé òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè, è åñëè òàêîé ïî-

òîê âîçìîæåí, òî êàêîâû ïðè ýòîì öåíû âñåõ ó÷àñòíèêîâ ðûíêà.

Â ïåðâîé ãëàâå äàííîé ðàáîòû ìû áóäåì èññëåäîâàòü äàííóþ çàäà÷ó â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè âåëè-

÷èíàìè, âî âòîðîé æå ãëàâå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáå ýòè âåëè÷èíû

ÿâëÿþòñÿ ýëàñòè÷íûìè, ò.å. èìåþò âèä ôóíêöèé.
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Îáçîð ëèòåðàòóðû

Ñåòè ïîñòàâîê ïîâñåìåñòíî âñòðå÷àþòñÿ âî âñåõ ñôåðàõ òîðãîâëè è áèç-

íåñà, ÷òî äåëàåò èõ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ îáúåêòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ó

ýêîíîìèñòîâ è ó÷åíûõ ïî âñåìó ìèðó. Âïåðâûå ââåë òàêîå ïîíÿòèå êàê ìå-

íåäæìåíò ñåòåé ïîñòàâîê, à òàêæå ðàññìîòðåë çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ öåïî÷êàìè

ïîñòàâîê êàê êîíöåïöèþ, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èíòåãðèðîâàííîì ïîäõîäå ê

ïëàíèðîâàíèþ è óïðàâëåíèþ óñëóãàìè, èíôîðìàöèîííûìè è òîâàðíûìè ïî-

òîêàìè, àíàëèòèê êîíñàëòèíãîâîé êîìïàíèè ¾Áóç Àëëåí Ãàìèëüòîí¿ Êåéò

Îëèâåð [21] â 1982 ãîäó. Êîíöåïöèÿ áûëà äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðèíÿòà è ïîëó-

÷èëà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ðàçâèòèå.

Ïåðâûå ðàáîòû â ñôåðå ìåíåäæìåíòà ñåòåé ïîñòàâîê áûëè ïîñâÿùåíû

èçó÷åíèþ äåöåíòðàëèçîâàííûõ ìîäåëåé, ò.å. ñåòåé ïîñòàâîê, ãäå ó÷àñòíèêè

äåéñòâóþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïðèìåðîì òàêèõ ðàáîò ìîãóò ñëóæèòü

ñòàòüè [36], [38] è [42].

Ïîçäíåå àêöåíò èíòåðåñà ó÷åíûõ ñìåñòèëñÿ ê êîîïåðàöèè ó÷àñòíèêîâ

ñåòè è óïðàâëåíèþ ðèñêàìè. Êàõîí Ã.Ï. [8] â ñâîèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàë âî-

ïðîñ âëèÿíèÿ êîîðäèíèðóþùèõ êîíòðàêòîâ, à Êàéÿ Ì. è Îçåð Î. [15] � êîí-

òðàêòèðîâàíèå ñåòè äëÿ äåëåæà ðèñêîâ, ïðèáûëè è èíôîðìàöèè. Âìåñòå ñ

òåìîé êîîïåðàöèè êðîìå òîãî ïðîäîëæàëî ðàçâèâàòüñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàí-

íîå ñ èçó÷åíèåì êîíêóðåíöèè â äåöåíòðàëèçîâàííîé ìîäåëè ñåòè ïîñòàâîê.

Íàïðèìåð, ðàáîòà [1] ïîñâÿùåíà âîïðîñàìè êîíêóðåíöèè ñ óêëîíîì â èññëå-

äîâàíèå âëèÿíèÿ äèôôåðåíöèàöèè òîâàðîâ è ïîòðåáèòåëåé.

Áîëüøàÿ ðàáîòà áûëà ïðîäåëàíà â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ ñïðîñîì è ðåàãè-
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ðîâàíèÿ íà ñïðîñ äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñåòÿìè ýëåêòðîïåðåäà÷ è ïîòîêàìè â

íèõ. Îñíîâíûå ìåõàíèçìû öåíîîáðàçîâàíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ îäíèì ïîñòàâùèêîì

è íåñêîëüêèìè ïîòðåáèòåëÿìè èçó÷àþòñÿ â [25], [37]. Ðàñïðåäåëåííàÿ ãåíåðà-

öèÿ è õðàíåíèå ðàññìîòðåíû â [5], [6]. Ôîðìèðîâàíèå êîàëèöèè äëÿ ëîêàëüíûõ

ñåòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð ðàññìîòðåíî â ðàç-

ëè÷íûõ ñöåíàðèÿõ â [2], [24]. Îáîáùåííûå ðàâíîâåñèÿ â äèíàìè÷åñêèõ èãðàõ

ñ íåñêîëüêèìè ëèäåðàìè è âåäîìûì èçó÷àþòñÿ â [28]�[30].

Ïåðâîå ðàññìîòðåíèå ïðîáëåìû ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàâíîâåñèÿ öåí áû-

ëî ïðîâåäåíî â [33]. Îñíîâû äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðîèçâîäñòâà,

ïîòðåáëåíèÿ è òîðãîâëè òîâàðàìè áûëè äàíû â [35]. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü

ñóùåñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ

çàäà÷ [3, 14, 23, 27, 34]. Êîìïëåêñíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, êàñàþùèåñÿ

ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàâíîâåñèÿ, èçó÷àþòñÿ â [16, 18, 31]. Ìîäåëè ïðîñòðàí-

ñòâåííîãî ðàâíîâåñèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïðåäåëå-

íèÿ òðàôèêà [13, 19, 20, 39]. Áîëåå òîãî, åãî ïðèëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè íà

ýíåðãåòè÷åñêèõ [4, 32] è òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ðûíêàõ [12].
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Ãëàâà 1

Ìîäåëèðîâàíèå ðûíêà ñ

ôèêñèðîâàííûìè ñïðîñîì è

ïðåäëîæåíèåì

1.1 Ïîñòðîåíèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïîñòàâùèêîâ M , à òàêæå ñîâîêóïíîñòü ïî-

òðåáèòåëåé N , êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïðîèçâîäñòâîì è ðàñïðåäåëåíèåì òîâàðà.

×åðåç si îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïîñòàâëÿåìîå ïîñòàâùèêîì i ∈ M , à

÷åðåç λi � öåíó çà åäèíèöó ïîñòàâëÿåìîãî i-ûì ïîñòàâùèêîì òîâàðà. Â ñâîþ

î÷åðåäü, dj îáîçíà÷àåò ñïðîñ ïîòðåáèòåëÿ j ∈ N , à µj � öåíó, ïî êîòîðîé j�ûé

ïîòðåáèòåëü ãîòîâ êóïèòü åäèíèöó òîâàðà. Íàêîíåö, xij ≥ 0 � ýòî òîâàðíûé

ïîòîê ìåæäó ïàðàìè (i, j), à cij(xij) � ñòîèìîñòü åäèíè÷íîé òðàíçàêöèè, êî-

òîðàÿ ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ñòîèìîñòü òðàíñïîðòèðîâêè, íàëîãè, ñóáñèäèè

è ïð.

Òàêæå, ââåäåì èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè ðûíî÷íûõ ñâÿçåé:

δij =

 1, äëÿ xij > 0,

0, äëÿ xij = 0,
∀(i, j) ∈M ×N,

à òàêæå ââåäåì ìíîæåñòâà: Ni = {j ∈ N | δij = 1}, i ∈ M è Mj = {i ∈
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M | δij = 1}, j ∈ N .

Îïðåäåëåíèå 1. Òîâàðíûé ïîòîê x ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì ðûíî÷-

íûì ðàâíîâåñèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

λi + cij(xij) = µj äëÿ xij > 0,

λi + cij(xij) ≥ µj äëÿ xij = 0,
∀(i, j) ∈M ×N. (1.1)

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè öåíà ïðåäëîæåíèÿ ïîñòàâùèêà i ïëþñ òðàíçàêöè-

îííûå èçäåðæêè cij(xij) ðàâíà öåíå ñïðîñà ïîòðåáèòåëÿ j, òî ìåæäó ïàðîé

(i, j) îáðàçóþòñÿ òîâàðíûå îòíîøåíèÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òîðãîâëÿ ìåæäó

ïàðàìè îòñóòñòâóåò. Òîâàðíûé ïîòîê x∗ òàêîé, ÷òî

x∗ = argmin
x

∑
i∈M

∑
j∈N

xij∫
0

cij(u)du (1.2)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ∑
j∈N

xij = si, ∀ i ∈M,∑
i∈M

xij = dj, ∀ j ∈ N,

xij ≥ 0, ∀ i, j ∈M ×N,

(1.3)

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì ðûíî÷íûì ðàâíîâåñèåì ñîãëàñíî ââåäåíî-

ìó îïðåäåëåíèþ 1 [26, 31].
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1.2 Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåð-

æåê ëèíåéíà. Òî åñòü:

cij(xij) = t0ij + ktijxij : t0ij ≥ 0, ktij > 0, ∀(i, j) ∈M ×N.

Ëåììà 1. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå â ñëó÷àå ëèíåéíîñòè òðàí-

çàêöèîííûõ èçäåðæåê îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì òîâàðíûì ïîòîêîì

xij =


µj−λi−t0ij

ktij
, åñëè µj − λi > t0ij,

0, åñëè µj − λi ≤ t0ij,
∀i ∈M, j ∈ N, (1.4)

ãäå (λ, µ) òàêîâû, ÷òî

∑
i∈M1

1
kti1
· · · 0

...
. . .

...

0 · · ·
∑
i∈Mn

1
ktin

−Bλ

Bµ

−
∑
j∈N1

1
kt1j
· · · 0

...
. . .

...

0 · · · −
∑
j∈Nm

1
ktmj





µ1
...

µn

λ1
...

λm


=

=



d1 +
∑
i∈M1

t0i1
kti1

...

dn +
∑
i∈Mn

t0in
ktin

s1 +
∑
j∈N1

t01j
kt1j

...

sm +
∑
j∈Nm

t0mj

ktmj


,

(1.5)
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ãäå

Bµ =


δ11
kt11
· · · δ1n

kt1n
...

. . .
...

δm1

ktm1
· · · δmn

ktmn

 è Bλ =


δ11
kt11
· · · δm1

ktm1

...
. . .

...

δ1n
kt1n
· · · δmn

ktmn

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì Ëàãðàíæèàí çàäà÷è (1.2)�(1.3):

L(x, λ, µ, α) =
∑
i∈M

∑
j∈N

xij∫
0

cij(u)du+
∑
i∈M

λi

∑
j∈N

xij − si

+

∑
j∈N

µj

(
−
∑
i∈M

xij + dj

)
+
∑
i∈M

∑
j∈N

αij(−xij).

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì Êóíà-Òàêêåðà:

∂L
∂xij

= cij(xij) + λi − µj − αij = 0, ∀i ∈M, j ∈ N,
∂L
∂λi

= −
∑
j∈N

xij + si = 0, ∀ i ∈M,

∂L
∂µj

= −
∑
i∈M

xij + dj = 0, ∀ j ∈ N,

αij(−xij) = 0, ∀ i ∈M, j ∈ N.

Ò.ê. αij(−xij) = 0 äëÿ âñåõ (i, j) ∈M ×N , òî

Åñëè xij > 0⇒ αij = 0,

Åñëè xij = 0⇒ αij ≥ 0,
∀ (i, j) ∈M ×N.

Òàêèì îáðàçîì,

cij(xij)

= µj − λi, åñëè xij > 0,

≥ µj − λi, åñëè xij = 0,
∀(i, j) ∈M ×N
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èëè ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîñòè èçäåðæåê ïðèìåò âèä:

t0ij + ktijxij

= µj − λi, åñëè xij > 0,

≥ µj − λi, åñëè xij = 0,
∀(i, j) ∈M ×N

÷òî ïðèâîäèò íàñ ê

xij =
µj−λi−t0ij

ktij
, åñëè xij > 0,

t0ij ≥ µj − λi, åñëè xij = 0,
∀(i, j) ∈M ×N,

ñëåäîâàòåëüíî, òîâàðíûé ïîòîê ìåæäó ïàðîé (i, j) çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ t0ij:

åñëè t0ij ≥ µj − λi ⇒ xij = 0,

åñëè t0ij < µj − λi ⇒ xij > 0,
∀(i, j) ∈M ×N,

òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå (1.4) âûïîëíåíî.

Òåïåðü ïîäñòàâèì xij = (µj−λi−t0ij)/ktij > 0 â óñëîâèÿ áàëàíñà, ïîëó÷èì:

∑
j∈Ni

µj

ktij
−
∑
j∈Ni

λi
ktij

=
∑
j∈Ni

t0ij
ktij

+ si, ∀i ∈Mj,∑
i∈Mj

µj

ktij
−
∑
i∈Mj

λi
ktij

=
∑
i∈Mj

t0ij
ktij

+ dj, ∀j ∈ Ni,

÷òî â ìàòðè÷íîì âèäå ýêâèâàëåíòíî èñêîìûì âûðàæåíèÿì (1.5).

Ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ëåììå ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(1.5) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ëåììà 2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

� ìàòðèöà ñèñòåìû (1.5) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, è å¼ ðàíã ðàâåím+n−1,

� ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.5) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Ïðîñóììèðóåì ñòðîêè ñ ïåðâîé äî n â ìàòðèöå èç ñèñòå-
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ìû (1.5):(∑
i∈M1

1

kti1
; · · · ;

∑
i∈Mn

1

ktin
;−δ11

kt11
− · · · − δ1n

kt1n
; · · · ;−δm1

ktm1

− · · · − δmn
ktmn

)
ò.å. ∑

i∈M1

1

kti1
; · · · ;

∑
i∈Mn

1

ktin
;−
∑
j∈N1

1

kt1j
; · · · ;−

∑
j∈Nm

1

ktmj


òàêæå, â ýòîé æå ìàòðèöå ïðîñóììèðóåì ñòðîêè ñ n+ 1 äî m:δ11

kt11
+ · · ·+ δm1

ktm1

; · · · ;
δ1n
kt1n

+ · · ·+ δmn
ktmn

;−
∑
j∈N1

1

kt1j
; · · · −

∑
j∈Nm

1

ktmj


ò.å. ∑

i∈M1

1

kti1
; · · · ;

∑
i∈Mn

1

ktin
;−
∑
j∈N1

1

kt1j
; · · · ;−

∑
j∈Nm

1

ktmj

 .

Êàê ìîæíî âèäåòü, ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà

ñèñòåìû (1.5) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé.

Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå n ñòðîê ëèíåéíî íåçàâèñèìû, êðîìå òîãî

ñòðîêè ñ n+1 äîm òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íî ñóììà ïåðâûõ n ñòðîê ðàâ-

íà ñóììå ïîñëåäíèõ m ñòðîê. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ ïðèâåäåò

ìàòðèöó ê òðàïåöåâèäíîé ôîðìå ñ ðàçìåðíîñòüþ m + n− 1. Òàêèì îáðàçîì,

ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (1.5) ðàâåí m+ n− 1.

II. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, ÷òîáû ñèñòåìà áûëà ðàçðå-

øèìîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû ðàíã å¼ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áûë

ðàâåí ðàíãó èñõîäíîé ìàòðèöû. Ïîñòðîèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû:
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Ā =



∑
i∈M1

1
kti1
· · · 0

... . . . ...

0 · · ·
∑
i∈Mn

1
ktin

−Bλ

d1 +
∑
i∈M1

t0i1
kti1

...

dn +
∑
i∈Mn

t0in
ktin

Bµ

−
∑
j∈N1

1
kt1j
· · · 0

... . . . ...

0 · · · −
∑
j∈Nm

1
ktmj

s1 +
∑
j∈N1

t01j
kt1j

...

sm +
∑
j∈Nm

t0mj

ktmj


.

Î÷åâèäíî, ÷òî rank Ā ≤ m+n, ò.ê. dim Ā = (m+n)× (m+n+ 1). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû, rank Ā ≥ m+n−1. Ñëåäîâàòåëüíî,
m+ n− 1 ≤ rank Ā ≤ m+ n. Ïðîñóììèðóåì ñòðîêè ñ ïåðâîé äî n â ìàòðèöå
Ā: (∑

i∈M1

1

kti1
; · · · ;

∑
i∈Mn

1

ktin
;−
∑
j∈N1

1

kt1j
; · · · ;−

∑
j∈Nm

1

ktmj
; d1 +

∑
i∈M1

t0i1
kti1

+ · · ·+ dn +
∑
i∈Mn

t0in
ktin

)

ò.å.∑
i∈M1

1

kti1
; · · · ;

∑
i∈Mn

1

ktin
;−
∑
j∈N1

1

kt1j
; · · · ;−

∑
j∈Nm

1

ktmj
;
∑
j∈N

dj +
∑
j∈N

∑
i∈Mj

t0ij
ktij


òàêæå ïðîñóììèðóåì ñòðîêè ñ n+ 1 äî m â ìàòðèöå Ā:(∑

i∈M1

1

kti1
; · · · ;

∑
i∈Mn

1

ktin
;−
∑
j∈N1

1

kt1j
; · · · ;−

∑
j∈Nm

1

ktmj
; s1 +

∑
j∈N1

t01j
kt1j

+ · · ·+ sm +
∑
j∈Nm

t0mj
ktmj

)

ò.å.∑
i∈M1

1

kti1
; · · · ;

∑
i∈Mn

1

ktin
;−
∑
j∈N1

1

kt1j
; · · · ;−

∑
j∈Nm

1

ktmj
;
∑
i∈M

si +
∑
i∈M

∑
j∈Ni

t0ij
ktij

 .

Â âèäó òîãî, ÷òî
∑
i∈M

si =
∑
j∈N

dj ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà ïåðâûõ n ñòðîê ðàâíà

ñóììå îñòàâøèõñÿ ñòðîê. Ò.å., rank Ā < m + n è, òàêèì îáðàçîì, rank Ā =
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m + n − 1. Òî åñòü, ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû (1.5) ðàâåí ðàíãó
èñõîäíîé ìàòðèöû.

Íà îñíîâàíèè äîêàçàííûõ ëåìì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìååòñÿ òîëüêî îäíà íåçàâèñèìàÿ

öåíà ïðè îïðåäåëåíèè ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íà ðûíêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1, ïðîñòðàíñòâåííîå ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå

â ñëó÷àå ëèíåéíîñòè èçäåðæåê âûðàæàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ïî-

òîêà (1.4) ñ öåíàìè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.5). Ñîãëàñíî ëåììå 2, ÑËÀÓ (1.5) ðàçðåøèìà îòíîñè-

òåëüíî m+ n ïåðåìåííûõ (öåí), â òî âðåìÿ êàê ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí

m+ n− 1. Ò.å. èìååòñÿ îäíà íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ

îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî ýòîé ïåðåìåííîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííûõ âåëè÷èíàõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ

ðàâíîâåñíîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé îäèí èç ó÷àñòíèêîâ

ðûíêà çàäàåò öåíó, à îñòàëüíûå èñõîäÿ èç ýòîãî óñòàíàâëèâàþò ñâîè öåíû.
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1.3 ×èñëåííûé ïðèìåð

Èññëåäóåì ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå. Ïóñòü

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M = {1, 2, 3, 4}, N = {1, 2, 3};

t0 =


10 4 7

5 10 3

8 8 8

4 10 12

 , kt =


0.18 0.16 0.08

0.06 0.17 0.05

0.15 0.07 0.1

0.12 0.03 0.11

 ;

s = (990; 700; 910; 615), d = (1200; 1000; 1015).

Òîãäà ñèñòåìà (1.5) äëÿ (λ, µ) ïðèìåò âèä:

37.22 0 0 −5.56 −16.67 −6.67 −8.33

0 59.75 0 −6.25 −5.88 −14.29 −33.33

0 0 51.59 −12.5 −20 −10 −9.09

5.56 6.25 12.5 −24.31 0 0 0

16.67 5.88 20 0 −42.55 0 0

6.67 14.29 10 0 0 −30.95 0

8.33 33.33 9.09 0 0 0 −59.85


∗



µ1

µ2

µ3

λ1

λ2

λ3

λ4


=



1425.56

1531.44

1351.59

1158.06

902.16

1157.57

1090.76


.

Ïóñòü ïåðâûé ïîñòàâùèê ÿâëÿåòñÿ ìîäåðàòîðîì ðûíêà è çàäàåò ñâîþ

öåíó λ1 = 1000. Òîãäà èìååì ñèñòåìó:
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37.22 0 0 −16.67 −6.67 −8.33

0 59.75 0 −5.88 −14.29 −33.33

0 0 51.29 −20 −10 −9.09

5.56 6.25 12.5 0 0 0

16.67 5.88 20 −42.55 0 0

6.67 14.29 10 0 −30.95 0

8.33 33.33 9.09 0 0 −59.85


∗

∗



µ1

µ2

µ3

λ2

λ3

λ4


=



6989, 32

7781, 44

13851, 59

25463, 61

902, 16

1165, 82

1090, 76


.

(1.6)

È ñèñòåìà (1.6) èìååò ðåøåíèå:

µ1 ≈ 1058; µ2 ≈ 1046; µ3 ≈ 1044;

λ1 = 1000; λ2 ≈ 1029; λ3 ≈ 1012; λ4 ≈ 1026.

È ðàâíîâåñíûé òîâàðíûé ïîòîê ìåæäó ó÷àñòíèêàìè ðàâåí:

x ≈


266 260 464

407 42 251

294 372 244

233 326 56

 .
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Ãëàâà 2

Ìîäåëèðîâàíèå ðûíêà ñ ýëàñòè÷íûìè

ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì

2.1 Ïîñòðîåíèå ìîäåëè

Êàê è ðàíåå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóïíîñòü ïîñòàâùèêîâ M è

ñîâîêóïíîñòü ïîòðåáèòåëåé N , ó÷àñòâóþùèõ â ïðîèçâîäñòâå è ðàñïðåäåëåíèè

òîâàðà, si � ýòî îáúåì òîâàðà, ïîñòàâëÿåìûé ïîñòàâùèêîì i ∈ M ïî öåíå

λi = ri(si) çà åäèíèöó; dj � ñïðîñ ïîòðåáèòåëÿ j ∈ N , µj = pj(dj) � öåíà, ïî

êîòîðîé j�ûé ïîòðåáèòåëü ãîòîâ êóïèòü åäèíèöó òîâàðà. Íàêîíåö, xij ≥ 0 �

ýòî òîâàðíûé ïîòîê ìåæäó ïàðàìè (i, j), à cij(xij) � ñòîèìîñòü åäèíè÷íîé

òðàíçàêöèè ìåæäó íèìè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë:

F (x, s, d) =
∑
i∈M

si∫
0

ri(z)dz +
∑
i∈M

∑
j∈N

xij∫
0

cij(z)dz −
∑
j∈N

dj∫
0

pj(z)dz (2.1)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ðàâíîâåñíûì áóäåò òàêîé ïîòîê, êîòîðûé ïðè-

âîäèò ê ìèíèìóìó ôóíêöèíàë (2.1) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé áàëàíñà:
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∑
j∈N

xij = si, i ∈M ;∑
i∈M

xij = dj, j ∈ N ;

xij ≥ 0, i ∈M, j ∈ N.

(2.2)

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî:
cij(z) = t0ij + ktijz;

ri(z) = r0i + kri z;

pj(z) = p0j − k
p
jz.
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2.2 Ïîñòðîåíèå ðàâíîâåñíîãî ïîòîêà â ìîäåëè

Äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà (2.1) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.2) ïî-

ñòðîèì Ëàãðàíæèàí è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Êóíà-Òàêêåðà:

L(x, s, d, λ, µ, α, β, γ) =
∑
i∈M

si∫
0

(r0i + kri z)dz +
∑
i∈M

∑
j∈N

xij∫
0

(t0ij + ktijz)dz−

−
∑
j∈N

dj∫
0

(p0j − k
p
jz)dz +

∑
i∈M

λi

∑
j∈N

xij − si

+
∑
j∈N

µj

(
−
∑
i∈M

xij + dj

)
+

+
∑
i∈M

∑
j∈N

(−αijxij) +
∑
i∈M

βi(−si) +
∑
j∈N

γj(−dj);



∂L
∂xij

= t0ij + ktijxij + λi − µj − αij = 0 ∀(i, j) ∈M ×N ;

∂L
∂si

= r0i + kri si − λi − βj = 0 ∀ i ∈M ;

∂L
∂dj

= −(p0j − k
p
jdj) + µj − γj = 0 ∀ j ∈ N ;

∂L
∂λi

=
∑
j∈N

xij − si = 0 ∀ i ∈M ;

∂L
∂µj

= −
∑
i∈M

xij + dj = 0 ∀ j ∈ N ;

αijxij = 0 ∀(i, j) ∈M ×N ;

βisi = 0 ∀ i ∈M ;

γjdj = 0 ∀ j ∈ N.

Èç ïîñëåäíèõ òðåõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò ñëåäóþùåå:
xij > 0 ⇒ αij = 0;

si > 0 ⇒ βi = 0;

dj > 0 ⇒ γj = 0.
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Òîãäà èìååì: 
xij =

µj−λi−t0ij
ktij

;

si = λi−r0i
kri

;

dj =
p0j−µj

kpj
.

È èç óñëîâèé áàëàíñà èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
∑
j∈N

µj−λi−t0ij
ktij

δtij = λi−r0si
kri

δri , i ∈M ;∑
i∈M

µj−λi−t0ij
ktij

δtij =
p0j−µj

kpj
δpj , j ∈ N.

Â ìàòðè÷íîì âèäå:

 Br B

−BT Bp





λ1
...

λm

µ1
...

µn


= q (2.3)

Ãäå:

Br =



−

(∑
j∈N

δt1j
kt1j

+ δr1
kr1

)
0 · · · 0

0 −

(∑
j∈N

δt2j
kt2j

+ δr2
kr2

)
· · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · −

(∑
j∈N

δtmj

ktmj
+ δrm

krm

)


,
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B =


δt11
kt11

δt12
kt12
· · · δt1n

kt1n
δt21
kt21

δt22
kt22
· · · δt2n

kt2n
...

... . . . ...
δtm1

ktm1

δtm2

ktm2
· · · δtmn

ktmn

 ,

Bp =



∑
i∈M

δti1
kti1

+ δp1
kp1

0 · · · 0

0
∑
i∈M

δti2
kti2

+ δp2
kp2
· · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · ·
∑
i∈M

δtin
ktin

+ δpn
kpn


,

q =



∑
j∈N

t01jδ
t
1j

kt1j
− r01δ

r
1

kr1∑
j∈N

t02jδ
t
2j

kt2j
− r02δ

r
2

kr2

...∑
j∈N

t0mjδ
t
mj

ktmj
− r0mδ

r
m

krm∑
i∈M

t0i1δ
t
i1

kti1
+ p01δ

p
1

kp1∑
i∈M

t0i2δ
t
i2

kti2
+ p02δ

p
2

kp2

...∑
i∈M

t0inδ
t
in

ktin
+ p0nδ

p
n

kpn



.
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2.3 ×àñòíûå ñëó÷àè ñòðóêòóðû ðûíêîâ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ðûíêîâ, êîãäà

|M | + |N | = m + n = 3 è |M | + |N | = 4. Ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü, âàæíî

îòìåòèòü, ÷òî èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ èíäèêàòîðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

δpj =

0, åñëè
∑

i∈M δtij = 0,

1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
∀j ∈ N ; (2.4)

δri =

0, åñëè
∑

j∈N δ
t
ij = 0,

1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
∀i ∈M. (2.5)

2.3.1 Îäèí ïîñòàâùèê, äâà ïîêóïàòåëÿ

Ïóñòü M = {1}, N = {1, 2}.
Òîãäà ñèñòåìà (2.3) ïðèìåò âèä:
−
(
δt11
kt11

+ δt12
kt12

+ δr1
kr1

)
δt11
kt11

δt12
kt12

− δt11
kt11

δt11
kt11

+ δp1
kp1

0

− δt12
kt12

0 δt12
kt12

+ δp2
kp2



λ1

µ1

µ2

 =


t011δ

t
11

kt11
+ t012δ

t
12

kt12
− r01δ

r
1

kr1
t011δ

t
11

kt11
+ p01δ

p
1

kp1
t012δ

t
12

kt12
+ p02δ

p
2

kp2


Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç ïîêóïàòåëåé, äëÿ îïðåäåëåííîñòè

ïðåäïîëîæèì, ÷òî åãî íîìåð j = 1 (äëÿ j = 2 àíàëîãè÷íî), ðåøèë íå ïî-

êóïàòü òîâàð, ò.å.:

δt11 = 0
(2.4)⇒ δp1 = 0.
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Òîãäà ñèñòåìà (2.3) ïðèíèìàåò âèä:
−
(

1
kt12

+ 1
kr1

)
0 1

kt12

0 0 0

− 1
kt12

0 1
kt12

+ 1
kp2



λ1

µ1

µ2

 =


t012
kt12
− r01

kr1

0
t012
kt12

+ p02
kp2


Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ñâåëàñü ê ñèñòåìå ñ îäíèì ïîêóïàòå-

ëåì, íà ïàðàìåòðû êîòîðîé íåçàêóïàþùèéñÿ ïîêóïàòåëü âëèÿòü íå ìîæåò.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðîèçâîäèòåëü ðåøàåò íå ôîðìèðîâàòü òî-

âàðíûõ ñâÿçåé, ò.å.:

δt11 = δt12 = 0
(2.5)⇒ δr1 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû âûðîæäàåòñÿ â íóëåâóþ ìàòðèöó, à âåêòîð

ñâîáîäíûõ êîìïîíåíò � â íóëåâîé âåêòîð. Èíûìè ñëîâàìè, ðûíîê ïðè òàêîì

ðåøåíèè åäèíñòâåííîãî ïðîèçâîäèòåëÿ íå ôîðìèðóåòñÿ âîâñå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà:

δt1j = 1, δpj = 1, j = 1, 2; δr1 = 1.

Òîãäà ñèñòåìà (2.3) ïðèìåò âèä:
−
(

1
kt11

+ 1
kt12

+ 1
kr1

)
1
kt11

1
kt12

− 1
kt11

1
kt11

+ 1
kp1

0

− 1
kt12

0 1
kt12

+ 1
kp2



λ1

µ1

µ2

 =


t011
kt11

+ t012
kt12
− r01

kr1
t011
kt11

+ p01
kp1

t012
kt12

+ p02
kp2

 .

È å¼ ðåøåíèå òîãäà:λ1µ1

µ2

 =


kr1(k

t
11+k

p
1)(k

t
12+k

p
2)

Z

kr1k
p
1(k

t
12+k

p
2)

Z

kr1k
p
2(k

t
11+k

p
1)

Z

−kr1k
p
1(k

t
12+k

p
2)

Z

kp1(k
t
11k

t
12+k

t
11k

r
1+k

t
12k

r
1+k

t
11k

p
2+k

r
1k

p
2)

Z

kr1k
p
1k

p
2

Z

−kr1k
p
2(k

t
11+k

p
1)

Z

kr1k
p
1k

p
2

Z

kp2(k
t
11k

t
12+k

t
11k

r
1+k

t
12k

r
1+k

t
12k

p
1+k

r
1k

p
1)

Z

 ∗
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∗


t011
kt11

+ t012
kt12
− r01

kr1
t011
kt11

+ p01
kp1

t012
kt12

+ p02
kp2

 ,

ãäå Z = kt11k
t
12 + kt11k

r
1 + kt12k

r
1 + kt11k

p
2 + kt12k

p
1 + kr1k

p
1 + kr1k

p
2 + kp1k

p
2.

Äàëåå ïîñòðîèì â ÿâíîì âèäå óñëîâèÿ ôîðìèðîâàíèÿ íåíóëåâîãî òîâàð-
íîãî ïîòîêà, ò.å.:

xij ≥ 0, i ∈M, j ∈ N.

Äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ äàííûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä:x11 = µ1−λ1−t011
kt11

=
−(t011kt12+kt12r01+t011kr1−t012kr1−kt12p01−kr1p01+t011k

p
2+k

r
1p

0
2+r

0
1k

p
2−p01k

p
2)

Z ≥ 0;

x12 = µ2−λ1−t012
kt12

=
−(t012kt11+kt11r01−t011kr1+t012kr1−kt11p02+kr1p01+t012k

p
1−kr1p02+r01k

p
1−p02k

p
1)

Z ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî Z ≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå óñëîâèÿ òðàíñôîðìèðóþòñÿ
â ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:{
t011k

t
12 + kt12r

0
1 + t011k

r
1 − t012kr1 − kt12p01 − kr1p01 + t011k

p
2 + kr1p

0
2 + r01k

p
2 − p01k

p
2 ≤ 0;

t012k
t
11 + kt11r

0
1 − t011kr1 + t012k

r
1 − kt11p02 + kr1p

0
1 + t012k

p
1 − kr1p02 + r01k

p
1 − p02k

p
1 ≤ 0.

Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:{
−kt12

(
p01 − r01 − t011

)
− kp2

(
p01 − r01 − t011

)
− kr1

(
t012 − t011 + p01 − p02

)
≤ 0;

−kt11
(
p02 − r01 − t012

)
− kp1

(
p02 − r01 − t012

)
− kr1

(
t011 − t012 + p02 − p01

)
≤ 0.

È îêîí÷àòåëüíî:{(
p01 − r01 − t011

)
≥ kr1

kt12+k
p
2

(
t011 − t012 + p02 − p01

)
;(

p02 − r01 − t012
)
≥ kr1

kt11+k
p
1

(
t012 − t011 + p01 − p02

)
.
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2.3.2 Îäèí ïîñòàâèê, òðè ïîêóïàòåëÿ

Ïóñòü M = {1}, N = {1, 2, 3}.
Ñðàçó áóäåì èññëåäîâàòü ñëó÷àé, êîãäà:

δt1j = 1, δpj = 1, j = 1, 3; δr1 = 1,

ò.ê. ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ðàçäåëîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòêàç êîãî�
ëèáî èç ïîêóïàòåëåé çàêóïàòü òîâàð ïðîñòî âåä¼ò ê ðåäóöèðîâàíèþ ê ìîäåëè
áåç ýòîãî àêòîðà, à îòêàç ïðîèçâîäèòåëÿ � âåäåò ê îòñóòñâèþ ðûíêà â öåëîì.

Â äàííîé ñòðóêòóðå ðûíêà ñèñòåìà (2.3) ïðèìåò âèä:
−
(

1
kt11

+ 1
kt12

+ 1
kt13

+ 1
kr1

)
1
kt11

1
kt12

1
kt13

− 1
kt11

1
kt11

+ 1
kp1

0 0

− 1
kt12

0 1
kt12

+ 1
kp2

0

− 1
kt13

0 0 1
kt13

+ 1
kp3



λ1

µ1

µ2

µ3

 =


t011
kt11

+
t012
kt12

+
t013
kt13
− r01

kr1
t011
kt11

+
p01
kp1

t012
kt12

+
p02
kp2

t012
kt13

+
p03
kp3


Îïóñòèì ïðèâåäåíèå ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû çäåñü (ñì. ñòð. 68) è ïåðåéäåì
ñðàçó ê ïîñòðîåíèþ â ÿâíîì âèäå óñëîâèé ôîðìèðîâàíèÿ òîâàðûõ ïîòîêîâ.

Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: E = kp1k
p
2k

p
3 + kp1k

p
2k

r
1 + kp1k

p
3k

r
1 +

kp2k
p
3k

r
1 + kp1k

p
2k

t
13 + kp1k

p
3k

t
12 + kp2k

p
3k

t
11 + kp1k

r
1k

t
12 + kp2k

r
1k

t
11 + kp1k

r
1k

t
13 + kp3k

r
1k

t
11 +

kp2k
r
1k

t
13+kp3k

r
1k

t
12+kp1k

t
12k

t
13+kp2k

t
11k

t
13+kp3k

t
11k

t
12+kr1k

t
11k

t
12+kr1k

t
11k

t
13+kr1k

t
12k

t
13+

kt11k
t
12k

t
13.
Òîãäà

x11 = (kp2k
p
3p

0
1 + kp2k

r
1p

0
1 + kp3k

r
1p

0
1 − k

p
2k

r
1p

0
3 − k

p
3k

r
1p

0
2 + kp2k

t
13p

0
1 + kp3k

t
12p

0
1+

+kr1k
t
12p

0
1 + kr1k

t
13p

0
1 − kr1kt12p03 − kr1kt13p02 + kt12k

t
13p

0
1 − k

p
2k

p
3r

0
1 − k

p
2k

t
13r

0
1−

−kp3kt12r01 − kt12kt13r01 − k
p
2k

p
3t

0
11− k

p
2k

r
1t

0
11− k

p
3k

r
1t

0
11 + kp2k

r
1t

0
13 + kp3k

r
1t

0
12− k

p
2k

t
13t

0
11−

−kp3kt12t011 − kr1kt12t011 − kr1kt13t011 + kr1k
t
12t

0
13 + kr1k

t
13t

0
12 − kt12kt13t011)/E ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî E ≥ 0. È ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ÷èñëèòåëÿ x11 ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî:

p01 − r01 − t011 ≥
kr1

kp3 + kt13

(
p03 − t013 − p01 + t011

)
+

kr1
kp2 + kt12

(
p02 − t012 − p01 + t011

)
.
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Äëÿ x12 èìååì:

x12 = (kp1k
p
3p

0
2 + kp1k

r
1p

0
2 − k

p
1k

r
1p

0
3 − k

p
3k

r
1p

0
1 + kp3k

r
1p

0
2 + kp1k

t
13p

0
2 + kp3k

t
11p

0
2+

+kr1k
t
11p

0
2 − kr1kt11p03 − kr1kt13p01 + kr1k

t
13p

0
2 + kt11k

t
13p

0
2 − k

p
1k

p
3r

0
1 − k

p
1k

t
13r

0
1−

−kp3kt11r01 − kt11kt13r01 − k
p
1k

p
3t

0
12− k

p
1k

r
1t

0
12 + kp1k

r
1t

0
13 + kp3k

r
1t

0
11− k

p
3k

r
1t

0
12− k

p
1k

t
13t

0
12−

−kp3kt11t012 − kr1kt11t012 + kr1k
t
11t

0
13 + kr1k

t
13t

0
11 − kr1kt13t012 − kt11kt13t012)/E.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

p02 − r01 − t012 ≥
kr1

kp3 + kt13

(
p03 − t013 − p02 + t012

)
+

kr1
kp1 + kt11

(
p01 − t011 − p02 + t012

)
.

Äëÿ x13 èìååì:

x13 = (kp1k
p
2p

0
3 − k

p
1k

r
1p

0
2 − k

p
2k

r
1p

0
1 + kp1k

r
1p

0
3 + kp2k

r
1p

0
3 + kp1k

t
12p

0
3 + kp2k

t
11p

0
3−

−kr1kt11p02− kr1kt12p01 + kr1k
t
11p

0
3 + kr1k

t
12p

0
3 + kt11k

t
12p

0
3− k

p
1k

p
2r

0
1 − k

p
1k

t
12r

0
1 − k

p
2k

t
11r

0
1−

−kt11kt12r01− k
p
1k

p
2t

0
13 + kp1k

r
1t

0
12 + kp2k

r
1t

0
11− k

p
1k

r
1t

0
13− k

p
2k

r
1t

0
13− k

p
1k

t
12t

0
13− k

p
2k

t
11t

0
13+

+kr1k
t
11t

0
12 + kr1k

t
12t

0
11 − kr1kt11t013 − kr1kt12t013 − kt11kt12t013)/E.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì:

p03 − r01 − t013 ≥
kr1

kp2 + kt12

(
p02 − t012 − p03 + t013

)
+

kr1
kp1 + kt11

(
p01 − t011 − p03 + t013

)
.

.
Îêîí÷àòåëüíî èìååì ñèñòåìó:

p02 − r01 − t012 ≥
kr1

kp3+k
t
13

(
p03 − p01 − t013 + t011

)
+ kr1

kp1+k
t
11

(
p02 − p01 − t012 + t011

)
;

p02 − r01 − t012 ≥
kr1

kp3+k
t
13

(
p03 − p02 − t013 + t012

)
+ kr1

kp1+k
t
11

(
p01 − p02 − t011 + t012

)
;

p03 − r01 − t013 ≥
kr1

kp2+k
t
12

(
p02 − p03 − t012 − t013

)
+ kr1

kp1+k
t
11

(
p01 − p03 − t011 + t013

)
.
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2.3.3 Äâà ïîñòàâùèêà, îäèí ïîêóïàòåëü

Ïóñòü M = {1, 2}, N = {1}.


−
(
δt11
kt11

+ δr1
kr1

)
0 δt11

kt11

0 −
(
δt21
kt21

+ δr2
kr2

)
δt21
kt21

− δt11
kt11

− δt21
kt21

(
δt11
kt11

+ δt21
kt21

+ δp1
kp1

)

λ1λ2
µ1

 =


t011δ

t
11

kt11
− r01δ

r
1

kr1
t021δ

t
21

kt21
− r02δ

r
2

kr2
t011δ

t
11

kt11
+ t021δ

t
21

kt21
+ p01δ

p
1

kp1


Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç ïîñòàâùèêîâ � äëÿ îïðåäåëåííîñòè

åãî íîìåð i = 1 (äëÿ i = 2 àíàëîãè÷íî) � ðåøàåò íå âûïóñêàòü ñâîé òîâàð íà
ðûíîê. Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

δt11 = 0.

Èç îòìå÷åííîãî ñâîéñòâà (2.5) íàøå ïðåäïîëîæåíèå âëå÷åò òàêæå, ÷òî

δr1 = 0.

Òîãäà ñèñòåìà (2.3) ïðèìåò âèä:
0 0 0

0 −
(
δt21
kt21

+ δr2
kr2

)
δt21
kt21

0 − δt21
kt21

δt21
kt21

+ δp1
kp1


λ1λ2
µ1

 =

 0
t021δ

t
21

kt21
− r02δ

r
2

kr2
t021δ

t
21

kt21
+ p01δ

p
1

kp1

 .

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ðåäóöèðóåòñÿ ê ìîäåëè, íà ïàðàìåòðû êîòîðîé
íåâûïóñêàþùèé íè÷åãî ïîñòàâùèê íèêàê âëèÿòü íå ìîæåò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîêóïàòåëü íå ñòðîèò íèêàêèõ òîâàð-
íûõ ïîòîêîâ, ò.å.:

δt11 = δt21 = 0
(2.4)⇒ δp1 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû âûðîæäàåòñÿ â íóëåâóþ, à âåêòîð ñâîáîäíûõ
êîìïîíåíò - â íóëåâîé âåêòîð. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà ðûíêå íåò íè îäíîãî
ïîêóïàòåëÿ, ãîòîâîãî êóïèòü òîâàð, ðûíîê íå ôîðìèðóåòñÿ âîâñå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà:

δt11 = 1; δt21 = 1; δp1 = 1; δr1 = 1; δr2 = 1.
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Òîãäà ñèñòåìà (2.3) ïðèìåò âèä:
−
(

1
kt11

+ 1
kr1

)
0 1

kt11

0 −
(

1
kt21

+ 1
kr2

)
1
kt21

− 1
kt11

− 1
kt21

(
1
kt11

+ 1
kt21

+ 1
kp1

)

λ1λ2
µ1

 =


t011
kt11
− r01

kr1
t021
kt21
− r02

kr2
t011
kt11

+ t021
kt21

+ p01
kp1

 .

È å¼ ðåøåíèå òîãäà:

λ1λ2
µ1

 =


−kr1(k

t
11k

t
21+k

t
11k

r
2+k

t
11k

p
1+k

t
21k

p
1+k

r
2k

p
1)

Q
−kr1k

r
2k

p
1

Q

kr1k
p
1(k

t
21+k

r
2)

Q

−kr1k
r
2k

p
1

Q
−kr2(k

t
11k

t
21+k

t
21k

r
1+k

t
11k

p
1+k

t
21k

p
1+k

r
1k

p
1)

Q

kr2k
p
1(k

t
11+k

r
1)

Q

−kr1k
p
1(k

t
21+k

r
2)

Q
−kr2k

p
1(k

t
11+k

r
1)

Q

kp1(k
t
11+k

r
1)(k

t
21+k

r
2)

Q

 ∗

∗


t011
kt11
− r01

kr1
t021
kt21
− r02

kr2
t011
kt11

+ t021
kt21

+ p01
kp1

 ,

ãäå Q = kt11k
t
21 + kt11k

r
2 + kt21k

r
1 + kr1k

r
2 + kt11k

p
1 + kt21k

p
1 + kr1k

p
1 + kr2k

p
1.

Íàéäåì â ÿâíîì âèäå óñëîâèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñâçÿåé, ò.å.
òîâàðíîãî ïîòîêà:

xij ≥ 0, i ∈M, j ∈ N.

Äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îíè ïðèìóò âèä:x11 = µ1−λ1−t011
kt11

=
−(t011kt21+kt21r01+t011kr2−kt21p01+r01kr2+t011k

p
1−t021k

p
1−kr2p01+r01k

p
1−r02k

p
1)

Q ≥ 0;

x21 = µ1−λ2−t021
kt21

=
−(t021kt11+kt11r02+t021kr1−kt11p01+r02kr1−t011k

p
1−kr1p01+t021k

p
1−r01k

p
1+r

0
2k

p
1)

Q ≥ 0.

Îòìåòèì, ÷òî Q ≥ 0, ïîýòîìó ñèñòåìà âûøå ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå:{
t011k

t
21 + kt21r

0
1 + t011k

r
2 − kt21p01 + r01k

r
2 + t011k

p
1 − t021k

p
1 − kr2p01 + r01k

p
1 − r02k

p
1 ≤ 0;

t021k
t
11 + kt11r

0
2 + t021k

r
1 − kt11p01 + r02k

r
1 − t011k

p
1 − kr1p01 + t021k

p
1 − r01k

p
1 + r02k

p
1 ≤ 0.

Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

(t011 + r01 − p01)(kt21 + kr2) + (t011 − t021 + r01 − r02)k
p
1 ≤ 0;

(t021 + r02 − p01)(kt11 + kr1)− (t011 − t021 + r01 − r02)k
p
1 ≤ 0.
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È îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê ñèñòåìå:{
p01 − r01 − t011 ≥

kp1
kt21+k

r
2
(r01 − r02 + t011 − t021);

p01 − r02 − t021 ≥
kp1

kt11+k
r
1
(r02 − r01 + t021 − t011).
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2.3.4 Òðè ïîñòàâùèêà, îäèí ïîêóïàòåëü

Ïóñòü M = {1, 2, 3}, N = {1}.
Ñðàçó áóäåì èññëåäîâàòü ñëó÷àé, êîãäà:

δti1 = 1; δri = 1; i = 1, 3; δp1 = 1,

ò.ê. êàê è ðàíåå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòêàç êîãî�ëèáî èç ïîñòàâùèêîâ ïî-
ñòàâëÿòü òîâàð ñâîäèò ê ìîäåëè áåç ýòîãî ïîñòàâùèêà, à îòêàç ïîêóïàòåëÿ
íèâåëèðóåò âåñü ðûíîê.

Â äàííîé ñòðóêòóðå ðûíêà ñèñòåìà (2.3) ïðèìåò âèä:
−
(

1
kt11

+ 1
kr1

)
0 0 1

kt11

0 −
(

1
kt21

+ 1
kr2

)
0 1

kt21

0 0 −
(

1
kt31

+ 1
kr3

)
1
kt31

− 1
kt11

− 1
kt21

− 1
kt31

1
kt11

+ 1
kt12

+ 1
kt13

+ 1
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λ1
λ2
λ3
µ1

 =

=


t011
kt11
− r01

kr1
t021
kt21
− r02

kr2
t031
kt31
− r03

kr3
t011
kt11

+ t021
kt21

+ t031
kt31

+ p01
kp1

 .

Îïóñòèì ïðèâåäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû çäåñü (ñì. ñòð. 70), è ñðàçó ïðè-
ñòóïèì ê ðàññìîòðåíèþ óñëîâèé ôîðìèðîâàíèÿ ðûíêî÷íûõ ñâÿçåé. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèå:

W = kp1k
r
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r
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t
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t
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t
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t
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t
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t
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t
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Òîãäà

x11 = (kr2k
r
3p
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1 + kr2k

t
31p
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1 + kr3k

t
21p

0
1 + kt21k
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31p

0
1 − k
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r
2r

0
1 − k

p
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r
3r

0
1 + kp1k

r
2r

0
3+

+kp1k
r
3r

0
2 − k

p
1k

t
21r

0
1 − k

p
1k

t
31r

0
1 + kp1k

t
21r

0
3 + kp1k

t
31r

0
2 − kr2kr3r01 − kr2kt31r01 − kr3kt21r01−

−kt21kt31r01−k
p
1k

r
2t

0
11−k

p
1k

r
3t

0
11 +kp1k

r
2t

0
31 +kp1k

r
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0
21−k

p
1k

t
21t

0
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p
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t
31t

0
11 +kp1k

t
21t

0
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+kp1k
t
31t

0
21 − kr2kr3t011 − kr2kt31t011 − kr3kt21t011 − kt21kt31t011)/W ≥ 0

Ò.ê. W ≥ 0, òî èìååì íåðàâåíñòâî:

kr2k
r
3(p

0
1 − r01 − t011) + kr2k

t
31(p

0
1 − r01 − t011) + kr3k

t
21(p

0
1 − r01 − t011)+

+kt21k
t
31(p

0
1 − r01 − t011)− k

p
1k

r
2(r

0
1 − r03 + t011 − t031)−

−kp1kr3(r01− r02 + t011− t021)− k
p
1k

t
21(r

0
1− r03 + t011− t031)− k

p
1k

t
31(r

0
1− r02 + t011− t021) =

=
(
p01 − r01 − t011

) (
kr2(k

r
3 + kt31) + kt21(k

r
3 + kt31)

)
−kp1(kr2+kt21)(r

0
1−r03+t011−t031)−

−kp1(kr3 + kt31)(r
0
1 − r02 + t011 − t021) ≥ 0

Òî åñòü:(
p01 − r01 − t011

)
≥ kp1

(kr3 + kt31)
(r01 − r03 + t011 − t031) +

kp1
(kr2 + kt21)

(r01 − r02 + t011 − t021)

Òåïåðü ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íî x21:

x21 = (kr1k
r
3p

0
1 + kr1k

t
31p

0
1 + kr3k

t
11p

0
1 + kt11k

t
31p

0
1 − k

p
1k

r
1r

0
2 + kp1k

r
1r

0
3 + kp1k

r
3r

0
1−

−kp1kr3r02 − k
p
1k

t
11r

0
2 + kp1k

t
11r

0
3 + kp1k

t
31r

0
1 − k

p
1k

t
31r

0
2 − kr1kr3r02 − kr1kt31r02−

−kr3kt11r02 − kt11kt31r02 − k
p
1k

r
1t

0
21 + kp1k

r
1t

0
31 + kp1k

r
3t

0
11 − k

p
1k

r
3t

0
21 − k

p
1k

t
11t

0
21+

+kp1k
t
11t

0
31 + kp1k

t
31t

0
11 − k

p
1k

t
31t

0
21 − kr1kr3t021 − kr1kt31t021 − kr3kt11t021 − kt11kt31t021)/W.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåðàâåíñòâà x21 ≥ 0 èìååì:

(
p01 − r02 − t021

)
≥ kp1

(kr3 + kt31)
(r02 − r03 + t021 − t031) +

kp1
(kr1 + kt11)

(r02 − r01 + t021 − t011)

Àíàëîãè÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè äëÿ x31 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

(
p01 − r03 − t031

)
≥ kp1

(kr2 + kt21)
(r03 − r02 + t031− t021) +

kp1
(kr1 + kt11)

(r03 − r01 + t031− t011).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ñèñòåìó:
(
p01 − r01 − t011

)
≥ kp1

(kr3+k
t
31)

(r01 − r03 + t011 − t031) + kp1
(kr2+k

t
21)

(r01 − r02 + t011 − t021);(
p01 − r02 − t021

)
≥ kp1

(kr3+k
t
31)

(r02 − r03 + t021 − t031) + kp1
(kr1+k

t
11)

(r02 − r01 + t021 − t011);(
p01 − r03 − t031

)
≥ kp1

(kr2+k
t
21)

(r03 − r02 + t031 − t021) + kp1
(kr1+k

t
11)

(r03 − r01 + t031 − t011).
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2.3.5 Äâà ïîñòàâùèêà, äâà ïîêóïàòåëÿ

Ïóñòü M = {1, 2}, N = {1, 2}.
Òîãäà ñèñòåìà (2.3) ïðèìåò âèä:

−
(
δt11
kt11

+ δt12
kt12

+ δr1
kr1

)
0 δt11

kt11

δt12
kt12

0 −
(
δt21
kt21

+ δt22
kt22

+ δr2
kr2

)
δt21
kt21

δt22
kt22

− δt11
kt11

− δt21
kt21

(
δt11
kt11

+ δt21
kt21

+ δp1
kp1

)
0

− δt12
kt12

− δt22
kt22

0
(
δt12
kt12

+ δt22
kt22

+ δp2
kp2

)

 ∗

∗


λ1
λ2
µ1
µ2

 =


t011δ

t
11

kt11
+ t012δ

t
12

kt12
− r01δ

r
1

kr1
t021δ

t
21

kt21
+ t022δ

t
22

kt22
− r02δ

r
2

kr2
t011δ

t
11

kt11
+ t021δ

t
21

kt21
+ p01δ

p
1

kp1
t012δ

t
12

kt12
+ t022δ

t
22

kt22
+ p02δ

p
2

kp2


Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà:{

δtij = 1, i = j;

δtij = 0, i 6= j;
δpj = 1, δri = 1, i, j = 1, 2.

Òîãäà ñèñòåìà ïðèìåò âèä:
−
(

1
kt11

+ 1
kr1

)
0 1

kt11
0

0 −
(

1
kt22

+ 1
kr2

)
0 1

kt22

− 1
kt11

0
(

1
kt11

+ 1
kp1

)
0

0 − 1
kt22

0
(

1
kt22

+ 1
kp2

)

 ∗

∗


λ1
λ2
µ1
µ2

 =


t011
kt11
− r01

kr1
t022
kt22
− r02

kr2
t011
kt11

+ p01
kp1

t022
kt22

+ p02
kp2

 .
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È å¼ ðåøåíèå òîãäà:


λ1
λ2
µ1
µ2

 =



kr1p
0
1+k

p
1r

0
1+k

t
11r

0
1−kr1t011

kp1+k
r
1+k

t
11

kr2p
0
2+k

p
2r

0
2+k

t
22r

0
2−kr2t022

kp2+k
r
2+k

t
22

kr1p
0
1+k

t
11p

0
1+k

p
1r

0
1+k

p
1t

0
11

kp1+k
r
1+k

t
11

kr2p
0
2+k

t
22p

0
2+k

p
2r

0
2+k

p
2t

0
22

kp2+k
r
2+k

t
22


.

Òîãäà:

x11 ≥ 0 ∼ kr1p
0
1 + kt11p

0
1 + kp1r

0
1 + kp1t

0
11

kp1 + kr1 + kt11
− kr1p

0
1 + kp1r

0
1 + kt11r

0
1 − kr1t011

kp1 + kr1 + kt11
− t011 ≥ 0.

Äàëåå ïðîâåäåì öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé:

kr1p
0
1 + kt11p

0
1 + kp1r

0
1 + kp1t

0
11 − kr1p01 − k

p
1r

0
1 − kt11r01 + kr1t

0
11 − t011 (kp1 + kr1 + kt11)

kp1 + kr1 + kt11
≥ 0.

kr1p
0
1+kt11p

0
1+kp1r

0
1 +kp1t

0
11−kr1p01−k

p
1r

0
1−kt11r01 +kr1t

0
11− t011k

p
1− t011kr1− t011kt11 ≥ 0.

kt11p
0
1 − kt11r01 − kt11t011 ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì:

x11 ≥ 0 ∼ p01 − r01 − t011 ≥ 0.

Äëÿ x22:

x22 ≥ 0 ∼ kr2p
0
2 + kt22p

0
2 + kp2r

0
2 + kp2t

0
22

kp2 + kr2 + kt22
− kr2p

0
2 + kp2r

0
2 + kt22r

0
2 − kr2t022

kp2 + kr2 + kt22
− t022 ≥ 0.

Ò.å.
p02 − r02 − t022 ≥ 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:{
p01 − r01 − t011 ≥ 0;

p02 − r02 − t022 ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà:{
δtij = 1, i ≤ j;

δtij = 0, i > j;
δpj = 1, δri = 1, i, j = 1, 2.

Òîãäà ñèñòåìà (2.3) ïðèìåò âèä:
−
(

1
kt11

+ 1
kr1

)
0 1

kt11
0

0 −
(

1
kt21

+ 1
kt22

+ 1
kr2

)
1
kt21

1
kt22

− 1
kt11

− 1
kt21

(
1
kt11

+ 1
kt21

+ 1
kp1

)
0

0 − 1
kt22

0
(

1
kt22

+ 1
kp2

)

 ∗

∗


λ1
λ2
µ1
µ2

 =


t011
kt11
− r01

kr1
t021
kt21

+ t022
kt22
− r02

kr2
t011
kt11

+ t021
kt21

+ p01
kp1

t022
kt22

+ p02
kp2

 .

Å¼ ðåøåíèå:

λ1 = (kp1k
r
1k

r
2p

0
2 + kp2k

r
1k

r
2p

0
1 + kp2k

r
1k

t
21p

0
1 + kr1k

r
2k

t
21p

0
1 + kr1k

r
2k

t
22p

0
1 + kr1k

t
21k

t
22p

0
1 + kp1k

p
2k

r
1r

0
2+

+kp1k
p
2k

r
2r

0
1 + kp1k

p
2k

t
11r

0
1 + kp1k

p
2k

t
21r

0
1 + kp1k

r
2k

t
11r

0
1 + kp2k

r
2k

t
11r

0
1 + kp1k

r
2k

t
21r

0
1 + kp1k

r
1k

t
22r

0
2+

+kp1k
r
2k

t
22r

0
1 + kp1k

t
11k

t
22r

0
1 + kp2k

t
11k

t
21r

0
1 + kp1k

t
21k

t
22r

0
1 + kr2k

t
11k

t
21r

0
1 + kr2k

t
11k

t
22r

0
1+

+kt11k
t
21k

t
22r

0
1 − k

p
1k

p
2k

r
1t

0
11 + kp1k

p
2k

r
1t

0
21 − k

p
1k

r
1k

r
2t

0
11 − k

p
2k

r
1k

r
2t

0
11 + kp1k

r
1k

r
2t

0
21 − k

p
1k

r
1k

r
2t

0
22−

−kp1kr1kt22t011 − k
p
2k

r
1k

t
21t

0
11 + kp1k

r
1k

t
22t

0
21 − kr1kr2kt21t011 − kr1kr2kt22t011 − kr1kt21kt22t011)/(k

p
1k

p
2k

r
1+

+kp1k
p
2k

r
2 + kp1k

r
1k

r
2 + kp2k

r
1k

r
2 + kp1k

p
2k

t
11 + kp1k

p
2k

t
21 + kp1k

r
2k

t
11 + kp2k

r
2k

t
11 + kp1k

r
1k

t
22 + kp1k

r
2k

t
21+

+kp2k
r
1k

t
21 + kp1k

r
2k

t
22 + kr1k

r
2k

t
21 + kr1k

r
2k

t
22 + kp1k

t
11k

t
22 + kp2k

t
11k

t
21 + kp1k

t
21k

t
22+

kr2k
t
11k

t
21 + kr2k

t
11k

t
22 + kr1k

t
21k

t
22 + kt11k

t
21k

t
22);
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λ2 = (kp1k
r
1k

r
2p

0
2 + kp2k

r
1k

r
2p

0
1 + kp1k

r
2k

t
11p

0
2 + kp2k

r
2k

t
11p

0
1 + kp1k

r
2k

t
21p

0
2 + kr1k

r
2k

t
21p

0
2 + kr1k

r
2k

t
22p

0
1+

+kr2k
t
11k

t
21p

0
2 + kr2k

t
11k

t
22p

0
1 + kp1k

p
2k

r
1r

0
2 + kp1k

p
2k

r
2r

0
1 + kp1k

p
2k

t
11r

0
2 + kp1k

p
2k

t
21r

0
2 + kp1k

r
1k

t
22r

0
2+

+kp1k
r
2k

t
22r

0
1 + kp2k

r
1k

t
21r

0
2 + kp1k

t
11k

t
22r

0
2 + kp2k

t
11k

t
21r

0
2 + kp1k

t
21k

t
22r

0
2 + kr1k

t
21k

t
22r

0
2+

+kt11k
t
21k

t
22r

0
2 + kp1k

p
2k

r
2t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
2t

0
21 − k

p
1k

r
1k

r
2t

0
22 − k

p
2k

r
1k

r
2t

0
21 − k

p
1k

r
2k

t
11t

0
22 + kp1k

r
2k

t
22t

0
11−

−kp2kr2kt11t021 − k
p
1k

r
2k

t
21t

0
22 − k

p
1k

r
2k

t
22t

0
21 − kr1kr2kt21t022 − kr1kr2kt22t021 − kr2kt11kt21t022−

−kr2kt11kt22t021)/(k
p
1k

p
2k

r
1 + kp1k

p
2k

r
2 + kp1k

r
1k

r
2 + kp2k

r
1k

r
2 + kp1k

p
2k

t
11 + kp1k

p
2k

t
21 + kp1k

r
2k

t
11 + kp2k

r
2k

t
11+

+kp1k
r
1k

t
22 + kp1k

r
2k

t
21 + kp2k

r
1k

t
21 + kp1k

r
2k

t
22 + kr1k

r
2k

t
21 + kr1k

r
2k

t
22 + kp1k

t
11k

t
22 + kp2k

t
11k

t
21+

+kp1k
t
21k

t
22 + kr2k

t
11k

t
21 + kr2k

t
11k

t
22 + kr1k

t
21k

t
22 + kt11k

t
21k

t
22);

µ1 = (kp1k
r
1k

r
2p

0
2 + kp2k

r
1k

r
2p

0
1 + kp1k

r
2k

t
11p

0
2 + kp2k

r
2k

t
11p

0
1 + kp2k

r
1k

t
21p

0
1 + kr1k

r
2k

t
21p

0
1 + kr1k

r
2k

t
22p

0
1+

+kp2k
t
11k

t
21p

0
1 + kr2k

t
11k

t
21p

0
1 + kr2k

t
11k

t
22p

0
1 + kr1k

t
21k

t
22p

0
1 + kt11k

t
21k

t
22p

0
1 + kp1k

p
2k

r
1r

0
2+

+kp1k
p
2k

r
2r

0
1 + kp1k

p
2k

t
11r

0
2 + kp1k

p
2k

t
21r

0
1 + kp1k

r
2k

t
21r

0
1 + kp1k

r
1k

t
22r

0
2 + kp1k

r
2k

t
22r

0
1 + kp1k

t
11k

t
22r

0
2+

+kp1k
t
21k

t
22r

0
1 + kp1k

p
2k

r
2t

0
11 + kp1k

p
2k

r
1t

0
21 + kp1k

r
1k

r
2t

0
21 − k

p
1k

r
1k

r
2t

0
22 + kp1k

p
2k

t
11t

0
21+

+kp1k
p
2k

t
21t

0
11 + kp1k

r
2k

t
11t

0
21 + kp1k

r
2k

t
21t

0
11 − k

p
1k

r
2k

t
11t

0
22 + kp1k

r
2k

t
22t

0
11 + kp1k

r
1k

t
22t

0
21+

+kp1k
t
11k

t
22t

0
21 + kp1k

t
21k

t
22t

0
11)/(k

p
1k

p
2k

r
1 + kp1k

p
2k

r
2 + kp1k

r
1k

r
2 + kp2k

r
1k

r
2 + kp1k

p
2k

t
11 + kp1k

p
2k

t
21+

+kp1k
r
2k

t
11 + kp2k

r
2k

t
11 + kp1k

r
1k

t
22 + kp1k

r
2k

t
21 + kp2k

r
1k

t
21 + kp1k

r
2k

t
22 + kr1k

r
2k

t
21 + kr1k

r
2k

t
22+

+kp1k
t
11k

t
22 + kp2k

t
11k

t
21 + kp1k

t
21k

t
22 + kr2k

t
11k

t
21 + kr2k

t
11k

t
22 + kr1k

t
21k

t
22 + kt11k

t
21k

t
22);

µ2 = (kp1k
r
1k

r
2p

0
2 + kp2k

r
1k

r
2p

0
1 + kp1k

r
2k

t
11p

0
2 + kp2k

r
2k

t
11p

0
1 + kp1k

r
1k

t
22p

0
2 + kp1k

r
2k

t
21p

0
2+

+kp1k
r
2k

t
22p

0
2 + kr1k

r
2k

t
21p

0
2 + kr1k

r
2k

t
22p

0
2 + kp1k

t
11k

t
22p

0
2 + kp1k

t
21k

t
22p

0
2 + kr2k

t
11k

t
21p

0
2+

+kr2k
t
11k

t
22p

0
2 + kr1k

t
21k

t
22p

0
2 + kt11k

t
21k

t
22p

0
2 + kp1k

p
2k

r
1r

0
2 + kp1k

p
2k

r
2r

0
1 + kp1k

p
2k

t
11r

0
2 + kp1k

p
2k

t
21r

0
2+

+kp2k
r
1k

t
21r

0
2 + kp2k

t
11k

t
21r

0
2 + kp1k

p
2k

r
2t

0
11 + kp1k

p
2k

r
1t

0
22 − k

p
1k

p
2k

r
2t

0
21 + kp1k

p
2k

r
2t

0
22 − k

p
2k

r
1k

r
2t

0
21+

+kp2k
r
1k

r
2t

0
22 + kp1k

p
2k

t
11t

0
22 + kp1k

p
2k

t
21t

0
22 − k

p
2k

r
2k

t
11t

0
21 + kp2k

r
2k

t
11t

0
22 + kp2k

r
1k

t
21t

0
22+
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+kp2k
t
11k

t
21t

0
22)/(k

p
1k

p
2k

r
1 + kp1k

p
2k

r
2 + kp1k

r
1k

r
2 + kp2k

r
1k

r
2 + kp1k

p
2k

t
11 + kp1k

p
2k

t
21 + kp1k

r
2k

t
11 + kp2k

r
2k

t
11+

+kp1k
r
1k

t
22 + kp1k

r
2k

t
21 + kp2k

r
1k

t
21 + kp1k

r
2k

t
22 + kr1k

r
2k

t
21 + kr1k

r
2k

t
22 + kp1k

t
11k

t
22 + kp2k

t
11k

t
21 + kp1k

t
21k

t
22+

kr2k
t
11k

t
21 + kr2k

t
11k

t
22 + kr1k

t
21k

t
22 + kt11k

t
21k

t
22).

Òîãäà:

x11 ≥ 0 ∼ −kp1k
p
2r

0
1+k

p
2k

r
2p

0
1+k

p
2k

t
21p

0
1+k

r
2k

t
21p

0
1+k

r
2k

t
22p

0
1+k

t
21k

t
22p

0
1+k

p
1k

r
2p

0
2+k

p
1k

p
2r

0
2−

−kp1kr2r01−k
p
2k

r
2r

0
1−k

p
1k

t
22r

0
1−k

p
2k

t
21r

0
1+k

p
1k

t
22r

0
2−kr2kt21r01−kr2kt22r01−kt21kt22r01−k

p
1k

p
2t

0
11+

+kp1k
p
2t

0
21− k

p
1k

r
2t

0
11− k

p
2k

r
2t

0
11 + kp1k

r
2t

0
21− k

p
1k

r
2t

0
22− k

p
1k

t
22t

0
11− k

p
2k

t
21t

0
11 + kp1k

t
22t

0
21−

−kr2kt21t011 − kr2kt22t011 − kt21kt22t011 ≥ 0

x21 ≥ 0 ∼ kp1k
r
2k

t
11p

0
2+kp2k

r
2k

t
11p

0
1−k

p
2k

r
1k

t
21p

0
1+kp1k

r
1k

t
22p

0
2+kp1k

r
2k

t
21p

0
2+kp1k

r
2k

t
22p

0
2−

−kr1kr2kt21p01 + kr1k
r
2k

t
21p

0
2 − kr1kr2kt22p01 + kr1k

r
2k

t
22p

0
2 + kp1k

t
11k

t
22p

0
2 + kp1k

t
21k

t
22p

0
2+

+kr2k
t
11k

t
21p

0
2 + kr2k

t
11k

t
22p

0
2 − kr1kt21kt22p01 + kr1k

t
21k

t
22p

0
2 + kt11k

t
21k

t
22p

0
2 − k

p
1k

p
2k

t
11r

0
1+

+kp1k
p
2k

t
11r

0
2−k

p
1k

p
2k

t
21r

0
1+k

p
1k

p
2k

t
21r

0
2−k

p
1k

r
2k

t
11r

0
1−k

p
2k

r
2k

t
11r

0
1−k

p
1k

r
2k

t
21r

0
1−k

p
1k

r
1k

t
22r

0
2−

−kp1kr2kt22r01 + kp2k
r
1k

t
21r

0
2 − k

p
1k

t
11k

t
22r

0
1 − k

p
2k

t
11k

t
21r

0
1 + kp2k

t
11k

t
21r

0
2 − k

p
1k

t
21k

t
22r

0
1−

−kr2kt11kt21r01 − kr2kt11kt22r01 − kt11kt21kt22r01 + kp1k
p
2k

r
1t

0
11 + kp1k

p
2k

r
2t

0
11 − 2kp1k

p
2k

r
1t

0
21+

+kp1k
p
2k

r
1t

0
22 − 2kp1k

p
2k

r
2t

0
21 + kp1k

p
2k

r
2t

0
22 + kp1k

r
1k

r
2t

0
11 + kp2k

r
1k

r
2t

0
11 − 2kp1k

r
1k

r
2t

0
21+

+kp1k
r
1k

r
2t

0
22 − 2kp2k

r
1k

r
2t

0
21 + kp2k

r
1k

r
2t

0
22 − k

p
1k

p
2k

t
11t

0
21 + kp1k

p
2k

t
11t

0
22 − k

p
1k

p
2k

t
21t

0
21+

+kp1k
p
2k

t
21t

0
22 + kp1k

r
1k

t
22t

0
11 − k

p
1k

r
2k

t
11t

0
21 + kp2k

r
1k

t
21t

0
11 − 2kp2k

r
2k

t
11t

0
21 + kp2k

r
2k

t
11t

0
22−

−2kp1k
r
1k

t
22t

0
21 − k

p
1k

r
2k

t
21t

0
21 − k

p
2k

r
1k

t
21t

0
21 − k

p
1k

r
2k

t
22t

0
21 + kp2k

r
1k

t
21t

0
22 + kr1k

r
2k

t
21t

0
11+

+kr1k
r
2k

t
22t

0
11 − kr1kr2kt21t021 − kr1kr2kt22t021 − k

p
1k

t
11k

t
22t

0
21 − k

p
2k

t
11k

t
21t

0
21 + kp2k

t
11k

t
21t

0
22−

−kp1kt21kt22t021+kr1kt21kt22t011−kr2kt11kt21t021−kr2kt11kt22t021−kr1kt21kt22t021−kt11kt21kt22t021 ≥ 0

x22 ≥ 0 ∼ −kr1kr2p01+k
p
1k

r
2p

0
2+k

p
1k

r
1p

0
2+k

r
1k

r
2p

0
2+k

p
1k

t
11p

0
2+k

p
1k

t
21p

0
2−kr2kt11p01+kr2kt11p02+

+kr1k
t
21p

0
2 + kt11k

t
21p

0
2− k

p
1k

r
1r

0
2 − k

p
1k

r
2r

0
1 − k

p
1k

t
11r

0
2 − k

p
1k

t
21r

0
2 − kr1kt21r02 − kt11kt21r02−
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−kp1kr2t011 − k
p
1k

r
1t

0
22 + kp1k

r
2t

0
21 − k

p
1k

r
2t

0
22 + kr1k

r
2t

0
21 − kr1kr2t022 − k

p
1k

t
11t

0
22 − k

p
1k

t
21t

0
22+

+kr2k
t
11t

0
21 − kr2kt11t022 − kr1kt21t022 − kt11kt21t022 ≥ 0

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì:

x11 ≥ 0 ∼
(
−r01 + r02 − t011 + t021

) (
kp1k

p
2 + kp1k

t
22

)
+(

p01 − r01 − t011
) (
kp2k

r
2 + kp2k

t
21 + kr2k

t
21 + kr2k

t
22 + kt21k

t
22

)
+(

p02 − r01 − t011 + t021 − t022
)
kp1k

r
2 ≥ 0.

x21 ≥ 0 ∼
(
−r01 + r02 − t021 + t022

) (
kp1k

p
2k

t
11 + kp1k

p
2k

t
21 + kp2k

t
11k

t
21

)
(
−p01 + p02 + t011 − t021

) (
kr1k

r
2k

t
21 + kr1k

r
2k

t
22 + kr1k

t
21k

t
22

)
+(

p02 − r01 − t021
)

(kr1k
r
2k

t
11 + kr1k

r
2k

t
21 + kr1k

r
2k

t
22 + kp1k

t
11k

t
22 + kp1k

t
21k

t
22+

+kr2k
t
11k

t
21 + kr2k

t
11k

t
22 + kt11k

t
21k

t
22) +

(
p02 − r02 + t011 − t021

)
kp1k

r
1k

t
22+

+
(
p01 − r01 − 2t021 + t022

)
kp2k

r
2k

t
11 +

(
−p01 + r02 + t011 − t021 + t022

)
kp2k

r
1k

t
21 ≥ 0.

x22 ≥ 0 ∼
(
−p01 + p02 + t021 − t022

) (
kr1k

r
2 + kr2k

t
11

)
+(

p02 − r02 − t022
) (
kp1k

r
1 + kp1k

t
11 + kp1k

t
21 + kr1k

t
21 + kt11k

t
21

)
+(

p02 − r01 − t011 + t021 − t022
)
kp1k

r
2 ≥ 0.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà:

δtij = 1, δpj = 1, δri = 1, i, j = 1, 2.

Òîãäà ñèñòåìà èìååò âèä:
−
(

1
kt11

+ 1
kt12

+ 1
kr1

)
0 1

kt11

1
kt12

0 −
(

1
kt21

+ 1
kt22

+ 1
kr2

)
1
kt21

1
kt22

− 1
kt11

− 1
kt21

(
1
kt11

+ 1
kt21

+ 1
kp1

)
0

− 1
kt12

− 1
kt22

0
(

1
kt12

+ 1
kt22

+ 1
kp2

)

 ∗
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λ1
λ2
µ1
µ2

 =


t011
kt11

+ t012
kt12
− r01

kr1
t021
kt21

+ t022
kt22
− r02

kr2
t011
kt11

+ t021
kt21

+ p01
kp1

t012
kt12

+ t022
kt22

+ p02
kp2

 .

Å¼ ðåøåíèå ïðèâåäåíî íà ñòð. 71. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òîâàðíûõ ïî-
òîêîâ ïðèíèìàþò âèä:

x11 ≥ 0 ∼ kp1k
r
1k

r
2k

t
11p

0
2 + kp2k

r
1k

r
2k

t
11p

0
1 + kp1k

r
1k

r
2k

t
12p

0
2 + kp2k

r
1k

r
2k

t
12p

0
1 + kp1k

r
1k

r
2k

t
21p

0
2+

+kp2k
r
1k

r
2k

t
21p

0
1 + kp1k

r
1k

r
2k

t
22p

0
2 + kp2k

r
1k

r
2k

t
22p

0
1 + kp1k

r
2k

t
11k

t
12p

0
2 + kp2k

r
2k

t
11k

t
12p

0
1+

+kp2k
r
1k

t
11k

t
21p

0
1 + kp2k

r
1k

t
12k

t
21p

0
1 + kp2k

r
2k

t
11k

t
21p

0
1 + kp2k

r
2k

t
11k

t
22p

0
1 + kp1k

r
1k

t
21k

t
22p

0
2+

+kp2k
r
1k

t
21k

t
22p

0
1 + kr1k

r
2k

t
11k

t
21p

0
1 + kr1k

r
2k

t
11k

t
22p

0
1 + kr1k

r
2k

t
12k

t
21p

0
1 + kr1k

r
2k

t
12k

t
22p

0
1+

+kp2k
t
11k

t
12k

t
21p

0
1 + kp2k

t
11k

t
21k

t
22p

0
1 + kr2k

t
11k

t
12k

t
21p

0
1 + kr2k

t
11k

t
12k

t
22p

0
1 + kr1k

t
11k

t
21k

t
22p

0
1+

+kr1k
t
12k

t
21k

t
22p

0
1 + kt11k

t
12k

t
21k

t
22p

0
1 + kp1k

p
2k

r
1k

t
11r

0
2 + kp1k

p
2k

r
2k

t
11r

0
1 + kp1k

p
2k

r
1k

t
12r

0
2+

+kp1k
p
2k

r
2k

t
12r

0
1 + kp1k

p
2k

r
1k

t
21r

0
2 + kp1k

p
2k

r
2k

t
21r

0
1 + kp1k

p
2k

r
1k

t
22r

0
2 + kp1k

p
2k

r
2k

t
22r

0
1+

+kp1k
p
2k

t
11k

t
12r

0
2 + kp1k

p
2k

t
12k

t
21r

0
1 + kp1k

p
2k

t
11k

t
22r

0
2 + kp1k

p
2k

t
21k

t
22r

0
1 + kp1k

r
1k

t
11k

t
22r

0
2+

+kp1k
r
2k

t
12k

t
21r

0
1 + kp1k

r
1k

t
12k

t
22r

0
2 + kp1k

r
2k

t
12k

t
22r

0
1 + kp1k

t
11k

t
12k

t
22r

0
2 + kp1k

t
12k

t
21k

t
22r

0
1+

+kp1k
p
2k

r
2k

t
11t

0
12 + kp1k

p
2k

r
2k

t
12t

0
11 + kp1k

p
2k

r
1k

t
11t

0
21 + kp1k

p
2k

r
1k

t
21t

0
11 + kp1k

p
2k

r
1k

t
12t

0
21−

−kp1k
p
2k

r
1k

t
21t

0
12 + kp1k

p
2k

r
2k

t
11t

0
21 + kp1k

p
2k

r
2k

t
21t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
2k

t
11t

0
22 + kp1k

p
2k

r
2k

t
22t

0
11+

+kp1k
p
2k

r
1k

t
21t

0
22 + kp1k

p
2k

r
1k

t
22t

0
21 + kp1k

r
1k

r
2k

t
11t

0
21 + kp1k

r
1k

r
2k

t
21t

0
11 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
11t

0
22+

+kp1k
r
1k

r
2k

t
12t

0
21 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
21t

0
12 + kp1k

r
1k

r
2k

t
22t

0
11 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
12t

0
22 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
22t

0
12+

+kp1k
p
2k

t
11k

t
12t

0
21 + kp1k

p
2k

t
12k

t
21t

0
11 + kp1k

p
2k

t
11k

t
22t

0
21 + kp1k

p
2k

t
21k

t
22t

0
11 + kp1k

r
2k

t
11k

t
12t

0
21+

+kp1k
r
2k

t
12k

t
21t

0
11 − k

p
1k

r
2k

t
11k

t
12t

0
22 + kp1k

r
2k

t
12k

t
22t

0
11 + kp1k

r
1k

t
11k

t
22t

0
21 + kp1k

r
1k

t
21k

t
22t

0
11+

+kp1k
r
1k

t
12k

t
22t

0
21 − k

p
1k

r
1k

t
21k

t
22t

0
12 + kp1k

t
11k

t
12k

t
22t

0
21 + kp1k

t
12k

t
21k

t
22t

0
11−

−kp1kr1kr2kt11p02 − k
p
2k

r
1k

r
2k

t
11p

0
1 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
12p

0
2 − k

p
2k

r
1k

r
2k

t
12p

0
1 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
21p

0
2 − k

p
2k

r
1k

r
2k

t
21p

0
1−

−kp1kr1kr2kt22p02 − k
p
2k

r
1k

r
2k

t
22p

0
1 − k

p
1k

r
1k

t
11k

t
22p

0
2 − k

p
2k

r
1k

t
12k

t
21p

0
1 − k

p
1k

r
1k

t
21k

t
22p

0
2 − k

p
2k

r
1k

t
21k

t
22p

0
1−

−kr1kr2kt11kt21p02 − kr1kr2kt12kt21p01 − kr1kr2kt11kt22p02 − kr1kr2kt12kt22p01 − kr1kt11kt21kt22p02−

−kr1kt12kt21kt22p01 − k
p
1k

p
2k

r
1k

t
11r

0
2 − k

p
1k

p
2k

r
2k

t
11r

0
1 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
12r

0
2 − k

p
1k

p
2k

r
2k

t
12r

0
1 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
21r

0
2−
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−kp1k
p
2k

r
2k

t
21r

0
1 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
22r

0
2 − k

p
1k

p
2k

r
2k

t
22r

0
1 − k

p
1k

p
2k

t
11k

t
12r

0
1 − k

p
1k

p
2k

t
11k

t
22r

0
1−

−kp1k
p
2k

t
12k

t
21r

0
1 − k

p
1k

p
2k

t
21k

t
22r

0
1 − k

p
1k

r
2k

t
11k

t
12r

0
1 − k

p
2k

r
2k

t
11k

t
12r

0
1 − k

p
1k

r
2k

t
12k

t
21r

0
1−

−kp2kr1kt11kt21r02 − k
p
2k

r
2k

t
11k

t
21r

0
1 − k

p
1k

r
1k

t
12k

t
22r

0
2 − k

p
1k

r
2k

t
12k

t
22r

0
1 − k

p
2k

r
2k

t
11k

t
22r

0
1−

−kp1kt11kt12kt22r01 − k
p
2k

t
11k

t
12k

t
21r

0
1 − k

p
1k

t
12k

t
21k

t
22r

0
1 − k

p
2k

t
11k

t
21k

t
22r

0
1 − kr2kt11kt12kt21r01−

−kr2kt11kt12kt22r01 − kt11kt12kt21kt22r01 + kp1k
p
2k

r
1k

t
11t

0
12 + kp1k

p
2k

r
1k

t
12t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
11t

0
22−

−kp1k
p
2k

r
1k

t
12t

0
21 + kp1k

p
2k

r
1k

t
21t

0
12 + kp1k

p
2k

r
1k

t
22t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
21t

0
22 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
22t

0
21+

+kp1k
r
1k

r
2k

t
11t

0
12 + kp1k

r
1k

r
2k

t
12t

0
11 + kp2k

r
1k

r
2k

t
11t

0
12 + kp2k

r
1k

r
2k

t
12t

0
11 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
12t

0
21+

+kp1k
r
1k

r
2k

t
21t

0
12 + kp2k

r
1k

r
2k

t
11t

0
21 + kp2k

r
1k

r
2k

t
21t

0
11 + kp1k

r
1k

r
2k

t
12t

0
22 + kp1k

r
1k

r
2k

t
22t

0
12−

−kp2kr1kr2kt11t022 + kp2k
r
1k

r
2k

t
22t

0
11 + kp1k

r
1k

t
11k

t
22t

0
12 + kp1k

r
1k

t
12k

t
22t

0
11 + kp2k

r
1k

t
11k

t
21t

0
12+

+kp2k
r
1k

t
12k

t
21t

0
11 − k

p
1k

r
1k

t
12k

t
22t

0
21 + kp1k

r
1k

t
21k

t
22t

0
12 − k

p
2k

r
1k

t
11k

t
21t

0
22 + kp2k

r
1k

t
21k

t
22t

0
11+

+kr1k
r
2k

t
11k

t
21t

0
12 + kr1k

r
2k

t
12k

t
21t

0
11 + kr1k

r
2k

t
11k

t
22t

0
12 + kr1k

r
2k

t
12k

t
22t

0
11 + kr1k

t
11k

t
21k

t
22t

0
12+

+kr1k
t
12k

t
21k

t
22t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
11t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
12t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
2k

t
11t

0
11−

−kp1k
p
2k

r
2k

t
12t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
21t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
1k

t
22t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
2k

t
21t

0
11 − k

p
1k

p
2k

r
2k

t
22t

0
11 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
11t

0
11−

−kp1kr1kr2kt12t011 − k
p
2k

r
1k

r
2k

t
11t

0
11 − k

p
2k

r
1k

r
2k

t
12t

0
11 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
21t

0
11 − k

p
1k

r
1k

r
2k

t
22t

0
11 − k

p
2k

r
1k

r
2k

t
21t

0
11−

−kp2kr1kr2kt22t011 − k
p
1k

p
2k

t
11k

t
12t

0
11 − k

p
1k

p
2k

t
11k

t
22t

0
11 − k

p
1k

p
2k

t
12k

t
21t

0
11 − k

p
1k

p
2k

t
21k

t
22t

0
11 − k

p
1k

r
2k

t
11k

t
12t

0
11−

−kp2kr2kt11kt12t011 − k
p
1k

r
1k

t
11k

t
22t

0
11 − k

p
2k

r
1k

t
11k

t
21t

0
11 − k

p
1k

r
1k

t
12k

t
22t

0
11 − k

p
1k

r
2k

t
12k

t
21t

0
11 − k

p
2k

r
1k

t
12k

t
21t

0
11−

−kp2kr2kt11kt21t011 − k
p
1k

r
2k

t
12k

t
22t

0
11 − k

p
2k

r
2k

t
11k

t
22t

0
11 − k

p
1k

r
1k

t
21k

t
22t

0
11 − k

p
2k

r
1k

t
21k

t
22t

0
11 − kr1kr2kt11kt21t011−

−kr1kr2kt11kt22t011−kr1kr2kt12kt21t011−kr1kr2kt12kt22t011−k
p
1k

t
11k

t
12k

t
22t

0
11−k

p
2k

t
11k

t
12k

t
21t

0
11−k

p
1k

t
12k

t
21k

t
22t

0
11−

−kp2kt11kt21kt22t011−kr2kt11kt12kt21t011−kr2kt11kt12kt22t011−kr1kt11kt21kt22t011−kr1kt12kt21kt22t011−kt11kt12kt21kt22t011 ≥ 0.

Ò.å. (
p02 − r01 − t011 + t021 − t022

)
kp1k

r
2k

t
12+

+
(
−p02 + r02 − t011 + t012 + t021

)
kp1k

r
1k

t
22+

+
(
−p02 + p01 − t011 + t012

) (
kr1k

r
2k

t
21 + kr1k

r
2k

t
22 + kr1k

t
21k

t
22

)
+

+
(
p01 − r01 − t011

)
(kp2k

r
2k

t
12 + kp2k

r
2k

t
21 + kp2k

r
2k

t
22 + kp2k

t
12k

t
21+

+kp2k
t
12k

t
22 + kr2k

t
12k

t
21 + kr2k

t
12k

t
22 + kt12k

t
21k

t
22)+

+
(
p01 − r02 − t011 + t012 − t022

)
kp2k

r
1k

t
21+
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+
(
−r01 + r02 − t011 + t021

) (
kp1k

p
2k

t
12 + kp1k

p
2k

t
22 + kp1k

t
12k

t
22

)
+

+
(
−t011 + t012 + t021 − t022

)
(kp1k
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Ãëàâà 3

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

3.1 Ìîäåëü ñ ôèêñèðîâàííûìè ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ìîäåëü ðûíêà ñî ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé: M =
{1}, N = {1, 2}.

3.1.1 Èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âåëè÷èíå óäåëüíûõ èçäåðæåê â ñëó-

÷àå, êîãäà ìîäåðàòîðîì ðûíêà ÿâëÿåòñÿ ïîêóïàòåëü

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

t011 = 1500, t012 = 1500;
d1 = 500, d2 = 510;

µ1 = 2000.

Ïàðàìåòðû kt11 è k
t
12 áóäåì âàðüèðîâàòü â äèàïàçîíå îò 0.1 äî 2 ñ øàãîì

â 0.1 ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ öåí â ìîäåëè.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà:
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Ðèñ. 3.1: Öåíû

Ïîâåðõíîñòü ñèíåãî öâåòà � ýòî öåíà ïðåäëîæåíèÿ λ1, æåëòî-çåë¼íîãî �
öåíà ñïðîñà âòîðîãî ïîêóïàòåëÿ µ2. Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûé ãðàôèê çàìåòèì,
÷òî:

1. Îïòèìèçàöèÿ âåëè÷èí óäåëüíûõ èçäåðæåê âòîðîãî ïîêóïàòåëÿ kt12 âëå÷åò
çà ñîáîé ñíèæåíèå ðàâíîâåñíûõ öåí;

2. Â òî âðåìÿ êàê îïòèìèçàöèÿ óäåëüíûõ èçäåðæåê ìîäåðàòîðà ðûíêà �
ïåðâîãî ïîêóïàòåëÿ � âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ðàâíîâåñíûõ öåí.
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3.1.2 Èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âåëè÷èíå óäåëüíûõ èçäåðæåê â ñëó-

÷àå, êîãäà ìîäåðàòîðîì ðûíêà ÿâëÿåòñÿ ïðîäàâåö

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

t011 = 1500, t012 = 1500;
d1 = 500, d2 = 510;

λ1 = 4000.

Ïàðàìåòðû kt11 è k
t
12 áóäåì âàðüèðîâàòü â äèàïàçîíå îò 0.1 äî 2 ñ øàãîì

â 0.1 ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ öåí â ìîäåëè.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà:

Ðèñ. 3.2: Ñëåâà � öåíà ïåðâîãî ïîêóïàòåëÿ, ñïðàâà � öåíà âòîðîãî ïîêóïàòåëÿ

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ãðàôèêè çàìåòèì ñëåäóþùåå:

1. Öåíû îáîèõ ïîêóïàòåëåé âçàèìíî íå÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ óäåëü-
íûõ èçäåðæåê äðóã äðóãà;

2. Îïòèìèçàöèÿ óäåëüíûõ èçäåðæåê êàæäîãî èç ïîêóïàòåëåé îæèäàåìî ïðè-
âîäèò ê ñíèæåíèþ åãî öåíû ñïðîñà.
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3.2 Ìîäåëü ñ ýëàñòè÷íûìè ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì

3.2.1 Èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âåëè÷èíå óäåëüíûõ èçäåðæåê

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

t011 = 1500, t012 = 1700;
r01 = 3000;
kr1 = 0.5;

p01 = 5000, p02 = 6000;
kp1 = 0.9, kp2 = 0.89.

Ïàðàìåòðû kt11 è k
t
12 áóäåì âàðüèðîâàòü â äèàïàçîíå îò 0.1 äî 2 ñ øàãîì

â 0.1 ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ öåí è îáúåìà òîâàðíûõ ïîòîê â ìîäåëè.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà:

Ðèñ. 3.3: Öåíû

Ïîâåðõíîñòü ñèíåãî öâåòà � ýòî öåíà ïðåäëîæåíèÿ λ1, çåë¼íîãî � öå-
íà ñïðîñà ïåðâîãî ïîêóïàòåëÿ µ1, æåëòî�îðàíæåâîãî � öåíà ñïðîñà âòîðîãî
ïîêóïàòåëÿ µ2. Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûé ãðàôèê çàìåòèì, ÷òî:

1. ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà kt11 ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé íè îäíîé èç
öåí íå ïðîèñõîäèò;

2. âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà kt12 ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì öåíû ïðåäëîæåíèÿ
è öåíû ñïðîñà âòîðîãî ïîêóïàòåëÿ;

3. âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà kt12 òàêæå íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì èçìåíå-
íèÿì öåíû ñïðîñà ïåðâîãî ïîêóïàòåëÿ.
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Ðèñ. 3.4: Îáúåìû

Ïîâåðõíîñòü ñèíåãî öâåòà � êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïîêóïàåìîãî ïåðâûì ïî-
êóïàòåëåì d1, æåëòî�çåëåíàÿ � âòîðûì ïîêóïàòåëåì d2. Èç äàííûõ ãðàôèêîâ
îòìåòèì ñëåäóþùåå:

1. êîëè÷åñòâî òîâàðà âòîðîãî ïîêóïàòåëÿ, â öåëîì, íå÷óâñòâèòåëüíî ê èçìå-
íåíèþ ïàðàìåòðà kt11;

2. êîëè÷åñòâî òîâàðà ïåðâîãî ïîêóïàòåëÿ ÷óâñòâèòåëüíî ê èçìåíåíèþ îáîèõ
ïàðàìåòðîâ: è kt11, è k

t
12;

3. êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïîêóïàåìîãî âòîðûì ïîêóïàòåëåì çíà÷èòåëüíî áîëü-
øå, ÷åì ïåðâîãî, îäíàêî ñðåäíåå îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ x11
îòíîñèòåëüíî kt11 ñîïîñòàâèìî ñî ñðåäíèì îòíîñèòåëüíûì èçìåíåíèåì ïî-
êàçàòåëÿ x12 îòíîñèòåëüíî k

t
12.

Òàêèì îáðàçîì, ãëÿäÿ íà äâà ïîëó÷èâøèõñÿ ãðàôèêà, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäó-
þùèå îáùèå âûâîäû:

1. â ïîëó÷èâøåéñÿ ìîäåëè ê çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ kt1j, j = 1, 2, êîòîðûå
õàðàêòåðèçóþò óäåëüíûå òðàíçàêöèîííûå èçäåðæêè, â áîëüøåé ñòåïåíè
÷óâñòâèòåëüíû âåëè÷èíû òîâàðíûõ ïîòîêîâ ìåæäó ïîñòàâùèêîì è ïîêó-
ïàòåëÿìè, ÷åì öåíû ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ;

2. ïåðâûé ïîêóïàòåëü â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ïîêóïàåò íà ïîðÿäîê ìåíüøå
òîâàðà, ÷åì âòîðîé ïîêóïàòåëü, íî ïî öåíå, íåíàìíîãî ìåíüøåé, ÷åì öåíà
âòîðîãî ïîêóïàòåëÿ;

3. îïòèìèçàöèÿ óäåëüíûõ òðàíñïîðòíûõ èçäåðæåê ìåæäó ïðîäàâöîì è ïåð-
âûì ïîêóïàòåëåì ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî óâåëè÷èòü òîâàðíûé ïîòîê ïî ýòî-
ìó íàïðàâëåíèþ, íî íå ìîæåò êîðåííûì îáðàçîì ïîâëèÿòü íè íà ñîîòíî-
øåíèå îáúåìîâ ìåæäó ïîêóïàòåëÿìè, íè íà ðàâíîâåñíûå öåíû;
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4. îïòèìèçàöèÿ óäåëüíûõ òðàíñïîðòíûõ èçäåðæåê ìåæäó ïðîäàâöîì è âòî-
ðûì ïîêóïàòåëåì ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îùóòèìî ñíèçèòü öåíó, íî è çíà-
÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò ñïðîñ íà ýòîì íàïðàâëåíèè.
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3.2.2 Èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñïðîñà

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

t011 = 1500, t012 = 1700;
kt11 = 0.8, kt12 = 0.8;

r01 = 3000;
kr1 = 0.5;

p01 = 5000, p02 = 6000.

Ïàðàìåòðû kp11 è k
p
12 áóäåì âàðüèðîâàòü â äèàïàçîíå îò 0.1 äî 2 ñ øàãîì

â 0.1 ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ öåí è îáúåìà òîâàðíûõ ïîòîê â ìîäåëè.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà:

Ðèñ. 3.5: Öåíû

Ïîâåðõíîñòü ñèíåãî öâåòà � ýòî öåíà ïðåäëîæåíèÿ λ1, çåë¼íîãî � öå-
íà ñïðîñà ïåðâîãî ïîêóïàòåëÿ µ1, æåëòî�îðàíæåâîãî � öåíà ñïðîñà âòîðîãî
ïîêóïàòåëÿ µ2. Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûé ãðàôèê çàìåòèì, ÷òî:

1. ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà kp1 ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé íè îäíîé èç öåí íå
ïðîèñõîäèò;

2. âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà kp2 ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ öåíû ñïðîñà âòîðîãî
ïîêóïàòåëÿ;

3. öåíà ïðåäëîæåíèÿ, â öåëîì, ìàëî ÷óâñòâèòåëüíà ê èçìåíåíèþ îáîèõ ïà-
ðàìåòðîâ.
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Ðèñ. 3.6: Îáúåìû

Ïîâåðõíîñòü ñèíåãî öâåòà � êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïîêóïàåìîãî ïåðâûì ïî-
êóïàòåëåì d1, æåëòî�çåëåíàÿ � âòîðûì ïîêóïàòåëåì d2. Èç äàííûõ ãðàôèêîâ
ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. êîëè÷åñòâî òîâàðà âòîðîãî ïîêóïàòåëÿ, â öåëîì, íå÷óâñòâèòåëüíî ê èçìå-
íåíèþ ïàðàìåòðà kp1;

2. êîëè÷åñòâî òîâàðà ïåðâîãî ïîêóïàòåëÿ ÷óâñòâèòåëüíî ê èçìåíåíèþ îáîèõ
ïàðàìåòðîâ: è kp1 è k

p
2;

3. êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïîêóïàåìîãî âòîðûì ïîêóïàòåëåì çíà÷èòåëüíî áîëü-
øå, ÷åì ïåðâîãî;

4. ñðåäíåå îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ x11 îòíîñèòåëüíî k
p
1 ñîïîñòà-

âèìî ñî ñðåäíèì îòíîñèòåëüíûì èçìåíåíèåì ïîêàçàòåëÿ x12 îòíîñèòåëüíî
kp2.
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3.2.3 Èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñïðîñà ïðè ðàâíûõ èçäåðæêàõ

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

t011 = 1500, t012 = 1500;
kt11 = 0.8, kt12 = 0.8;

r01 = 3000;
kr1 = 0.5;

p01 = 5000, p02 = 6000.

Òàê æå êàê è ðàíåå ïàðàìåòðû kp1 è k
p
2 áóäåì âàðüèðîâàòü â äèàïàçîíå

îò 0.1 äî 2 ñ øàãîì â 0.1.

Ðèñ. 3.7: Öåíû

Ðèñ. 3.8: Îáúåìû

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ýêñïåðèìåíòà â ñîâîêóïíîñòè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäû-
äóùåãî ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿþò íàì ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî íà âçàèìíîå
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ðàñïîëîæåíèå öåí è îáúåìîâ ïîêóïàòåëåé â áîëüøåé ñòåïåíè âëèÿþò ñîîòíî-
øåíèÿ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ôóíêöèé ñïðîñà (ò.å. ïàðàìåòðîâ p01 è p02) íåæåëè
ñîîòíîøåíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ æå ôóíêöèé (ò.å. ïàðàìåòðîâ kp1 è
kp2).
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3.2.4 Èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåäëîæåíèÿ

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

t011 = 1500, t012 = 1700;
kt11 = 0.8, kt12 = 0.8;

r01 = 3000;
p01 = 5000, p02 = 6000;
kp1 = 0.9, kp2 = 0.89.

Ïàðàìåòð kr1 áóäåì âàðüèðîâàòü â äèàïàçîíå îò 0.1 äî 1 ñ øàãîì â 0.1 ñ öåëüþ
èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ öåí è îáúåìà òîâàðíûõ ïîòîê â ìîäåëè.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà:

Ðèñ. 3.9: Öåíû

Ëèíèÿ ñèíåãî öâåòà � ýòî öåíà ïðåäëîæåíèÿ λ1, çåë¼íîãî � öåíà ñïðîñà
ïåðâîãî ïîêóïàòåëÿ µ1, æåëòîãî � öåíà ñïðîñà âòîðîãî ïîêóïàòåëÿ µ2. Íà
äàííîì ãðàôèêå ìû âèäèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà kr1 ïðîèñõîäèò
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ìîíîòîííûé ðîñò êàê öåíû ïðåäëîæåíèÿ, òàê è öåí ñïðîñà îáîèõ ïîêóïàòåëåé,
ïðè ÷åì ïîñëåäíèå âîçðàñòàþò ïðàêòè÷åñêè ïàðàëëåëüíî.

Ðèñ. 3.10: Îáúåìû

Ãðàôèê ñèíåãî öâåòà � êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïîêóïàåìîãî ïåðâûì ïîêó-
ïàòåëåì d1, çåë¼íîãî � âòîðûì ïîêóïàòåëåì d2. Íà ýòîì ãðàôèêå ìû âèäèì
ñòàáèëüíîå, ïðàêòè÷åñêè ïàðàëëåëüíîå óìåíüøåíèå îáúåìîâ ïðè âîçðàñòàíèè
ïàðàìåòðà kr1. Ïðè ýòîì òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà kr1 áîëåå
åäèíèöû ïåðâûé ïîêóïàòåëü óõîäèò ñ ðûíêà.
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Âûâîäû

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû èññëåäîâàëè ïðîñòðàíñòâåííîå ðûíî÷íîå
ðàâíîâåñèå è àïðîáèðîâàëè åãî ïîñòðîåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ òðàíçàê-
öèîííûõ èçäåðæåê. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äâîéñòâåííûå
ïåðåìåííûå, ÿâëÿþùèåñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà, îòðàæàþò öåíû ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îäíîâðåìåííî ñ ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì
òîâàðíûõ ïîòîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå ðàâíîâåñíûå öåíû.

Êðîìå òîãî, â ïåðâîé ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ñëó÷àþ ôèêñèðîâííûõ ñïðîñà
è ïðåäëîæåíèÿ, ìû îáíàðóæèëè, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ
ðàâíîâåñíûõ öåí êòî-òî èç àêòîðîâ ðûíêà (ò.å. ôàêòè÷åñêè ìîäåðàòîð ðûí-
êà) äîëæåí óêàçàòü áàçîâóþ ðûíî÷íóþ öåíó. Ïîñëå òîãî, êàê óêàçàíà áàçîâàÿ
ðûíî÷íàÿ öåíà, äðóãèå öåíû êîððåêòèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ðûíî÷íûì ðàâíîâåñèåì.

Â ðàìêàõ âòîðîé ãëàâû ýòîé ðàáîòû ìû èçó÷èëè ïðîñòðàíñòâåííîå ðû-
íî÷íîå ðàâíîâåñèå â ñëó÷àå ýëàñòè÷íûõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, à èìåííî ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ëèíåéíûå ôóíêöèè. Ïðîáëåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â âè-
äå çàäà÷è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñ äâîéñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, îòðàæà-
þùèìè öåíû ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ðàâíîâåñíûõ ïîòîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíî ÷åðåç ðàâíîâåñíûå öåíû. Áîëåå òî-
ãî, äëÿ ïðîñòûõ ñåòåé èç òðåõ è ÷åòûðåõ óçëîâ íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü ÿâíûå
óñëîâèÿ èäåíòèôèêàöèè àêòèâíûõ òîâàðíûõ ïîòîêîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàê
òîëüêî ïàðàìåòðû ñïðîñà�ïðåäëîæåíèÿ çàäàíû, ìîæíî ÿâíî èäåíòèôèöèðî-
âàòü àêòèâíûå òîâàðíûå ïîòîêè.

Â òðåòüåé ãëàâå íàìè áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðûíêà
ñ ôèêñèðîâàííûìè è ýëàñòè÷íûìè ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì íà ïðèìåðå ïðî-
ñòûõ ñåòåé èç òðåõ óçëîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðîâåäåí àíàëèç íà ÷óâñòâèòåëüíîñòü.
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Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû (è ÷àñòè÷íî îïóáëè-
êîâàííûå â âèäå ñòàòüè [17]) ïðåäñòàâëÿþò íàó÷íóþ öåííîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïðîñòðàíñòâåííî-ñåòåâîãî ðàçâèòèÿ: ñôîðìóëèðî-
âàííûå çäåñü âûâîäû è âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ýâðèñòè÷åñêèõ
ïðîöåäóðàõ äëÿ ïîñëåäóþùåãî îáîáùåíèÿ íà ðûíêè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè è
îöåíêè àêòèâíûõ òîâàðíûõ ïîòîêîâ â ñåòÿõ ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì àê-
òîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñ ó÷åòîì äàííûõ ðåçóëüòàòîâ ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåíèå
ðûíêîâ, íà êîòîðûõ ñïðîñ ôèêñèðîâàí,à ïðåäëîæåíèå � ýëàñòè÷íî, è íàîáî-
ðîò; à òàêæå èññëåäîâàíèå ðàâíîâåñèÿ íà äåôèöèòíûõ è ïðîôèöèòíûõ ðûí-
êàõ.
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