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Введение

В общем виде задача модификации графов звучит следующим образом. Есть набор разре-
шенных модификаций графа, например, удаление вершин или ребер. На вход подается граф
𝐺. Требуется для графа 𝐺 совершить минимальное количество разрешенных модификаций
так, чтобы получившийся граф обладал определенными свойствами. Многие известные за-
дачи на графах являются задачами модификации графов. Например, в задаче Vertex Cover
требуется удалить минимальное количество вершин так, чтобы в графе не осталось ребер, в
задаче Odd Cycle Transversal требуется удалить минимальное количество вершин (ребер) так,
чтобы оставшийся граф был двудольным, а в задаче Feedback Vertex Set требуется удалить
минимальное количество вершин так, чтобы в графе не осталось циклов.

Большинство естественных задач модификации графов являются NP-трудными. В работе
[13] было показано, что если свойство, которым должен обладать граф после модификаций,
является нетривиальным (то есть выполняется для бесконечного множества графов и не вы-
полняется тоже для бесконечного множества графов), а также является наследуемым (то есть
из выполнения этого свойства для графа 𝐺 следует выполнение этого свойства для любого
индуцированного подграфа 𝐺), а единственной разрешенной модификацией является удале-
ние вершин, то такие задачи являются NP-трудными. Однако для задач модификации ребер
все обстоит куда сложнее. Еще в ранних работах [15, 7], посвященных задачам модификации
ребер, было замечено, что несмотря на то, мы можем получать результаты для конкретных
классов задач, получить обобщение для всех задач модификации ребер может быть сложно.

Особый интерес задачи модификации графов представляют в области параметризованных
алгоритмов, поскольку из практических соображений количество необходимых модификаций
обычно мало по сравнению с размером графа, а тогда разумно рассматривать количество
модификаций в качестве параметра. Впервые рассматривать задачи модификации графов с
точки зрения параметризованных алгоритмов было предложено в работе [10].

Типичными представителями задач модификации графов являются задачи 𝐻-free Edge
Deletion, 𝐻-free Edge Completion и 𝐻-free Edge Editing для всевозможных графов 𝐻. В задаче
𝐻-free Edge Deletion дан граф 𝐺 и требуется удалить наименьшее количество ребер из 𝐺 так,
чтобы в получившемся графе не нашлось индуцированного подграфа, изоморфного графу 𝐻.
В задаче 𝐻-free Edge Completion требуется добавить наименьшее количество ребер в 𝐺 так,
чтобы в получившемся графе не нашлось индуцированного подграфа, изоморфного графу 𝐻.
В задаче 𝐻-free Edge Editing разрешено и удалять, и добавлять ребра, и требуется совершить
наименьшее количество модификаций ребер 𝐺, чтобы в получившемся графе не нашлось
индуцированного подграфа, изоморфного графу 𝐻.

Используя стандартный метод расщепления, в работе [4] было показано, что задачи 𝐻-free
Edge Deletion (Completion, Editing) решаются за время 𝑐𝑘 · 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛), где 𝑘 — ограничение на
количество допустимых модификаций, 𝑛 — размер графа, а 𝑐 зависит только от графа 𝐻,
который фиксирован для каждой задачи. При этом в общем случае не приходится надеяться
на то, что задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) решаются за время, существен-
но меньшее чем 𝑐𝑘 · 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛), поскольку в работе [2] было показано, что для всех графов 𝐻,
содержащих хотя бы два ребра (антиребра), задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion) явля-
ются NP-трудными и не решаются за время 2𝑜(𝑘) · 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛), если выполняется гипотеза ETH, а
для всех графов 𝐻, содержащих хотя бы три вершины, задачи 𝐻-free Edge Editing являются
NP-трудными и не решаются за время 2𝑜(𝑘) · 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛), если выполняется гипотеза ETH.

Задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) также рассматриваются с точки зрения
сложности кернелизации, а именно существования полиномиальных ядер. Другими словами,
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интересен вопрос, существует ли полиномиальный по времени алгоритм, который по инстансу
задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) может выдать другой инстанс этой же
задачи, размер которого ограничен некоторым полиномом от параметра 𝑘. В отличие от задач
𝐻-free Vertex Deletion, в которых вместо ребер из графа удаляются вершины, и для которых
с помощью простого сведения к задаче |𝑉 (𝐻)|-Hitting Set можно получить полиномиальное
ядро ([12, 1]), ситуация с задачами 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) обстоит куда
сложнее. Это связано с тем, что удаление и добавление ребер в граф может создавать в
графе новые подграфы, изоморфные 𝐻. В работе [12] впервые был представлен граф 𝐻, для
которого задачи 𝐻-free Edge Deletion и 𝐻-free Edge Editing не допускают полиномиального
ядра, если 𝑁𝑃 * 𝑐𝑜𝑁𝑃/𝑝𝑜𝑙𝑦. Позже в работе [9] было показано, что для всех 𝐻, являющихся
циклами на хотя бы четырех вершинах или путями на хотя бы семи вершинах, задачи 𝐻-free
Edge Deletion не допускают полиномиального ядра при 𝑁𝑃 * 𝑐𝑜𝑁𝑃/𝑝𝑜𝑙𝑦. Этот результат был
усилен в работах [5, 6]. В них удалось показать, что если 𝐻 — это путь или цикл, то задачи
𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не допускают полиномиального ядра при 𝑁𝑃 *
𝑐𝑜𝑁𝑃/𝑝𝑜𝑙𝑦 тогда и только тогда, когда 𝐻 содержит хотя бы четыре ребра. Также в работах
[5, 6] было показано, что если 𝐻 — это трехсвязный граф и 𝑁𝑃 * 𝑐𝑜𝑁𝑃/𝑝𝑜𝑙𝑦, то задачи 𝐻-
free Edge Deletion и 𝐻-free Edge Editing не допускают полиномиального ядра, тогда и только
тогда, когда 𝐻 не является полным графом, а задача 𝐻-free Edge Completion не допускает
полиномиального ядра тогда и только тогда, когда в 𝐻 отсутствует хотя бы два ребра. В
работе [14] была предпринята попытка классифицировать все графы 𝐻 на хотя бы пяти
вершинах в зависимости от существования для соответствующих им задач полиномиального
ядра. Была сформулирована гипотеза о том, что если 𝑁𝑃 * 𝑐𝑜𝑁𝑃/𝑝𝑜𝑙𝑦, то для графа 𝐻 на
хотя бы пяти вершинах задача 𝐻-free Edge Editing допускает полиномиальное ядро тогда и
только тогда, когда 𝐻 является пустым или полным графом, а задача 𝐻-free Edge Deletion
допускает полиномиальное ядро тогда и только тогда, когда𝐻 либо является полным графом,
либо содержит не более одного ребра. Несмотря на то, что сами гипотезы доказаны не были,
в работе [14] показали, что для доказательства этих гипотез достаточно показать отсутствие
полиномиального ядра только для конечного множества графов.

Еще одним направлением исследования задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing)
является изучение вопроса сложности приближения этих задач. Как было замечено ранее,
удаление и добавление ребер в граф может вызывать появление новых индуцированных под-
графов, изоморфных 𝐻. По этой причине искать точное или приближенное решение жадным
способом становится маловероятным. Также существует связь между существованием поли-
номиального ядра и 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для задачи, поскольку часто можно построить
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, имея полиномиальное ядро, и наоборот. Несмотря на то, что эта
связь не является формальной, и существуют задачи [8], которые ведут себя иначе, вполне
вероятно, что в задачах 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) эта связь присутствует и
результаты, полученные для сложности кернелизации, будут полезны и для случая сложно-
сти приближения. Так, в работе [3] было показано, что для 𝐻, являющихся трехсвязными
графами с хотя бы двумя антиребрами, а также для 𝐻, являющихся циклами на хотя бы
четырех вершинах или путями на хотя бы пяти вершинах, задачи 𝐻-free Edge Deletion и
𝐻-free Edge Completion не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Этот резуль-
тат повторяет результат для сложности кернелизации, полученный в работах [5, 6]. Однако
при этом, в отличие от случая кернелизации, в случае с 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближением наличие
в 𝐻 хотя бы двух антиребер оказывается существенным для задачи 𝐻-free Edge Deletion.
В той же работе [3] было показано, что задачи (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion являются Min
Horn Deletion-полными при всех 𝑛 ≥ 5. Min Horn Deletion-полные задачи представляют со-
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бой отдельный класс задач, про сложность приближения которых пока известно достаточно
мало. В работе [11] было показано, что такие задачи лежат в классе poly-APX, но не допус-
кают 2log

1−𝜀 𝑛-приближения ни для какого 𝜀 > 0, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Более подробно о Min Horn
Deletion-полных задачах мы поговорим в разделе 3, посвященном этим задачам.

Результаты, представленные в работе. В этой работе мы попробуем построить пол-
ную классификацию графов на хотя бы пяти вершинах в зависимости от сложности прибли-
жения соответствующих им задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). Сформулируем
гипотезы о том, как выглядит интересующая нас классификация для каждой из задач 𝐻-free
Edge Deletion, 𝐻-free Edge Completion и 𝐻-free Edge Editing.

Гипотеза 1. Пусть в графе 𝐻 хотя бы пять вершин. Тогда:
(i) 𝐻 = 𝐾𝑛 и 𝐻 = 𝐾𝑛 − 𝑒: для 𝐻-free Edge Deletion есть полиномиальное решение.
(ii) 𝐻 = 𝐾𝑛: для 𝐻-free Edge Deletion есть константное приближение.
(iii) 𝐻 = 𝐾𝑛 − 𝑒: 𝐻-free Edge Deletion является Min Horn Deletion-полной.
(iv) Остальные 𝐻: 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 ⇒ 𝐻-free Edge Deletion не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.

Гипотеза 2. Пусть в графе 𝐻 хотя бы пять вершин. Тогда:
(i) 𝐻 = 𝐾𝑛 и 𝐻 = 𝐾𝑛 − 𝑒: для 𝐻-free Edge Completion есть полиномиальное решение.
(ii) 𝐻 = 𝐾𝑛: для 𝐻-free Edge Completion есть константное приближение.
(iii) 𝐻 = 𝐾𝑛 − 𝑒: 𝐻-free Edge Completion является Min Horn Deletion-полной.
(iv) Остальные 𝐻: 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 ⇒ 𝐻-free Edge Completion не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.

Гипотеза 3. Пусть в графе 𝐻 хотя бы пять вершин. Тогда:
(i) 𝐻 = 𝐾𝑛 и 𝐻 = 𝐾𝑛: для 𝐻-free Edge Editing есть константное приближение.
(ii) 𝐻 = 𝐾𝑛 − 𝑒 и 𝐻 = 𝐾𝑛 − 𝑒: 𝐻-free Edge Editing является Min Horn Deletion-полной.
(iii) Остальные 𝐻: 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 ⇒ 𝐻-free Edge Editing не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.

По сути данные гипотезы повторяют гипотезы для случая кернелизации за исключением
того, что имеют дополнительный пункт о Min Horn Deletion-полных задачах. Таким образом,
с одной стороны, мы верим, что сложность приближения и сложность кернелизации для задач
𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) ведут себя очень похоже, а с другой, в случае со
сложностью приближения мы наблюдаем немного более интересную картину.

Для каждой из гипотез 1, 2, 3 мы докажем все пункты, кроме последнего, а для послед-
него научимся ограничивать множество рассматриваемых графов конечным множеством, а
именно получим следующий результат.

Теорема 1. Существует множество 𝒢 из семнадцати графов такое, что:
(i) ∀𝐻 ∈ 𝒢∪𝒢 задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion) не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения
⇔ Гипотеза для 𝐻-free Edge Deletion (Completion) верна;
(ii) ∀𝐻 ∈ 𝒢 задача 𝐻-free Edge Editing не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения ⇔ Гипотеза
для 𝐻-free Edge Editing верна.

Таким образом, для доказательства гипотез будет достаточно доказывать отсутствие
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения только для конечного набора графов. Если же какая-то из гипотез
неверна, то контрпример к ней достаточно искать среди графов из этого набора. Множество
графов 𝒢 ∪ 𝒢 приведено в таблице 1.

Данная работа целиком посвящена доказательству теоремы 1. Повествование будет устро-
ено следующим образом. В разделе 1 мы введем основные определения и обозначения, а так-
же базовые леммы, которыми мы будем активно пользоваться в последующих разделах. В
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Таблица 1: 𝒢 ∪ 𝒢

𝐺1 𝐺1 𝐺7 𝐺7 𝐺13 𝐺13

𝐺2 𝐺2 𝐺8 𝐺8 𝐺14 𝐺14

𝐺3 𝐺3 𝐺9 𝐺9 𝐺15 𝐺15

𝐺4 𝐺4 𝐺10 𝐺10 𝐺16 𝐺16

𝐺5 𝐺5 𝐺11 𝐺11 𝐺17 𝐺17

𝐺6 𝐺6 𝐺12 𝐺12

разделе 2 мы рассмотрим графы 𝐻, для которых задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing) решаются за полиномиальное время или же допускают константное приближение, и
тем самым докажем первые два пункта гипотез 1 и 2 и первый пункт гипотезы 3. В разделе
3 мы опишем понятие Min Horn Deletion-полных задач и докажем пункт (iii) гипотез 1 и 2, а
также пункт (ii) гипотезы 3. В разделе 4 мы опишем некоторые классы графов 𝐻, для кото-
рых задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения
при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . В разделе 5 мы покажем, как ограничить множество таких графов 𝐻, что для
доказательства гипотез 1, 2, 3 достаточно показать отсутствие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для
задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 , множеством графов опреде-
ленной структуры. После чего, в разделах 6 и 7, мы покажем, как ограничить это множество
графов конечным множеством. В разделе 8 мы еще сильнее уменьшим это множество и тем
самым докажем теорему 1.

1 Определения и обозначения

Пусть 𝐺 — граф. 𝑉 (𝐺) обозначает множество вершин 𝐺, 𝐸(𝐺) — множество ребер 𝐺, 𝐸(𝐺) —
множество антиребер 𝐺, то есть множество пар вершин, не соединенных ребром. Мы рассмат-
риваем только простые графы, то есть графы без петель и кратных ребер. 𝐺 — дополнение
графа 𝐺, то есть такой граф, что 𝑉 (𝐺) = 𝑉 (𝐺), 𝐸(𝐺) = 𝐸(𝐺). Для фиксированного гра-
фа 𝐺 введем следующие обозначения. ℓ — минимальная степень в 𝐺, ℎ — максимальная
степень в 𝐺, 𝑉ℓ — множество вершин 𝐺 минимальной степени, 𝑉ℎ — множество вершин 𝐺
максимальной степени, 𝑉𝑚 = 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉ℓ ∖ 𝑉ℎ. 𝑁(𝑣), или окрестность 𝑣, — это множество со-
седей вершины 𝑣 в 𝐺, а 𝑁 [𝑣], или замкнутая окрестность 𝑣, — это 𝑁(𝑣) ∪ {𝑣}. 𝐺[𝑉 ′] — это
граф, индуцированный множеством вершин 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 (𝐺) в 𝐺. Для 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) 𝐺 − 𝑣 обознача-
ет граф, полученный из 𝐺 удалением вершины 𝑣 и инцидентных ей ребер. Для 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 (𝐺)
𝐺 − 𝑉 ′ обозначает граф, полученный из 𝐺 удалением всех вершин из 𝑉 ′ и инцидентных
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им ребер. Для 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) 𝐺 − 𝑒 обозначает граф, полученный из 𝐺 удалением ребра 𝑒. Для
𝐸 ′ ⊆ 𝐸(𝐺) 𝐺 − 𝐸 ′ обозначает граф, полученный из 𝐺 удалением всех ребер из 𝐸 ′. Для
𝐸 ′ ⊆ 𝐸(𝐺) 𝐺 + 𝐸 ′ обозначает граф, полученный из 𝐺 добавлением всех ребер из 𝐸 ′. Пусть
𝐹 — множество пар вершин из 𝐺, тогда 𝐺△𝐹 обозначает такой граф, что 𝑉 (𝐺△𝐹 ) = 𝑉 (𝐺),
𝐸(𝐺△𝐹 ) = {(𝑢, 𝑣) | ((𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺) ∧ (𝑢, 𝑣) /∈ 𝐹 ) ∨ ((𝑢, 𝑣) /∈ 𝐸(𝐺) ∧ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 )}. В частности,
если 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺), то 𝐺△𝐹 = 𝐺− 𝐹 , а если 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺), то 𝐺△𝐹 = 𝐺 + 𝐹 . Если граф 𝐺′ такой,
что 𝑉 (𝐺′) ⊆ 𝑉 (𝐺), а 𝐹 — множество пар вершин из 𝑉 (𝐺), то 𝐹 ∩𝐺′ = 𝐹 ∩ (𝐸(𝐺′) ∪ 𝐸(𝐺′)).

Граф 𝐺 — 𝑘-связный, если он содержит хотя бы 𝑘 вершин и 𝐺−𝑉 ′ — связный для любого
𝑉 ′ ⊆ 𝑉 (𝐺) такого, что |𝑉 ′| ≤ 𝑘 − 1. Будем называть множество 𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺) 𝑘-разделителем
для графа 𝐺, если |𝑆| = 𝑘 и 𝐺 − 𝑆 несвязный. 𝐾𝑛 — полный граф на 𝑛 вершинах, 𝐾𝑛,𝑚 —
полный двудольный граф с долями размера 𝑛 и 𝑚, 𝐶𝑛 — цикл на 𝑛 вершинах, 𝑃𝑛 — путь
на 𝑛 вершинах. 𝐺1 ∪ 𝐺2 — это такой граф, что 𝑉 (𝐺1 ∪ 𝐺2) = 𝑉 (𝐺1) ∪ 𝑉 (𝐺2), 𝐸(𝐺1 ∪ 𝐺2) =
𝐸(𝐺1) ∪ 𝐸(𝐺2). 𝐺1 �𝐺2 — это такой граф, что 𝑉 (𝐺1 �𝐺2) = 𝑉 (𝐺1) ∪ 𝑉 (𝐺2) и 𝐸(𝐺1 �𝐺2) =
𝐸(𝐺1) ∪𝐸(𝐺2) ∪ {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 ∈ 𝑉 (𝐺1), 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐺2)}. 𝑡𝐺 — это объединение 𝑡 копий графа 𝐺. Для
𝑡 ≥ 3 𝐽𝑡 — это граф, полученный из 𝐾2� 𝑡𝐾1 и 𝐶4 отождествлением ребра между вершинами
максимальной степени в𝐾2�𝑡𝐾1 с ребром из 𝐶4. Для 𝑡 ≥ 3 𝑄𝑡 — это граф, полученный из𝐾2,𝑡

добавлением пути длины три между вершинами максимальной степени. Для 𝑡1, 𝑡2 ≥ 0 𝑇𝑡1,𝑡2 —
это дерево с двумя смежными вершинами 𝑢 и 𝑣 такими, что |𝑁(𝑢)∖{𝑣}| = 𝑡1, |𝑁(𝑣)∖{𝑢}| = 𝑡2,
и 𝑁(𝑣) ∪𝑁(𝑢) ∖ {𝑢, 𝑣} — это вершины, степени один.

Если 𝒳 — множество графов, то 𝒳 — множество дополнений этих графов. По аналогии со
статьей [14] определим множества графов ℋ, 𝒜, 𝒟, ℬ, 𝒮, ℱ и соответствующие им множества
ℋ, 𝒜, 𝒟, ℬ, 𝒮 и ℱ . В таблицах 2, 3, 4 и 5 изображены графы, образующие множества ℋ, ℋ,
𝒜, 𝒜, 𝒟, 𝒟, ℬ, ℬ, 𝒮 и 𝒮. ℱ — это объединение множеств графов ℱ𝑖, описанных в таблице 6.
Обозначим 𝒲 = ℋ ∪ℋ ∪𝒜 ∪𝒜 ∪𝒟 ∪ 𝒟 ∪ ℬ ∪ ℬ ∪ 𝒮 ∪ 𝒮 ∪ ℱ ∪ ℱ . Заметим, что 𝒲 = 𝒲 .

В задаче 𝐻-free Edge Deletion требуется по данному графу 𝐺 и целому числу 𝑘 опреде-
лить, можно ли удалить из 𝐺 не более 𝑘 ребер так, чтобы получившийся граф не содержал
индуцированного подграфа, изоморфного 𝐻. Будем говорить, что 𝐹 — решение для инстанса
(𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion, если 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺), |𝐹 | ≤ 𝑘 и 𝐺 − 𝐹 не содержит индуциро-
ванного 𝐻. В задаче 𝐻-free Edge Completion требуется по данному графу 𝐺 и целому числу
𝑘 определить, можно ли добавить в 𝐺 не более 𝑘 ребер так, чтобы получившийся граф не
содержал индуцированного подграфа, изоморфного 𝐻. Будем говорить, что 𝐹 — решение
для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Completion, если 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺), |𝐹 | ≤ 𝑘 и 𝐺 + 𝐹 не со-
держит индуцированного 𝐻. В задаче 𝐻-free Edge Editing требуется по данному графу 𝐺 и
целому числу 𝑘 определить, можно ли изменить (добавить или удалить) не более 𝑘 ребер так,
чтобы получившийся граф не содержал индуцированного подграфа, изоморфного 𝐻. Будем

Таблица 2: ℋ ∪ℋ

𝐻1 𝐻1 𝐻4 𝐻4 𝐻7 𝐻7

𝐻2 𝐻2 𝐻5 𝐻5 𝐻8 𝐻8

𝐻3 𝐻3 𝐻6 𝐻6 𝐻9 𝐻9
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Таблица 3: 𝒜 ∪𝒜

𝐴1 𝐴1 𝐴4 𝐴4 𝐴7 𝐴7

𝐴2 𝐴2 𝐴5 𝐴5 𝐴8 𝐴8

𝐴3 𝐴3 𝐴6 𝐴6 𝐴9 𝐴9

Таблица 4: 𝒟 ∪𝒟 ∪ ℬ ∪ ℬ

𝐷1 𝐷1 𝐵1 𝐵1 𝐵3 𝐵3

𝐷2 𝐷2 𝐵2 𝐵2

говорить, что 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Editing, если 𝐹 — множе-
ство пар вершин из 𝐺, |𝐹 | ≤ 𝑘 и 𝐺△𝐹 не содержит индуцированного 𝐻. В оптимизационной
версии задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) на вход подается только граф 𝐺 и
требуется определить наименьшее 𝑘, при котором существует решение 𝐹 для инстанса (𝐺, 𝑘).
Мы будем использовать обе версии этих задач, из контекста будет понятно, какую версию
мы рассматриваем. Заметим, что задачи 𝐻-free Edge Deletion и 𝐻-free Edge Completion экви-
валентны, а также задачи 𝐻-free Edge Editing и 𝐻-free Edge Editing эквивалентны, а именно
верна следующая лемма.

Лемма 1. (i) 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion ⇔ 𝐹 — решение
для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Completion. (ii) 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑘)
задачи 𝐻-free Edge Editing ⇔ 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Editing.

В задаче Sandwich 𝐻-free Edge Deletion дан граф 𝐺 и множество 𝐷 запрещенных ребер.
Ребра из 𝐸(𝐺) ∖ 𝐷 называются разрешенными. Требуется определить, существует ли такое
множество 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺) ∖𝐷, что 𝐺− 𝐹 не содержит 𝐻 в качестве индуцированного подграфа.
Такое 𝐹 будем называть решением для инстанса (𝐺,𝐷) задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion.
В задаче Sandwich 𝐻-free Edge Completion дан граф 𝐺 и множество 𝐷 запрещенных антире-
бер. Антиребра из 𝐸(𝐺) ∖ 𝐷 называются разрешенными. Требуется определить, существует
ли такое множество 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺)∖𝐷, что 𝐺+𝐹 не содержит 𝐻 в качестве индуцированного под-
графа. Такое 𝐹 будем называть решением для инстанса (𝐺,𝐷) задачи Sandwich 𝐻-free Edge
Completion. В этих задачах размер решения 𝐹 не важен, интересно только его существова-
ние. Заметим, что задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion и Sandwich 𝐻-free Edge Completion
эквивалентны, а именно верна следующая лемма.

Лемма 2. 𝐹 — решение для инстанса (𝐺,𝐷) задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion ⇔ 𝐹 —
решение для инстанса (𝐺,𝐷) задачи Sandwich 𝐻-free Edge Completion.
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Таблица 5: 𝒮 ∪ 𝒮

𝑆1 𝑆1 𝑆13 𝑆13 𝑆25 𝑆25

𝑆2 𝑆2 𝑆14 𝑆14 𝑆26 𝑆26

𝑆3 𝑆3 𝑆15 𝑆15 𝑆27 𝑆27

𝑆4 𝑆4 𝑆16 𝑆16 𝑆28 𝑆28

𝑆5 𝑆5 𝑆17 𝑆17 𝑆29 𝑆29

𝑆6 𝑆6 𝑆18 𝑆18 𝑆30 𝑆30

𝑆7 𝑆7 𝑆19 𝑆19 𝑆31 𝑆31

𝑆8 𝑆8 𝑆20 𝑆20 𝑆32 𝑆32

𝑆9 𝑆9 𝑆21 𝑆21 𝑆33 𝑆33

𝑆10 𝑆10 𝑆22 𝑆22 𝑆34 𝑆34

𝑆11 𝑆11 𝑆23 𝑆23 𝑆35 𝑆35

𝑆12 𝑆12 𝑆24 𝑆24 𝑆36 𝑆36

Пусть 𝑓 : N → N — неубывающая функция. 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-приближением для инстанса 𝐼
некоторой минимизационной задачи будем называть такое решение 𝐹 для инстанса 𝐼, что
|𝐹 | ≤ 𝑓(𝑂𝑃𝑇 (𝐼)) ·𝑂𝑃𝑇 (𝐼), где 𝑂𝑃𝑇 (𝐼) — размер оптимального решения для 𝐼. Алгоритм для
минимизационной задачи называется 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-аппроксимационным алгоритмом, если для
любого инстанса 𝐼 этой задачи он находит 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для 𝐼. Будем говорить, что
минимизационная задача допускает 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, если для нее существует 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-
аппроксимационный алгоритм, работающий за полиномиальное время. Из леммы 1 получаем
следующую лемму.
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Таблица 6: ℱ ∪ ℱ
ℱ1 𝐾2,𝑡 ℱ1 𝐾𝑡 ∪𝐾2 𝑡 ≥ 4

ℱ2 𝐾1,𝑡 ℱ2 𝐾𝑡 ∪𝐾1 𝑡 ≥ 5

ℱ3 𝐾2 � 𝑡𝐾1 ℱ3 𝐾𝑡 ∪ 2𝐾1 𝑡 ≥ 4

ℱ4 𝑇𝑡,1 ℱ4 𝑇𝑡,1 𝑡 ≥ 4

ℱ5 (𝐾𝑡 − 𝑒) ∪ 2𝐾1 ℱ5 (𝐾𝑡 − 𝑒) ∪ 2𝐾1 𝑡 ≥ 4

ℱ6 (𝐾𝑡 − 𝑒) ∪𝐾2 ℱ6 (𝐾𝑡 − 𝑒) ∪𝐾2 𝑡 ≥ 4

ℱ7 𝐾1,𝑡 ∪𝐾2 ℱ7 𝐾1,𝑡 ∪𝐾2 𝑡 ≥ 4

ℱ8 (𝐾𝑡 − 𝑒) ∪𝐾1 ℱ8 (𝐾𝑡 − 𝑒) ∪𝐾1 𝑡 ≥ 6

ℱ9 𝐽𝑡 ℱ9 𝐽𝑡 𝑡 ≥ 3

ℱ10 𝑄𝑡 ℱ10 𝑄𝑡 𝑡 ≥ 3

Лемма 3. (i) 𝐻-free Edge Deletion допускает 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-приближение ⇔ 𝐻-free Edge
Completion допускает 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. (ii) 𝐻-free Edge Editing допускает 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение ⇔ 𝐻-free Edge Editing допускает 𝑓(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Далее мы будем часто пользоваться следующей леммой.

Лемма 4. Пусть 𝑃1 и 𝑃2 — задачи, параметризованные размером решения. Пусть задача
𝑃2 допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для некоторого неубывающего полинома 𝑞, а 𝑝 — такой
полином, что 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть существуют такие полиномиальные алгоритмы 𝐴,
𝑆1 и 𝑆2, что для любого 𝑘 ≥ 0 и любого 𝐼 ′ выполняется следующее: (i) 𝐹 ′ — решение для
инстанса (𝐼 ′, 𝑘) задачи 𝑃1 ⇒ 𝑆1(𝐴(𝐼

′, 𝑘), 𝐼 ′, 𝐹 ′) — решение для инстанса (𝐴(𝐼 ′, 𝑘), 𝑘) задачи
𝑃2; (ii) 𝐹 — решение для инстанса (𝐴(𝐼 ′, 𝑘), 𝑝(𝑘)) задачи 𝑃2 ⇒ 𝑆2(𝐴(𝐼

′, 𝑘), 𝐼 ′, 𝐹 ) — решение
для инстанса (𝐼 ′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝑃1. Также пусть для каждого инстанса 𝐼 ′ задачи 𝑃1 размер
оптимального решения 𝑂𝑃𝑇 (𝐼 ′) ограничен некоторым полиномом от |𝐼 ′|.Тогда существует
𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для задачи 𝑃1.

Доказательство. Пусть дан инстанс 𝐼 ′ задачи 𝑃1. Для каждого 𝑘 построим инстанс 𝐼 =
𝐴(𝐼 ′, 𝑘) задачи 𝑃2 и найдем 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение 𝐹 для 𝐼. Если |𝐹 | ≤ 𝑝(𝑘), то найдем
𝐹 ′ = 𝑆2(𝐼, 𝐼

′, 𝐹 ), и из всех найденных 𝐹 ′ выберем минимальное по размеру решение 𝐹𝑚𝑖𝑛.
Покажем, что 𝐹𝑚𝑖𝑛 является 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближением для 𝐼 ′. Заметим, что в какой-то мо-
мент мы переберем 𝑘 = 𝑂𝑃𝑇 (𝐼 ′). Пусть 𝐹 ′

𝑂𝑃𝑇 — оптимальное решение для 𝐼 ′. Так как
𝑆1(𝐼, 𝐼

′, 𝐹 ′
𝑂𝑃𝑇 ) выдает решение для 𝐼 размера не больше чем 𝑘, то 𝑂𝑃𝑇 (𝐼) ≤ 𝑘. Тогда мы

найдем решение 𝐹 для 𝐼 размера не больше чем 𝑞(𝑂𝑃𝑇 (𝐼)) ·𝑂𝑃𝑇 (𝐼) ≤ 𝑞(𝑘) ·𝑘 = 𝑝(𝑘), а тогда
𝐹𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑝(𝑘) = 𝑞(𝑂𝑃𝑇 (𝐼 ′)) ·𝑂𝑃𝑇 (𝐼 ′).

2 Простые случаи

В этом разделе мы рассмотрим графы 𝐻, для которых задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing) решаются за полиномиальное время или допускают константное при-
ближение. В результате мы докажем пункты (i) и (ii) гипотез 1 и 2, а также пункт (i) гипотезы
3.
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Лемма 5. Задача 𝐾𝑛-free Edge Deletion допускает полиномиальное решение.

Доказательство. Пусть дан инстанс (𝐺, 𝑘) задачи 𝐾𝑛-free Edge Deletion. Если в 𝐺 нет ин-
дуцированного подграфа, изоморфного 𝐾𝑛, то 𝐹 = ∅ является решением для (𝐺, 𝑘). Если
же в 𝐺 есть индуцированный 𝐾𝑛, то от него невозможно избавиться удалением ребер из 𝐺,
поэтому для такого инстанса решения не существует.

Лемма 6. Задача 𝐾𝑛 − 𝑒-free Edge Deletion допускает полиномиальное решение.

Доказательство. Пусть дан инстанс (𝐺, 𝑘) задачи 𝐾𝑛 − 𝑒-free Edge Deletion. Если в 𝐺 нет
индуцированного подграфа, изоморфного 𝐾𝑛 − 𝑒, то 𝐹 = ∅ является решением для (𝐺, 𝑘). Ес-
ли же в 𝐺 есть индуцированный подграф, изоморфный 𝐾𝑛 − 𝑒, то, чтобы от него избавиться,
нам необходимо удалить конкретное ребро 𝑒′, соответствующее ребру 𝑒 в 𝐾𝑛 − 𝑒. Тогда реше-
нием для (𝐺, 𝑘) будет решение для (𝐺− 𝑒′, 𝑘 − 1), объединенное с ребром 𝑒′. Таким образом,
мы получили полиномиальный алгоритм, решающий 𝐾𝑛 − 𝑒-free Edge Deletion.

Лемма 7. Задача 𝐾𝑛-free Edge Deletion допускает
(︀
𝑛
2

)︀
-приближение.

Доказательство. Пока в графе остается индуцированный подграф, изоморфный 𝐾𝑛, будем
находить его и удалять все ребра в нем. Заметим, что из каждого индуцированного подгра-
фа, изоморфного 𝐾𝑛, необходимо удалить хотя бы одно ребро, поэтому оптимальный ответ
должен пересекать все клики, ребра которых мы удалили. Значит, мы удалили не более(︀
𝑛
2

)︀
·𝑂𝑃𝑇 (𝐺), то есть получили константное приближение.

Лемма 8. Задача 𝐾𝑛-free Edge Editing допускает
(︀
𝑛
2

)︀
-приближение.

Доказательство. Пусть дан инстанс 𝐼𝑒 = (𝐺, 𝑘) задачи 𝐾𝑛-free Edge Editing, и 𝐹 — решение
для этого инстанса. Заметим, что 𝐹 ′ = 𝐹 ∩𝐸(𝐺) является решением для инстанса 𝐼𝑑 = (𝐺, 𝑘)
задачи 𝐾𝑛-free Edge Deletion, поскольку 𝐹 ′ ⊆ 𝐸(𝐺) и 𝐺△𝐹 ′ получается из 𝐺△𝐹 удалением
ребер, а при такой операции не мог образоваться индуцированный 𝐾𝑛. Тогда 𝑂𝑃𝑇 (𝐼𝑑) ≤
𝑂𝑃𝑇 (𝐼𝑒). Воспользуемся приближением для 𝐾𝑛-free Edge Deletion из леммы 7 и получим
решение 𝐹 ′ для 𝐼𝑑. Заметим, что |𝐹 ′| ≤

(︀
𝑛
2

)︀
·𝑂𝑃𝑇 (𝐼𝑑) ≤

(︀
𝑛
2

)︀
·𝑂𝑃𝑇 (𝐼𝑒), и что 𝐹

′ также является
решением для 𝐼𝑒. Таким образом, получили

(︀
𝑛
2

)︀
-приближение для 𝐼𝑒.

Воспользовавшись леммой 3, получаем следующие следствия.

Следствие 1. Задача 𝐾𝑛-free Edge Completion допускает полиномиальное решение.

Следствие 2. Задача (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Completion допускает полиномиальное решение.

Следствие 3. Задача 𝐾𝑛-free Edge Completion допускает
(︀
𝑛
2

)︀
-приближение.

Следствие 4. Задача 𝐾𝑛-free Edge Editing допускает
(︀
𝑛
2

)︀
-приближение.

3 Min Horn Deletion-полные задачи

В этом разделе мы рассмотрим графы 𝐻, для которых задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing) являются Min Horn Deletion-полными. В результате мы докажем пункт
(iii) гипотез 1 и 2, а также пункт (ii) гипотезы 3.

Для начала опишем, какие задачи называются Min Horn Deletion-полными, и введем необ-
ходимые определения. В работе [11] была предпринята попытка классифицировать все задачи
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удовлетворения булевых ограничений в зависимости от сложности их аппроксимации. Для
некоторых задач не удалось установить сложность аппроксимации, но зато удалось разбить
все такие задачи на классы, в которых все задачи эквивалентны друг другу относительно
𝐴-сведений, которые мы определим ниже. Тогда для каждого такого класса можно выбрать
любую задачу в качестве представителя. Одним из таких представителей выбрана задача
Min Horn Deletion. В задаче Min Horn Deletion на вход подается формула 𝜙 в КНФ, каждый
клоз которой содержит либо один произвольный литерал, либо три литерала, из которых
ровно один отрицательный. Требуется найти значения переменных, при которых количество
невыполненных клозов в 𝜙 минимально.

Будем говорить, что задача 𝑃 𝐴-сводится к задаче 𝑄, или, что то же самое, существует
𝐴-сведение от 𝑃 к 𝑄, если существуют два полиномиальных алгоритма 𝐹 и 𝐺, а также
константа 𝛼 такие, что выполняются следующие свойства:
(i) Пусть 𝐼 — инстанс задачи 𝑃 . Тогда 𝐹 (𝐼) — инстанс задачи 𝑄.
(ii) Пусть 𝐼 — инстанс задачи 𝑃 , а 𝑆 — решение для 𝐹 (𝐼). Тогда 𝐺(𝐼, 𝑆) — решение для 𝐼.
(iii) Пусть 𝐼 — инстанс задачи 𝑃 , и 𝑟 ≥ 1. Тогда если 𝑆 является 𝑟-приближением для 𝐹 (𝐼),
то 𝐺(𝐼, 𝑆) является (𝛼𝑟)-приближением для 𝐼.

Заметим также, что 𝐴-сведения являются транзитивными, то есть если 𝑃 𝐴-сводится к
𝑄, а 𝑄 𝐴-сводится к 𝑅, то 𝑃 𝐴-сводится к 𝑅.

Пусть даны две задачи 𝑃 и 𝑄. Будем говорить, что 𝑃 является 𝑄-полной относительно
𝐴-сведений, или же просто 𝑄-полной, если существуют 𝐴-сведения от 𝑃 к 𝑄 и от 𝑄 к 𝑃 . В
работе [3] было показано, что задача (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion является Min Horn Deletion-
полной.

Лемма 9 (Теорема 3 в [3]). Для любого 𝑛 ≥ 5 задача (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion является
Min Horn Deletion-полной относительно A-сведений.

Пользуясь леммой 1, строим 𝐴-сведения с 𝛼 = 1 между (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion и
𝐾𝑛 − 𝑒-free Edge Completion и получаем следующее следствие.

Следствие 5. Для любого 𝑛 ≥ 5 задача 𝐾𝑛 − 𝑒-free Edge Completion является Min Horn
Deletion-полной относительно A-сведений.

Таким образом, для гипотез 1 и 2 пункт (iii) верен. Для того чтобы показать пункт (ii)
гипотезы 3, нам необходимо получить аналогичный результат для (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Editing.
Для доказательства леммы 9 сначала показывалось существование 𝐴-сведения от Min Horn
Deletion-полной задачи к (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion, а потом существование 𝐴-сведения от
(𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion к Min Horn Deletion-полной задаче MinOnes(ℱ) для некоторого
множества ограничений ℱ .

В задаче MinOnes(ℱ) на вход подается множество переменных 𝑋 и набор булевых огра-
ничений, каждое из которых берется из множества ℱ и применяется к некоторому набору
переменных из 𝑋. Требуется найти выполняющий набор для этих ограничений, содержащий
минимальное возможное количество единиц. ℱ для задачи фиксировано и не является ча-
стью входа. Для доказательства леммы 9 в качестве ℱ в работе [3] использовалось множество
{𝑓𝑛, 𝑔𝑛}, где 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥(𝑛2)

) = 0 тогда и только тогда, когда ровно одна из переменных при-

нимает значение 1, 𝑔𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥(𝑛2)−1) = 0 тогда и только тогда, когда все переменные при-

нимают значение 0. В работе было показано, что для такого ℱ задача MinOnes(ℱ) является
Min Horn Deletion-полной. Из результатов, полученных в работе [11], следует, что MinOnes(ℱ)
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является Min Horn Deletion-полной тогда и только тогда, когда Weighted MinOnes(ℱ) являет-
ся Min Horn Deletion-полной, где Weighted MinOnes(ℱ) — это MinOnes(ℱ), в котором каждой
переменной назначен целый неотрицательный вес и требуется найти выполняющий набор,
для которого суммарный вес переменных, которым присвоено значение 1, минимален. Таким
образом, мы получили следующую лемму.

Лемма 10. Для определенного выше ℱ задача Weighted MinOnes(ℱ) — Min Horn Deletion-
полная относительно 𝐴-сведений.

Нам понадобится этот факт для доказательства следующей леммы. Введем задачу
Weighted 𝐻-free Edge Deletion, в которой по заданному графу 𝐺 с целыми неотрицатель-
ными весами на ребрах требуется удалить ребра минимального суммарного веса так, чтобы
в оставшемся графе не оказалось индуцированного графа 𝐻.

Лемма 11. Для любого 𝑛 ≥ 5 задача Weighted (𝐾𝑛−𝑒)-free Edge Deletion является Min Horn
Deletion-полной относительно A-сведений.

Доказательство. Для доказательства Min Horn Deletion-трудности применим тривиальное
сведение от задачи (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion, сделав веса всех ребер равными 1. Такое
сведение является A-сведением с 𝛼 = 1.

Для доказательства Min Horn Deletion-полноты построим 𝐴-сведение от Weighted (𝐾𝑛−𝑒)-
free Edge Deletion к Weighted MinOnes(ℱ), где ℱ = {𝑓𝑛, 𝑔𝑛} определено выше. Пусть дан
инстанс 𝐺 задачи Weighted (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion. Для каждого ребра 𝐺 введем уни-
кальную переменную. Назначение этой переменной единицы будет соответствовать удалению
ребра. Для каждого индуцированного 𝐾𝑛−𝑒 в 𝐺 добавим ограничение 𝑔𝑛(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖

(𝑛2)−1
), где

𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖
(𝑛2)−1

— переменные, соответствующие ребрам этого подграфа. Такие ограничения

соответствуют тому, что из каждого индуцированного 𝐾𝑛 − 𝑒 должно быть удалено хотя бы
одно ребро. Для каждого индуцированного 𝐾𝑛 в 𝐺 добавим ограничение 𝑓𝑛(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖

(𝑛2)
),

где 𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖
(𝑛2)

— переменные, соответствующие ребрам этого подграфа. Такие ограничения

соответствуют тому, что из каждого индуцированного 𝐾𝑛 может быть удалено либо ноль
ребер, либо хотя бы два. Полученный инстанс Weighted MinOnes(ℱ) назовем 𝐼.

Заметим, что 𝐾𝑛 − 𝑒 мог получиться после удаления ребер только из индуцированных
подграфов 𝐾𝑛 и 𝐾𝑛 − 𝑒. Значит, получившихся ограничений достаточно. Пусть 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺).
Пусть {𝑥𝑖 = 1 ⇔ 𝑒𝑖 ∈ 𝐹} — означивание переменных для 𝐼. Тогда 𝐹 — решение для 𝐺 тогда
и только тогда, когда {𝑥𝑖} — выполняющий набор для 𝐼, и 𝑤(𝐹 ) = 𝑤({𝑥𝑖}), где 𝑤 — это вес
решения. Получили 𝐴-сведение с 𝛼 = 1.

Таким образом, существует 𝐴-сведение от Min Horn Deletion-полной задачи к Weighted
(𝐾𝑛− 𝑒)-free Edge Deletion, и существует 𝐴-сведение от Weighted (𝐾𝑛− 𝑒)-free Edge Deletion к
Min Horn Deletion-полной задаче. Значит, Weighted (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion является Min
Horn Deletion-полной относительно 𝐴-сведений.

Теперь мы можем перейти к доказательству того, задачи (𝐾𝑛− 𝑒)-free Edge Editing — Min
Horn Deletion-полные для 𝑛 ≥ 5.

Лемма 12. Для 𝑛 ≥ 5 существует 𝐴-сведение от задачи (𝐾𝑛−𝑒)-free Edge Deletion к задаче
(𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Editing.
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Доказательство. Пусть 𝐺′ — инстанс (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion. Пусть 𝑚 = |𝐸(𝐺′)|, а 𝐶 —
это 𝐾𝑛 − 𝑒, из которого удалено одно произвольное ребро.

Для каждого антиребра 𝑒′ графа 𝐺′ сделаем следующее. Создадим 𝑚2 +1 копию 𝐶 и для
каждой копии отождествим одно из ее антиребер с 𝑒′. Получившийся граф назовем 𝐺. Пусть
𝐹 ′ — решение для 𝐺′. Покажем, что 𝐹 ′ также является решением для инстанса 𝐺 задачи
(𝐾𝑛− 𝑒)-free Edge Editing. Предположим, что это не так и в 𝐺△𝐹 ′ нашелся индуцированный
𝐾𝑛−𝑒. Так как 𝐹 ′ — решение для 𝐺′, то индуцированный𝐾𝑛−𝑒 не может целиком находиться
внутри 𝐺′△𝐹 ′. Целиком внутри некоторой копии 𝐶 он лежать тоже не может, поскольку там
меньше ребер, чем в 𝐾𝑛 − 𝑒. Значит, 𝐾𝑛 − 𝑒 пересекает какую-то копию 𝐶. Но эта копия
отделена от остального графа 2-разделителем, а 𝐾𝑛 − 𝑒 — трехсвязный при 𝑛 ≥ 5, значит, он
не мог пересечь 𝐶. Таким образом, 𝐹 ′ является решением для 𝐺.

Пусть теперь 𝐹 — решение для 𝐺, и |𝐹 | ≤ 𝑚2. Покажем, что 𝐹 ∩𝐸(𝐺′) является решением
для 𝐺′. Пусть в 𝐺′ − (𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′)) нашелся индуцированный 𝐾𝑛 − 𝑒. Если 𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′) = ∅,
то 𝐺′ − (𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′)) — индуцированный подграф 𝐺△𝐹 , а тогда 𝐾𝑛 − 𝑒 в нем нет. Значит,
𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′) ̸= ∅. Рассмотрим 𝑒′ ∈ 𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′). К антиребру 𝑒′ в 𝐺 подвешена 𝑚2 + 1 копия 𝐶.
Все эти копии не имеют общих ребер и антиребер, кроме 𝑒′. Так как |𝐹 | ≤ 𝑚2, то хотя бы для
одной копии 𝐶 ни одно из ее ребер и антиребер, кроме 𝑒′, не принадлежит 𝐹 . Но тогда при
добавлении ребра 𝑒′ 𝐶 превращается в 𝐾𝑛 − 𝑒, и в 𝐺− 𝐹 появится индуцированный 𝐾𝑛 − 𝑒.
Противоречие, значит, 𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′) — решение для 𝐺′.

Таким образом, если 𝐹 ≤ 𝑚2, то мы можем перенести решение с 𝛼 = 1. Заметим, что
𝐹 ′ = 𝐸(𝐺′) является решением для 𝐺′, а тогда и для 𝐺. Значит, 𝑂𝑃𝑇 (𝐺) ≤ 𝑚. Тогда если
|𝐹 | > 𝑚2, то коэффициент приближения 𝑟 > 𝑚. Если 𝐺′ не содержит индуцированного𝐾𝑛−𝑒,
то 𝑂𝑃𝑇 (𝐺′) = ∅. Иначе выводим 𝐹 ′ := 𝐸(𝐺′), что является не более чем𝑚-приближением для
𝐺′, а соответственно, и 𝑟-приближением. Таким образом, мы получили 𝐴-сведение с 𝛼 = 1.

Лемма 13. Для 𝑛 ≥ 5 существует 𝐴-сведение от задачи (𝐾𝑛− 𝑒)-free Edge Editing к задаче
Weighted (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion.

Доказательство. Для начала заметим следующее. Пусть мы хотим изменить минимальное
возможное количество ребер в 𝐺′ так, чтобы в нем не осталось 𝐾𝑛 − 𝑒. Вместо этого можно
добавить в граф все недостающие ребра из 𝐸(𝐺′) и удалять ребра из получившегося графа,
при этом платить единицу штрафа за каждое оставленное ребро из 𝐸(𝐺′) и за каждое уда-
ленное ребро из 𝐸(𝐺′). Тогда минимальный возможный штраф, который нужно заплатить,
чтобы в графе не осталось индуцированного 𝐾𝑛 − 𝑒, будет равен минимальному количеству
ребер, которое нужно изменить, чтобы в 𝐺′ не осталось индуцированного 𝐾𝑛 − 𝑒.

Давайте теперь построим инстанс задачи Weighted (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion, который
бы реализовывал эту идею со штрафованием оставленных ребер из 𝐸(𝐺′). Добавим в 𝐺′ все
отсутствующие ребра и для каждого добавленного ребра 𝑒′ добавим в граф копию 𝐾𝑛 −
𝑒, отождествив одно из ее ребер с 𝑒′. Назовем такую копию 𝐶𝑒′ . Добавленным ребрам из
𝐸(𝐺′) назначим вес 0, всем остальным — вес 1. Полученный граф с весами назовем 𝐺. Пусть
𝐹 ′ — решение для инстанса 𝐺′ задачи (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Editing. Покажем, что его можно
преобразовать в решение 𝐹 для инстанса 𝐺 задачи Weighted (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Deletion за
полиномиальное время, при этом |𝐹 ′| = 𝑤(𝐹 ), где 𝑤(𝐹 ) — вес решения 𝐹 . Каждому 𝑒′ ∈ 𝐸(𝐺′)
сопоставим ребро 𝑞 ∈ 𝐸(𝐶𝑒′)∖{𝑒′}. Пусть 𝐹 = (𝐹 ′∩𝐸(𝐺′))∪(𝐸(𝐺′)∖𝐹 ′)∪{𝑞𝑒′ | 𝑒′ ∈ 𝐹 ′∩𝐸(𝐺′)},
другими словами, в 𝐹 содержатся все антиребра графа 𝐺′△𝐹 ′, а для каждого антиребра 𝐺′,
попавшего в 𝐹 ′, в 𝐹 добавляется некоторое ребро из копии 𝐾𝑛 − 𝑒, соответствующей этому
антиребру.
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Во-первых, заметим, что |𝐹 ′| = 𝑤(𝐹 ). И правда, 𝑤(𝐹 ) = 𝑤(𝐹 ′ ∩ 𝐸(𝐺′)) + 𝑤(𝐸(𝐺′) ∖ 𝐹 ′) +
𝑤({𝑞𝑒′ | 𝑒′ ∈ 𝐹 ′ ∩ 𝐸(𝐺′)}) = |𝐹 ′ ∩ 𝐸(𝐺′)| + 0 + |𝐹 ′ ∩ 𝐸(𝐺′)| = |𝐹 ′|. Во-вторых, покажем, что
𝐺− 𝐹 не содержит индуцированных 𝐾𝑛 − 𝑒. Заметим, что подграф 𝐺− 𝐹 , индуцированный
вершинами 𝑉 (𝐺′), совпадает с 𝐺′△𝐹 ′, поэтому 𝐾𝑛−𝑒 не может лежать целиком внутри этого
подграфа. Также 𝐾𝑛 − 𝑒 не может лежать целиком внутри какого-то 𝐶𝑒′ − 𝐹 , так как для
каждого 𝑒′ ∈ 𝐹 ′ из 𝐶𝑒′ удаляется 𝑞𝑒′ , а для каждого 𝑒

′ /∈ 𝐹 ′ из 𝐶𝑒′ удаляется 𝑒′, в любом случае
получается, что в 𝐶𝑒′ − 𝐹 на одно ребро меньше, чем в 𝐾𝑛 − 𝑒. Значит, 𝐾𝑛 − 𝑒 пересекает
некоторое 𝐶𝑒′ −𝐹 . Но так быть не может, поскольку 𝐶𝑒′ −𝐹 отделяется от остального графа
двумя вершинами, а𝐾𝑛−𝑒— трехсвязный. Таким образом, 𝐹 — решение для 𝐺, и |𝐹 ′| = 𝑤(𝐹 ).

Обратно, пусть 𝐹 — решение для 𝐺. Покажем, что его можно преобразовать в решение 𝐹 ′

для 𝐺′ за полиномиальное время, и при этом |𝐹 ′| ≤ 𝑤(𝐹 ). Пусть 𝐹 ′ = (𝐹∩𝐸(𝐺′))∪(𝐹∩𝐸(𝐺′)).
Заметим, что подграф 𝐺−𝐹 , индуцированный вершинами 𝑉 (𝐺′), совпадает с 𝐺′△𝐹 ′. Таким
образом, в 𝐺′△𝐹 ′ нет индуцированного 𝐾𝑛 − 𝑒. Осталось проверить, что |𝐹 ′| ≤ 𝑤(𝐹 ). |𝐹 ′| =
|𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′)| + |𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′)| = 𝑤(𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′)) + |𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′)|. Заметим, что для каждого ребра
𝑒′ ∈ 𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′) множество 𝐹 должно содержать хотя бы одно ребро из 𝐸(𝐶𝑒′) ∖ {𝑒′}, так
как иначе в 𝐺 − 𝐹 образуется индуцированный 𝐾𝑛 − 𝑒. При этом для разных 𝑒′ эти ребра
различные, так как 𝐶𝑒′ не пересекаются по ребрам, и у всех этих ребер вес 1. Таким образом,
мы показали, что |𝐹∩𝐸(𝐺′)| ≤ 𝑤(𝐹 ∖𝐸(𝐺′)), а тогда |𝐹 ′| ≤ 𝑤(𝐹∩𝐸(𝐺′))+𝑤(𝐹 ∖𝐸(𝐺′)) = 𝑤(𝐹 ).

Таким образом, мы построили 𝐴-сведение от (𝐾𝑛−𝑒)-free Edge Editing к Weighted (𝐾𝑛−𝑒)-
free Edge Deletion с 𝛼 = 1.

Объединяя леммы 12 и 13, получаем результат для задачи (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Editing.
Пользуясь леммой 1, получаем результат для задачи 𝐾𝑛 − 𝑒-free Edge Editing.

Следствие 6. Для любого 𝑛 ≥ 5 задача (𝐾𝑛 − 𝑒)-free Edge Editing является Min Horn
Deletion-полной относительно A-сведений.

Следствие 7. Для любого 𝑛 ≥ 5 задача 𝐾𝑛 − 𝑒-free Edge Editing является Min Horn Deletion-
полной относительно A-сведений.

4 Задачи, не допускающие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃

В этом разделе мы рассмотрим некоторые классы графов 𝐻, для которых задачи 𝐻-free Edge
Deletion (Completion, Editing) не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . При дока-
зательстве отсутствия 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion),
мы будем активно использовать технику, введенную в работе [3]. Также мы покажем, что эту
технику можно обобщить для доказательства отсутствия 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для задач
𝐻-free Edge Editing.

Сначала мы будем доказывать NP-трудность задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion или
Sandwich 𝐻-free Edge Completion, строя полиномиальное сведение от задачи 3-SAT, являю-
щейся одной из известнейших NP-трудных задач. В задаче 3-SAT на вход подается формула
𝜙 в КНФ, каждый клоз которой состоит из ровно трех литералов. Требуется определить,
существует ли выполняющий набор для 𝜙.

Для каждой из задач Sandwich 𝐻-free Edge Deletion и Sandwich 𝐻-free Edge Completion
введем три типа гаджетов: Variable, Clause и Connector гаджеты. Сначала опишем эти га-
джеты для задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion. Variable гаджет — это копия 𝐻 с двумя
добавленными ребрами 𝑒𝑥 и 𝑒¬𝑥. Добавленные ребра являются разрешенными, а остальные
— запрещенными. Удаление ребра 𝑒𝑥 будет соответствовать тому, что 𝑥 = 1, а удаление 𝑒¬𝑥
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— тому, что 𝑥 = 0. Clause гаджет — это копия 𝐻, три ребра 𝑒ℓ1 , 𝑒ℓ2 и 𝑒ℓ3 в которой являют-
ся разрешенными, а остальные — запрещенными. Удаление ребра 𝑒ℓ𝑖 будет соответствовать
тому, что литерал ℓ𝑖 выполнил клоз (ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ ℓ3). Connector гаджет — это копия 𝐻 с одним
добавленным ребром 𝑒𝑖𝑛, в которой 𝑒𝑖𝑛 и еще одно ребро 𝑒𝑜𝑢𝑡, не имеющее общих концов с
𝑒𝑖𝑛, являются разрешенными, а остальные — запрещенными. С помощью Connector гадже-
тов Clause гаджеты будут соединяться с Variable гаджетами, чтобы ребра, соответствующие
переменным и их литералам, удалялись согласованно.

Похожим образом определим эти гаджеты для задачи Sandwich 𝐻-free Edge Completion.
Variable гаджет — это копия 𝐻 с двумя удаленными ребрами 𝑒𝑥 и 𝑒¬𝑥. Полученные антиребра
являются разрешенными, остальные — запрещенными. Добавление ребра 𝑒𝑥 будет соответ-
ствовать тому, что 𝑥 = 1, а добавление 𝑒¬𝑥 — тому, что 𝑥 = 0. Clause гаджет состоит из двух
частей 𝐶1 и 𝐶2, имеющих общее антиребро. 𝐶1 — это копия 𝐻, два антиребра 𝑒ℓ1 и 𝑒ℓ2∨ℓ3
которой являются разрешенными, а остальные — запрещенными. 𝐶2 — это копия 𝐻 с одним
удаленным ребром. Полученное антиребро отождествляется с 𝑒ℓ2∨ℓ3 в 𝐶1. Антиребро 𝑒ℓ2∨ℓ3 и
еще два антиребра 𝑒ℓ2 и 𝑒ℓ3 являются разрешенными, остальные — запрещенными. Добав-
ление ребер будет соответствовать тому, что соответствующие литералы или дизъюнкции
литералов равны единице. Connector гаджет — это 𝐻 с одним удаленным ребром 𝑒𝑖𝑛, в кото-
ром 𝑒𝑖𝑛 и еще одно антиребро 𝑒𝑜𝑢𝑡, не имеющее общих концов с 𝑒𝑖𝑛, являются разрешенными,
а остальные — запрещенными.

Для полноты изложения опишем конструкцию, представленную в работе [3].

Конструкция 1. По инстансу 𝜙 задачи 3-SAT и множеству 𝑆 =
{𝑉 𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒, 𝐶𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒, 𝐶𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟} гаджетов для задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion
(Completion) построим граф 𝐺, состоящий из этих гаджетов. Для каждой перемен-
ной введем свою копию Variable гаджета, для каждого клоза — свою копию Clause
гаджета. Для каждого клоза 𝑐 = (ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ ℓ3) и каждого литерала ℓ ∈ 𝑐 введем цепочку
Connector гаджетов 𝐺ℓ,𝑐

1 , 𝐺ℓ,𝑐
2 , . . . , 𝐺ℓ,𝑐

𝑝+2, где 𝑝 = |𝑉 (𝐻)|. Для каждого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 + 1 ребро

(антиребро) 𝑒𝑜𝑢𝑡 гаджета 𝐺ℓ,𝑐
𝑖 отождествляется с ребром (антиребром) 𝑒𝑖𝑛 гаджета 𝐺ℓ,𝑐

𝑖+1.

Ребро (антиребро) 𝑒𝑜𝑢𝑡 гаджета 𝐺ℓ,𝑐
𝑝+2 отождествляется с ребром (антиребром) 𝑒ℓ Variable

гаджета для переменной, соответствующей литералу ℓ. Ребро (антиребро) 𝑒𝑖𝑛 гаджета
𝐺ℓ,𝑐

1 отождествляется с ребром (антиребром) 𝑒ℓ Clause гаджета для клоза 𝑐. Полученный
граф назовем 𝐺, множество запрещенных ребер (антиребер) — 𝐷.

В работе [3] показано, что по решению 𝐹 для инстанса (𝐺,𝐷) задачи Sandwich 𝐻-free Edge
Deletion (Completion) мы можем за полиномиальное время восстановить выполняющий набор
для формулы 𝜙. При этом доказательство работает для произвольного графа𝐻. Обратное же
верно только для графов 𝐻, обладающих определенными свойствами. В работе [3] показано,
что по выполняющему набору для 𝜙 можно построить решение для (𝐺,𝐷) для трехсвязных
𝐻, содержащих хотя бы два антиребра. Нам же потребуется чуть более общее утверждение.
Для этого рассмотрим еще одну конструкцию.

Конструкция 2. Пусть даны инстанс 𝜙 задачи 3-SAT, выполняющий набор 𝜏 для
𝜙 и множество 𝑆 = {Variable, Clause, Connector} гаджетов для задачи Sandwich 𝐻-
free Edge Deletion (Completion). Применим конструкцию 1 к формуле 𝜙 и гаджетам
{Variable, Clause, Connector}, получим (𝐺,𝐷) — инстанс задачи Sandwich 𝐻-free Edge
Deletion (Completion). Пусть 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺) (𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺)) содержит все ребра (антиребра) 𝑒ℓ
из Variable и Clause гаджетов, где 𝜏(ℓ) = 1. Также 𝐹 содержит все ребра (антиребра) 𝑒𝑖𝑛 и
𝑒𝑜𝑢𝑡 из Connector гаджетов 𝐺ℓ,𝑐

𝑖 , где 𝜏(ℓ) = 1. Результатом конструкции будет граф 𝐺△𝐹 .
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Будем говорить, что 𝐻 пересекает множество {Variable, Clause, Connector} гаджетов, ес-
ли существуют инстанс 𝜙 задачи 3-SAT и выполняющий набор 𝜏 для 𝜙, что если ̃︀𝐺 — ре-
зультат применения конструкции 2 к 𝜙, 𝜏 и {Variable, Clause, Connector}, то в ̃︀𝐺 найдется
индуцированный подграф, изоморфный 𝐻 и содержащий внутренние вершины хотя бы двух
разных гаджетов.

Лемма 14. Пусть дан граф 𝐻, а также Variable, Clause и Connector гаджеты для задачи
Sandwich 𝐻-free Edge Deletion (Completion), и пусть 𝐻 не пересекает эти гаджеты. Тогда
задача Sandwich 𝐻-free Edge Deletion (Completion) — NP-трудная.

Доказательство. Пусть 𝜙 — инстанс задачи 3-SAT. Применим конструкцию 1 к гаджетам
и формуле 𝜙, получим (𝐺,𝐷) — инстанс задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion (Completion).
Если существует выполняющий набор 𝜏 для 𝜙, то по нему построим 𝐹 так, как было описано
в конструкции 2. Так как 𝐻 не пересекает гаджеты по условию, а целиком внутри гаджета
он не может содержаться по построению 𝐹 , то 𝐺 − 𝐹 не содержит индуцированного 𝐻, а
значит, 𝐹 — решение для (𝐺,𝐷). Обратно, если 𝐹 — решение для (𝐺,𝐷), то при любом 𝐻
существует выполняющий набор для 𝜙, как обсуждалось выше. Таким образом, мы получи-
ли полиномиальное сведение 3-SAT к Sandwich 𝐻-free Edge Deletion (Completion), а значит,
задача Sandwich 𝐻-free Edge Deletion (Completion) — NP-трудная.

Из леммы 2 получаем следующее следствие.

Следствие 8. Sandwich 𝐻-free Edge Deletion является NP-трудной ⇔ Sandwich 𝐻-free Edge
Completion является NP-трудной.

Введем понятия еще двух гаджетов: Deletion Enforcer и Completion Enforcer. Deletion
Enforcer для графа 𝐻 — это 𝐻 с одним добавленным ребром, а Completion Enforcer — это 𝐻 с
одним удаленным ребром. Добавленное (удаленное) ребро назовем выделенным. С помощью
этих двух гаджетов мы сможем показывать отсутствие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻-free
Edge Deletion (Completion, Editing) при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Для этого введем еще две конструкции.

Конструкция 3. Даны графы 𝐻 и 𝐺′, а также множество 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺′) и целое число 𝑝 ≥ 0.
Пусть 𝑋 — Deletion Enforcer для 𝐻. Для каждого ребра 𝑒 ∈ 𝐹 построим 𝑝 + 1 копию 𝑋 и
для каждой копии отождествим ее выделенное ребро с 𝑒. Полученный граф назовем 𝐺.

Конструкция 4. Даны графы 𝐻 и 𝐺′, а также множество 𝐹 ⊆ 𝐸(𝐺′) и целое число 𝑝 ≥ 0.
Пусть 𝑋 — Completion Enforcer для 𝐻. Для каждого антиребра 𝑒′ ∈ 𝐹 построим 𝑝 + 1
копию 𝑋 и для каждой копии отождествим ее выделенное антиребро с 𝑒′. Полученный
граф назовем 𝐺.

Будем говорить, что 𝐻 пересекает Deletion (Completion) Enforcer 𝑋, если существует
такой граф 𝐺, что если объединить 𝑋 и 𝐺, отождествив выделенное ребро (антиребро) 𝑋
с некоторым ребром (антиребром) 𝐺, то в полученном графе найдется индуцированный 𝐻,
содержащий вершину из 𝑉 (𝑋) ∖ 𝑉 (𝐺) и вершину из 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝑋).

Лемма 15. Пусть даны граф 𝐻 и Deletion Enforcer 𝑋 для 𝐻. Пусть 𝐻 не пересекает 𝑋.
Тогда (i) Sandwich 𝐻-free Edge Deletion — NP-трудная ⇒ 𝐻-free Edge Deletion не допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 ; (ii) 𝐻-free Edge Completion не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближения ⇒ 𝐻-free Edge Editing не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.
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Доказательство. Первый пункт доказывается в работе [3] для трехсвязных 𝐻 с хотя бы
одним антиребром. Это доказательство естественным образом обобщается на интересующие
нас 𝐻. Для полноты изложения приведем это доказательство. Пусть 𝐻-free Edge Deletion
допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥.
Пусть дан инстанс (𝐺′, 𝐷) задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion. Пусть 𝑘 = |𝐷|. Применим
конструкцию 3 к (𝐻,𝐺′, 𝐷, 𝑝(𝑘)), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝐷). Заметим,
что 𝐹 ′ также является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion, так как
граф 𝐻 не может целиком находиться ни внутри 𝐺′−𝐹 ′, ни Deletion Enforcer’а, и пересекать
Deletion Enforcer он тоже не может. Раз для 𝐻-free Edge Deletion есть 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение,
значит, мы можем найти решение 𝐹 для (𝐺, 𝑝(𝑘)) за полином. Покажем, что 𝐹 ∩𝐸(𝐺′) явля-
ется решением для (𝐺′, 𝐷). Так как в 𝐺− 𝐹 нет индуцированного 𝐻, то и в 𝐺′ − (𝐹 ∩𝐸(𝐺′))
нет индуцированного 𝐻. Значит, осталось проверить только то, что 𝐹 ∩𝐷 = ∅. Пусть это не
так и 𝑒 ∈ 𝐹 ∩ 𝐷. Тогда после удаления 𝑒 из 𝐺 появляется 𝑝(𝑘) + 1 копия графа 𝐻. Причем
ребра этих копий не пересекаются. Тогда, так как |𝐹 | ≤ 𝑝(𝑘), найдется копия, ни одно из
ребер которой не содержится в 𝐹 . Но тогда в 𝐺 найдется 𝐻, противоречие. Таким образом,
если 𝐻-free Edge Deletion допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то мы можем решить Sandwich
𝐻-free Edge Deletion за полиномиальное время, что невозможно, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Значит, при
𝑃 ̸= 𝑁𝑃 задача 𝐻-free Edge Deletion не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.

Для доказательства второго пункта проведем похожие рассуждения. Пусть 𝐻-free Edge
Completion допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином
𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть (𝐺′, 𝑘) — инстанс задачи 𝐻-free Edge Completion. Применим конструк-
цию 3 к (𝐻,𝐺′, 𝐸(𝐺′), 𝑝(𝑘)), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что
𝐹 ′ также является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Editing. Если в 𝐺△𝐹 ′

есть индуцированный 𝐻, то он не мог попасть в 𝐺′△𝐹 ′, так как 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘).
Значит, 𝐻 содержит вершину из какого-то Deletion Enforcer’а. По условию 𝐻 не пересекает
Deletion Enforcer. Тогда 𝐻 целиком лежит внутри 𝑋△𝐹 ′ для некоторой копии 𝑋. Но это
невозможно, так как 𝐹 ′ не содержит ребер из Deletion Enforcer’ов, а тогда 𝑋△𝐹 ′ = 𝑋, а 𝐻 не
является индуцированным подграфом 𝑋. Таким образом, 𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘). Обратно,
пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Editing. Покажем, что 𝐹 ∩𝐸(𝐺′)
— решение для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Completion. Понятно, что 𝐺′△(𝐹 ∩𝐺′)
не содержит индуцированного 𝐻, так как 𝐺′ является подграфом 𝐺. Значит, осталось только
показать, что 𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′) = ∅. Пусть это не так и 𝑒 ∈ 𝐹 ∩ 𝐸(𝐺′). Тогда после удаления 𝑒 из 𝐺
появляется 𝑝(𝑘)+1 копия графа 𝐻. Причем эти копии пересекаются только по ребру 𝑒. Тогда,
так как |𝐹 | ≤ 𝑝(𝑘), найдется копия, ни одно из ребер или антиребер которой не содержится в
𝐹 . Но тогда в 𝐺△𝐹 найдется индуцированный 𝐻, противоречие. По лемме 4 получаем, что
если для задачи 𝐻-free Edge Editing существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для задачи
𝐻-free Edge Completion оно существует.

Аналогичным образом, используя конструкцию 4, можно доказать и следующую лемму.

Лемма 16. Пусть дан граф 𝐻 и Completion Enforcer 𝑋 для 𝐻. Пусть 𝐻 не пересекает
𝑋. Тогда (i) Sandwich 𝐻-free Edge Completion — NP-трудная ⇒ 𝐻-free Edge Completion не
допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 ; (ii) 𝐻-free Edge Deletion не допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения ⇒ 𝐻-free Edge Editing не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.

В работе [3] было доказано отсутствие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближений для задач 𝐻-free Edge
Deletion и 𝐻-free Edge Completion для трехсвязных графов 𝐻 с хотя бы двумя антиребрами,
а также для графов 𝐻, являющихся циклами на хотя бы четырех вершинах или путями на

18



хотя бы пяти вершинах. Комбинируя эти результаты с леммой 3, получаем следующие две
леммы.

Лемма 17. Пусть 𝐻 — это трехсвязный граф с хотя бы двумя антиребрами. Тогда за-
дачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion) и 𝐻-free Edge Deletion (Completion) не допускают
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Лемма 18. Пусть 𝐻 — это цикл на хотя бы четырех вершинах или путь на хотя бы пяти
вершинах. Тогда задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion) и 𝐻-free Edge Deletion (Completion)
не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Докажем аналогичные результаты для задач 𝐻-free Edge Editing.

Лемма 19. Пусть 𝐻 — это трехсвязный граф с хотя бы двумя антиребрами. Тогда задачи
𝐻-free Edge Editing и 𝐻-free Edge Editing не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸=
𝑁𝑃 .

Доказательство. По лемме 17 𝐻-free Edge Deletion не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.
Возьмем копию 𝐻 и удалим из нее произвольное ребро. Получим Completion Enforcer 𝑋 для
𝐻. Так как 𝐻 — трехсвязный граф, то он не пересекает 𝑋. Тогда по лемме 16 у задачи 𝐻-free
Edge Editing нет 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . По лемме 3 у задачи 𝐻-free Edge
Editing тоже нет 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Лемма 20. Пусть 𝐻 — это цикл на хотя бы четырех вершинах или путь на хотя бы пяти
вершинах. Тогда задачи 𝐻-free Edge Editing и 𝐻-free Edge Editing не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Доказательство. Пусть 𝐻 — это цикл на хотя бы четырех вершинах. По лемме 18 задача 𝐻-
free Edge Completion не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Пусть 𝑋 — это 𝐻 с
одним добавленным ребром. Заметим, что 𝑋 — это Deletion Enforcer для 𝐻, и 𝐻 не может пе-
ресечь𝑋, так как у циклов нет 2-разделителей, являющихся ребрами. Таким образом, по лем-
ме 15 мы получаем, что задача 𝐻-free Edge Editing не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при
𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . По лемме 3 задача 𝐻-free Edge Editing тоже не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения
при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Для 𝐻 = 𝑃≥6 воспользуемся леммой 17, так как 𝐻 — это трехсвязный граф с хотя бы
двумя антиребрами. Остался только случай 𝐻 = 𝑃5. По лемме 18 задача 𝐻-free Edge Deletion
не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Пусть 𝑋 — это 𝐻 с удаленным ребром
между двумя вершинами степени два. Тогда 𝑋 — это Completion Enforcer для 𝐻. Предполо-
жим, что 𝐻 пересекает 𝑋. Но тогда у 𝐻 либо должна быть точка сочленения, либо должен
существовать 2-разделитель, по одну сторону от которого будет индуцированный 𝑃4, но это
не так. Таким образом, 𝐻 не пересекает 𝑋, и по лемме 16 мы получаем, что задача 𝐻-free
Edge Editing не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . По лемме 3 задача 𝐻-free
Edge Editing тоже не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Лемма 21. Пусть 𝐻 — регулярный граф, при этом не пустой и не полный. Тогда задачи
𝐻-free Edge Deletion, 𝐻-free Edge Completion и 𝐻-free Edge Editing не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Доказательство. В теореме 3.7 в работе [14] доказывается, что если граф 𝐻 регулярный, но
не пустой и не полный, то 𝐻 или𝐻 — это трехсвязный граф с хотя бы двумя антиребрами или
цикл на хотя бы четырех вершинах. Но тогда по леммам 17, 18, 19 и 20 задачи 𝐻-free Edge
Deletion, 𝐻-free Edge Completion и 𝐻-free Edge Editing не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения
при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .
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5 Общий случай

Для каждой из гипотез 1, 2 и 3 мы доказали все пункты, кроме последнего. В этом разделе
мы покажем, что для завершения доказательства достаточно доказать отсутствие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближения для задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) только для определенного
множества графов 𝐻. Для этого мы введем алгоритм, который по графу 𝐻 будет полу-
чать граф 𝐻 ′ такой, что если существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для задачи 𝐻-free Edge
Deletion (Completion, Editing), то существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение и для задачи 𝐻 ′-free
Edge Deletion (Completion, Editing). Нам понадобится следующая конструкция, введенная в
работе [2].

Конструкция 5. Даны (𝐺′, 𝑝,𝐻, 𝑉 ′), где 𝐺′, 𝐻 — графы, 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 (𝐻), 𝑝 ∈ N. Для каждой
инъективной функции 𝑓 : 𝑉 ′ → 𝑉 (𝐺′) делаем следующее. Добавляем множества вершин
𝑉1, . . . , 𝑉𝑝+1 и вводим биекции 𝑔1, . . . , 𝑔𝑝+1 такие, что 𝑔𝑖 : 𝑉 (𝐻) → (𝑓(𝑉 ′)∪𝑉𝑖) и ∀𝑣 ∈ 𝑉 ′ 𝑔(𝑣) =
𝑓(𝑣). Для каждого 𝑉𝑖 добавляем ребра: 𝐸𝑖 = {(𝑢, 𝑣) | 𝑢 ∈ (𝑓(𝑉 ′)∪𝑉𝑖), 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖, (𝑔

−1
𝑖 (𝑢), 𝑔−1

𝑖 (𝑣)) ∈
𝐸(𝐻)}. Получившийся граф назовем 𝐺.

Неформально говоря, при построении этой конструкции мы рассмотрели все потенциаль-
но возможные способы найти индуцированный 𝐻[𝑉 ′] в 𝐺′△𝐹 для произвольного 𝐹 и для
каждого такого способа добавили 𝑝+ 1 надстройку, достраивающую 𝐻.

Лемма 22. Пусть 𝐺 — это результат применения конструкции 5 к (𝐺′, 𝑝,𝐻, 𝑉 ′) и 𝐻 ′ =
𝐻[𝑉 ′]. Пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing). Тогда 𝐹 ∩𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion
(Completion, Editing).

Доказательство. Предположим, что это не так и 𝐹 ∩ 𝐺′ не является решением для (𝐺′, 𝑝).

Тогда (𝐺′△(𝐹 ∩𝐺′))[̃︀𝑉 ] = 𝐻 ′ для некоторого ̃︀𝑉 ⊆ 𝑉 (𝐺′). Тогда среди надстроек 𝑉1, . . . , 𝑉𝑝+1,

соответствующих ̃︀𝑉 и биекции между 𝑉 ′ и ̃︀𝑉 , найдется надстройка 𝑉𝑖, ребра которой не
содержатся в 𝐹 . Но тогда (𝐺△𝐹 )[̃︀𝑉 ∪ 𝑉𝑖] = 𝐻, и мы получаем противоречие с тем, что 𝐹 —
решение для (𝐺, 𝑝).

Для доказательства некоторых из дальнейших утверждений нам потребуется еще и обрат-
ное утверждение, а именно что если 𝐹 ′ — решение для инстанса (𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge
Deletion (Editing), то 𝐹 ′ является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Editing). Однако это утверждение выполняется не для всех 𝐻 и 𝐻 ′, поэтому его придется
доказывать в каждом случае отдельно.

Лемма 23. Пусть 𝐻 — нерегулярный граф, и пусть 𝐻 ′ = 𝐻 − 𝑉ℓ. Тогда если для 𝐻-free
Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для 𝐻 ′-free
Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Доказательство. Пусть задача𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть дан ин-
станс (𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 5 к
(𝐺′, 𝑝(𝑘), 𝐻, 𝑉 (𝐻 ′)), получим граф 𝐺.

Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ также является решением для инстанса
(𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). Предположим, что это не так, тогда
в 𝐺△𝐹 ′ нашелся индуцированный 𝐻. Рассмотрим вершины 𝐻, попавшие в 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′).
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Степень любой вершины из 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′) равна ℓ в 𝐺△𝐹 ′, а значит, вершины 𝐻 со степенью
больше чем ℓ не могли попасть в 𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′). Но тогда 𝐻 ′ целиком лежит в 𝐺′△𝐹 ′, получаем
противоречие с тем, что 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘).

Обратно, пусть 𝐹 — решение для (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing). Тогда по лемме 22 𝐹 ∩ 𝐺′ является решением для (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻 ′-free Edge
Deletion (Completion, Editing). Тогда по лемме 4 мы получаем, что из существования
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) следует существо-
вание 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing).

Лемма 24. Пусть 𝐻 — нерегулярный граф, и пусть 𝐻 ′ = 𝐻 − 𝑉ℎ. Тогда если для 𝐻-free
Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для 𝐻 ′-free
Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Доказательство. Пусть для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. Тогда по лемме 3 для задачи 𝐻-free Edge Completion (Deletion,
Editing) тоже существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, и по лемме 23 для задачи (𝐻−𝑉ℓ(𝐻))-free
Edge Completion (Deletion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.𝐻−𝑉ℓ(𝐻) = 𝐻 − 𝑉ℎ,
поэтому для задачи 𝐻 − 𝑉ℎ-free Edge Completion (Deletion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение, а тогда по лемме 3 и для задачи (𝐻−𝑉ℎ)-free Edge Deletion (Completion, Editing)
существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Наш алгоритм мы будем строить по образу алгоритма из статьи [14], посвященной су-
ществованию полиномиальных ядер для задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). В
статье вводились следующие множества.

𝒳𝐷 = {𝐶ℓ, 𝐶ℓ | ℓ ≥ 4}
∪ {𝑃ℓ, 𝑃ℓ | ℓ ≥ 5}
∪ {𝐻 | 𝐻 — регулярный, но не пустой и не полный}
∪ {𝐻 | 𝐻 — трехсвязный, но не полный}
∪ {𝐻 | 𝐻— трехсвязный с хотя бы двумя антиребрами}

𝒳𝐸 = 𝒳𝐷 ∪ {𝐾𝑛 − 𝑒 | 𝑛 ≥ 5}
𝒴𝐸 = {𝐾𝑛, 𝐾𝑛 | 𝑛 ≥ 1}

∪ {𝐻 | 𝐻 ̸= 𝐶4, 𝐻 ̸= 𝐶4, |𝑉 (𝐻)| ≤ 4}
𝒴𝐷 = 𝒴𝐸 ∪ {𝐾𝑛 − 𝑒 | 𝑛 ≥ 5}

В 𝒳𝐷 и 𝒳𝐸 попадали графы, для которых задачи 𝐻-free Edge Deletion и 𝐻-free Edge
Editing соответственно не допускали полиномиального ядра, а в 𝒴𝐷 и 𝒴𝐸 попадали графы
на менее чем пяти вершинах (кроме 𝐶4) и графы, для которых соответствующие задачи
допускали полиномиальное ядро. По аналогии построим множества 𝒳 и 𝒴 , подходящие для
наших целей.
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𝒳 = {𝐶ℓ, 𝐶ℓ | ℓ ≥ 4}
∪ {𝑃ℓ, 𝑃ℓ | ℓ ≥ 5}
∪ {𝐻 | 𝐻 — регулярный, но не пустой и не полный}
∪ {𝐻 | 𝐻 — трехсвязный с хотя бы двумя антиребрами}
∪ {𝐻 | 𝐻— трехсвязный с хотя бы двумя антиребрами}

𝒴 = {𝐾𝑛, 𝐾𝑛 | 𝑛 ≥ 1}
∪ {𝐾𝑛 − 𝑒,𝐾𝑛 − 𝑒 | 𝑛 ≥ 5}
∪ {𝐻 | 𝐻 ̸= 𝐶4, 𝐻 ̸= 𝐶4, |𝑉 (𝐻)| ≤ 4}

Заметим, что 𝒳 = 𝒳𝐷 ∖ {𝐾𝑛 − 𝑒 | 𝑛 ≥ 5}, и 𝒴 = 𝒴𝐷 ∪ {𝐾𝑛 − 𝑒 | 𝑛 ≥ 5}. Также заметим,
что 𝒳𝐷 ∪𝒴𝐷 = 𝒳𝐸 ∪𝒴𝐸 = 𝒳 ∪𝒴 = 𝒳 ∪𝒴 . Для того чтобы завершить доказательство гипотез
1, 2 и 3, нам осталось доказать только последние их пункты, а именно достаточно дока-
зать, что для графов 𝐻 /∈ 𝒴 задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не допускают
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближений. Давайте покажем, что достаточно доказать отсутствие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближений не для всех графов 𝐻 /∈ 𝒴 , а только для какого-то их подмножества. Для этого
рассмотрим следующий алгоритм.

Churn(𝐻) :

Шаг 1: Если 𝐻 регулярный, то вернуть 𝐻.

Шаг 2: Если 𝐻 − 𝑉ℓ /∈ 𝒴 , то вернуть Churn(𝐻 − 𝑉ℓ).

Шаг 3: Если 𝐻 − 𝑉ℎ /∈ 𝒴 , то вернуть Churn(𝐻 − 𝑉ℎ).

Шаг 4: Вернуть 𝐻.

Лемма 25. Если 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение, то и Churn(𝐻)-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение.

Доказательство. Churn(𝐻) получается из 𝐻 конечной последовательностью удалений 𝑉ℓ

или 𝑉ℎ. Проведем индукцию по длине 𝑠 этой последовательности. При 𝑠 = 0 получаем, что
Churn(𝐻) = 𝐻 и утверждение очевидно. Пусть 𝑠 ≥ 1. Пусть 𝐻 ′ — это 𝐻−𝑉ℓ, если 𝐻−𝑉ℓ /∈ 𝒴 ,
и 𝐻 − 𝑉ℎ иначе. Тогда по леммам 23 и 24 если 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing)
допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) тоже до-
пускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. А тогда по индукционному предположению Churn(𝐻 ′)-free
Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. Так как Churn(𝐻) =
Churn(𝐻 ′), то Churn(𝐻)-free Edge Deletion (Completion, Editing) тоже допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение.

Таким образом, если существует граф 𝐻 /∈ 𝒴 такой, что для задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то для задачи Churn(𝐻)-free Edge
Deletion (Completion, Editing) тоже существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 ) приближение, поэтому достаточно
доказывать отсутствие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения только для графов, равных Churn(𝐻) для
некоторого 𝐻 /∈ 𝒴 . Таким образом, нам интересно понять, какие графы образуют множество
{Churn(𝐻) | 𝐻 /∈ 𝒴}. Во-первых, это могут быть регулярные графы. Заметим, что Churn(𝐻)
запускается на не пустом и не полном графе 𝐻, при этом в ходе алгоритма мы никогда не
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переходим к пустому или полному графу, так как такой граф лежит в 𝒴 . Таким образом, если
мы получили регулярный граф на выходе алгоритма, то этот граф не пустой и не полный,
а значит, лежит в 𝒳 . Если мы получили граф 𝐻, не являющийся регулярным, то мы знаем,
что 𝐻 − 𝑉ℓ ∈ 𝒴 и 𝐻 − 𝑉ℎ ∈ 𝒴 .

Пусть 𝒲 — множество графов, определенное в разделе 1. В работе [14] в леммах 3.8 —
3.23 показали следующий факт.

Лемма 26. Пусть 𝐻 /∈ 𝒳 ∪ 𝒴 и пусть 𝐻 − 𝑉ℓ ∈ 𝒴𝐷 и 𝐻 − 𝑉ℎ ∈ 𝒴𝐷. Тогда 𝐻 ∈ 𝒲.

Осталось понять, что происходит с графами𝐻, для которых {𝐻−𝑉ℓ, 𝐻−𝑉ℎ} = {𝐾𝑛−𝑒, 𝑆},
где 𝑛 ≥ 5 и 𝑆 ∈ 𝒴 . Введем обозначения {𝑉1, 𝑉2} = {𝑉ℓ, 𝑉ℎ} такие, что 𝐻 − 𝑉1 = 𝐾𝑛 − 𝑒, а
𝐻−𝑉2 ∈ 𝒴 . Пусть 𝐻 такой, что 𝐻−𝑉1 = 𝐾𝑛−𝑒, а 𝐻−𝑉2 ∈ 𝒴𝐸∪{𝐾𝑚−𝑒 | 𝑚 ≥ 5}. Рассмотрим
𝐻. Для него 𝐻 − 𝑉1 = 𝐾𝑛 − 𝑒 ∈ 𝒴𝐷, 𝐻 − 𝑉2 ∈ 𝒴𝐸 ∪ {𝐾𝑚 − 𝑒 | 𝑚 ≥ 5} = 𝒴𝐷. При этом 𝑉1 и
𝑉2 — это множества вершин наименьшей и наибольшей степени в 𝐻. Тогда по лемме 26 если
𝐻 /∈ 𝒳 ∪ 𝒴 , то 𝐻 ∈ 𝒲 . Тогда если 𝐻 /∈ 𝒳 ∪ 𝒴 , то 𝐻 ∈ 𝒲 , что эквивалентно тому, что если
𝐻 /∈ 𝒳 ∪ 𝒴 , то 𝐻 ∈ 𝒲 , поскольку 𝒳 ∪ 𝒴 = 𝒳 ∪ 𝒴 , и 𝒲 = 𝒲 . Таким образом, остался только
случай, когда 𝐻 − 𝑉1 = 𝐾𝑛 − 𝑒, а 𝐻 − 𝑉2 = 𝐾𝑚 − 𝑒, где 𝑛,𝑚 ≥ 5. Назовем множество таких
графов 𝐻 множеством 𝒰 . Таким образом, получаем следующую лемму.

Лемма 27. Пусть 𝐻 /∈ 𝒳 ∪ 𝒴 и пусть 𝐻 − 𝑉ℓ ∈ 𝒴 и 𝐻 − 𝑉ℎ ∈ 𝒴. Тогда 𝐻 ∈ 𝒲 ∪ 𝒰 .

Следствие 9. Пусть 𝐻 /∈ 𝒴. Тогда Churn(𝐻) ∈ 𝒳 ∪𝒲 ∪ 𝒰 .

Назовем множество графов ℒ хорошим для Deletion (Completion, Editing) задач, если для
него выполнено следующее свойство. Пусть 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Пусть в 𝐻 хотя бы пять вершин, 𝐻 /∈
𝒴 и задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.
Тогда найдется такой граф 𝐻 ′ ∈ ℒ, что задача 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing)
допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение и |𝑉 (𝐻 ′)| ≤ |𝑉 (𝐻)|. Назовем множество ℒ хорошим, если
оно является хорошим для Deletion, Completion и Editing задач одновременно.

Лемма 28. Пусть ℒ — хорошее множество для Deletion (Completion, Editing) задач. Тогда
если для всех графов 𝐻 ∈ ℒ задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 , то и для всех графов 𝐻 /∈ 𝒴 задача 𝐻-free Edge
Deletion (Completion, Editing) не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Доказательство. Пусть 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 и граф 𝐻 /∈ 𝒴 такой, что задача 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. Если в 𝐻 хотя бы пять вершин, то
по определению хорошего множества для Deletion (Completion, Editing) задач в ℒ найдется
граф 𝐻 ′ такой, что задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение, а по условию это не так. Значит, в 𝐻 не более четырех вершин. Тогда 𝐻 — это
𝐶4 или 𝐶4. Но по леммам 18 и 20 задачи 𝐶4-free Edge Deletion (Completion, Editing) и 𝐶4-free
Edge Deletion (Completion, Editing) не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Лемма 29. Множество 𝒲 ∪ 𝒰 — хорошее.

Доказательство. Пусть 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Пусть в 𝐻 хотя бы пять вершин, 𝐻 /∈ 𝒴 и задача 𝐻-
free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. По лемме 25
Churn(𝐻) тоже допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. По следствию 9 Churn(𝐻) ∈ 𝒳 ∪𝒲 ∪ 𝒰 .
Задачи, соответствующие графам из 𝒳 , не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 ,
а значит, интересующий нас граф 𝐻 ′ = Churn(𝐻) находится в 𝒲 ∪𝒰 . Осталось только заме-
тить, что Churn(𝐻) не увеличивает количество вершин в графе.
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Суть хорошего множества в том, что вместо того, чтобы доказывать последний пункт
гипотез для всех 𝐻 /∈ 𝒴 , мы можем доказывать его только для графов из этого множества.
На данный момент мы смогли ограничиться множеством 𝒲 ∪ 𝒰 . Далее мы будем убирать
графы из этого множества и в итоге получим конечное множество графов, для которых
достаточно проверить гипотезы.

Лемма 30. Пусть ℒ — хорошее множество для Deletion (Completion, Editing) задач, и
пусть 𝐻 ∈ ℒ такой, что для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не существу-
ет 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Тогда ℒ∖{𝐻} — хорошее множество для Deletion
(Completion, Editing) задач.

Доказательство. Пусть это не так и множество ℒ ∖ {𝐻} не является хорошим для Deletion
(Completion, Editing) задач. Значит, 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 и нашелся граф 𝐺 /∈ 𝒴 с хотя бы пятью вер-
шинами такой, что для задачи 𝐺-free Edge Deletion (Completion, Editing) есть 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение, при этом для всех графов из ℒ∖{𝐻} с количеством вершин, не превосходящим
|𝑉 (𝐺)|, 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для соответствующих им задач нет. Тогда, так как ℒ хоро-
шее для Deletion (Completion, Editing) задач, для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, но по условию это не так.

Лемма 31. Пусть ℒ — хорошее множество для Deletion (Completion, Editing) задач. Пусть
𝐻 ∈ ℒ, а 𝐻 ′ — такой граф, что если для 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) суще-
ствует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) суще-
ствует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. При этом 𝐻 ′ /∈ 𝒴 и |𝑉 (𝐻 ′)| < |𝑉 (𝐻)|. Тогда множество
ℒ ∖ {𝐻} — хорошее для задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing).

Доказательство. Пусть это не так и множество ℒ ∖ {𝐻} не является хорошим для Deletion
(Completion, Editing) задач. Значит, 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 и нашелся граф 𝐺 /∈ 𝒴 с хотя бы пятью вер-
шинами такой, что для задачи 𝐺-free Edge Deletion (Completion, Editing) есть 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение, при этом для всех графов из ℒ ∖ {𝐻} с количеством вершин, не превосхо-
дящим |𝑉 (𝐺)|, 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для соответствующих им задач нет. Тогда так как
ℒ — хорошее для Deletion (Completion, Editing) задач, то 𝑉 (𝐻) ≤ 𝑉 (𝐺) и для задачи 𝐻-
free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, а тогда и для
задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. То-
гда 𝐻 ′ не равен 𝐶4 или 𝐶4, поскольку по леммам 18 и 20 для задач 𝐶4-free Edge Deletion
(Completion, Editing) и 𝐶4-free Edge Deletion (Completion, Editing) не существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Тогда в 𝐻 ′ хотя бы пять вершин. Тогда должен существовать
граф 𝐻 ′′ ∈ ℒ такой, что |𝑉 (𝐻 ′′)| ≤ |𝑉 (𝐻 ′)| < |𝑉 (𝐻)| и для задачи 𝐻 ′′-free Edge Deletion
(Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. Так как в 𝐻 ′′ строго меньше вер-
шин, чем в 𝐻, то 𝐻 ′′ ∈ ℒ∖{𝐻}. Противоречие, так как мы предполагали, что для всех графов
из ℒ ∖ {𝐻} с количеством вершин, не превосходящим |𝑉 (𝐺)|, у соответствующих им задач
нет 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.

Назовем граф𝐻 неинтересным для Deletion (Completion, Editing) задач, если либо для за-
дачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при
𝑃 ̸= 𝑁𝑃 , либо существует граф 𝐻 ′ /∈ 𝒴 такой, что |𝑉 (𝐻 ′)| < |𝑉 (𝐻)| и из существования
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) следует су-
ществование 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing).
Назовем граф 𝐻 неинтересным, если он является неинтересным для Deletion, Completion и
Editing задач одновременно. И лемм 30 и 31 получаем следующее следствие.
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Следствие 10. Пусть ℒ — хорошее множество, а 𝐻 — неинтересный граф. Тогда множе-
ство ℒ ∖ {𝐻} — хорошее.

Таким образом, мы показали, что неинтересные графы всегда можно убрать из хорошего
множества, оставив это множество хорошим. Далее мы будем показывать для разных графов
из 𝒲 ∪ 𝒰 , что они являются неинтересными, и таким образом получим хорошее множество,
состоящее из конечного числа графов. Отметим также следующую лемму.

Лемма 32. 𝐻 — неинтересный ⇔ 𝐻 — неинтересный.

Доказательство. Покажем, что если 𝐻 — неинтересный для Deletion (Completion, Editing)
задач, то 𝐻 — неинтересный для Completion (Deletion, Editing) задач. Тогда мы получим,
что 𝐻 — неинтересный. Пусть задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не допуска-
ет 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Тогда по лемме 3 задача 𝐻-free Edge Completion
(Deletion, Editing) тоже не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Пусть существу-
ет такой граф 𝐻 ′ /∈ 𝒴 , что |𝑉 (𝐻 ′)| < |𝑉 (𝐻)| и из существования 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения
для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) следует существование 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближения для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Если задача 𝐻-free Edge
Completion (Deletion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то по лемме 3 задача𝐻-free
Edge Deletion (Completion, Editing) тоже допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, а тогда и 𝐻 ′-
free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, и снова по лемме
3 задача 𝐻 ′-free Edge Completion (Deletion, Editing) допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. При
этом 𝐻 ′ /∈ 𝒴 и |𝑉 (𝐻 ′)| < |𝑉 (𝐻)|. Таким образом, 𝐻 — неинтересный.

6 Избавляемся от графов из множества 𝒰

В этом разделе мы покажем, что все графы из множества 𝒰 являются неинтересными и их
можно убрать из рассмотрения. Нам понадобятся некоторые утверждения для графов вида
𝐾𝑛 − 𝑒 с галочками, то есть с вершинами степени два, оба соседа которых лежат в 𝐾𝑛 − 𝑒.
Назовем вершиной галочки вершину степени два, соседи которой лежат в𝐾𝑛−𝑒, а основанием
галочки — соседей вершины этой галочки.

Лемма 33. Пусть 𝐻 — это 𝐾𝑛 − 𝑒 хотя бы с тремя галочками для некоторого 𝑛 ≥ 5.
Пусть при этом существует пара галочек с непересекающимися основаниями. Тогда задачи
Sandwich 𝐻-free Edge Deletion и Sandwich 𝐻-free Edge Completion — NP-трудные.

Доказательство. Рассмотрим две галочки 𝐴 и 𝐵 с непересекающимися основаниями и еще
одну произвольную галочку 𝐶. Определим 𝑒1 как антиребро между вершинами галочек 𝐴
и 𝐵. Если основание 𝐶 совпадает с основанием 𝐴, то определим 𝑒2 как антиребро между
вершинами галочек 𝐵 и 𝐶. Иначе 𝑒2 — это антиребро между вершинами галочек 𝐴 и 𝐶.
Будем использовать введенные антиребра 𝑒1 и 𝑒2 для построения Variable, Clause и Connector
гаджетов для задач Sandwich 𝐻-free Edge Deletion и Sandwich 𝐻-free Edge Completion.

Рассмотрим произвольный 2-разделитель (𝑢, 𝑣) графа 𝐻. Заметим, что он является осно-
ванием галочки, а тогда по одну сторону от него в 𝐻 лежит галочка, а по другую — граф
𝐾𝑛 − 𝑒. Предположим, что 𝐻 пересекает гаджеты. Тогда найдется граф 𝐺, полученный при-
менением конструкции 2 к некоторой выполнимой формуле 𝜙, выполняющему набору 𝜏 для
𝜙 и {Variable, Clause, Connector}, множество вершин 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 (𝐺) такое, что индуцирован-
ный подграф 𝐺[𝑉 ′] изоморфен 𝐻, а также ребро или антиребро 𝑞 графа 𝐺 такое, что (i) 𝑞
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принадлежит хотя бы двум гаджетам, а следовательно, соответствует в них разрешенным
ребрам (антиребрам); (ii) 𝑞 является 2-разделителем в 𝐺[𝑉 ′], соответствующим некоторому
2-разделителю (𝑢, 𝑣) в 𝐻. Так как 𝐾𝑛 − 𝑒 — трехсвязный, то он целиком лежит в одном
каком-то гаджете, при этом одно из его ребер (антиребер) попадает в 𝑞, то есть является
разрешенным. Поэтому будем строить гаджеты так, чтобы это не выполнялось.

Для начала построим гаджеты для задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion. В качестве
Variable гаджета возьмем копию 𝐻 с добавленными 𝑒1 и 𝑒2, при этом ребра 𝑒1 и 𝑒2 будут
разрешенными, а остальные — запрещенными. Покажем, что вне зависимости от того, какое
из разрешенных ребер будет удалено из данного гаджета, в полученном графе не найдет-
ся индуцированного подграфа 𝐾𝑛 − 𝑒, содержащего обе вершины какого-либо разрешенного
ребра. Для этого заметим, что у концов 𝑒1 нет общих соседей, а у концов 𝑒2 не более одного
общего соседа, но при этом у любой пары вершин в 𝐾𝑛 − 𝑒 есть хотя бы два общих соседа. В
качестве Clause гаджета возьмем копию 𝐻, выберем любые три ребра на галочках и сделаем
их разрешенными, а остальные — запрещенными. Заметим, что для каждого разрешенного
ребра степень одного из его концов не превосходит двух при любом способе удаления раз-
решенных ребер, а в 𝐾𝑛 − 𝑒 у любой вершины степень хотя бы три. В качестве Connector
гаджета возьмем копию 𝐻, добавим в нее ребро 𝑒1 и сделаем 𝑒1 разрешенным. Также сделаем
разрешенным еще одно ребро из галочки 𝐶. Остальные ребра будут запрещенными. По тем
же причинам, что и для Variable и Clause гаджетов, в Connector гаджете не найдется инду-
цированного 𝐾𝑛 − 𝑒, содержащего обе вершины какого-либо разрешенного ребра при любом
способе удаления разрешенных ребер. Таким образом, мы построили такие гаджеты для за-
дачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion, что 𝐻 не пересекает эти гаджеты. Тогда по лемме 14
задача Sandwich 𝐻-free Edge Deletion — NP-трудная.

Теперь построим гаджеты для задачи Sandwich 𝐻-free Edge Completion. В качестве
Variable гаджета возьмем копию 𝐻, удалим в ней два произвольных ребра из галочек и
сделаем получившиеся антиребра разрешенными, а остальные — запрещенными. Clause гад-
жет будет состоять из двух частей 𝐶1 и 𝐶2. 𝐶1 — это копия 𝐻, в которой антиребра 𝑒1 и 𝑒2
являются разрешенными, а остальные — запрещенными. 𝐶2 — это копия 𝐶1, в которой также
удалено и разрешено произвольное ребро какой-то галочки. В качестве Connector гаджета
мы возьмем копию 𝐻 с одним удаленными ребром 𝑒𝑖𝑛, лежащем в галочке 𝐶, и антиребром
𝑒𝑜𝑢𝑡 = 𝑒1. Антиребра 𝑒𝑖𝑛 и 𝑒𝑜𝑢𝑡 будут разрешенными, остальные — запрещенными. Заметим,
что для каждого построенного гаджета и для каждого разрешенного антиребра 𝑒′ этого га-
джета либо при любом способе добавления разрешенных антиребер в гаджете найдется не
более одного общего соседа для концов 𝑒′, либо при любом способе добавления разрешенных
антиребер один из концов 𝑒′ будет иметь степень не более двух в этом гаджете. Выше мы
показали, что в этом случае в гаджете не может появиться индуцированного 𝐾𝑛−𝑒, содержа-
щего оба конца 𝑒′. Таким образом, мы построили такие гаджеты для задачи Sandwich 𝐻-free
Edge Completion, что 𝐻 не пересекает эти гаджеты. Тогда по лемме 14 задача Sandwich 𝐻-free
Edge Completion — NP-трудная.

Лемма 34. Пусть 𝐻 — это 𝐾𝑛−𝑒 с галочками для некоторого 𝑛 ≥ 5. Пусть при этом суще-
ствует пара галочек с непересекающимися основаниями. Тогда существует такой Deletion
Enforcer 𝑋, что 𝐻 не пересекает 𝑋.

Доказательство. Рассмотрим произвольный 2-разделитель для 𝐻. По обе стороны от раз-
делителя окажется вершина, смежная с обеими вершинами этого разделителя. Тогда, если 𝐻
пересекает Deletion Enforcer, то в этом Deletion Enforcer’е должна найтись вершина, смежная
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с обоими концами выделенного ребра. Рассмотрим Deletion Enforcer 𝑋 — копию 𝐻 с добав-
ленным выделенным ребром, соединяющим вершины галочек с непересекающимися основа-
ниями. У концов выделенного ребра в 𝑋 нет общих соседей. Таким образом, 𝐻 не пересекает
𝑋.

Лемма 35. Пусть 𝐻 — это 𝐾𝑛 − 𝑒 с галочками для некоторого 𝑛 ≥ 5. Тогда существует
такой Completion Enforcer 𝑋, что 𝐻 не пересекает 𝑋.

Доказательство. Заметим, что любой 2-разделитель 𝐻 — это основание какой-то галочки.
Тогда, если в 𝐻 у всех галочек основание — это ребро, то нам подойдет любой Completion
Enforcer. Пусть есть галочка 𝐴, основание которой — антиребро. Для 𝐻 верно, что для лю-
бого 2-разделителя по обе стороны от разделителя найдется вершина, соединенная с обеи-
ми вершинами этого разделителя. Тогда если 𝐻 пересекает Completion Enforcer, то в этом
Completion Enforcer’е должна найтись вершина, смежная с обоими концами выделенного ан-
тиребра. В качестве Completion Enforcer’а 𝑋 возьмем копию 𝐻 и удалим в нем одно из ребер
галочки 𝐴. Тогда у концов выделенного антиребра в 𝑋 нет общих соседей. Таким образом,
𝐻 не пересекает 𝑋.

Пользуясь леммами 15 и 16, получаем следующие следствия.

Следствие 11. Пусть 𝐻 — это 𝐾𝑛−𝑒 с галочками для некоторого 𝑛 ≥ 5. Пусть при этом
существует пара галочек с непересекающимися основаниями. Тогда если задача Sandwich 𝐻-
free Edge Deletion (Completion) NP-трудная, то для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion)
не существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Следствие 12. Пусть 𝐻 — это 𝐾𝑛 − 𝑒 с галочками для некоторого 𝑛 ≥ 5. Тогда если для
задачи 𝐻-free Edge Deletion не существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, то и для задачи 𝐻-free
Edge Editing не существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения.

Теперь мы готовы перейти к доказательству того, что графы из множества 𝒰 — неинте-
ресные. Для графа 𝐻 ∈ 𝒰 выполняется 𝐻 − 𝑉1 = 𝐾𝑛 − 𝑒 и 𝐻 − 𝑉2 = 𝐾𝑚 − 𝑞, где 𝑛,𝑚 ≥ 5.
Рассмотрим несколько случаев в зависимости от расположения ребра 𝑞 и антиребра 𝑒 в 𝐻.

Лемма 36. Пусть 𝐻 ∈ 𝒰 и 𝑞 ∈ 𝐻[𝑉ℓ]. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Доказательство. В 𝐾𝑚 − 𝑞 хотя бы три изолированных вершины, а значит, в 𝐻 − 𝑉 (𝑞) хотя
бы три антиребра, поэтому 𝐻 − 𝑉 (𝑞) не полный и не равен 𝐾𝑡 − 𝑒 ни для какого 𝑡. Также
𝐻 − 𝑉 (𝑞) содержит больше одного ребра и хотя бы пять вершин, так как содержит 𝐾𝑛 − 𝑒 в
качестве индуцированного подграфа. Значит, 𝐻−𝑉 (𝑞) /∈ 𝒴 . Введем 𝐻 ′ = 𝐻−𝑉 (𝑞). Покажем,
что если есть 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing),
то существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение и для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion,
Editing). Тогда мы получим, что граф 𝐻 является неинтересным.

Пусть задача 𝐻–free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение
для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) ·𝑥. Пусть дан инстанс (𝐺′, 𝑘) задачи
𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 5 к (𝐺′, 𝑝(𝑘), 𝐻, 𝑉 (𝐻 ′)).
Получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ также является решением
для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). Предположим, что это
не так. Тогда в 𝐺△𝐹 ′ найдется индуцированный 𝐻. Так как 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘), то
𝐻 не может целиком лежать в 𝐺′△𝐹 ′. Значит, в 𝐻 содержатся вершины из 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′).
Рассмотрим вершину ̃︀𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′). По построению существует ребро ̃︀𝑞 = (̃︀𝑢, ̃︀𝑣) такое,
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что ̃︀𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′). Степень ̃︀𝑢 и ̃︀𝑣 в 𝐺△𝐹 ′ равна ℓ, так как в 𝐹 ′ лежат только ребра из 𝐺′.
Это значит, что если ̃︀𝑢 входит в 𝐻, то ̃︀𝑣 тоже входит в 𝐻, поскольку иначе максимальная
возможная степень ̃︀𝑢 в 𝐻 была бы ℓ − 1. Но тогда мы нашли две вершины степени ℓ в
𝐻, соединенные ребром. Это может быть только ребро 𝑞 в 𝐻. Таким образом, в вершины
𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′) может попасть только конец ребра 𝑞, а тогда в 𝐺′△𝐹 ′ содержится 𝐻 ′. Получили
противоречие с тем, что 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Значит, в 𝐺△𝐹 ′ нет индуцированного 𝐻,
и 𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘).

По лемме 22, если 𝐹 — это решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing), то 𝐹∩𝐺′ — решение для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Тогда мы можем воспользоваться леммой 4 и получить, что если для
𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) есть 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для𝐻 ′-free Edge
Deletion (Completion, Editing) есть 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Лемма 37. Пусть 𝐻 ∈ 𝒰 и 𝑞 ∈ 𝐻[𝑉ℎ]. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Доказательство. В этом случае 𝐾𝑛− 𝑒 = 𝐻[𝑉ℓ ∪𝑉𝑚]. Каждая вершина 𝐾𝑛− 𝑒 имеет степень
хотя бы 𝑛−2. Тогда ℓ ≥ 𝑛−2 ≥ 3, а ℎ ≥ 𝑙+1 ≥ 4. Таким образом, 𝐻 состоит из графа 𝐾𝑛−𝑒 и
еще |𝑉ℎ| вершин, каждая из которых соединена с хотя бы ℎ−1 ≥ 3 вершинами из𝐾𝑛−𝑒. Тогда
𝐻 — трехсвязный с хотя бы двумя антиребрами, то есть 𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing) не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 , а тогда 𝐻 — неинтересный.

Применяя лемму 32, получаем следующие следствия.

Следствие 13. Пусть 𝐻 ∈ 𝒰 и 𝑒 ∈ 𝐻[𝑉ℎ]. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Следствие 14. Пусть 𝐻 ∈ 𝒰 и 𝑒 ∈ 𝐻[𝑉ℓ]. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Таким образом, мы получаем, что графы𝐻 ∈ 𝒰 , для которых оба конца ребра 𝑞 лежат в 𝑉1

или оба конца антиребра 𝑒 лежат в 𝑉2, являются неинтересными. Далее будем рассматривать
только такие 𝐻 ∈ 𝒰 , для которых 𝑞 и 𝑒 содержат хотя бы по одному концу в 𝑉𝑚. Заметим,
что |𝑉𝑚| ≤ 2, так как 𝐻[𝑉𝑚] является пересечением графов 𝐾𝑛 − 𝑒 и 𝐾𝑚 − 𝑞. Значит, 𝑞 и 𝑒 не
могут одновременно целиком находиться внутри 𝐻[𝑉𝑚].

Лемма 38. Пусть 𝐻 ∈ 𝒰 . Пусть один конец ребра 𝑞 лежит в 𝑉𝑚, а второй — в 𝑉1. Тогда
𝐻 — неинтересный.

Доказательство. Пусть 𝑞 = (𝑣1, 𝑣𝑚), где 𝑣1 ∈ 𝑉1, 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚. Пусть 𝑑 — это степень вершин
из 𝑉1 (𝑑 = ℓ или 𝑑 = ℎ). Так как 𝑣1 ∈ 𝑉1 и 𝑣1 инцидентна ребру 𝑞, то 𝑑 ≥ 1. Если 𝑑 = 1, то
𝐻 — это 𝐾𝑛 − 𝑒, в котором к некоторым вершинам подвешены вершины степени один, или
листья. В этом случае 𝑉1 — это 𝑉ℓ, а 𝑉2 — это 𝑉ℎ. Заметим, что степень вершины 𝑣𝑚 хотя бы
𝑛−2+1 = 𝑛−1, так как ее степень внутри 𝐾𝑛−𝑒 хотя бы 𝑛−2, и из нее идет ребро 𝑞 в 𝑉1. Но
тогда, чтобы у вершины 𝑣𝑚 степень была меньше ℎ, из каждой вершины 𝑉2 должен идти хотя
бы один лист. Так как 𝑛 ≥ 5, а |𝑉𝑚| ≤ 2, то |𝑉2| ≥ 3. Тогда в индуцированном 𝐾𝑛−𝑒 есть хотя
бы четыре вершины, а именно 𝑉2 ∪ {𝑣𝑚}, из которых идут листья. Таким образом, в 𝐻 хотя
бы четыре листа. Рассмотрим граф 𝐻. Он содержит 𝐾≥4, индуцированный листьями 𝐻, а из
всех остальных вершин есть хотя бы по три ребра в 𝐾≥4. Получаем, что 𝐻 — трехсвязный с
хотя бы двумя антиребрами. Если 𝑑 ≥ 3, то 𝐻 — это 𝐾𝑛− 𝑒 и еще несколько вершин, каждая
из которых соединена хотя бы с тремя вершинами из 𝐾𝑛 − 𝑒. Тогда 𝐻 — трехсвязный с хотя
бы двумя антиребрами. Таким образом, если 𝑑 ̸= 2, то по леммам 17 и 19 для задачи 𝐻-free
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Edge Deletion (Completion, Editing) не существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 , а
тогда 𝐻 — неинтересный.

Далее мы будем рассматривать только такие 𝐻, для которых 𝑑 = 2 = ℓ. В этом случае,
так как 𝑚 ≥ 5, а |𝑉𝑚| ≤ 2, то |𝑉1| ≥ 3 и 𝐻 — это 𝐾𝑛 − 𝑒 с хотя бы тремя галочками. Так
как степень вершины 𝑣𝑚 хотя бы 𝑛 − 1, то ℎ ≥ 𝑛, а тогда каждая вершина 𝑉2 должна быть
покрыта хотя бы одной галочкой. Пусть основания любой пары галочек пересекаются. Тогда
они все пересекаются с основанием галочки 𝑣1. Так как один лист этой галочки лежит в 𝑉𝑚,
то для остальных галочек он недоступен, так как внутри 𝐾𝑚 − 𝑞 нет ребер, кроме 𝑞. Тогда
основания всех остальных галочек содержат второй лист галочки 𝑣1. Назовем эту вершину
𝑢. Так как в 𝑉2 хотя бы три вершины, то 𝑢 покрывает хотя бы на две галочки больше, чем
остальные вершины 𝑉2. При этом степень 𝑢 в 𝐾𝑛− 𝑒 может быть меньше степеней остальных
вершин 𝑉2 в 𝐾𝑛 − 𝑒 максимум на 1. Это значит, что степень 𝑢 в 𝐻 не может равняться ℎ.
Получили противоречие, значит, найдутся две галочки с непересекающимися основаниями.

Мы хотим показать, что задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Так как в 𝐻 хотя бы три галочки и при этом есть
две галочки с непересекающимися основаниями, то по лемме 33 задачи Sandwich 𝐻-free Edge
Deletion и Sandwich 𝐻-free Edge Completion — NP-трудные. По следствию 11 получаем, что
задачи 𝐻-free Edge Deletion и 𝐻-free Edge Completion не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения
при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . По следствию 12 получаем, что для задачи 𝐻-free Edge Editing тоже не суще-
ствует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Таким образом, 𝐻 — неинтересный.

Пользуясь леммой 32, получаем следующее следствие.

Следствие 15. Пусть 𝐻 ∈ 𝒰 . Пусть один конец антиребра 𝑒 лежит в 𝑉𝑚, а второй — в
𝑉2. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Мы разобрали все случаи расположения ребра 𝑞 и антиребра 𝑒 в 𝐻 ∈ 𝒰 и показали, что
все графы из множества 𝒰 являются неинтересными. Тогда, пользуясь следствием 10, мы
получаем следующую лемму.

Лемма 39. 𝒲 — хорошее множество.

7 Избавляемся от графов из множества ℱ ∪ ℱ ∪ 𝒮 ∪ 𝒮

В этом разделе мы покажем, что все графы из множества ℱ∪ℱ∪𝒮∪𝒮 являются неинтересны-
ми. Доказательства будут во многом повторять рассуждения из статьи [14], в которой задачи
𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) рассматривались с точки зрения существования
полиномиальных ядер.

Лемма 40. Пусть 𝐻 = 𝐽 ∪𝐾𝑡, где 𝐽 — это некоторый граф, а 𝑡 ≥ 1, при этом 𝑉ℓ = 𝑉 (𝐾𝑡).
Пусть 𝐻 ′ = 𝐻−𝑣, где 𝑣 — это произвольная вершина 𝐾𝑡. Тогда если для задачи 𝐻-free Edge
Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то для задачи 𝐻 ′-free
Edge Deletion (Completion, Editing) тоже существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Доказательство. Пусть задача𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть дан ин-
станс (𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 5 к
(𝐺′, 𝑝(𝑘), 𝐻, 𝑉 (𝐻 ′)), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ так-
же является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing).

29



Предположим, что это не так, тогда в 𝐺△𝐹 ′ найдется индуцированный 𝐻. Так как 𝐹 ′ —
решение для (𝐺′, 𝑘), то 𝐻 не может целиком лежать в 𝐺′△𝐹 ′. Значит, в 𝐻 содержатся вер-
шины из 𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′). Рассмотрим вершину 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′). Ребра из 𝑢 не могут оказаться
в 𝐹 ′, поэтому ее степень в 𝐺△𝐹 ′ равна ℓ, а тогда ее степень в индуцированном 𝐻 не пре-
восходит ℓ. Это значит, что в 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′) могли попасть только вершины из 𝐾𝑡. Заметим,
что 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′) — изолированное множество, а тогда не более одной вершины из 𝐾𝑡 могло
попасть в 𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′). Но в этом случае оставшийся граф 𝐻 ′ лежит в 𝐺′△𝐹 ′. Получили про-
тиворечие с тем, что 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Таким образом, 𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘). По
лемме 22 если 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing), то 𝐹∩𝐺′ — решение для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion,
Editing). Тогда по лемме 4, если задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и задача 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Следствие 16. Пусть 𝐻 ∈ ℱ1 ∪ ℱ6. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Лемма 41. Пусть 𝐻 — это граф без изолированных вершин и вершин степени один, а 𝑝 ≥ 2
такое, что в 𝐻 существует единственный подграф 𝑃 (не обязательно индуцированный),
являющийся путем длины 𝑝, все внутренние вершины которого в 𝐻 имеют степень ровно
два. Пусть 𝐻 ′ получается из 𝐻 удалением всех внутренних вершин пути 𝑃 . Тогда если
для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение,
то для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) тоже существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение.

Доказательство. Пусть задача𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть (𝐺′, 𝑘)
— инстанс задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 5 к
(𝐺′, 𝑝(𝑘), 𝐻, 𝑉 (𝐻 ′)), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ так-
же является решением для (𝐺, 𝑘). Предположим, что это не так, тогда в 𝐺△𝐹 ′ нашелся 𝐻.
Пусть какая-то вершина 𝐻 попала в 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′). Так как ребра из этой вершины не могут
быть в 𝐹 ′, а ее степень равна минимальной степени в 𝐻, то вместе с ней в 𝐻 попали и все
ее соседи. Применим это рассуждение к ее соседям и так далее. Получаем, что вместе с этой
вершиной в 𝐻 лежит целый путь длины 𝑝, все внутренние вершины которого лежат в над-
стройке, а значит, имеют степень два в 𝐻. Таким образом, любая вершина из 𝐻, попавшая в
надстройку, лежит в 𝑃 . Тогда 𝐻 ′ целиком лежит в 𝐺′△𝐹 ′, противоречие.

Обратно, пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Тогда по лемме 22 𝐹 ∩ 𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘))
задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Тогда по лемме 4 мы получаем, что из су-
ществования 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) следует
существование 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing).

Следствие 17. Пусть 𝐻 ∈ ℱ9 ∪ ℱ10. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Следствие 18. Графы 𝑆5, 𝑆9, 𝑆15, 𝑆22 — неинтересные.

Лемма 42. Пусть 𝐻 — связный, но не двусвязный граф с хотя бы двумя вершинами. Пусть
𝐶 — множество всех двусвязных компонент 𝐻, содержащих ровно одну точку сочленения
𝐻. Пусть 𝐽 — двусвязная компонента с наименьшим количеством вершин среди компонент
из 𝐶, и пусть такая 𝐽 единственная. Пусть 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐽) — точка сочленения 𝐻. Пусть 𝐻 ′ =
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𝐻−(𝑉 (𝐽)∖{𝑣}). Тогда если для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) тоже
существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Доказательство. Пусть задача𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть дан ин-
станс (𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 5 к
(𝐺′, 𝑝(𝑘), 𝐻, 𝑉 (𝐻 ′)), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ так-
же является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing).
Предположим, что это не так, тогда в 𝐺△𝐹 ′ найдется индуцированный 𝐻. Так как 𝐹 ′ — ре-
шение для (𝐺′, 𝑘), то 𝐻 не может целиком лежать в 𝐺′△𝐹 ′. Значит, в 𝐻 содержится вершина
из некоторой надстройки 𝑉𝑖. Существует ровно одна вершина 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺′), смежная с этой над-
стройкой. Заметим, что 𝐻 не может целиком лежать в 𝐺[{𝑣}∪𝑉𝑖], поскольку в {𝑣}∪𝑉𝑖 меньше
вершин, чем в 𝐻. Значит, 𝐻 пересекает {𝑣}∪𝑉𝑖. Но так как ребра, инцидентные вершинам из
𝑉𝑖, не входят в 𝐹 ′, то вершины 𝐻, попавшие в 𝑉𝑖, отделяются от остальных вершин 𝐻 точкой
сочленения. Значит, в {𝑣} ∪ 𝑉𝑖 могли попасть только компоненты двусвязности 𝐻, размер
которых не превосходит |{𝑣}∪ 𝑉𝑖|, а такая компонента двусвязности в 𝐻 единственная, и это
𝐽 . Но тогда в 𝐺′△𝐹 ′ найдется 𝐻 ′, противоречие. Таким образом, 𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘).

Обратно, пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Тогда по лемме 22 𝐹 ∩ 𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘))
задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Тогда по лемме 4 мы получаем, что из су-
ществования 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) следует
существование 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing).

Следствие 19. Графы 𝑆20 и 𝑆27 — неинтересные.

Лемма 43. Граф 𝑆35 — неинтересный.

Доказательство. Пусть 𝐻 = 𝑆35, а 𝐻 ′ — это 𝐻 с удаленными двумя смежными вершинами
степени три. Заметим, что 𝐻 ′ /∈ 𝒴 . Пусть задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing)
допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥.
Пусть дан инстанс (𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим кон-
струкцию 5 к (𝐺′, 𝑝(𝑘), 𝐻, 𝑉 (𝐻 ′)), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем,
что 𝐹 ′ также является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing). Предположим, что это не так, тогда в 𝐺△𝐹 ′ найдется индуцированный 𝐻. Так как
𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘), то 𝐻 не может целиком лежать в 𝐺′△𝐹 ′. Значит, какая-то вер-
шина 𝐻 попала в 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′). Назовем эту вершину 𝑢. Так как ребра из 𝑢 не содержатся
в 𝐹 ′, а степень 𝑢 равна минимальной степени в 𝐻, то вместе с 𝑢 в 𝐻 лежат все ее сосе-
ди. Тогда 𝐻 содержит всю надстройку, в которую попала 𝑢. Но тогда 𝑢 является концом
ребра в 𝐻, соединяющего две вершины степени три, а такое ребро единственное, и концы
этого ребра образуют 𝑉 (𝐻) ∖ 𝑉 (𝐻 ′). Тогда в 𝐺′△𝐹 ′ содержится 𝐻 ′. Получили противоречие
с тем, что 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Значит, в 𝐺△𝐹 ′ нет индуцированного 𝐻, и 𝐹 ′ — решение
для (𝐺, 𝑘). По лемме 22, если 𝐹 — это решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge
Deletion (Completion, Editing), то 𝐹 ∩ 𝐺′ — решение для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻 ′-free
Edge Deletion (Completion, Editing). Тогда мы можем воспользоваться леммой 4 и получить,
что если для 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) есть 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и
для 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) есть 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. А тогда граф
𝐻 — неинтересный.
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Назовем ℳ модульным разложением графа 𝐺, если ℳ — это разбиение вершин 𝐺 на
максимальные множества, или модули, такие, что для любого множества 𝑀 ∈ ℳ у всех
вершин из 𝑀 одинаковая окрестность вне 𝑀 . Пусть ℳ′ ⊆ ℳ, а 𝑉 ′ =

⋃︀
𝑀∈ℳ′ 𝑀 . Тогда будем

говорить, что ℳ′ соответствует 𝑉 ′.
Также нам понадобится следующая конструкция.

Конструкция 6. Даны (𝐺′, 𝑝, ℓ), где 𝐺′ — граф, и 𝑝, ℓ ≥ 1. Для каждого подмножества 𝑆
из ℓ вершин 𝐺′ введем клику 𝐶𝑆 на 2𝑝 + 1 вершине и проведем ребра (𝑐𝑖, 𝑠𝑗) между всеми
парами вершин 𝑐𝑖 ∈ 𝐶𝑆, 𝑠𝑗 ∈ 𝑆. Полученный граф назовем 𝐺.

Лемма 44. Пусть 𝐻 — нерегулярный граф, для которого выполняются следующие свой-
ства:

1. 1 ≤ ℓ ≤ 2, |𝑉 (𝐻)| ≥ 5;

2. 𝑉ℓ — независимое множество, 𝐻[𝑉ℎ ∪ 𝑉𝑚] — связный граф, каждая вершина из 𝑉ℎ

смежна хотя бы с одной вершиной из 𝑉ℓ;

3. Каждая вершина из 𝑉𝑚 соединена хотя бы с ℓ+1 вершиной вне 𝑉𝑚, или не существует
такой пары соседних вершин 𝑢, 𝑣 в 𝑉𝑚, что 𝑁 [𝑢] = 𝑁 [𝑣].

Пусть ℳ — модульное разложение графа 𝐻, и пусть ℳ′ ⊆ ℳ соответствует 𝑉ℓ. Пусть
𝐻 ′ — граф, полученный из 𝐻 удалением одной вершины из каждого модуля ℳ′. Тогда если
для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение,
то для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) тоже существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение.

Доказательство. Пусть задача𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть дан ин-
станс (𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 6
к (𝐺′, 𝑝(𝑘), ℓ), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ также
является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing).
Предположим, что это не так, тогда в 𝐺△𝐹 ′ нашелся индуцированный 𝐻. Предположим,
что (𝑉ℎ∪𝑉𝑚)∩ (𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′)) = ∅. Тогда в клики на вершинах из 𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′) попали только
вершины из 𝑉ℓ. Заметим, что в каждую такую клику могло попасть не более одной вершины
из 𝑉ℓ, так как 𝑉ℓ — это независимое множество. Также вершины из одного модуля ℳ′ не
могли попасть в разные клики на вершинах из 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′), поскольку тогда бы у них были
разные окрестности в 𝐻. Тогда в 𝐺′△𝐹 ′ найдется индуцированный 𝐻 ′, что противоречит
тому, что 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Значит, |(𝑉ℎ ∪ 𝑉𝑚) ∩ (𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′))| ≥ 1.

Пусть |𝑉ℎ ∩ (𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′))| ≥ 1 и вершина 𝑣 ∈ 𝑉ℎ попала в некоторую надстройку 𝐶,
введенную для подмножества 𝑆 из ℓ вершин графа 𝐺′. Так как у всех вершин из 𝑉 (𝐻) ∩ 𝐶
одинаковая степень в 𝐻, то 𝑉 (𝐻) ∩ 𝐶 ⊆ 𝑉ℎ. Пусть ℓ = 1, тогда 𝑆 = {𝑢} для некоторой
вершины 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺′). Так как любая вершина из 𝑉ℎ по условию должна быть смежна хотя бы
с одной вершиной из 𝑉ℓ в 𝐻, то степень 𝑢 в 𝐻 равна ℓ. Заметим, что 𝑁 [𝑣] ⊆ 𝑁 [𝑢], а значит,
степень 𝑢 в 𝐻 не меньше степени 𝑣 в 𝐻. Получили противоречие с тем, что ℓ < ℎ. Значит,
ℓ = 2, а ℎ ≥ 3. Тогда 𝑆 = {𝑢1, 𝑢2} для некоторых вершин 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑉 (𝐺′). Тогда 𝑣 смежна с
не более чем двумя вершинами из 𝑉ℓ. Если 𝑣 смежна с ровно двумя вершинами из 𝑉ℓ, то это
вершины 𝑢1 и 𝑢2. Но тогда так как 𝐻[𝑉ℎ ∪ 𝑉𝑚] — связный, то 𝑉𝑚 = ∅, а 𝑉ℎ = 𝑉 (𝐻) ∩ 𝐶. Так
как все вершины 𝑉 (𝐻) ∩ 𝐶 имеют одинаковую замкнутую окрестность, то все вершины из
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𝑉ℎ смежны с 𝑢1 и 𝑢2. Тогда 𝐻 = 𝐾2� 2𝐾1. Но в таком графе всего четыре вершины, поэтому
получаем противоречие с условием. Значит, 𝑣 смежна с ровно одной вершиной из 𝑉ℓ, пусть
это вершина 𝑢1. Если 𝑢2 /∈ 𝑉ℎ ∪ 𝑉𝑚, то 𝑉ℎ = 𝑉 (𝐻) ∩ 𝐶 и снова 𝑢1 ∈ 𝑉ℓ будет иметь степень
в 𝐻 не меньше, чем 𝑣 ∈ 𝑉ℎ. Получаем противоречие с тем, что ℓ < ℎ. Значит, 𝑢2 ∈ 𝑉ℎ ∪ 𝑉𝑚.
Если |𝑉ℎ ∩ 𝐶| ≥ 3, то степень 𝑢1 в 𝐻 хотя бы 3, и мы получаем противоречие с тем, что
ℓ = 2. Значит, |𝑉ℎ ∩ 𝐶| ≤ 2. Так как ℎ ≥ 3, то |𝑉ℎ ∩ 𝐶| = 2 и ℎ = 3. Раз ℓ = 2 и ℎ = 3, то
𝑉𝑚 = ∅. Значит, 𝑢2 ∈ 𝑉ℎ. Вершины 𝑢1 и 𝑢2 несмежны в 𝐺△𝐹 ′, так как иначе степень 𝑢1 была
бы больше двух. Тогда у 𝑢2 должен быть сосед 𝑢3 ∈ 𝑉ℓ, отличный от 𝑢1. Других соседей,
помимо 𝑢3 и двух вершин из 𝑉ℎ ∩ 𝐶, у 𝑢2 нет. Но тогда, так как 𝐻[𝑉ℎ ∪ 𝑉𝑚] — связный,
𝑉 (𝐻) = (𝑉 (𝐻)∩𝐶)∪ {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3}, и у 𝑢3 в 𝐻 всего один сосед. Получили противоречие с тем,
что ℓ = 2. Значит, |𝑉ℎ ∩ (𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′))| = 0.

Тогда |𝑉𝑚∩ (𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′))| ≥ 1. Пусть вершина 𝑣 ∈ 𝑉𝑚 попала в некоторую надстройку 𝐶.
Так как вершины в 𝑉 (𝐻)∩𝐶 имеют одинаковую степень в индуцированном 𝐻, то 𝑉 (𝐻)∩𝐶 ⊆
𝑉𝑚. По пункту 3 условия леммы каждая вершина из 𝑉𝑚 соединена хотя бы с ℓ+ 1 вершиной
вне 𝑉𝑚 или не существует такой пары соседних вершин 𝑢, 𝑣 в 𝑉𝑚, что 𝑁 [𝑢] = 𝑁 [𝑣] в 𝐻.
Заметим, что 𝑣 может быть соединена с не более чем ℓ вершинами вне 𝑉𝑚, так как вершины
𝐶 соединены только с вершинами 𝑆, где |𝑆| = ℓ. Значит, для любой пары соседних вершин
𝑢, 𝑣 в 𝑉𝑚 𝑁 [𝑢] ̸= 𝑁 [𝑣] в 𝐻, а тогда |𝑉𝑚 ∩ 𝐶| = 1. Но тогда степень 𝑣 не превосходит ℓ,
противоречие с тем, что 𝑣 ∈ 𝑉𝑚. Таким образом, в 𝐺△𝐹 ′ нет индуцированного 𝐻, а значит,
𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘).

Обратно, пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Покажем, что 𝐹 ∩𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи
𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Предположим, что это не так, тогда в 𝐺′△(𝐹 ∩𝐺′)
найдется индуцированный 𝐻 ′. Рассмотрим множество вершин 𝑉 (𝐻)∖𝑉 (𝐻 ′). Для любой пары
вершин из этого множества окрестности этих вершин в графе 𝐻 различаются. Предположим,
что нашлись вершины 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐻) ∖ 𝑉 (𝐻 ′) такие, что 𝑁(𝑢) ∩ 𝑉 (𝐻 ′) = 𝑁(𝑣) ∩ 𝑉 (𝐻 ′). Так
как 𝑉ℓ — независимое множество, то из этого следует, что 𝑁(𝑢) ∩ 𝑉 (𝐻) = 𝑁(𝑢) ∩ 𝑉 (𝐻 ′) =
𝑁(𝑣) ∩ 𝑉 (𝐻 ′) = 𝑁(𝑣) ∩ 𝑉 (𝐻). Получили противоречие, значит, для любой пары вершин
из 𝑉 (𝐻) ∖ 𝑉 (𝐻 ′) их окрестности в 𝑉 (𝐻 ′) не совпадают, а также для каждой вершины
𝑢 ∈ 𝑉 (𝐻) ∖ 𝑉 (𝐻 ′) в 𝑁(𝑢) ∩ 𝑉 (𝐻 ′) лежит ровно ℓ вершин. Тогда для каждой вершины
𝑢 ∈ 𝑉 (𝐻) ∖ 𝑉 (𝐻 ′) рассмотрим надстройку в 𝐺, соответствующую 𝑁(𝑢). Так как в над-
стройке 2𝑝(𝑘) + 1 вершина, а |𝐹 | ≤ 𝑝(𝑘), то найдется такая вершина из надстройки, что
ни одно из инцидентных ей ребер не лежит в 𝐹 . А тогда в 𝐺△𝐹 найдется индуцирован-
ный 𝐻. Получили противоречие с тем, что 𝐹 — решение для (𝐺, 𝑝(𝑘)). Таким образом,
𝐹 ∩ 𝐺′ — решение для (𝐺′, 𝑝(𝑘)). А тогда по лемме 4 мы получаем, что из существования
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) следует существова-
ние 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing).

Следствие 20. Графы 𝑆7, 𝑆8, 𝑆10, 𝑆11, 𝑆12, 𝑆13, 𝑆14, 𝑆18, 𝑆19, 𝑆21, 𝑆23, 𝑆24, 𝑆25, 𝑆26, 𝑆28, 𝑆29,
𝑆30, 𝑆32, 𝑆33, 𝑆34, 𝑆36 — неинтересные.

Следствие 21. Пусть 𝐻 ∈ ℱ2 ∪ ℱ3 ∪ ℱ4. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Лемма 45. Граф 𝑆1 — неинтересный.

Доказательство. Пусть 𝐻 = 𝑆1 = 𝐾2,3. Пусть 𝐻 ′ = 𝐶4 /∈ 𝒴 . Пусть для задачи 𝐻-free Edge
Deletion (Completion, Editing) существует 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для некоторого полинома
𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Покажем, что тогда для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion
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(Completion, Editing) тоже существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. Пусть дан инстанс (𝐺′, 𝑘)
задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 6 к (𝐺′, 𝑝(𝑘), 2),
получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ также является решением
для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). Предположим, что это
не так, тогда в 𝐺△𝐹 ′ найдется индуцированный 𝐻. Так как 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘), то 𝐻 не
может целиком лежать в 𝐺′△𝐹 ′. Значит, в 𝐻 попали вершины из некоторой надстройки 𝐶𝑆,
являющейся кликой. Назовем множество таких вершин 𝐶. Так как 𝐻[𝐶] является кликой,
и любые две вершины из 𝐶 имеют одинаковую окрестность в 𝐻 − 𝐶, то |𝐶| = 1. Каждая
вершина из 𝐶𝑆 соединена с двумя вершинами 𝐺′, а значит, степень в 𝐻 вершины из 𝐶 не
превосходит двух. Так как в 𝐻 минимальная степень равна двум, то степень в 𝐻 вершины
из 𝐶 в точности равна двум. Тогда две вершины из 𝑆 образуют одну из долей 𝐻. Так как
не существует другой клики 𝐶𝑆′ , вершины которой были бы одновременно смежны с обеими
вершинами из 𝑆, то оставшиеся две вершины степени два из 𝐻 должны были попасть в
𝐺′△𝐹 ′. Но тогда в 𝐺′△𝐹 ′ найдется 𝐻 ′. Получили противоречие с тем, что 𝐹 ′ — решение для
(𝐺′, 𝑘), значит, 𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘).

Обратно, пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Покажем, что 𝐹 ∩𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи
𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Предположим, что это не так, тогда в 𝐺′△(𝐹 ∩𝐺′)
нашелся индуцированный 𝐻 ′ = 𝐶4. Рассмотрим две противоположные вершины этого цикла
и клику 𝐶𝑆, соответствующую этим двум вершинам. Так как в клике 2𝑝(𝑘) + 1 вершина, а
|𝐹 | ≤ 𝑝(𝑘), то в 𝐶𝑆 найдется такая вершина, что ни одно из ребер из нее в 𝑉 (𝐺′) не лежат
в 𝐹 . Тогда вершины 𝐻 ′ вместе с этой вершиной индуцируют 𝐻 в 𝐺△𝐹 . Получили противо-
речие с тем, что 𝐹 — решение для (𝐺, 𝑝(𝑘)), значит, 𝐹 ∩ 𝐺′ — решение для (𝐺′, 𝑝(𝑘)). Тогда
по лемме 4 мы получаем, что из существования 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻-free Edge
Deletion (Completion, Editing) следует существование 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻 ′-free
Edge Deletion (Completion, Editing). А тогда граф 𝐻 — неинтересный.

Далее нам понадобится следующая конструкция, введенная в работе [2].

Конструкция 7. Даны (𝐺′, 𝑝, 𝑡), где 𝐺′ — это граф, и 𝑝, 𝑡 ≥ 1. Для каждого подмножества
𝑆 из 𝑡 вершин 𝐺′ введем независимое множество 𝐼𝑆 из 𝑝+2 вершин. Проведем ребра (𝑣𝑖, 𝑢𝑗)
для всех пар 𝑣𝑖 ∈ 𝐼𝑆, 𝑢𝑗 ∈ 𝑉 (𝐺′) ∖ 𝑆. Пусть 𝐼 =

⋃︀
𝑆⊆𝑉 (𝐺′),|𝑆|=𝑡

𝐼𝑆. Полученный граф назовем 𝐺.

Лемма 46. Пусть 𝐻 — такой граф, что 𝐻[𝑉ℎ] образует клику и для каждой пары вершин
𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉ℎ граф 𝐻 − 𝑢 изоморфен графу 𝐻 − 𝑣. Пусть для любого 𝑠 ≥ 2 в 𝐻 не существует
независимого множества 𝑆 размера 𝑠 такого, что каждая вершина 𝑆 имеет степень в 𝐻
хотя бы ℎ−𝑠+1. Тогда если для задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существу-
ет 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то для задачи (𝐻 − 𝑢)-free Edge Deletion (Completion, Editing)
тоже существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, где 𝑢 — произвольная вершина из 𝑉ℎ.

Доказательство. Пусть задача𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть 𝐻 ′ = 𝐻 − 𝑢.
Рассмотрим инстанс (𝐺′, 𝑘) задачи𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим кон-
струкцию 7 к (𝐺′, 𝑝(𝑘), |𝑉 (𝐻)| − ℎ − 1), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для инстанса
(𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Покажем, что 𝐹 ′ также является
решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). Предполо-
жим, что это не так и в 𝐺△𝐹 ′ нашелся 𝐻. Так как 𝐻 не мог целиком попасть в 𝐺′△𝐹 ′, то
существует вершина 𝐻, попавшая в 𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′). Пусть такая вершина ровно одна. Тогда она
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не соединена не более чем с |𝑉 (𝐻)− ℎ− 1| остальными вершинами 𝐻. Но тогда ее степень в
𝐻 хотя бы ℎ, и она лежит в 𝑉ℎ. Значит, 𝐻

′ целиком лежит в 𝐺′△𝐹 ′, получили противоречие с
тем, что 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Тогда в 𝑉 (𝐺) ∖𝑉 (𝐺′) попало 𝑠 ≥ 2 вершин 𝐻. Рассмотрим
любую из этих вершин. Ее степень в 𝐻 хотя бы |𝑉 (𝐻)| − (|𝑉 (𝐻)| −ℎ− 1)− 𝑠 = ℎ− 𝑠+1. При
этом вершины в 𝑉 (𝐺) ∖ 𝑉 (𝐺′) образуют независимое множество. Таким образом, мы нашли
в 𝐻 независимое множество размера 𝑠 ≥ 2, все вершины которого имеют степень ≥ ℎ− 𝑠+1,
противоречие. Таким образом, 𝐹 ′ — решение для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing).

Обратно, пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Покажем, что 𝐹 ∩ 𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) за-
дачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Пусть это не так и в 𝐺′△(𝐹 ∩ 𝐺′) нашелся
𝐻 ′. Рассмотрим вершины в 𝐻 ′, соответствующие 𝑁(𝑢) в 𝐻, и надстройку 𝐼𝑁(𝑢), соответству-
ющую этим вершинам. Так как |𝐼𝑁(𝑢)| = 𝑝(𝑘) + 2, а |𝐹 | ≤ 𝑝(𝑘), то в 𝐼𝑁(𝑢) найдется вершина
𝑣, ребра из которой в 𝑉 (𝐺′) не лежат в 𝐹 . Тогда вершины {𝑣} ∪ 𝑉 (𝐻 ′) индуцируют в 𝐺△𝐹
граф 𝐻. Получили противоречие с тем, что 𝐹 — решение для (𝐺, 𝑝(𝑘)). Значит, 𝐹 ∩ 𝐺′ —
решение для (𝐺′, 𝑝(𝑘)). По лемме 4 мы получаем, что если для задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для (𝐻−𝑢)-free Edge Deletion
(Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Следствие 22. Графы 𝑆2, 𝑆3, 𝑆16, 𝑆17, 𝑆31 — неинтересные.

Лемма 47. Пусть 𝐻 ∈ ℱ8. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Доказательство. Так как 𝐻 ∈ ℱ8, то 𝐻 = (𝐾𝑡 − 𝑒) ∪ 𝐾1 для некоторого 𝑡 ≥ 6. Пусть
𝐻 ′ = 𝐾𝑡−2∪𝐾1. 𝐻

′ получается из 𝐻 удалением двух вершин степени 𝑡−2. Покажем, что если
для задачи𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то
и для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.
Предположим, что задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть дан ин-
станс (𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 7 к
(𝐺′, 𝑝(𝑘), 1), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — это решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ также
является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing).
Предположим, что это не так. Тогда в 𝐺△𝐹 ′ найдется индуцированный 𝐻. Он не может ле-
жать целиком в 𝐺′△𝐹 ′, а значит, пересекается с 𝐼. Так как в 𝐼 все вершины несмежны, то из
них в 𝐻 могло попасть не более трех вершин. Но тогда изолированная вершина 𝐻 не могла
оказаться в 𝐼, иначе она была бы несмежна максимум с тремя вершинами в 𝐻, а должна
быть несмежна с 𝑡 ≥ 6. Значит, в 𝐼 попало не более двух вершин 𝐻. Если ровно две вершины
𝐻 попали в 𝐼, то это вершины степени 𝑡−2 в 𝐻. Но тогда в 𝐺′△𝐹 ′ найдется индуцированный
𝐻 ′, что неправда, поскольку 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Значит, в 𝐼 попала ровно одна вершина
𝐻. Тогда это вершина степени 𝑡 − 1 в 𝐻, поскольку вершины из 𝐼 несмежны ровно с одной
вершиной из 𝑉 (𝐺′). А тогда в 𝐺′△𝐹 ′ найдется (𝐾𝑡−1 − 𝑒) ∪𝐾1, а значит, и 𝐾𝑡−2 ∪𝐾1 = 𝐻 ′.
Получили противоречие с тем, что 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘), а значит, 𝐹 ′ — решение для
(𝐺, 𝑘).

Обратно, пусть 𝐹 — это решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Покажем, что 𝐹 ∩𝐺′ — решение для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻 ′-free
Edge Deletion (Completion, Editing). Предположим, что это не так и в 𝐺′△(𝐹 ∩ 𝐺′) нашелся
индуцированный 𝐻 ′. Тогда рассмотрим множество вершин 𝐼𝑆, где 𝑆 соответствует изолиро-
ванной вершине 𝐻 ′. Так как |𝐼𝑆| = 𝑝(𝑘) + 2, а |𝐹 | ≤ 𝑝(𝑘), то среди вершин 𝐼𝑆 найдутся хотя
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бы две вершины, для которых ни одно ребро из них в 𝑉 (𝐺′) не лежит в 𝐹 . Но тогда 𝑉 (𝐻 ′)
вместе с этими вершинами индуцируют 𝐻 в 𝐺△𝐹 . Получили противоречие с тем, что 𝐹 —
решение для (𝐺, 𝑝(𝑘)). Значит, 𝐹 ∩𝐺′ — решение для (𝐺′, 𝑝(𝑘)). А тогда по лемме 4 если для
задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и
для задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.
При этом 𝐻 ′ /∈ 𝒴 , а значит, 𝐻 — неинтересный.

Немного модифицируем конструкцию 5 и получим еще одну конструкцию.

Конструкция 8. Даны (𝐺′, 𝑝,𝐻, 𝑉 ′), где 𝐺′, 𝐻 — графы, 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 (𝐻), 𝑝 ∈ N. Применим
конструкцию 5 к (𝐺′, 𝑝,𝐻, 𝑉 ′). Рассмотрим все добавленные надстройки 𝑉𝑖. Для каждой
пары надстроек 𝑉𝑖, 𝑉𝑗 добавим ребра (𝑥, 𝑦) между всеми парами вершин 𝑥 ∈ 𝑉𝑖, 𝑦 ∈ 𝑉𝑗.
Полученный граф назовем 𝐺.

Следующая лемма доказывается ровно так же, как лемма 22.

Лемма 48. Пусть 𝐺 — это результат применения конструкции 8 к (𝐺′, 𝑝,𝐻, 𝑉 ′) и 𝐻 ′ =
𝐻[𝑉 ′]. Пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing). Тогда 𝐹 ∩𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion
(Completion, Editing).

Лемма 49. Пусть 𝐻 — связный граф и 𝑠 ≥ 1. Тогда если для задачи 𝑠𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для задачи 𝐻-free Edge
Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Доказательство. Будем доказывать по индукции. Для этого покажем, что если 𝑠 ≥ 2
и для задачи 𝑠𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) есть 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-приближение для
некоторого полинома 𝑞, то и для задачи (𝑠 − 1)𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing)
существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть дан инстанс
(𝐺′, 𝑘) задачи (𝑠− 1)𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 8 к
(𝐺′, 𝑝(𝑘), 𝑠𝐻, 𝑉 ((𝑠− 1)𝐻)). Получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что
𝐹 ′ также является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝑠𝐻-free Edge Deletion (Completion,
Editing). Предположим, что это не так, тогда в 𝐺△𝐹 ′ нашелся индуцированный 𝑠𝐻. Так
как надстройки не соединяются ребрами с 𝐺′, а 𝐻 — связный, то в 𝐺′△𝐹 ′ найдется 𝑡𝐻, а в
𝐺[𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′)] найдется (𝑠−𝑡)𝐻 для некоторого 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠. Но заметим, что в надстройках не
могло оказаться двух копий 𝐻, поскольку иначе найдутся две вершины из разных копий 𝐻
и при этом из разных надстроек. Но тогда такие вершины будут соединены ребром, а копии
𝐻 в (𝑠− 𝑡)𝐻 не соединены. Значит 𝑡 ≥ 𝑠− 1, а тогда в 𝐺′△𝐹 ′ найдется (𝑠− 1)𝐻. Получили
противоречие с тем, что 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Таким образом, 𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘).

Обратно, пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝑠𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Тогда по лемме 48 𝐹 ∩ 𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘))
задачи (𝑠 − 1)𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). А тогда по лемме 4 из наличия
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝑠𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) следует наличие
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для (𝑠− 1)𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing).

Лемма 50. Пусть 𝐻1 — наибольшая компонента связности в 𝐻. Пусть 𝐻 ′ — это объ-
единение всех компонент 𝐻, изоморфных 𝐻1. Тогда если для задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для задачи 𝐻 ′-free Edge
Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.
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Доказательство. Пусть задача𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть дан ин-
станс (𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Применим конструкцию 5 к
(𝐺′, 𝑝(𝑘), 𝐻, 𝑉 (𝐻 ′)), получим граф 𝐺. Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ так-
же является решением для инстанса (𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing).
Предположим, что это не так, тогда в 𝐺△𝐹 ′ найдется 𝐻. Рассмотрим вершины 𝐻, попавшие
в 𝑉 (𝐺)∖𝑉 (𝐺′). Заметим, что они лежат в компонентах связности либо меньшего размера чем
|𝑉 (𝐻1)|, либо равных по размеру, но не изоморфных 𝐻1, поэтому это могли быть вершины
только из 𝑉 (𝐻) ∖ 𝑉 (𝐻 ′). Таким образом, в 𝐺′△𝐹 ′ найдется 𝐻 ′, что невозможно, поскольку
𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Таким образом, 𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘). Обратно, пусть 𝐹 — ре-
шение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). По лемме 22
𝐹 ∩ 𝐺′ является решением для инстанса (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion,
Editing). Тогда по лемме 4 получаем, что если 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) до-
пускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Из лемм 49 и 50 получаем следствие 23.

Следствие 23. Пусть 𝐻 ′ — наибольшая компонента связности в 𝐻. Тогда если для задачи
𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для
задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Следствие 24. Пусть 𝐻 ∈ ℱ7. Тогда 𝐻 — неинтересный.

Лемма 51. Пусть 𝐻 = 𝐽 ∪ 𝑡𝐾1 для некоторого графа 𝐽 , ни одна компонента связности
которого не является кликой, и 𝑡 ≥ 2. Пусть 𝐻 ′ = 𝐽 ∪ (𝑡 − 1)𝐾1. Тогда если для задачи
𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и для
задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) существует 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Доказательство. Пусть задача𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает 𝑞(𝑂𝑃𝑇 )-
приближение для некоторого полинома 𝑞. Введем полином 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) · 𝑥. Пусть дан инстанс
(𝐺′, 𝑘) задачи 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing). Введем граф 𝐺 = 𝐺′ ∪ 𝐾𝑝(𝑘)+1.
Пусть 𝐹 ′ — решение для (𝐺′, 𝑘). Покажем, что 𝐹 ′ также является решением для инстанса
(𝐺, 𝑘) задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). Предположим, что это не так, тогда
в 𝐺△𝐹 ′ нашелся индуцированный 𝐻. Вершины 𝐻, попавшие в 𝐾𝑝(𝑘)+1, индуцируют в 𝐻
клику, являющуюся отдельной компонентой. В 𝐻 такой компонентой может быть только
𝐾1. Таким образом, 𝐻 ′ целиком окажется в 𝐺′△𝐹 ′, получили противоречие с тем, что 𝐹 ′ —
решение для (𝐺′, 𝑘). Таким образом, 𝐹 ′ — решение для (𝐺, 𝑘).

Обратно, пусть 𝐹 — решение для инстанса (𝐺, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing). Покажем, что 𝐹 ∩ 𝐺′ — решение для (𝐺′, 𝑝(𝑘)) задачи 𝐻 ′-free Edge
Deletion (Completion, Editing). Предположим, что это не так, тогда в 𝐺′△(𝐹 ∩ 𝐺′) нашелся
индуцированный 𝐻 ′. Так как |𝐹 | ≤ 𝑝(𝑘), то в 𝐾𝑝(𝑘)+1 найдется вершина, ребра из которой в
𝑉 (𝐺′) не лежат в 𝐹 . Тогда 𝑉 (𝐻 ′) вместе с этой вершиной индуцируют 𝐻 в 𝐺△𝐹 . Получили
противоречие с тем, что 𝐹 — решение для (𝐺, 𝑝(𝑘)). Таким образом, 𝐹 ∩ 𝐺′ — решение для
(𝐺′, 𝑝(𝑘)). Тогда по лемме 4 получаем, что если 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) до-
пускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение, то и 𝐻 ′-free Edge Deletion (Completion, Editing) допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближение.

Следствие 25. Графы 𝑆4 и 𝑆6 — неинтересные.
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Таблица 7: Результаты для 𝒮 и ℱ

𝐻 Лемма
𝑆1 45
𝑆2 22
𝑆3 22
𝑆4 25
𝑆5 18
𝑆6 25
𝑆7 20
𝑆8 20
𝑆9 18
𝑆10 20
𝑆11 20
𝑆12 20

𝐻 Лемма
𝑆13 20
𝑆14 20
𝑆15 18
𝑆16 22
𝑆17 22
𝑆18 20
𝑆19 20
𝑆20 19
𝑆21 20
𝑆22 18
𝑆23 20
𝑆24 20

𝐻 Лемма
𝑆25 20
𝑆26 20
𝑆27 19
𝑆28 20
𝑆29 20
𝑆30 20
𝑆31 22
𝑆32 20
𝑆33 20
𝑆34 20
𝑆35 43
𝑆36 20

𝐻 ∈ Лемма
ℱ1 16
ℱ2 21
ℱ3 21
ℱ4 21
ℱ5 26
ℱ6 16
ℱ7 24
ℱ8 47
ℱ9 17
ℱ10 17

Следствие 26. Пусть 𝐻 ∈ ℱ5. Тогда 𝐻 — неинтересный.

В таблице 7 для каждого графа 𝐻 ∈ 𝒮 ∪ ℱ указан номер леммы или следствия, где
доказывалось, что 𝐻 или 𝐻 — неинтересный. Пользуясь леммой 32, получаем, что все графы
из 𝒮 ∪ 𝒮 ∪ ℱ ∪ ℱ — неинтересные. Таким образом, мы доказали следующую лемму.

Лемма 52. ℋ ∪ℋ ∪𝒜 ∪𝒜 ∪𝒟 ∪ 𝒟 ∪ ℬ ∪ ℬ — хорошее множество.

8 Избавляемся от некоторых из оставшихся графов

В этом разделе мы покажем отсутствие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для некоторых из остав-
шихся графов с помощью уже известной схемы: показать NP-трудность задачи Sandwich
𝐻-free Edge Deletion (Completion), потом отсутствие 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻-free
Edge Deletion (Completion) с помощью Deletion (Completion) Enforcer’а, а потом отсутствие
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения для 𝐻-free Edge Editing с помощью Completion (Deletion) Enforcer’a.
В таблице 8 приведены гаджеты, которые понадобятся нам в доказательствах. Красные
сплошные ребра соответствуют разрешенным ребрам, а красные пунктирные — разрешен-
ным антиребрам.

Рассмотрим произвольный двусвязный граф 𝐻. Пусть {Variable, Clause, Connector} —
множество гаджетов для задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion (Completion). Заметим, что
если граф 𝐻 пересекает {Variable, Clause, Connector}, то найдется граф 𝐺, полученный при-
менением конструкции 2 к некоторой выполнимой формуле 𝜙, выполняющему набору 𝜏 для
𝜙 и {Variable, Clause, Connector}, множество вершин 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 (𝐺) такое, что индуцированный
подграф 𝐺[𝑉 ′] изоморфен 𝐻, а также ребро или антиребро 𝑒 графа 𝐺 такое, что (i) 𝑒 принад-
лежит хотя бы двум гаджетам, а следовательно, соответствует в них разрешенным ребрам
(антиребрам); (ii) 𝑒 является 2-разделителем в 𝐺[𝑉 ′], соответствующим 2-разделителю (𝑢, 𝑣)
в 𝐻.

Лемма 53. Задачи Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion и Sandwich 𝐴2-free Edge Completion —
NP-трудные.
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Таблица 8: Гаджеты

𝐴2 𝐴3 𝐴4 𝐴5 𝐵1 𝐵3

𝐻

Sandwich 𝐻-free
Edge Deletion

Variable

Clause

Connector

Sandwich 𝐻-free
Edge Completion

Variable

Clause I

Clause II

Connector

Deletion Enforcer

Completion Enforcer

Доказательство. Предположим, что 𝐴2 пересекает представленные в таблице 8 гаджеты
для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion или Sandwich 𝐴2-free Edge Completion. Тогда найдутся
описанные выше граф 𝐺 и ребро (антиребро) 𝑒 в нем, соответствующее 2-разделителю (𝑢, 𝑣)
в 𝐴2. Заметим, что в графе 𝐴2 для 2-разделителя (𝑢, 𝑣) найдутся вершины 𝑥 и 𝑦, смежные
и с 𝑢, и с 𝑣, у которых есть общий сосед 𝑧, не смежный с 𝑢 и 𝑣. Тогда вершины 𝑢, 𝑣, 𝑥 и 𝑦
должны попасть в один гаджет. Назовем такой гаджет 𝑋. Вершины 𝑋, в которые попали 𝑢,
𝑣, 𝑥 и 𝑦, назовем 𝑢′, 𝑣′, 𝑥′ и 𝑦′ соответственно.

Пусть 𝑋 — это Variable гаджет для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion, и 𝑒 = (𝑢′, 𝑣′) — его
разрешенное ребро. В зависимости от того, удалено ли второе разрешенное ребро в 𝑋, най-
дутся либо две, либо три вершины в 𝑋, одновременно смежные с обоими концами 𝑒. Среди
них будут вершины 𝑥′ и 𝑦′. Так как (𝑥′, 𝑦′) не является разрешенным ребром, то в гаджете
также должна присутствовать вершина 𝑧′, соответствующая 𝑧 в 𝐴2. Однако заметим, что для
𝑥′ и 𝑦′ либо не существует отличной от 𝑢′, 𝑣′, 𝑥′ и 𝑦′ вершины 𝑋, которая была бы смежна
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одновременно с 𝑥′ и 𝑦′, либо такая вершина единственная, и она соединена с 𝑢′ или 𝑣′ запре-
щенными ребром. Но в 𝐴2 вершина 𝑧 несмежна с 𝑢 и 𝑣. Таким образом, 𝑋 не может быть
Variable гаджетом для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion. 𝑋 также не может быть Clause гад-
жетом для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion, поскольку тогда один из концов 𝑒 имеет степень
не более двух, а значит, не может быть одновременно смежен еще с двумя вершинами 𝑥′ и
𝑦′. Пусть 𝑋 — это Connector гаджет для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion, и 𝑒 = (𝑢′, 𝑣′) — его
разрешенное ребро. Заметим, что 𝑒 не может быть ребром 𝑒𝑖𝑛 этого гаджета, поскольку тогда
мы получим противоречие тем же способом, что и с Variable гаджетом для Sandwich 𝐴2-free
Edge Deletion. Значит, 𝑒 — это ребро, один из концов которого имеет степень два, но тогда 𝑋
не может быть Connector гаджетом для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion по тем же причинам,
что и с Clause гаджетом для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion.

Также 𝑋 не может быть Variable или Connector гаджетом для Sandwich 𝐴2-free Edge
Completion, поскольку при любом способе добавления разрешенных ребер в гаджете не по-
явится двух вершин, одновременно смежных с обоими концами 𝑒. Пусть 𝑋 — это одна из
частей Clause гаджета для Sandwich 𝐴2-free Edge Completion, и 𝑒 = (𝑢′, 𝑣′) — его разрешенное
антиребро. Если 𝑒 — это удаленное ребро из второй части гаджета, то при любом способе
добавления разрешенных ребер в гаджете не найдется двух вершин, которые были бы одно-
временно смежны с обоими концами 𝑒, а значит, 𝑋 не может быть частью Clause гаджета
для Sandwich 𝐴2-free Edge Completion. Если же 𝑒 — это любое другое разрешенное антиребро
𝑋, то 𝑋 не может быть частью Clause гаджета для Sandwich 𝐴2-free Edge Completion по тем
же причинам, что и с Variable гаджетом для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion.

Таким образом, 𝐴2 не пересекает гаджеты для Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion и Sandwich
𝐴2-free Completion. Тогда по лемме 14 получаем, что задачи Sandwich 𝐴2-free Edge Deletion
и Sandwich 𝐴2-free Completion — NP-трудные.

Лемма 54. Задачи 𝐴2-free Edge Deletion (Completion, Editing) и 𝐴2-free Edge Deletion
(Completion, Editing) не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Доказательство. Заметим, что для любого 2-разделителя графа 𝐴2 с обеих сторон от него
найдется вершина, смежная с обеими вершинами разделителя. Это значит, что если 𝐴2 пере-
секает Deletion или Completion Enforcer, то внутри этого гаджета найдется вершина, смежная
одновременно с обоими концами выделенного ребра. Однако для выделенных ребер представ-
ленных в таблице 8 Deletion и Completion Enforcer’ов такой вершины не существует. Тогда по
леммам 15 и 16 задачи 𝐴2-free Edge Deletion, 𝐴2-free Edge Completion, а также 𝐴2-free Edge
Editing не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . По лемме 3 задачи 𝐴2-free
Edge Deletion, 𝐴2-free Edge Completion и 𝐴2-free Edge Editing также не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-
приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Лемма 55. Задачи Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion и Sandwich 𝐴3-free Edge Completion NP-
трудные.

Доказательство. Предположим, что 𝐴3 пересекает представленные в таблице 8 гаджеты
для Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion или Sandwich 𝐴3-free Edge Completion. Тогда найдутся
описанные выше формула 𝜙 и выполняющий набор 𝜏 для нее, граф 𝐺 и ребро (антиребро) 𝑒 в
нем, соответствующее 2-разделителю (𝑢, 𝑣) в 𝐴3. В 𝐴3 два 2-разделителя, и они симметричны
друг другу. Рассмотрим 2-разделитель (𝑢, 𝑣), для определенности пусть 𝑢 — это вершина 𝐴3,
участвующая в обоих 2-разделителях. Рассмотрим также вершины 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐴3) такие, что
𝑥 смежна с обеими вершинами 𝑢 и 𝑣, 𝑦 смежна с 𝑥 и 𝑣, а 𝑧 смежна с 𝑢 и 𝑦. Тогда вершины 𝑢,
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𝑣, 𝑥 и 𝑦 лежат в одном гаджете. Назовем такой гаджет 𝑋. Вершины 𝑋, в которые попали 𝑢,
𝑣, 𝑥 и 𝑦, назовем 𝑢′, 𝑣′, 𝑥′ и 𝑦′ соответственно. Также заметим, что либо 𝑧 тоже попала в 𝑋,
либо (𝑢′, 𝑦′) — разрешенное ребро (антиребро) в 𝑋.

Пусть 𝑋 — это Variable гаджет для Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion, и 𝑒 = (𝑢′, 𝑣′) — его раз-
решенное ребро. Так как любой 2-разделитель 𝐴3 — это антиребро, то в 𝑋 ребро 𝑒 удалено.
В этом случае второе разрешенное ребро 𝑋 осталось в графе. Тогда вершина 𝑦′ определяется
однозначно, поскольку остальные вершины смежны одновременно и с 𝑢′, и с 𝑣′. Так как у
вершины 𝑦′ степень в 𝑋 ровно два, то однозначно восстанавливается вершина 𝑥′. Так как 𝑦′

не инцидентна ни одному разрешенному ребру, то в 𝑋 также должна найтись вершина 𝑧′,
соответствующая 𝑧 в 𝐴3. Однако у вершины 𝑦′ больше нет других соседей, а значит, мы полу-
чили противоречие, и 𝑋 не может быть Variable гаджетом для Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion.
𝑋 также не может быть Clause гаджетом для Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion, поскольку при
любом способе удаления разрешенных ребер из 𝑋 для ребра 𝑒 не найдется вершины в га-
джете, одновременно смежной с обоими концами 𝑒. Пусть 𝑋 — это Connector гаджет для
Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion, и 𝑒 = (𝑢′, 𝑣′) — его разрешенное ребро. Заметим, что верши-
на 𝑥′ однозначно восстанавливается, поскольку при любом способе удаления разрешенных
ребер существует всего одна вершина в 𝑋, одновременно смежная и с 𝑢′, и с 𝑣′. У 𝑥′ есть
единственный сосед в 𝑋, отличный от 𝑢′ и 𝑣′. Однако этот сосед не может быть 𝑦′, поскольку
он несмежен с обоими концами 𝑒. Таким образом, 𝑋 не может быть Connector гаджетом для
Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion.

𝑋 также не может быть Variable гаджетом для Sandwich 𝐴3-free Edge Completion, посколь-
ку при любом способе добавления разрешенных ребер в 𝑋 не найдется вершины, смежной
одновременно с обоими концами 𝑒. Заметим, что 𝑋 не может быть первой частью Clause гад-
жета для Sandwich 𝐴3-free Edge Completion по тем же причинам, что и для Variable гаджета
для Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion. Пусть 𝑋 — это вторая часть Clause гаджета для Sandwich
𝐴3-free Edge Completion, и 𝑒 = (𝑢′, 𝑣′) — его разрешенное антиребро. Рассмотрим такой клоз
𝐶 = (ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ ℓ3) формулы 𝜙, что 𝑋 — это часть Clause гаджета, построенного для этого
клоза. Если 𝜏(ℓ2) ∨ 𝜏(ℓ3) = 1, то ребро 𝑒ℓ2∨ℓ3 добавлено в 𝑋. Так как любой 2-разделитель —
это антиребро, то 𝑒 ̸= 𝑒ℓ2∨ℓ3 . Значит, 𝑒 — это одно из ребер 𝑒ℓ2 и 𝑒ℓ3 . В этом случае 𝑋 не может
быть второй частью Clause гаджета для Sandwich 𝐴3-free Edge Completion по тем же причи-
нам, что и для Variable гаджета для Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion. Если же 𝜏(ℓ2)∨𝜏(ℓ3) = 0,
то в 𝑋 не добавлено ни одного ребра, а тогда в нем нет ни одного индуцированного 𝐾3. При
этом вершины 𝑥′, 𝑦′ и 𝑣′ индуцируют 𝐾3 в 𝑋. Получили противоречие, значит, 𝑋 не может
быть второй частью Clause гаджета для Sandwich 𝐴3-free Edge Completion. Также 𝑋 не может
быть Connector гаджетом для Sandwich 𝐴3-free Edge Completion по тем же причинам, что и
для Connector гаджета для Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion.

Таким образом, 𝐴3 не пересекает гаджеты для Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion и Sandwich
𝐴3-free Completion. Тогда по лемме 14 получаем, что задачи Sandwich 𝐴3-free Edge Deletion
и Sandwich 𝐴3-free Completion — NP-трудные.

Лемма 56. Задачи 𝐴3-free Edge Deletion (Completion, Editing) и 𝐴3-free Edge Deletion
(Completion, Editing) не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Доказательство. Заметим, что любой 2-разделитель 𝐴3 является антиребром, а тогда 𝐴3 не
пересекает любой Deletion Enforcer. Тогда по лемме 15 получаем, что 𝐴3-free Edge Deletion
не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Для любого 2-разделителя графа 𝐴3 с
обеих сторон от него найдется вершина, смежная с обеими вершинами разделителя. Это зна-
чит, что если 𝐴3 пересекает Completion Enforcer, то внутри этого гаджета найдется вершина,
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смежная одновременно с обоими концами выделенного ребра. Однако для выделенного реб-
ра представленного в таблице 8 Completion Enforcer’а такой вершины не существует. Таким
образом, по лемме 16 получаем, что задачи 𝐴3-free Edge Completion и 𝐴3-free Edge Editing не
допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . По лемме 3 задачи 𝐴3-free Edge Deletion,
𝐴3-free Edge Completion и 𝐴3-free Edge Editing также не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения
при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Лемма 57. Пусть 𝐻 ∈ {𝐴4, 𝐴5, 𝐵3}. Тогда задачи Sandwich 𝐻-free Edge Deletion и Sandwich
𝐻-free Edge Completion — NP-трудные.

Доказательство. Предположим, что 𝐻 пересекает представленные в таблице 8 гаджеты для
Sandwich 𝐻-free Edge Deletion или Sandwich 𝐻-free Edge Completion. Тогда найдется описан-
ный выше граф 𝐺 и ребро (антиребро) 𝑒 в нем, соответствующее 2-разделителю (𝑢, 𝑣) в 𝐻.
Заметим, что для 2-разделителя (𝑢, 𝑣) графа 𝐻 существуют две смежные вершины 𝑥 и 𝑦,
также смежные одновременно с 𝑢 и 𝑣. Тогда эти вершины должны попасть в один гаджет
с 𝑢 и 𝑣. Рассмотрим любой из гаджетов для Sandwich 𝐻-free Edge Deletion и некоторое его
разрешенное ребро 𝑒. Заметим, что при любом способе удаления разрешенных ребер в гад-
жете не найдется двух вершин, одновременно смежных с обоими концами 𝑒. Значит, 𝐻 не
пересекает гаджеты для Sandwich 𝐻-free Edge Deletion. Тогда по лемме 14 получаем, что
задача Sandwich 𝐻-free Edge Deletion — NP-трудная. Если 𝐻 ∈ {𝐴4, 𝐴5}, 𝐻 = 𝐻, поэтому по
лемме 8 Sandwich 𝐻-free Edge Completion — NP-трудная. Пусть 𝐻 = 𝐵3. Рассмотрим любой
из гаджетов для Sandwich 𝐻-free Edge Completion и некоторое его разрешенное антиребро 𝑒.
Заметим, что при любом способе добавления разрешенных ребер в гаджете не найдется двух
вершин, одновременно смежных с обоими концами 𝑒. Значит, 𝐻 не пересекает гаджеты для
Sandwich 𝐻-free Edge Completion. Тогда по лемме 14 получаем, что задача Sandwich 𝐻-free
Edge Completion — NP-трудная.

Лемма 58. Пусть 𝐻 ∈ {𝐴4, 𝐴5}. Задача 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) не допус-
кает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Доказательство. Заметим, что для любого 2-разделителя графа 𝐻 с обеих сторон от него
найдется вершина, смежная с обеими вершинами разделителя. Это значит, что если 𝐻 пере-
секает Deletion Enforcer, то внутри этого гаджета найдет вершина, смежная одновременно с
обоими концами выделенного ребра. Однако для выделенного ребра представленного в таб-
лице 8 Deletion Enforcer’а такой вершины не существует. Тогда по лемме 15 получаем, задача
𝐻-free Edge Deletion не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Так как 𝐻 = 𝐻, то
по лемме 3 задача 𝐻-free Edge Completion тоже не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при
𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Применим еще раз лемму 15 и получим, что задача 𝐻-free Edge Editing не допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Лемма 59. Задачи 𝐵3-free Edge Deletion (Completion, Editing) и 𝐵3-free Edge Deletion
(Completion, Editing) не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Доказательство. Заметим, что для любого 2-разделителя графа 𝐵3 с обеих сторон от него
найдется вершина, смежная с обеими вершинами разделителя. Это значит, что если 𝐵3 пере-
секает Deletion Enforcer, то внутри этого гаджета найдется вершина, смежная одновременно
с обоими концами выделенного ребра. Однако для выделенного ребра представленного в таб-
лице 8 Deletion Enforcer’а такой вершины не существует. Тогда по лемме 15 получаем, что
𝐵3-free Edge Deletion не допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . Так как любой
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2-разделитель графа 𝐵3 является ребром, то 𝐵3 не пересекает любой Completion Enforcer.
Тогда по лемме 16 получаем, что задачи 𝐵3-free Edge Completion и 𝐵3-free Edge Editing не
допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . По лемме 3 задачи 𝐵3-free Edge Deletion,
𝐵3-free Edge Completion и 𝐵3-free Edge Editing также не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения
при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Лемма 60. Задачи Sandwich 𝐵1-free Edge Deletion и Sandwich 𝐵1-free Edge Completion —
NP-трудные.

Доказательство. У 𝐵1 есть всего один 2-разделитель (𝑢, 𝑣), при этом с одной стороны от
него лежит индуцированный 𝐾5 − 𝑒, в котором 𝑒 = (𝑢, 𝑣). Так как 𝐾5 − 𝑒 трехсвязный, то
если 𝐵1 пересекает гаджеты, то 𝐾5 − 𝑒 должен целиком попасть в какой-то один гаджет и 𝑒
должно соответствовать разрешенному ребру этого гаджета.

Рассмотрим любой из представленных в таблице 8 гаджетов для Sandwich 𝐵1-free Edge
Deletion и Sandwich 𝐵1-free Edge Completion и некоторое его разрешенное ребро (антиребро)
𝑞. Предположим, что после удаления (добавления) каких-то разрешенных ребер в гаджете
нашелся индуцированный 𝐾5 − 𝑒, где 𝑒 соответствует 𝑞. Это значит, что ребро 𝑞 удалено. Но
тогда при добавлении всех разрешенных ребер в гаджете найдется индуцированный 𝐾5, а
это не так. Значит, 𝐵1 не может пересечь этот гаджет так, чтобы 𝐾5 − 𝑒 попал в этот гаджет
и 𝑒 соответствовало разрешенному ребру. Тогда по лемме 14 получаем, что задачи Sandwich
𝐵1-free Edge Deletion и Sandwich 𝐵1-free Edge Completion являются NP-трудными.

Лемма 61. Задачи 𝐵1-free Edge Deletion (Completion, Editing) и 𝐵1-free Edge Deletion
(Completion, Editing) не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, если 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Доказательство. Заметим, что 2-разделитель 𝐵1 является антиребром, а тогда 𝐵1 не пере-
секает любой Deletion Enforcer. Тогда по лемме 15 получаем, что 𝐵1-free Edge Deletion не
допускает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

В 𝐵1 с обеих сторон от 2-разделителя найдется вершина, смежная с обеими вершинами
разделителя. Это значит, что если 𝐵1 пересекает Completion Enforcer, то внутри этого гаджета
найдется вершина, смежная одновременно с обоими концами выделенного ребра. Однако для
выделенного ребра представленного в таблице 8 Completion Enforcer’а такой вершины не
существует. Таким образом, по лемме 16 получаем, что задачи 𝐵1-free Edge Completion и
𝐵1-free Edge Editing не допускают 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 . По лемме 3 задачи
𝐵1-free Edge Deletion, 𝐵1-free Edge Completion и 𝐵1-free Edge Editing также не допускают
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения при 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

Таким образом, мы показали, что графы 𝐴2 𝐴2, 𝐴3, 𝐴3, 𝐴4 = 𝐴4, 𝐴5 = 𝐴5, 𝐵1, 𝐵1,
𝐵3, 𝐵3 — неинтересные. Тогда множество графов 𝒢 ∪ 𝒢, представленное в таблице 1, —
хорошее. Заметим, что по лемме 3, если ∀𝐻 ∈ 𝒢 задача 𝐻-free Edge Editing не допус-
кает 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения, то ∀𝐻 ∈ 𝒢 задача 𝐻-free Edge Editing также не допускает
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближения. Таким образом, мы доказали теорему 1.

Заключение

В данной работе были исследованы задачи 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) с точки
зрения сложности приближения и были сформулированы гипотезы 1, 2, 3, согласно которым
все графы на хотя бы пяти вершинах можно классифицировать на несколько групп по слож-
ности приближения соответствующих им задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing),
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при этом в каждой группе графы обладают характерными только этой группе структурны-
ми свойствами. Также в работе было сделано существенное продвижение в доказательстве
этих гипотез, а именно доказана теорема 1. Теперь для построения полной классификации
задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) для графов 𝐻 с хотя бы пятью вершинами по
сложности их приближения достаточно определить сложность приближения этих задач лишь
для графов 𝐻 ∈ 𝒢 ∪ 𝒢, где 𝒢 — множество, состоящее из семнадцати графов. Открытыми
вопросами на данный момент также являются сложность приближения Min Horn Deletion-
полных задач и сложность приближения задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing) для
графов 𝐻 с не более чем четырьмя вершинами.

Также в работе мы проследили связь между сложностью приближения и сложностью
кернелизации для задач 𝐻-free Edge Deletion (Completion, Editing). Мы показали, что в дан-
ном случае подходы, введенные для доказательства отсутствия полиномиальных ядер, мож-
но использовать для доказательства отсутствия 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑂𝑃𝑇 )-приближений. Также данная ра-
бота подкрепляет гипотезу о том, что сложность кернелизации задач 𝐻-free Edge Deletion
(Completion, Editing) в целом ведет себя так же, как и сложность их приближения. Однако в
случае со сложностью приближения ситуация обстоит несколько сложнее, поскольку задачи,
соответствующие графам ровно с одним ребром или антиребром, образуют отдельный класс.
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