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Àííîòàöèÿ
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1 Ââåäåíèå

Êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ãðàôå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ è õîðîøî
èçó÷åííûõ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ãðàôà è íàõîäèò ìíîãî ïðèìåíåíèé.

Èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà íà÷àëèñü â XIX âåêå áëàãîäàðÿ Ã. Êèðõãîôó,
êîòîðûé ïîëó÷èë îñíîâíóþ ôîðìóëó äëÿ êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ [3], è
À. Êýëè, êîòîðûé ïîëó÷èë ôîðìóëû äëÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ è îñòîâíûõ ëåñîâ
â ïîëíîì ãðàôå [4]. Â äàëüíåéøåì Ò. Îñòèíîì áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ
êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ â äâóäîëüíûõ è ìíîãîäîëüíûõ ãðàôàõ [6].

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêèå åñòü âåðõíèå îöåíêè äëÿ êîëè÷åñòâà
τ(G) îñòîâíûõ äåðåâüåâ â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà âåðøèí v(G), ð¼áåð e(G) è ñòå-
ïåíåé d1, d2, . . . , dv(G) ãðàôà G?

Èññëåäîâàíèå äàííîãî âîïðîñà íà÷àëîñü â XX âåêå. Ïåðå÷èñëèì èçâåñòíûå
ïîëó÷åííûå îöåíêè:

� Êåëìàíñ (1972): åñëè G � äîïîëíèòåëüíûé ê G ãðàô, òî

τ(G) 6 v(G)v(G)−2

(
1− 2

v(G)

)e(G)

� Ãðèììåòò (1975):

τ(G) 6
1

v(G)

(
2e(G)

v(G)− 1

)v(G)−1

� Ãðîóí, Ìåððèñ (1988):

τ(G) 6

(
v(G)

v(G)− 1

)v(G)−1(d1 · . . . · dv(G)

2e(G)

)
� Íîçàëü (1970): äëÿ d-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G

τ(G) 6 v(G)v(G)−2

(
d

n− 1

)n−1

� Áîçêóðò (2012, [7]): äëÿ ñâÿçíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G

τ(G) 6
d1 · . . . · dv(G)

e(G)
,

ãäå d1, . . . , dv(G) � ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G.

Îäíèì èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàëà ôîðìóëà äëÿ êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ
äåðåâüåâ â ãðàôå, ïîñòðîåííîì ïî äèàãðàììå Þíãà (ñì. [12]).

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì îöåíêó, ïîëó÷åííóþ â 2021 ãîäó Íàðàéàíà-
íîì è Çàóýðìàí, ïåðåäîêàæåì å¼ è îáîáùèì íà ñëó÷àé ìóëüòèãðàôîâ, à òàêæå
ïðîâåðèì å¼ òî÷íîñòü äëÿ ïîëíîãî ãðàôà. Êðîìå òîãî, ìû ðàññìîòðèì äðóãèå
îöåíêè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè.
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2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

2.1 Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A = (aij)
n
i,j=1 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, ãäå n �

íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöûA íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí pA(λ) =

det(A− λI), ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.
Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè

ìàòðèöû A, à èõ íàáîð ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè (êàê êîðíåé ìíîãî÷ëåíà pA) � å¼
ñïåêòðîì (îáîçíà÷àåòñÿ σA). Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ìîæíî òàêæå îïðå-
äåëèòü êàê òàêèå ÷èñëà λ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò âåêòîð v, óäîâëåòâîðÿþùèé
óðàâíåíèþ Av = λv. Òàêîé âåêòîð v íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = (aij)
n
i,j=1 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

detA =
∑

(k1,...,kn)∈Pn

(−1)inv(k1,...,kn)a1k1 . . . ankn,

ãäå Pn � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë îò 1 äî n, à inv(k1, . . . , kn) � êîëè-
÷åñòâî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (èíâåðñèÿ � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà èíäåêñîâ
(i, j), ãäå i < j, òàêàÿ, ÷òî ki > kj). Ñóììà âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A
ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè íàçûâàåòñÿ å¼ ñëåäîì è îáîçíà÷àåòñÿ Tr(A).

Ïðåäëîæåíèå 1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âñåõ å¼ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñëåä ìàòðèöû ðàâåí ñóììå âñåõ å¼ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A = (aij)
n
i,j=1 � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà

n, ò. å. aij = aji äëÿ ëþáûõ i, j ∈ [1..n] . Òîãäà âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà A
âåùåñòâåííû è âñå å¼ ñîáñòâåííûå âåêòîðû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ.

Áîëüøå ñâîéñòâ ìàòðèö è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2].
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2.2 Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå. Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðàG = (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî ýëåìåí-
òîâ, íàçûâàåìûõ âåðøèíàìè, à E � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ð¼áðàìè,
ïðè÷¼ì êàæäîìó ðåáðó e ñîïîñòàâëåíî äâå ðàçëè÷íûõ âåðøèíû (êîíöû ðåáðà
e, ñîåäèíÿåìûå ðåáðîì e). Ðàçëè÷íûì ð¼áðàì ìîæåò ñîïîñòàâëÿòüñÿ îäíà è òà
æå ïàðà âåðøèí (òàêèå ð¼áðà íàçûâàþò êðàòíûìè). Ãðàô áåç êðàòíûõ ð¼áåð
íàçûâàåì ïðîñòûì ãðàôîì, ãðàô, â êîòîðîì êðàòíûå ð¼áðà ðàçðåøåíû, ìû ñ
öåëüþ ïîä÷åðêíóòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èíîãäà íàçûâàåì ìóëüòèãðàôîì.

Äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû, ñîåäèíÿåìûå îäíèì ðåáðîì, áóäåì íàçûâàòü ñìåæíûìè.
Åñëè îäíèì èç êîíöîâ ðåáðà e ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà v, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî
e èíöèäåíòíî âåðøèíå v.

Êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå G áóäåì îáîçíà÷àòü v(G), à êîëè÷åñòâî ð¼áåð
� e(G).

Ñòåïåíüþ deg v âåðøèíû v íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ v.
Ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V = {v1, . . . , vn} è deg vi = di.

Çà K∆
n áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ ñ êðàòíîñòüþ ∆ (òî

åñòü ãðàô, â êîòîðîì ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè åñòü ðîâíî
∆ ð¼áåð). Â ñëó÷àå ∆ = 1 áóäåì ïèñàòü ïðîñòî Kn.

ÇàKv1,...,vk (k > 2) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëíûé k-äîëüíûé ãðàô íà äîëÿõ Vi, i ∈
[1..k], v(Vi) = vi (òî åñòü ãðàô, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå
îäíîé äîëå Vi, íåñìåæíû, è ëþáûå äâå âåðøèíû èç ðàçíûõ äîëåé, íàîáîðîò,
ñìåæíû, ïðè ýòîì êðàòíîñòü ðåáðà ðàâíà 1).

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A = {aij}ni,j=1 ãðàôà G ñ ïðîíóìåðî-
âàííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G) = {v1, . . . , vn} íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà n × n, â
êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò aij ðàâåí êîëè÷åñòâó ð¼áåð èç vi â vj.

Îïðåäåëåíèå. Âçâåøåííûì ãðàôîì áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé ãðàô G ñ íåîò-
ðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé w : E(G) → [0,+∞), íàçûâàåìîé âåñîì. Åñëè ðåáðî e
îòñóòñòâóåò, òî ñ÷èòàåì w(e) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A = {aij}ni,j=1 âçâåøåííîãî ãðàôà G ñ
ïðîíóìåðîâàííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G) = {v1, . . . , vn} íàçûâàåòñÿ ìàòðè-
öà n× n, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò aij ðàâåí âåñó ðåáðà èç vi â vj.

2.3 Îñòîâíûå äåðåâüÿ â ãðàôå

Îïðåäåëåíèå. Ïóò¼ì, ñîåäèíÿþùèì âåðøèíû u,w ãðàôà G íàçîâ¼ì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âåðøèí u = v0, v1, . . . , vk = w, k > 0, è ð¼áåð e1, e2, . . ., ek, â
êîòîðîé ðåáðî ei ñîåäèíÿåò vi−1 è vi ïðè âñåõ i = 1, . . . , k. Ïóòü íàçûâàåòñÿ
öèêëîì, åñëè k > 0 è u = w. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî
âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóò¼ì. Ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G = (V,E) � ñâÿçíûé ãðàô. Îñòîâíûì äåðåâîì â G
íàçûâàåòñÿ äåðåâî, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî åñòü V , à ìíîæåñòâî ð¼áåð ñî-
äåðæèòñÿ â E.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô ñîäåðæèò îñòîâíîå äåðåâî.

Îïðåäåëåíèå. Ëàïëàñèàí L(G) ãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
L = D − A, ãäå A � ìàòðèöà ñìåæíîñòè, à D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â
êîòîðîé di,i = deg(vi) äëÿ êàæäîãî i. Èíûìè ñëîâàìè,

Li,j(G) =


deg(vi) åñëè i = j

−µi,j åñëè i 6= j è vivj ∈ E(G)

0 åñëè i 6= j è vivj /∈ E(G),

ãäå µi,j � êîëè÷åñòâî ð¼áåð ìåæäó âåðøèíàìè vi è vj.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà â ãðàôå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G = (V,E) � ãðàô, ðåáðî e ∈ E ñîåäèíÿåò âåðøèíû x, y.
Îïðåäåëèì ãðàô G · e ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) óäàëèì èç G âåðøèíû x, y è ðåáðî e;
2) îñòàâèì â G âñå ð¼áðà, íå èíöèäåíòíûå íè x íè y;
3) äîáàâèì â G íîâóþ âåðøèíó θ;
4) äëÿ êàæäîãî ðåáðà zx èëè zy, z ∈ V \ {x, y}, â ãðàôå G äîáàâèì ðåáðî

zθ â íîâûé ãðàô G · e.

(Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñòÿãèâàíèÿ íå îáðàçóþòñÿ ïåòëè. Äëÿ
íàøèõ öåëåé ïîäñ÷¼òà ÷èñëà îñòîâíûõ äåðåâüåâ îíè è íå èãðàþò ðîëè, à â äðóãèõ
ñèòóàöèÿõ åñòåñòâåííåå ïîíèìàòü ñòÿãèâàíèå íåñêîëüêî èíà÷å.)

Òåîðåìà 2.1 (Cayley). Ïóñòü G � ãðàô, e � åãî ðåáðî. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

τ(G) = τ(G \ e) + τ(G · e),
ãäå G \ e � ãðàô, èç êîòîðîãî óäàëåíî ðåáðî e.

Òåîðåìà 2.2 (Kirchho�). Êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ τ(G) â ãðàôå G ðàâíî
àëãåáðàè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ ëþáîãî ýëåìåíòà ëàïëàñèàíà ãðàôà G.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü 0 = µ1 6 µ2 6 . . . 6 µn � ñïåêòð (íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë)
ëàïëàñèàíà ãðàôà G. Òîãäà τ(G) = µ2...µn

n .

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ óòî÷íåíèå, äëÿ êàêîãî ãðàôà áåð¼òñÿ
ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ìû áóäåì ïèñàòü µi(G) âìåñòî µi.

Ëåììà 2.1. Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà êðàòíîñòü íóëÿ êàê ñîáñòâåííîãî ÷èñ-
ëà ëàïëàñèàíà ðàâíà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà ýòà êðàòíîñòü ðàâíà êîëè-
÷åñòâó åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
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3 Ïåðå÷èñëåíèå îñòîâíûõ äåðåâüåâ

3.1 Èçâåñòíûå ôàêòû

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G èìååò ìàêñèìàëüíóþ êðàòíîñòü
∆, åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî êðàòíîñòè ∆, à âñå îñòàëüíûå ð¼áðà èìåþò êðàòíîñòü
íå áîëåå ∆.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòüþ ðåáðà, ðàâíîé ∆.
Îïðåäåëèì åãî ∆-äîïîëíåíèå G ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ âñÿêîãî ðåáðà â G,
èìåþùåãî êðàòíîñòü µ (åñëè µ = 0, òî èíöèäåíòíûå ðåáðó âåðøèíû ïîïðîñòó
íåñìåæíû), îíî áóäåò èìåòü â G êðàòíîñòü, ðàâíóþ ∆− µ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü k-äîïîëíåíèå ãðàôà ïðè k > ∆:
äëÿ ëþáîãî ðåáðà, èìåþùåãî â G êðàòíîñòü µ, îíî áóäåò èìåòü â G êðàòíîñòü,

ðàâíóþ k − µ. Îáîçíà÷åíèå: G(k)
. Òåì ñàìûì, G

∆
= G äëÿ ∆ � ìàêñèìàëüíîé

êðàòíîñòè G.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü 0 = µ1 6 µ2 6 . . . 6 µn � ñïåêòð ëàïëàñèàíà ãðàôà
G ñ ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòüþ ∆. Òîãäà ñïåêòð ëàïëàñèàíà ãðàôà G � 0 6
n∆− µn 6 . . . 6 n∆− µ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ L(G), ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µi (i > 2). Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

) îáíóëÿåò L(G)

(â ñèëó òîãî, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ñóììà ýëåìåíòîâ ðàâíà íóëþ), à òàê êàê ýòà
ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà, òî ó íå¼ åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Â ÷àñòíîñòè,
(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

) ⊥ a.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðíî òàêîå ðàâåíñòâî:

L(G) + L(G) = ∆ ·


n− 1 −1 . . . −1
−1 n− 1 . . . −1
...

... . . . ...
−1 −1 . . . n− 1

 .

Äåéñòâèòåëüíî, îáúåäèíåíèå ãðàôîâ G è G äà¼ò ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ,
êðàòíîñòü êàæäîãî ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà ∆. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà
a. Ñëåâà ïîëó÷èì L(G)a + L(G)a = µia + L(G)a, à ñïðàâà (âîñïîëüçîâàâøèñü
òåì, ÷òî ñóììà êîîðäèíàò a ðàâíà íóëþ):

∆ ·


n− 1 −1 . . . −1
−1 n− 1 . . . −1
...

... . . . ...
−1 −1 . . . n− 1

 a = n∆ · a.

Òàêèì îáðàçîì, L(G)a = (n∆− µi)a, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü âèä ñïåêòðà äëÿ k-äîïîëíåíèÿ ãðàôà
G: åñëè 0 = µ1 6 µ2 6 . . . 6 µn � ñïåêòð ëàïëàñèàíà G, òî 0 6 nk− µn 6 . . . 6
nk − µ2.

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû íà êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â íåêî-
òîðûõ òèïàõ ãðàôîâ.

Ëåììà 3.1 (Cayley, Austin). Äëÿ ïîëíûõ è ïîëíûõ k-äîëüíûõ ãðàôîâ âûïîëíå-
íî ñëåäóþùåå:

� τ(Kn) = nn−2;

� τ(Km,n) = mn−1nm−1; τ(Kv1,...,vk) = (v − v1)
v1−1 . . . (v − vk)vk−1vk−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. � Ðàññìîòðèì äîïîëíåíèå ãðàôà Kn. ßñíî, ÷òî ýòî áóäåò
íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì n âåðøèí. Ó êàæäîé âåðøèíû ðîâíî îäíî ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî � íóëåâîå, ò.å. âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà Kn � íóëè. Çíà÷èò,
σL(Kn) = {0;n; . . . ;n︸ ︷︷ ︸

n−1

} è, ñëåäîâàòåëüíî, τ(Kn) = nn−1

n = nn−2.

� Ïóñòü òåïåðü åñòü ãðàô Kv1,...,vk . Åãî äîïîëíåíèå ðàâíî íåñâÿçíîìó îáúåäè-
íåíèþ ãðàôîâ Kv1, . . . , Kvk . Ñïåêòð êàæäîãî èç íèõ èçâåñòåí, σL(Kvi) =
{0, vi, . . . , vi︸ ︷︷ ︸

vi−1

}. Îòñþäà

σL(Kn1,...,nk) = {0; v; . . . ; v︸ ︷︷ ︸
k−1

; v − v1, . . . , v − v1︸ ︷︷ ︸
v1−1

; . . . ; v − vk, . . . , v − vk︸ ︷︷ ︸
vk−1

},

è τ(Kn1,...,nk) = (v−v1)v1−1...(v−vk)vk−1vk−1

v = (v − v1)
v1−1 . . . (v − vk)vk−1vk−2.

Åñòü äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ÷åðåç áèåêöèþ (à èìåííî êîä Ïðþôåðà),
ñì. [8].

3.2 Îñòîâíûå äåðåâüÿ â îïåðàöèÿõ íàä ãðàôàìè

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè ãðàôîâ:

� Ñóììà G1 +G2: V (G1 +G2) = V (G1)∪V (G2); E(G1 +G2) = E(G1)∪E(G2).

� Ïðîèçâåäåíèå G1∇G2: V (G1∇G2) = V (G1) ∪ V (G2), E(G1∇G2) = E(G1) ∪
E(G2) ∪

⋃
v1∈V (G1),v2∈V (G2){v1v2}

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, G1∇G2 = G1 +G2.

Ëåììà 3.2. � σL(G1 +G2) = σL(G1) ∪ σL(G2);

� σL(G1∇G2) = {0; v}∪({v−v1}+(σL(G1)\{0}))∪({v−v2}+(σL(G2)\{0})),
ãäå A+B � ñóììà ìóëüòèìíîæåñòâ ïî Ìèíêîâñêîìó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîýòîìó áóäåì äîêàçûâàòü âòî-
ðîå.

Ïîëüçóÿñü çàìå÷àíèåì, ïîëó÷àåì, ÷òî σL(G1∇G2) = {0} ∪ ({v} − σL(G1 +
G2)). Çàìåòèì. ÷òî σL(G1) = {v1} − (σL(G1) \ {0}) è σL(G2) = {v2} − (σL(G2) \
{0}). Ñëåäîâàòåëüíî, σL(G1∇G2) ïîëó÷àåòñÿ òàêèì, êàêèì íàäî.

Çàìå÷àíèå. Åñëè äàíû ãðàôû G1, G2, . . . , Gn, v(Gi) = vi è v1 + . . . òî ëàïëàñîâ
ñïåêòð èõ ïðîèçâåäåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä: σL(G1∇G2∇ . . .∇Gn) = {0} ∪
{ v︸︷︷︸
n−1

} ∪
⋃
i∈[1..n]({v − vi}+ (σL(Gi) \ {0})).

Ñëåäñòâèå.

τ(G1∇G2) = (|V2|+ µ1
2) . . . (|V2|+ µ1

|V1|)(|V1|+ µ2
2) . . . (|V1|+ µ2

|V2|) =

=
(−1)|V |pL(G1)(−|V2|)pL(G2)(−|V1|)

|V1||V2|
.

Åñëè G = G1∇G2∇ . . .∇Gm, òî

τ(G) =
(−1)|V |−m|V |m−2pL(G1)(|V1| − |V |) . . . pL(Gm)(|Vm| − |V |)

|V1| . . . |Vm|
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.2 ïîëó÷àåì:

τ(G) =
(m+ µ1

2) . . . (m+ µ1
n)(n+ µ2

2) . . . (n+ µ2
m)(m+ n)

m+ n
=

= (m+ µ1
2) . . . (m+ µ1

n)(n+ µ2
2) . . . (n+ µ2

m).

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

pL(G1)(−n) = (−n)(−n− µ1
2) . . . (−n− µ1

m)

è
pL(G2)(−m) = (−m)(−m− µ2

2) . . . (−m− µ2
n).

Åñëè ãðàôîâ Gi íå äâà, à áîëüøå: ïóñòü σL(Gi) = {0} ∪
⋃
k∈[2..vi]

{µik}. Òî-
ãäà, ïîëüçóÿñü òåì, êàê óñòðîåí ñïåêòð ïðîèçâåäåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì íóæíóþ
ôîðìóëó:

σL(G) =
vn−1

∏n
i=1

∏vi
k=2(v − vi + µik)

v
= vn−2

n∏
i=1

vi∏
k=2

(v − vi + µik).

Ïðèìåð. � Â ñëó÷àå, êîãäàG1 � ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ, àG2 � ãðàô íà
m âåðøèíàõ áåç ð¼áåð, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå: τ(G1∇G2) = (m+ n)n−1nm−1.
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� Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èñêàòü êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ïðî-
èçâåäåíèè ñóìì ïîëíûõ ãðàôîâ: òàê, åñëè G = (Km1

+ · · · + Kmk
)∇(Kn1 +

· · ·+Knl),m = m1 + . . .mk è n = n1 + . . .+nl, òî âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

τ(G) = nk−1ml−1(n+m1)
m1−1 . . . (n+mk)

mk−1(m+ n1)
n1−1 . . . (m+ nl)

nl−1.

� Òàêæå ìîæíî íàéòè êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ïðîèçâåäåíèè äâóäîëü-
íûõ ãðàôîâ: òàê, åñëè G = ∇k

i=1Kmi,ni, òî

τ(G) =
k∏
i=1

(m+ n− ni)ni−1 ·
k∏
i=1

(m+ n−mi)
mi−1 · (m+ n)k,

ãäå m =
k∑
i=1

mi, n =
k∑
i=1

ni.

Çàìå÷àíèå. Ïîäîáíûå ôîðìóëû îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà êàæäûé ãðàô Gi

� ñóììà ïîëíûõ è ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

3.3 Îöåíêè íà êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â îïåðàöèÿõ

íàä ãðàôàìè

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü G = Kv1,...,vk � ïîëíûé k-äîëüíûé ãðàô. Òîãäà τ(G) 6
e1− vkvv−2.

(Çäåñü e îáîçíà÷àåò îñíîâàíèå íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ, à íå ÷òî-òî ñâÿ-
çàííîå ñ ð¼áðàìè.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3.1 èçâåñòíî:

τ(G) = (v − v1)
v1−1(v − v2)

v2−1 . . . (v − vk)vk−1vk−2.

Äàííàÿ ôîðìóëà ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τ(G) = (1− v1

v
)v1−1(1− v2

v
)v2−1 . . . (1− vk

v
)vk−1vv−2.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî 1 + x 6 ex ïðè x > −1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

τ(G) 6 e−(
v1
v (v1−1)+...+

vk
v (vk−1))vv−2 = e

1−v
2
1+...+v

2
k

v1+...+vk vv−2.

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè-
÷åñêîì

v2
1 + . . .+ v2

k

v1 + . . .+ vk
>
v1 + . . .+ vk

k
=
v

k

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ G = Kv.
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Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü G = G1∇ . . .∇Gk è v = v(G), òîãäà âûïîëíåíà ñëåäóþ-
ùàÿ îöåíêà:

τ(G) 6 e1− vk+
2e(G1)+...+e(Gk)

v · vv−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîëó÷àåì:

τ(G) 6 vv−2e1− vke

k∑
i=1

vi∑
j=2

µij

v

Ò.ê. äëÿ êàæäîãî i âûïîëíåíî µi2 + . . .+ µivi = Tr(L(Gi)) =
∑
v∈Vi

deg(v) = 2e(Gi).
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4 Îöåíêà äëÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ: äîêàçàòåëüñòâî
(è îáîáùåíèå íà ìóëüòèãðàôû)

Â [10] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ:

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô (áåç êðàòíûõ ð¼áåð è ïåòåëü), à d1 6
. . . 6 dn � åãî ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî:

τ(G) 6
(1 + d1) · . . . · (1 + dn)

n2

Äàííîå íåðàâåíñòâî áûëî äîêàçàíî ïî èíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå
ñèëüíîãî ðåçóëüòàòà. Îäíàêî ìû ïðèâåä¼ì àëüòåðíàòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå äî-
êàçàòåëüñòâî. Íî ñíà÷àëà ââåä¼ì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) � äâà íàáîðà âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð x ìàæîðèðóåò íàáîð y (x � y), åñëè äëÿ
ëþáîãî i ∈ [1..n] âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà x1 + . . . + xi > y1 + . . . + yi è, êðîìå
òîãî, x1 + . . .+ xn = y1 + . . .+ yn.

Ëåììà 4.1 (Íåðàâåíñòâî Êàðàìàòû). Ïóñòü f : I → R � âûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ, I � èíòåðâàë íà âåùåñòâåííîé îñè, x = (x1, . . . , xn) ∈ I × . . .× I︸ ︷︷ ︸

n

; y =

(y1, . . . , yn) ∈ I × . . .× I︸ ︷︷ ︸
n

� íàáîðû ÷èñåë òàêèå, ÷òî x � y. Òîãäà âûïîëíåíî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

f(x1) + . . .+ f(xn) > f(y1) + . . .+ f(yn).

Åñëè f ñòðîãî âûïóêëà, òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà íàáîðû x è y ñîâïàäàþò, ò.å. xi = yi äëÿ ëþáîãî i ∈ [1..n].

Ñëåäñòâèå. Åñëè x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) � äâà íàáîðà ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî x � y, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî x1 · . . . · xn 6 y1 · . . . · yn.
Ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà xi = yi äëÿ êàæäîãî
i ∈ [1..n].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = − log x, îïðåäåë¼ííóþ íà ïîëî-
æèòåëüíîé ïîëóîñè. ßñíî, ÷òî îíà âûïóêëà, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íå¼ è íàáîðîâ
x è y ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Êàðàìàòû:

− log x1 − . . .− log xn > − log y1 − . . .− log yn,

èç êîòîðîãî, ñìåíèâ çíàê è âçÿâ ýêñïîíåíòó, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì íóæíîå íåðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå èç òåî-
ðåìû Êèðõãîôà:

n2τ(G) = n2 · µ2 . . . µn
n

= µ2 · . . . · µn · n 6 (1 + d1) . . . (1 + dn)

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàáîð (n, µn, . . . , µ2) ìàæîðèðóåò
íàáîð (1 + dn, . . . , 1 + d1). Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ íàáîðàõ ñóììû ÷èñåë
ðàâíû. Äåéñòâèòåëüíî,

µ2 + . . .+ µn + n = Tr(L(G)) + n = d1 + . . .+ dn + n = (d1 + 1) + . . .+ (dn + 1).

Äàëåå ïðîâåðèì, ÷òî µ2 + . . . + µk 6 d1 + . . . dk−1 + (k − 1). Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Ëåììà 4.2 (Íåðàâåíñòâî Øóðà [5]). Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, d1 > . . . > dn � å¼ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, λ1 >
. . . > λn � å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ [1..n] âåðíî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî:

d1 + . . .+ dk 6 λ1 + . . .+ λk.

Èç íåãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Ñëåäñòâèå (Íåðàâåíñòâî Àäàìàðà). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà detA 6
d1 · . . . · dn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Êàðàìàòû äëÿ ïðîèçâåäåíèé
è òîãî ôàêòà, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ å¼ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë.

Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òðåáóåìîãî íåðàâåíñòâà. Ðàññìîòðèì ãðàô G �
1-äîïîëíåíèå G. Åãî ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóäåò n − 1 − dn 6 . . . 6
n− 1− d1, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë � 0 6 n− µn 6 . . . 6
n− µ2. Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Øóðà, ïîëó÷àåì:

(n− 1− d1) + . . .+ (n− 1− dk−1) 6 (n− µ2) + . . .+ (n− µk)

Ïåðåíîñÿ â ëåâóþ ÷àñòü µi, â ïðàâóþ di è ñîêðàùàÿ n(k − 1) â îáåèõ ÷àñòÿõ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

µ2 + . . .+ µk 6 d1 + . . .+ dk−1 + (k − 1),

îòêóäà

n+ µn + . . .+ µk+1 > dn + . . .+ dk + (n− k + 1) = (dn + 1) + . . .+ (dk + 1),

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî (n, µn, . . . , µ2) � (1+dn, . . . , 1+d1). Ïðèìåíå-

íèå ñëåäñòâèÿ íåðàâåíñòâà Êàðàìàòû äëÿ ïðîèçâåäåíèé çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî.
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Òåïåðü ìîæíî âûâåñòè îöåíêó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà G � ìóëüòèãðàô (ò.å. ðàç-
ðåøåíû êðàòíûå ð¼áðà).

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü G � ãðàô, ∆ � åãî ìàêñèìàëüíàÿ êðàòíîñòü, d1 6
. . . 6 dn � ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî:

τ(G) 6
(d1 + ∆) · . . . · (dn + ∆)

∆n2
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà G = K∆
n , ãäå K

∆
n

� ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ ñ êðàòíîñòüþ êàæäîãî ðåáðà, ðàâíîé ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â ñëó-
÷àå, êîãäà G � ïðîñòîé ãðàô, òîëüêî íåðàâåíñòâî Êàðàìàòû ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
íàáîðîâ (n∆, µn, . . . , µ2) è (dn + ∆, . . . , d1 + ∆).

Ïðîâåðèì, êîãäà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî íàáîðû (n∆, µn, . . . , µ2) è (dn + ∆, . . . , d1 + ∆) ñîâïàäàþò. Îòñþäà
n∆ = dn + ∆ è dn = (n − 1)∆. Ò.ê. êðàòíîñòü ëþáîãî ðåáðà íå ïðåâîñõîäèò
∆, òî dn 6 (n− 1)∆, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà êðàòíîñòü êàæäîãî ðåáðà ðàâíà ∆. Òàêèì îáðàçîì, vn ñîåäèíå-
íà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè è êðàòíîñòü êàæäîãî ðåáðà, èíöèäåíòíîãî
vn, ðàâíà ∆. Ïåðåõîäÿ ê äîïîëíåíèþ G, ïîëó÷àåì, ÷òî vn � èçîëèðîâàííàÿ
âåðøèíà (ò.å. èìååò ñòåïåíü 0), îòñþäà µ2(G) = n∆ − µn−1 = 0 ïî ëåììå 2.1,
ò.å. µn−1 = n∆ è dn−1 = µn − ∆ = (n − 1)∆. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî vn−1

ñîåäèíåíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè è êðàòíîñòü êàæäîãî ðåáðà, èíöè-
äåíòíîãî vn−1, ðàâíà ∆. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü ðåáðî, è åãî êðàòíîñòü ðàâíà ∆. Òàêèì
îáðàçîì, G = K∆

n , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êðàòíîñòè âñåõ ð¼áåð ãðàôà G íå ïðåâîñõîäÿò k, òî ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

τ(G) 6
(k + d1) . . . (k + dn)

nk2

ñ ðàâåíñòâîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè G = Kk
n.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (d1+k)...(dn+k)
k íå

óáûâàåò íà ëó÷å [∆,+∞), ãäå ∆ � ìàêñèìàëüíàÿ êðàòíîñòü ãðàôà G. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðîëîãàðèôìèðîâàâ ýòó ôóíêöèþ è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî k, ïîëó-
÷èì 1

d1+k + · · · + 1
dn+k −

1
k . Äàëåå, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..n]

âåðíî íåðàâåíñòâî di 6 (n − 1)∆ 6 (n − 1)k, ïîýòîìó 1
di+k

> 1
nk . Îòñþäà ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìà ïðàâîé ÷àñòè òðåáóåìîãî íåðàâåíñòâà
íåîòðèöàòåëüíà (è äàæå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà), ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâàÿ ÷àñòü
íå óáûâàåò, ÷åãî è õîòåëîñü.

Â êà÷åñòâå çàìå÷àíèÿ ïðèâåä¼ì óòâåðæäåíèå äëÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ.
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Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü G = (V,E) � âçâåøåííûé ãðàô ñ ôóíêöèåé âåñîâ
w : E → [0,+∞), è M = maxe∈E(G)w(e). Îïðåäåëèì ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû
vi ñëåäóþùèì îáðàçîì: di =

∑
v 6=vi

w(vvi). Ââåä¼ì ïåðå÷èñëèòåëü îñòîâíûõ äåðå-

âüåâ: τw(G) =
∑

T∈ST (G)

∏
e∈T

w(e), ãäå ST (G) � ìíîæåñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ G.

Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

τw(G) 6
(M + d1) · . . . · (M + dn)

Mn2
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w(e) = M äëÿ ëþáîãî
e ∈ E(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íîå ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Êàðàìàòû äëÿ íàáîðîâ
(M + dn, . . . ,M + d1) è (Mn, λn, . . . , λ2) è èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû Êèðõãîôà â
ñëó÷àå âçâåøåííîãî ãðàôà.
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4.1 Äðóãèå îöåíêè, èñïîëüçóþùèå ïîõîæèå ìåòîäû

Â ýòîé ãëàâå áóäóò ïðèâåäåíû îöåíêè îñòîâíûõ äåðåâüåâ, ðàâåíñòâî â êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ íå íà ïîëíûõ ãðàôàõ. Èõ äîêàçàòåëüñòâà òàêæå áóäóò èñïîëüçîâàòü
íåðàâåíñòâà, ñâÿçàííûå ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèö è èõ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè.

4.1.1 Ïðîèçâåäåíèÿ ãðàôîâ

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü G = G1∇G2, v(G1) = n, v(G2) = m, {d1, . . . , dn} è
{d′1, . . . , d′m} � ñòåïåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàôîâ G1 è G2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

τ(G) 6
(d1 +m) · . . . · (dn +m)(d′1 + n) · . . . · (d′m + n)

mn

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 6 µ1
2 6 . . . 6 µ1

n è 0 6 µ2
2 6 . . . 6 µ2

m � ñïåêòðû
L(G1) è L(G2) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà τ(G) = (m+µ1

2) · . . . · (m+µ1
n)(n+µ2

2) · . . . ·
(n+µ2

m). Çàìåòèì, ÷òî m 6 µ1
2 +m 6 · · · 6 µ1

n +m è n 6 µ2
2 +n 6 · · · 6 µ2

m +n
� ñïåêòðû ìàòðèö L(G1) + mI è L(G2) + nI ñîîòâåòñòâåííî. Ò.ê. âñå ÷èñëà
â ñïåêòðàõ ïîëîæèòåëüíû, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Êàðà-
ìàòû äëÿ ïðîèçâåäåíèé, ñêîìáèíèðîâàííîå ñ íåðàâåíñòâîì Øóðà, è ïîëó÷èòü
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

m(µ1
2 +m) · . . . · (µ1

n +m) 6 (d1 +m) · . . . · (dn +m)

è
n(µ2

2 + n) · . . . · (µ2
m + n) 6 (d′1 + n) · . . . · (d′m + n).

Ïåðåìíîæèì ýòè äâà íåðàâåíñòâà, ðàçäåëèì íà mn è, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîð-
ìóëîé äëÿ êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ïðîèçâåäåíèè ãðàôîâ, ïîëó÷èì òðå-
áóåìîå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Â òàêîì ñëó÷àå
âûïîëíåíû ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà:

m(µ1
2 +m) · . . . · (µ1

n +m) = (d1 +m) · . . . · (dn +m)

n(µ2
2 + n) · . . . · (µ2

m + n) = (d′1 + n) · . . . · (d′m + n)

Ïîñìîòðèì íà ïåðâîå ðàâåíñòâî. Îíî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà íàáîðû ÷èñåë ñëåâà è ñïðàâà ñîâïàäàþò, ò.å. d1 = 0 è µ1

i = di äëÿ i ∈
[2..n]. Ïóñòü V (G1) = {v1, . . . , vn}. Çàìåòèì, ÷òî ò.ê. d1 = 0, òî âåðøèíà v1

ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé, ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå G1 õîòÿ áû äâå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè, îòêóäà µ1

2 = d2 = 0. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äàëüøå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî
G1 ÿâëÿåòñÿ àíòèêëèêîé, àíàëîãè÷íî G2 � òàêæå àíòèêëèêà. Òàêèì îáðàçîì,
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè G = Km,n.

Ðàçáåð¼ì òåïåðü âàðèàíò, êîãäà G = G1∇ . . .∇Gn, n > 2, v(Gi) = vi, v =
n∑
i=1

vi. Ïóñòü d
i
1 6 . . . 6 divi � ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàæäîãî èç ãðàôîâ
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Gi, à 0 6 µi2 6 . . . 6 µivi � åãî ñïåêòð. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èç ãðàôîâ ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî (íåðàâåíñòâà Êàðàìàòû è Øóðà äëÿ ìàòðèöû L(Gi) +
(v − vi)I):

(v − vi)(v − vi + µi2) . . . (v − vi + µivi) 6 (v − vi + di1) . . . (v − vi + divi).

Ïåðåìíîæèì âñå òàêèå íåðàâåíñòâà ïî âñåì i ∈ [1..n] è óìíîæèì îáå ÷àñòè

íà vn−2

(v−v1)...(v−vn) . Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé íà êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ

äåðåâüåâ â ïðîèçâåäåíèè ãðàôîâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

τ(G) 6

vn−2
n∏
i=1

vi∏
j=1

(v − vi + dij)

n∏
i=1

(v − vi)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü G = G1∇ . . .∇Gn, n > 2, v(Gi) = vi, v =
n∑
i=1

vi, d
i
1 6 . . . 6

divi � ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàæäîãî èç ãðàôîâ Gi. Òîãäà âûïîëíåíà
ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

τ(G) 6

vn−2
n∏
i=1

vi∏
j=1

(v − vi + dij)

n∏
i=1

(v − vi)
.

Êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà Gi =
Kvi äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..n], ò.å. G = Kv1,...,vn.

Â 2004 ãîäó Ýðåíáîðã âûäâèíóë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó äëÿ äâóäîëüíûõ ãðà-
ôîâ:

Ãèïîòåçà (Ehrenborg, 2004). Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô íà äîëÿõ V1 è V2.
Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

τ(G) 6

∏
v∈V (G)

deg v

|V1||V2|

Íåçàäîëãî äî ýòîãî áûëî äîêàçàíî ðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà G � ãðàô,
ïîñòðîåííûé íà äèàãðàììå Þíãà [12]. Ñïóñòÿ 15 ëåò áûëî ïðåäëîæåíî ëèíåéíî-
àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, ñì. [9].

Ýòà îöåíêà ñõîæà ñ òîé, êîòîðàÿ ïîëó÷èëàñü â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ãðàôîâ. Òåïåðü õîòåëîñü áû âûäâèíóòü ãèïîòåçó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â ãðàôå
áîëüøå äâóõ äîëåé.
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Ãèïîòåçà. Ïóñòü G � k-äîëüíûé ãðàô íà äîëÿõ V1, . . . , Vk, è |Vi| = vi. Òîãäà
âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

τ(G) 6

vk−2
∏

v∈V (G)

deg v

k∏
i=1

(v − vi)
.

5 Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äèïëîìíîé ðàáîòû áûë èçëîæåí â ïóáëèêàöèè [13].
Íåçàâèñèìî â [11] Ñòèâåí Êëè ïîëó÷èë ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäà-

ìè óòâåðæäåíèå î ïåðå÷èñëèòåëå îñòîâíûõ äåðåâüåâ âî âçâåøåííîì ãðàôå, à
èìåííî: åñëè G � ãðàô ñ ôóíêöèåé âåñà w : E(G) → R+, òî âåðíà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà:

τw(G) 6

∏
v∈V (G)

(1 + dw(v))

v(G)2
.
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