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1 Ââåäåíèå

Ïðèíöèï íåîïðåäåë¼ííîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå � ýòî ñåìåéñòâî ôàêòîâ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ è
å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ìàëû (ñì. [6]). Îäíîé èç âåðñèé ýòî ïðèíöèïà
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S ⊂ Rd � êîìïàêò, òàêîé ÷òî Hα(S) < ∞. Ïóñòü îáîáù¼ííàÿ ôóíêöèÿ ζ

òàêàÿ ÷òî supp(ζ) ⊂ S è ζ̂ ∈ Lp(Rd) äëÿ íåêîòîðîãî p < 2d
α . Òîãäà ζ = 0.

Çäåñü Hα−ýòî α−ìåðà Õàóñäîðôà. Ïîêà ÷òî íåèçâåñòíî, âåðåí ëè ýòîò ïðèíöèï â ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå p = 2d

α .

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü S ⊂ Rd � êîìïàêò, òàêîé ÷òî Hα(S) < ∞, è ïóñòü îáîáù¼ííàÿ ôóíêöèÿ ζ

òàêàÿ ÷òî supp(ζ) ⊂ S è ζ̂ ∈ L 2d
α

(Rd). Òîãäà ζ = 0.

Â ñëó÷àå d = 1 íåïðåäåëüíóþ âåðñèþ òåîðåìû äîêàçàë Á¼ðëèíã â ðàáîòå [3]. Â ðàáîòå [1] áûëè
äîêàçàíû ðåçóëüòàòû èç êîòîðûõ âûâîäèòñÿ òåîðåìà 1, íî ñàìà òåîðåìà áûëà íå äîêàçàíà. Ïîñëå
ýòîãî Ýäãàð è Ðîçåíáëàòò ðàçîáðàëè ñëó÷àé d− 1 6 α (ñì. [4]). Êàõàí äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó
(ñì. [7]). (Êàõàí, Ýäãàð è Ðîçåíáëàòò íå çíàëè î ðàáîòå [1]).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü êîìïàêò S ⊂ Rd òàêîé ÷òî Hα(S) < ∞, è ïóñòü îáîáù¼ííàÿ ôóíêöèÿ ζ

òàêàÿ ÷òî supp(ζ) ⊂ S è ζ ∈W
α−d

2
2 (Rd). Òîãäà ζ = 0.

Çäåñü Wα
p (Rd) � ýòî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ ïîêàçàòåëåì ñóììèðóåìîñòè p è ïîêàçàòåëåì

ãëàäêîñòè α. Äëÿ 1 < p <∞ ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé.

Wα
p (Rd) = {f | (1−∆)

α
2 f ∈ Lp(Rd)}. (1)

Çäåñü ∆ � ýòî ëàïëàñèàí.
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò òåîðåìà 1, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äåéñòâóåò èç Lp(Rd) â

W
d
p−

d
2−ε

2 (Rd) äëÿ p > 2 è ε > 0 (ñì. [8]).
Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé â òåîðåìå 1 (p = 2d

α ) äîêàçàí â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ. Òàê, Ðîçåí-

áëàòò ïîêàçàë, ÷òî íåíóëåâàÿ îáîáù¼ííàÿ ôóíêöèÿ ζ òàêàÿ ÷òî ζ̂ ∈ L 2d
d−1

, íå ìîæåò êîíöåíòðèðî-

âàòüñÿ íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòè d − 1 (ñì. [10]). Àðãàíîâñêèé è Íàðàÿíàí ðàçîáðàëè
ñëó÷àé, êîãäà S � ýòî C1 � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñì. [2]). Çàòåì Ðààíè
äîêàçàëà ïðåäåëüíûé ñëó÷àé òåîðåìû äëÿ óïàêîâî÷íîé ìåðû (ñì. [9]). Â ðàáîòå [5] Õýéå è Ðîãèíñêàÿ
ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ çàðÿäà ξ òàêîãî, ÷òî ‖ξ‖

W
α−d

2
2

<∞, âåðíî dimH(ξ) > α.

Ïîä çàðÿäîì ìû ïîíèìàåì êîìïëåêñíî-çíà÷íóþ ìåðó. Çäåñü dimH(ξ)−ýòî íèæíÿÿ ðàçìåðíîñòü
Õàóñäîðôà çàðÿäà ξ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dimH(ξ) = inf(α| ∃B ⊂ Rd dimH(B) = α ξ(B) 6= 0). (2)

Ìíå óäàëîñü îáîáùèòü òåîðåìó 2, à èìåííî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ξ çàðÿä òàêîé ÷òî ξ ∈W
α−d
p′

p (Rd) äëÿ 1 < p <∞ è 1
p + 1

p′ = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà A, òàêîãî ÷òî Hα(A) <∞, âåðíî ðàâåíñòâî ξ(A) = 0.

Â ÷àñòíîñòè èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ðåçóëüòàò Õýéå è Ðîãèíñêîé.
Òàêæå ÿ äîêàçàë ÷òî, åñëè ìèíèìàëüíî îñëàáèòü óñëîâèå Ãèïîòåçû 1, òî îíà ñòàíåò íåâåðíîé.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ýòîãî ðåçóëüòàòà íàïîìíèì îïðåäåëåíèå f−ìåð Õàóñäîðôà.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f : [0,∞) → [0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî f(0) = 0. Òîãäà
ìåðà Λf îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé.

Λf (A) = lim
δ→0

inf
A⊂∪Bj

diam(Bj)<δ

∑
j

f(diam(Bj)). (3)

Åñëè âçÿòü f(t) = tα, òî Λf = Hα. Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íàø ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Ïóòü ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî f(t) = o(t
2d
p ) äëÿ p > 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîìïàêò

A ⊂ Rd è âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ, òàêèå ÷òî supp(µ) ⊂ A, Λf (A) <∞ è µ̂ ∈ Lp(Rd).

Áóäåò ïîñòðîåí ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà, è òàêîé ìåðû íà í¼ì. Ìíîæåñòâî è ìåðà áóäóò ñëó-
÷àéíûìè, è áóäåò äîêàçàíî, ÷òî îíè íàì ïîäõîäÿò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Â ãëàâå 2 áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 4, à â ãëàâå 3 áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 3.

2 Ïðèìåð

Ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî.

Ëåììà 1. Ïóñòü p > 2, è ïóñòü Xj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâîðàñïðåäåë¼í-

íûõ, öåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

E

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=1

Xj

∣∣∣∣∣∣
p

6 CpM
p
2E|X1|p, (4)

ãäå êîíñòàíòà Cp çàâèñèò òîëüêî îò p.

Ýòà ëåììà � ïðîñòîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Ìàðöèíêåâè÷à�Çèãìóíäà, à èìåííî, ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü Xj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, öåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

cpE

∑
j

|Xj |2


p
2

6 E

∣∣∣∣∣∣
∑
j

Xj

∣∣∣∣∣∣
p

6 CpE

∑
j

|Xj |2


p
2

, (5)

ãäå êîíñòàíòû Cp è cp çàâèñÿò òîëüêî îò p.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ìàðöèíêåâè÷à�Çèãìóíäà, ìû ïî-
ëó÷èì íåðàâåíñòâî

E

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=1

Xj

∣∣∣∣∣∣
p

6 CpE

 M∑
j=1

|Xj |2


p
2

. (6)

Äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì î ñðåäíèõ:

E

 M∑
j=1

|Xj |2


p
2

6 EM
p
2−1

M∑
j=1

|Xj |p = M
p
2E|X1|p. (7)

Â ñîâîêóïíîñòè ýòè îöåíêè äàþò èñêîìîå íåðàâåíñòâî.
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2.1 Êîíñòðóêöèÿ íîñèòåëÿ

Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ f êàê â óñëîâèè Òåîðåìû 4. Ñíà÷àëà çàôèêñèðóåì âûáîð íåêîòîðûõ êîí-
ñòàíò. Ïóñòü ÷èñëî N > 4 · 3pCp. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Mj , óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

Mj > max(100C
2
p
p , 2

2d
p N

2
p ), (8)

f

2d
1
2

N
n
d∏n

j=1M
p
2d
j

 n∏
j=1

Mj < 1. (9)

Áóäåì ñòðîèòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïóñòü ìû ïîñòðîèëè ÷èñëà Mj äëÿ j 6 k.
Ïîñìîòðèì íà âûðàæåíèå (9) äëÿ n = k + 1. ×èñëà Mj äëÿ j 6 k ôèêñèðîâàííû, à Mk+1 óñòðåìèì

ê áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ óñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê f(x) = o(x
2d
p ), à çíà÷èò,

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì Mk+1 ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò âûïîëíåíî.
Çàâåä¼ì ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí γn,k,j , ãäå âåëè÷èíà γn,k,j ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåíà íà êóáèêå

[
−1 + N

1
d

M
p
2d
n+k−1

, 1− N
1
d

M
p
2d
n+k−1

]d
.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê êîíñòðóêöèè íîñèòåëÿ. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà An (íà ñàìîì äåëå, An(ω);
ìíîæåñòâî � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà). Äëÿ íà÷àëà ïîñòðîèì ìíîæåñòâà An,k. Ìíîæåñòâà An,k
áóäåì ñòðîèòü èíäóêòèâíî òàê, ÷òîáû An,k+1 ⊂ An,k, è ìíîæåñòâî An,k áûëî áû îáúåäèíåíèåì
n+k−1∏
j=n

Mj êóáîâ ðàçìåðà δn,k (íå îáÿçàòåëüíî äèçúþíêòíîå), ãäå

δn,k = 2
N

k
d

n+k−1∏
j=n

M
p
2d
j

. (10)

Çàìåòèì, ÷òî δn,k+1 = N
1
d

Mn+k
δn,k. Ìíîæåñòâî An,0 ïîëîæèì ðàâíûì [−1, 1]d. Ïóñòü ìû ïîñòðîè-

ëè ìíîæåñòâî An,k, ïîñòðîèì ìíîæåñòâî An,k+1. Ìíîæåñòâî An,k � ýòî îáúåäèíåíèå êóáîâ, ïóñòü
öåíòðû ýòèõ êóáîâ ýòî x1, x2, . . . . Â êàæäûé èç ýòèõ êóáîâ ïîìåñòèì Mn+k êóáîâ ðàçìåðà δn,k+1

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ó êóáà öåíòð xi, òîãäà ó êóáîâ ëåæàùèõ âíóòðè íåãî öåíòðû xi +
δn,k
2 γn,k+1,j ,

äëÿ (i− 1)Mn+k 6 j < iMn+k.

Ïîëîæèì An =
∞
∩
j=1

An,j .

Ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîæåñòâî An âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷èíàåì ïîñòðîåíèå ñ êóáà
[−1, 1]d, â í¼ì âûáèðàåì Mn êóáîâ, â êàæäîì èç ýòèõ êóáîâ ìû âûáèðàåì Mn+1 êóá, â êàæäîì
èç ýòèõ âûáèðàåì ïî Mn+2 è òàê äàëåå. Ðàññìîòðèì ñóæåíèå íà êîíêðåòíûé êóá ïåðâîãî ïîêî-
ëåíèÿ, âíóòðè íåãî ïðîèñõîäèò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâî An+1. Ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî An
ñîñòîèò èç Mn íåçàâèñèìûõ óìåíüøåííûõ êîïèé ìíîæåñòâà An+1.

Íà ñàìîì äåëå íîñèòåëü èñêîìîé ìåðû áóäåò ëåæàòü â ìíîæåñòâå A1, à ìíîæåñòâà An íóæíû
äëÿ îöåíêè.

Ëåììà 3. Âåðíî íåðàâåíñòâî Λf (A1) 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A1−ýòî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A1,k, à ìíîæåñòâî

A1,k−ýòî îáúåäèíåíèå
k∏
j=1

Mj êóáîâ ðàçìåðà δ1,k. Ïðè êàæäîì k ýòè êóáû îáðàçóþò ïîêðûòèå ìíî-
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æåñòâà A1. Îöåíèì ýòè ïîêðûòèÿ. Äèàìåòð îäíîãî êóáà � ýòî d
1
2 δ1,k.

f(d
1
2 δ1,k)

k∏
j=1

Mj = f

2d
1
2

N
k
d∏k

j=1M
p
2d
j

 k∏
j=1

Mj < 1, (11)

ïî ôîðìóëå (9). Ñîîòâåòñòâåííî, ýòè ïîêðûòèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî Λf (A1) 6 1.

2.2 Êîíñòðóêöèÿ ìåð

Ïîñòðîèì ìåðû µn ñ íîñèòåëÿìè â ìíîæåñòâàõ An. Äëÿ íà÷àëà ïîñòðîèì ìåðó µn,k ñ íîñèòåëåì â
ìíîæåñòâå An,k. Ìíîæåñòâî An,k � ýòî îáúåäèíåíèå êóáîâ, ðàññìîòðèì ìåðó Ëåáåãà íà êàæäîì èç
ýòèõ êóáèêîâ, ñëîæèì ýòè ìåðû Ëåáåãà è íîðìèðóåì, òàê ÷òîáû ïîëó÷èëàñü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà,
ýòà ìåðà è áóäåò µn,k. Ìåðà µn � ýòî *-ñëàáûé ïðåäåë ìåð µn,k. Ìåðà µn âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî
êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâà An, à ìíîæåñòâî An ñîñòîèò èç Mn íåçàâèñèìûõ êîïèé ìíîæåñòâà An+1,
ñëåäîâàòåëüíî ìåðà µn ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ êîïèé ìåðû µn+1.

Ëåììà 4. Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

µ̂n(x)
D
=

1

Mn

Mn∑
j=1

e2πi<βn,j ,x>ln,j(x). (12)

Çäåñü ln,j(x) � ýòî íåçàâèñèìûå êîïèè âåëè÷èíû µ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)
, a βn,j � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûå íà êóáèêå

[
−1 + N

1
d

M
p
2d
n

, 1− N
1
d

M
p
2d
n

]d
; çíàê

D
= îáîçíà÷àåò ðàâåí-

ñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî An ïîêðûâàåòñÿ Mn êóáàìè ðàçìåðà 2 N
1
d

M
p
2d
n

, ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè,

öåíòðû ýòèõ êóáîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà êóáèêå

[
−1 + N

1
d

M
p
2d
n

, 1− N
1
d

M
p
2d
n

]d
. Âíóòðè êàæäîãî

èç ýòèõ êóáîâ íàõîäèòñÿ íåçàâèñèìàÿ óìåíüøåííàÿ êîïèÿ ìíîæåñòâà An+1. Íà êàæäîì èç ýòèõ
ìíîæåñòâ ñîñðåäîòî÷åíà íåçàâèñèìàÿ êîïèÿ ìåðû µn+1, è ñîîòâåòñòâåííî, ìåðà µn � ýòî ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ íåçàâèñèìûõ êîïèé, à çíà÷èò, å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ýòî ñðåäíåå îò
ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ýòèõ íåçàâèñèìûõ êîïèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êàæäîé íåçàâèñèìîé êîïèè
� ýòî

e2πi<βn,j ,x>ln,j(x), (13)

ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ïîÿâëÿåòñÿ, òàê êàê öåíòð êóáèêà íå â íóëå, à ðàñòÿæåíèå � òàê êàê
íîñèòåëü óìåíüøåí. Åñëè ìû âîçüì¼ì ñðåäíåå îò òàêèõ ñëàãàåìûõ. ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó.

2.3 Îöåíêà ïðèìåðà

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C0, íå çàâèñÿùàÿ îò n, ÷òî∫
Rd

|Eµ̂n(x)|pdx 6 C0. (14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4,

Eµ̂n(x) = E
1

Mn

Mn∑
j=1

e2πi<βn,j ,x>ln,j(x) = Ee2πi<βn,1,x>Eµ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)
. (15)

Ìåðà µn+1 âåðîÿòíîñòíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû. Ïóñòü

h(t) = sin(t)
t , è ïóñòü an = 1 − N

1
d

M
p
2d
n

. Ïî íåðàâåíñòâó (8), an >
1
2 , è ìû ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùèå

îöåíêè:

|Eµ̂n(x)| =

∣∣∣∣∣Ee2πi<βn,1,x>Eµ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)∣∣∣∣∣ 6 |Ee2πi<βn,1,x>| =
∣∣∣∣∣∣
d∏
j=1

h (2πanxj)

∣∣∣∣∣∣ 6
d∏
j=1

min

(
1,

1

|xj |

)
. (16)

Â ïîñëåäíåé îöåíêå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì
∣∣∣ sin(t)t

∣∣∣ 6 min
(

1, 1
|t|

)
. Íàïèøåì ôèíàëüíóþ

îöåíêó ∫
Rd

|Eµ̂n(x)|pdx 6
∫
Rd

d∏
j=1

min

(
1,

1

|xj |

)p
= C0 <∞. (17)

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫
Rd

E|µ̂n(x)− Eµ̂n(x)|pdx 6 C0, (18)

ãäå C0−êîíñòàíòà èç ïðåäûäóùåé ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫
|x|<R

E|µ̂n(x)− Eµ̂n(x)|pdx 6 C0. (19)

Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî èíäóêöèåé ïî R, à èìåííî, áóäåì äîêàçûâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè
íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ R è äëÿ âñåõ n, òî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ R1 = 2R è äëÿ âñåõ n.

Áàçà: íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ R. Ìåðû µn âåðîÿòíîñòíûå ñëåäîâàòåëüíî
|µ̂n(x)| 6 1, à çíà÷èò |µ̂n(x)− Eµ̂n(x)| 6 2, îò ñþäà E|µ̂n(x)− Eµ̂n(x)|p 6 2p. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
R ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ìîæíî îöåíèòü êàê 2p óìíîæèòü íà ìåðó îáëàñòè.

Øàã: ïóñòü íåðàâåíñòâî (19) âûïîëíåíî äëÿ R. Ïî ëåììå 4 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

µ̂n(x)− Eµ̂n(x)
D
=

1

Mn

Mn∑
j=1

(
e2πi<βn,j ,x>ln,j(x)− Eµ̂n(x)

)
. (20)
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Ïðèìåíèì ëåììó 1:

E|µ̂n(x)− Eµ̂n(x)|p = E

∣∣∣∣∣∣ 1

Mn

Mn∑
j=1

(
e2πi<βn,j ,x>ln,j(x)− Eµ̂n(x)

)∣∣∣∣∣∣
p

6

CpM
− p2
n E

∣∣∣∣∣e2πi<βn,1,x>µ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)
− Eµ̂n(x)

∣∣∣∣∣
p

6

CpM
− p2
n 3p

(
E

∣∣∣∣∣µ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)
− Eµ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣Eµ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)∣∣∣∣∣
p

+ |Eµ̂n(x)|p
)
. (21)

Â ïîñëåäíåé îöåíêå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì |a + b + c|p 6 3p(|a|p + |b|p + |c|p). Ïðîèíòå-
ãðèðóåì ïîëó÷èâøóþñÿ îöåíêó∫
|x|<2R

E|µ̂n(x)− Eµ̂n(x)|pdx 6

∫
|x|<2R

CpM
− p2
n 3p

(
E

∣∣∣∣∣µ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)
− Eµ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣Eµ̂n+1

(
xN

1
d

M
p
2d
n

)∣∣∣∣∣
p

+ |Eµ̂n(x)|p
)
dx. (22)

Â ïåðâîì è âòîðîì ñëàãàåìîì ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé (íîâàÿ ïåðåìåííàÿ � ýòî xN
1
d

M
p
2d
n

). Ïóñòü

R0 = 2RN
1
d

M
p
2d
n

, çàìåòèì, ÷òî ïî íåðàâåíñòâó (8) R0 6 R. Ìû ïîëó÷èì

∫
|x|<2R

E|µ̂n(x)− Eµ̂n(x)|pdx 6

CpM
− p2
n 3p

M p
2
n

N

∫
|x|<R0

E |µ̂n+1(x)− Eµ̂n+1(x)|p +
M

p
2
n

N

∫
|x|<R0

|Eµ̂n+1 (x)|p +

∫
|x|<2R

|Eµ̂n(x)|p dx

 .

(23)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, à âòîðîå è òðåòüå ïî ëåììå 5. Ìû
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∫
|x|<2R

E|µ̂n(x)− Eµ̂n(x)|pdx 6
Cp3

p

N
C0 +

Cp3
p

N
C0 + Cp3

pM
− p2
n C0 6

1

4
C0 +

1

4
C0 +

(
9C

2
p

Mn

) p
2

C0 6 C0 (24)

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4. Äîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìåðû µ1 ïî÷òè íàâåðíîå ëå-
æèò â Lp. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

E
∫
Rd

|µ̂1(x)|pdx <∞. (25)
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Äîêàæåì åãî:

E
∫
Rd

|µ̂1(x)|pdx =

∫
Rd

E|µ̂1(x)|pdx 6
∫
Rd

2p(E|µ̂1(x)− Eµ̂1(x)|p + |Eµ̂1(x)|p)dx 6 2p+1C0 <∞. (26)

3 Îöåíêè

Ëåììà 7. Ïóñòü ϕ � ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íàÿ, ðàäèàëüíî íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì

â åäèíè÷íîì øàðå, ϕ(x) = 1 åñëè |x| 6 3
4 . Ïóñòü µ−ìåðà ñî çíàêîì ëîêàëüíî êîíå÷íîé âàðèàöèè, è

ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî β > 0 âûïîëíåíî ñëåäóþùèå óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî äèçúþíêòíîãî ñåìåéñòâà

øàðîâ B èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∑
Br(x)∈B

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

ϕ

(
y − x
r

)
dµ(y)

∣∣∣∣∣∣ .
 ∑
Br(x)∈B

rα

β

. (27)

Òîãäà âåðíî çàêëþ÷åíèå:

∀A ⊂ Rd |µ|(A) . (Hα(A))β . (28)

Ýòà ëåììà áûëà äîêàçàíà â ìîåé êóðñîâîé. Äî ýòîãî áîëåå ñëàáàÿ âåðñèÿ ýòîé òåîðåìû áûëà
äîêàçàíà â ðàáîòå [11].

Ïóñòü ϕ ∈ C∞0 (Rd) ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì â åäèíè÷íîì øàðå, à ôóíêöèÿ ϕBr(x) çàäàíà ôîðìóëîé

ϕBr(x)(y) = ϕ

(
y − x
r

)
. (29)

Ëåììà 8. Ïóñòü X−áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òàêîå ÷òî âëîæåíèÿ S(Rd) ↪→ X ↪→ S′(Rd) íåïðå-
ðûâíû è êëàññ Øâàðöà ïëîòåí â X. Ïóñòü òàêæå α < d, β > 0 è äëÿ ëþáîãî äèçúþíêòíîãî

ñåìåéñòâà øàðîâ B, â êîòîðîì ðàäèóñû øàðîâ íå áîëüøå 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∥
∑

Brj (xj)∈B

ϕBrj (xj)

∥∥∥∥∥∥
X′

.

 ∑
Brj (xj)∈B

rα

β

, (30)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî çàðÿäà ξ ∈ X è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî Hα(A) <∞, âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå ξ(A) = 0.

Çäåñü, S(Rd) � ýòî êëàññ Øâàðöà íà Rd, à S′(Rd) � ýòî êëàññ îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé óìåðåííîãî
ðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äèçúþíêòíîãî ñåìåéñòâà øàðîâ B è äëÿ çàðÿäà ξ ∈ X íàïèøåì íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

∑
Brj (xj)∈B

ϕBrj (xj)(y)dξ(y)

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖ξ‖X
∥∥∥∥∥∥

∑
Brj (xj)∈B

ϕBrj (xj)(y)

∥∥∥∥∥∥
X′

. ‖ξ‖X

 ∑
Brj (xj)∈B

rα

β

. (31)
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Ïóñòü ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî Hα(A) < ∞. Ñîîòâåòñòâåííî, ïî ëåììå 7, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

|ξ(A)| . ‖ξ‖X(Hα(A))β . Ïóñòü fn ∈ S(Rd) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî fn
X→ ξ. Ìû

ìîæåì íàïèñàòü ôèíàëüíóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ (îòîæäåñòâëÿåì ôóíêöèþ fn è çàðÿä fn(x)dx):

|ξ(A)| = |ξ(A)− fn(A)| . ‖ξ − fn‖X(Hα(A))β → 0. (32)

Ëåììà 9. Ïóñòü α 6 d. Äëÿ ëþáîãî äèçúþíêòíîãî ñåìåéñòâà øàðîâ B, â êîòîðîì ðàäèóñû øàðîâ

íå áîëüøå 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∥
∑

Brj (xj)∈B

ϕBrj (xj)

∥∥∥∥∥∥
W

d−α
p

p

.

 ∑
Brj (xj)∈B

rα

 1
p

. (33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ñåìåéñòâîB. Ââåä¼ì îïåðàòîð TB, äåéñòâóþùèé èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé è çàäàííûé ôîðìóëîé

TB{aj} =
∑

Brj (xj)∈B

ajϕBrj (xj). (34)

Íà íàòóðàëüíûé ÷èñëàõ ââåä¼ì ìåðó µα, òàêóþ ÷òî µα{j} = rαj . Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð TB íåïðå-

ðûâíî äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà lp(µα) â W
d−α
p

p , è íîðìà îïåðàòîðà íå çàâèñèò îò ñåìåéñòâà B.
Ñíà÷àëà äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå, êîãäà d−α

p −öåëîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå íà ïðîñòðàíñòâå
Ñîáîëåâà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íîðìó

‖f‖
W

d−α
p

p

=
∑

|β|6 d−α
p

‖∂βf‖Lp . (35)

Îöåíèì ‖∂βTB{aj}‖Lp :

‖∂βTB{aj}‖pLp =

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣
∑

Brj (xj)∈B

aj∂
βϕBrj (xj)(y)

∣∣∣∣∣∣
p

dy =
∑

Brj (xj)∈B

|aj |p
∫
Brj (xj)

∣∣∣∂βϕBrj (xj)(y)
∣∣∣p dy .

∑
Brj (xj)∈B

|aj |prd−βpj 6
∑

Brj (xj)∈B

|aj |prαj = ‖{aj}‖lp(µα). (36)

Ñëó÷àé d−α
p ∈ N0 ðàññìîòðåí.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîìïëåêñíóþ èíòåðïîëÿöèþ. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà[
W

d−α0
p

p ,W
d−α1
p

p

]
θ

= W
d−αθ
p

p , (37)

ãäå αθ = (1 − θ)α0 + θα1 (ñì. [8] Theorem 10). À òàêæå [lp(µα0), lp(µα1)]θ = lp(µαθ ), òàê êàê ýòî
èíòåðïîëÿöèÿ ìåæäó lp ñ ðàçíûìè âåñàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïî èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìå îïåðàòîð

TB äåéñòâóåò èç lp(µα) â W
d−α
p

p ïðè âñåõ α.
Òåïåðü íàïèøåì ÷òî ‖TB{aj}‖

W
d−α
p

p

. ‖{aj}‖lp(µα) äëÿ aj = 1, è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∥∥∥∥∥∥
∑

Brj (xj)∈B

ϕBrj (xj)

∥∥∥∥∥∥
W

d−α
p

p

= ‖TB{1}‖
W

d−α
p

p

. ‖{1}‖lp(µα) =

 ∑
Brj (xj)∈B

rαj

 1
p

. (38)
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâàW
α−d
p′

p èW
d−α
p′

p′ äâîéñòâåííû äðóã ê äðó-
ãó (ñì. [8] Theorem 12), ñëåäîâàòåëüíî ëåììà 8 è ëåììà 9 â ñîâîêóïíîñòè äîêàçûâàþò ýòó òåîðå-
ìó.
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