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ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

Ãåîðãèÿ Âåïðåâà
�Ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ è åå ïðèëîæåíèÿ�.

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà Ãåîðãèÿ îòíîñèòñÿ ê ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, ìåòðè÷åñêîé òåîðèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ãåîðãèé çàíèìàëñÿ èçó÷åíèåì è ðàçâèòèåì òåîðèè ìàñøòàáèðîâàííîé ýí-
òðîïèè, åå ïðèëîæåíèÿìè. Ïîíÿòèå ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè, ÷èñëåííîãî ìåòðè÷åñêîãî
èíâàðèàíòà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ýíòðîïèéíîãî òèïà, áûëî ïðåäëîæåíî ê èçó÷åíèþ â ðàáî-
òàõ À. Ì. Âåðøèêà êîíöà 90-õ. Ñõîæèå èíâàðèàíòû ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ñ. Ôåðåíöè
è À. Á. Êàòêà�Æ. Ï. Òóâåíî ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ. Ìàñøòàáèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïèñûâàåò äèíàìèêó ìåòðèê íà ôèêñèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé, ïîêàçûâàÿ, íàñêîëü-
êî áûñòðî ðàñòóò òàê íàçûâàåìûå ýïñèëîí-ýíòðîïèè äîïóñòèìîé ìåòðèêè ïðè óñðåäíåíèè
ïîä äåéñòâèåì ñîõðàíÿþùåãî ìåðó ïðåîáðàçîâàíèÿ (èëè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé). Ìàñøòà-
áèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâåííî íå çàâèñèò îò âûáîðà óñðåäíÿåìîé äîïóñòèìîé
ìåòðèêè è ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíâàðèàíòîì äëÿ ñèñòåì ñ íóëåâîé ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèåé
(Êîëìîãîðîâà�Ñèíàÿ). Òåîðèÿ ìàñøòàáèðóþùèõ ýíòðîïèéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëó÷è-
ëà ñâîå ðàçâèòèå â ñåðèè ðàáîò À. Ì. Âåðøèêà, Ô. Â. Ïåòðîâà è Ï. Á. Çàòèöêîãî, îäíàêî,
î÷åíü ìíîãèå âîïðîñû òåîðèè îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ äèïëîìíîé ðàáîòû Ãåîðãèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âàæ-
íûé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ìàñøòàáèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, â ñóùåñòâåííîì íå çàâèñÿùåé îò ýïñèëîí. Ãåîðãèé ñòðîèò ïðèìåð ýðãîäè÷åñêîãî àâ-
òîìîðôèçìà, äëÿ êîòîðîãî ìàñøòàáèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàâèñèò îò ýïñèëîí â ñó-
ùåñòâåííîì. Ïîñòðîåííûé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ìàñøòàáèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì èíâàðèàíòîì, ÷åì ïðåäïîëàãàëîñü ðàíåå, è òðåáóåò íåêî-
òîðîãî ïåðåîñìûñëåíèÿ. Ãåîðãèé ââîäèò ñåðèþ îïðåäåëåíèé: äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, äëÿ êî-
òîðûõ ìàñøòàáèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñóùåñòâåííîì íå çàâèñèò îò ýïñèëîí, íàçûâàåò
ñòàáèëüíûìè, îñòàëüíûå � íåñòàáèëüíûìè. Äàëåå ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ìàñøòàáèðîâàííîé
ýíòðîïèè, êîòîðîå íàïðÿìóþ îáîáùàåò èçó÷àåìîå ðàíåå ïîíÿòèå ìàñøòàáèðóþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè � â ñòàáèëüíîì ñëó÷àå ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñîâïà-
äàåò ñ ìàñøòàáèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ãåîðãèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàñøòàáèðîâàííàÿ
ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåò âñåâîçìîæ-
íûå �çíà÷åíèÿ� ýòîãî èíâàðèàíòà.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå äèïëîìíîé ðàáîòû Ãåîðãèé ïðèâîäèò êðàñèâîå ïðèìåíåíèå òåîðèè
ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè � ðåøàåò âîïðîñ î (íå)ñóùåñòâîâàíèè óíèâåðñàëüíûõ ñèñòåì
íóëåâîé ýíòðîïèè. Â ýíòðîïèéíîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì õîðîøî èçâåñòåí âàðèàöèîí-
íûé ïðèíöèï äëÿ äåéñòâèÿ àìåíàáåëüíûõ ãðóïï. Ïóñòü àìåíàáåëüíàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò
ãîìåîìîðôèçìàìè íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå (K, d), ïóñòü M(K,G) � ìíîæåñòâî âñåõ áî-
ðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà K, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû. Òîãäà
òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ htop(K,G) ýòîãî äåéñòâèÿ ðàâíà ñóïðåìóìó ìåòðè÷åñêèõ ýíòðîïèé
äåéñòâèé h(K,µ,G) ïî µ ∈ M(K,G). Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë çàäàí òàêîé âîïðîñ. Ïóñòü äàíà
íåêîòîðàÿ àìåíàáåëüíàÿ ãðóïïà G. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò äåéñòâèå ñ íóëåâîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé ãðóïïû G íà íåêîòîðîì êîìïàêòå (K, d), óíèâåðñàëüíîå äëÿ ìåòðè÷åñêèõ
äåéñòâèé íóëåâîé ýíòðîïèè, â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé ýðãîäè÷åñêîé ñèñòåìû (X, ν,G)
íóëåâîé ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèè íàéäåòñÿ òàêàÿ ìåðà µ ∈ M(K,G), ÷òî ñèñòåìû (K,µ,G) è
(X, ν,G) ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû?

Äàííûé âîïðîñ, ïî ñëîâàì Â. Â. Ðûæèêîâà, áûë (óñòíî) çàäàí Æ. Ï. Òóâåíî äëÿ ñëó÷àÿ
îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî åñòü äëÿ äåéñòâèÿ G = Z. Ãåîðãèé äîâîëüíî áûñòðî ñïðàâèëñÿ
ñ ýòèì ñëó÷àåì è äàë îòðèöàòåëüíûé îòâåò, èñïîëüçóÿ óæå ñóùåñòâîâàâøèå íà òîò ìîìåíò
êîíñòðóêöèè àâòîìîðôèçìîâ ñ ïðîìåæóòî÷íûì ðîñòîì ìàñøòàáèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ïîñëå ýòîãî íàìè áûëà îáíàðóæåíà ðàáîòà ß. Ñåðàôèíà 2013 ãîäà, â êîòîðîé ðîâíî
ýòîò æå âîïðîñ ðåøàåòñÿ äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû Z. Àâòîð óêàçûâàåò, ÷òî âîïðîñ áûë çàäàí
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Á. Âåéññîì (òîæå óñòíî), è ÷òî âîïðîñ äëÿ àìåíàáåëüíûõ ãðóïï îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Â ñâî-
åé ðàáîòå Ãåîðãèé, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ êîèíäóöèðîâàííîãî äåéñòâèÿ, ñòðîèò ïðèìåðû
äåéñòâèé àìåíàáåëüíûõ ãðóïï ñ ïðîìåæóòî÷íûì ðîñòîì ìàñøòàáèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Îòñþäà âûâîäèòñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîé ñèñòåìû íóëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé
ýíòðîïèè äëÿ äåéñòâèé àìåíàáåëüíîé ãðóïïû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèïëîìíîé ðàáîòû ñîäåðæàòñÿ â äâóõ ïðåïðèíòàõ Ãåîðãèÿ íà arxiv.org:
îäíà ðàáîòà îïóáëèêîâàíà â �Çàïèñêàõ ÏÎÌÈ�, åùå îäíà ïîäàíà â âûñîêîðåéòèíãîâûé ïðî-
ôèëüíûé æóðíàë. Ïî ìàòåðèàëàì, âîøåäøèì â äèïëîìíóþ ðàáîòó, Ãåîðãèé äåëàë äîêëàäû
íà ñåìèíàðàõ â ÏÎÌÈ ÐÀÍ, ENS Paris, Ïîëèòåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå Âðîöëàâà, à òàêæå
äâóõ êîíôåðåíöèÿõ ÌÌÈ Ýéëåðà.

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü âûñîêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè Ãåîðãèÿ, ãëóáîêîå ïîãðó-
æåíèå â òåìó èññëåäîâàíèé, à òàêæå áîëüøóþ ñàìîñòîÿòåëüíîñòü è àêòèâíîñòü â ðàáîòå íàä
ïðîåêòîì. Ñ÷èòàþ, ÷òî äèïëîìíàÿ ðàáîòà Ãåîðãèÿ, áåçóñëîâíî, çàñëóæèâàåò îöåíêè �îòëè÷-
íî�.
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