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1 Âñòóïëåíèå

Öåëü ýòîé äèïëîìíîé ðàáîòû � èçó÷èòü ñòðóêòóðó è ãåîìåòðèþ äâóõ èñêëþ÷èòåëü-
íûõ ìíîãîãðàííèêîâ òèïà E6 è E7, à òàêæå îáúÿñíèòü, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ E8.
Ýòè ìíîãîãðàííèêè áûëè îòêðûòû àæ â XIX âåêå è øèðîêî èçó÷àëèñü âìåñòå ñ ïðà-
âèëüíûìè ìíîãîãðàííèêàìè ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ìàòåìàòèêàìè, â òîì ÷èñëå
Êîêñåòåð [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14], Êîíâåé è Ñëîàí [6, 7], Ìóäè è Ïàòåðà [29, 30],
ÌàêÌàëëåí [23, 24, 25, 26] è Øàåâñêà [33, 34], ïîñëåäíÿÿ ðàáîòà êîòîðîé â êàêîé-òî
ìåðå è âäîõíîâèëà ìåíÿ íà áîëåå äåòàëüíîå èçó÷åíèå ýòîãî âîïðîñà.

Ïðàâèëüíûå è ïîëóïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè îáëàäàþò îäíèì çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì � âñå îíè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè, îñòàþòñÿ òîëüêî
íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ òèïîâ. Ïîýòîìó èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè E6, E7 è E8 îêàçûâà-
þòñÿ ñàìûìè ñëîæíûìè èç ïîëóïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, õîòÿ íàõîäÿòñÿ âñåãî
â 6, 7 è 8-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî çà ñòîëüêî ëåò ïðî òðè
êîíêðåòíûõ ôèãóðû äîëæíî áûòü óæå èçâåñòíî âñ¼, ÷òî òîëüêî ìîæíî, îäíàêî â
ýòîé ðàáîòå ðàçðàáàòûâàåòñÿ íîâûé, áîëåå ïðîñòîé ïîäõîä ê èõ êîìáèíàòîðíûì è
ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ñïîñîá ïîñ÷èòàòü ÷èñ-
ëî ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè èõ âåðøèí è ãðàíåé â íåñêîëüêî
öâåòîâ.

Îñíîâíûå èíñòðóìåíòû � ýòî âåñîâûå äèàãðàììû, êîðíåâûå ïîäñèñòåìû
è êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïï Âåéëÿ � ýëåìåíòàðíû è ñòàíäàðòíû â òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Çíàíèå ïîñëåäíèõ áåçóñëîâíî èãðàåò îñíîâ-
íóþ ðîëü â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ. Ïðè ýòîì, â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ, íàì óäàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âñå 26 äèàãðàìì Êàðòåðà, ÿâëÿþùèõñÿ
ñàìûìè ñëîæíûìè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ, ìîæíî áóêâàëüíî çà ïàðó ñåêóíä îáíàðó-
æèòü íà îäíîé îáîãàù¼ííîé äèàãðàììå Äûíêèíà äëÿ E8, ðèñóíîê 4 êîòîðîé
ñîäåðæèò âñåãî 16 âåðøèí è 32 ðåáðà!

Êàê èëëþñòðàöèÿ ìåòîäîâ, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ íîâûìè, â § 8 è Ïðèëîæåíèÿõ A
è B äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1. Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ W (E6) íà âåðøèíàõ (E6, $1)
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Òåîðåìà 2. Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ W (E7) íà âåðøèíàõ (E7, $7)
ðàâåí:
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Åñòåñòâåííî, ïðè ïîìîùè èñïîëüçóåìûõ èíñòðóìåíòîâ àíàëîãè÷íûå öèêëîâûå

èíäåêñû ìîæíî âû÷èñëèòü âðó÷íóþ è äëÿ áîëåå ëåãêèõ ñëó÷àåâ. Îäíàêî ñëåäó-
þùèé ëîãè÷íûé ñëó÷àé E8 òðåáóåò èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðîâ, äàæå ïîñëå âñåõ
âîçìîæíûõ óïðîùåíèé. Ìíîãèå ïàðàãðàôû ýòîé ðàáîòû âçÿòû èç [27], ïèñàâøåéñÿ
ïàðàëëåëüíî, è êàê ðàç äëÿ êîòîðîé äîêàçûâàëàñü Òåîðåìà 1.

2 Ïîëóïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû î÷åíü êðàòêî îïèøåì íàøè òðè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîãîãðàí-
íèêà E6, E7, E8, à òàêæå èõ ìåñòî â îáùåì ìèðå.

• Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè åãî ãðóïïà ñèììåòðèè òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóåò íà ôëàãàõ (âåðøèíà + ðåáðî èç íå¼, ðåáðî + 2-ãðàíü èç íåãî, è ò.
ä.).

•Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè åãî ãðóïïà ñèìììåòðèè âåðøèí-
íî òðàíçèòèâíà è åãî ãèïåðãðàíè ñàìè ïî ñåáå îäíîðîäíû.

• Îäíîðîäíûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïîëóïðàâèëüíûì (ïî Ãîññåòó), åñëè
åãî ãèïåðãðàíè � ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè.

Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå � íå åäèíñòâåííîå. Ýëüòå îïðåäåëèë ïîëóïðàâèëüíîñòü
èíäóêòèâíî, ïî åãî îïðåäåëåíèþ ñàìè ãèïåðãðàíè òîæå äîëæíû áûëè áû áûòü ïî-
ëóïðàâèëüíûìè.

Êëàññèôèêàöèþ ïîëóïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàçìåðíîñòè n = 3 ïîëó÷èë
Êåïëåð åù¼ â 1596-1620 ãîäàõ, à â 1900 ãîäó Ãîññåò îïóáëèêîâàë ñïèñîê èç 7 ïîëó-
ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, 3 â ðàçìåðíîñòè n = 4, è ïî îäíîìó â ðàçìåðíîñòÿõ
n = 5, 6, 7, 8, ÷åòûðå çàìå÷àòåëüíûõ ïîëóïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêà òèïîâ ñèììåò-
ðèè D5, E6, E7 è E8 � ìíîãîãðàííèê Êëåáøà 121, ìíîãîãðàííèê Øëåôëè 221,
ìíîãîãðàííèê Õåññå 321 è ìíîãîãðàííèê Ãîññåòà 421 ñîîòâåòñòâåííî. Â 1912
ãîäó Ýëüòå îñëàáèë ïîíÿòèå ïîëóïðàâèëüíîñòè è ïîñòðîèë èñêëþ÷èòåëüíûå ìíî-
ãîãðàííèêè òèïîâ ñèììåòðèè E6, E7 è E8 � ìíîãîãðàííèêè Ýëüòå 122, 231, 132,
241.
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×òî êàñàåòñÿ ïîëíîé êëàññèôèêàöèè âî âñåõ èçìåðåíèÿõ � ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî
îíà áûëà çàâåðøåíà Êîêñåòåðîì â 1948 ãîäó. Íî ýòî íå ñîâñåì òàê. Ôàêòè÷åñêè, ìû
íå äóìàåì, ÷òî äàæå ïîëíîòà ñïèñêà Ãîññåòà áûëà ïðîâåðåíà äî 1990-õ ãîäîâ. Äàæå
äëÿ n = 4 ïåðâîå ïðèíÿòîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî îïóáëèêîâàíî òîëüêî â 1988 ãîäó
Ïåòðîì Ìàêàðîâûì [20, 21]. Ïîëíîòà ñïèñêà äëÿ ðàçìåðíîñòåé d ≥ 5 áûëà óñòàíîâëå-
íà òîëüêî Áëèíäàìè [1] â 1991 ãîäó êàê ðåçóëüòàò èõ êëàññèôèêàöèè ìíîãîãðàííèêîâ
ñ ïðàâèëüíûìè ãðàíÿìè. È ýòî âñ¼ � òîëüêî ïðî âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè!

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó. Ãîññåò îïèñàë ëèøü
èõ ãèïåðãðàíè è ñôîðìóëèðîâàë íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíöèäåíòíîñòè ñëåäóþùåãî òè-
ïà: (d−3)-ãðàíü d-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà ñîäåðæèòñÿ â äâóõ (d−1)-ãèïåðîêòàýäðàõ
è îäíîì (d− 1)-ñèìïëåêñå è äð.

3 Êîðíåâûå ñèñòåìû

Âî âñ¼ì, ÷òî êàñàåòñÿ êîðíåâûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ íóìåðàöèþ ïðîñòûõ êîðíåé, ÿ áóäó
ñëåäîâàòü Áóðáàêè [2], òàêæå [18]. Â ÷àñòíîñòè, Φ � ïðèâåä¼ííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà l, W = W (Φ) � ãðóïïà Âåéëÿ, ïîðîæä¼ííàÿ îòðàæåíèÿìè
îòíîñèòåëüíî êîðíåé èç Φ. Äëÿ êàæäîãî α ∈ Φ ÷åðåç wα ∈ W îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâóþùåå êîðíåâîå îòðàæåíèå.

Ãðóïïû Âåéëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ èìåþò ñëå-
äóþùèå ïîðÿäêè:

|W (E6)| = 51840 = 72 · 6! = 27 · 34 · 5,
|W (E7)| = 2903040 = 72 · 8! = 210 · 34 · 5 · 7,
|W (E8)| = 696729600 = 192 · 10! = 214 · 35 · 52 · 7.

Çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê íà Φ, ïóñòü Π = {α1, ..., αl} � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ êîðíåé,
Φ+ è Φ− � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êîðíè. Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ïîðÿäêå ìîæíî âìåñòî wai ïèñàòü wi, ò.å. W = W (Φ) = 〈w1, . . . , wl〉.

Çà Π̄ îáîçíà÷èì ðàñøèðåííóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó Φ. Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç
Π äîáàâëåíèåì α0 = −δ, ãäå δ � ìàêñèìàëüíûé êîðåíü Φ îòíîñèòåëüíî Φ. Â ôîðìå
Äûíêèíà ìàêñèìàëüíûå êîðíè E6, E7 è E8 âûðàæàþòñÿ òàê:

12321
2

, 234321
2

, 2465432
3

.

Ðàñøèðåííûå äèàãðàììû Äûíêèíà, ïîëó÷åííûå äîáàâëåíèåì êîðíÿ α0, èçîáðàæåíû
íà ðèñóíêå 1.

Äëÿ äâóõ ñèñòåì êîðíåé ∆ è Σ îáîçíà÷èì çà ∆ + Σ èõ îðòîãîíàëüíóþ ñóììó.
Â ÷àñòíîñòè, k∆ = ∆ + ... + ∆ � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà k èçîìîðôíûõ ñëàãàåìûõ.
Òàêæå A0 = D0 = D1 = ∅.

Â èíòåðåñóþùèõ íàñ äèàãðàììàõ îòñóòñòâóþò ìóëüòèð¼áðà, â òàêîì ñëó÷àå êîðíè
îáû÷íî íîðìèðóþòñÿ òàê, ÷òî (α, α) = 2.

4 Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ El

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé êîðíåé óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü èõ íå â âè-
äå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðîñòûõ, à â ãèïåðáîëè÷åñêîì âèäå. Òàêîé ïåðåõîä î÷åíü
ïîïóëÿðåí è îïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [17, 22].
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Ðèñ. 1: Ðàñøèðåííûå äèàãðàììû Äûíêèíà äëÿ E6, E7 è E8.

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî U = Rl,1 ðàçìåðíîñòè l+1, íà-
äåë¼ííîå íåâûðîæäåííûì ñèììåòðè÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , ) : U ×U →
R ñèãíàòóðû (l, 1). Çàôèêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e0, e1, ..., el òàêîé, ÷òî
(e0, e0) = −1 è (ei, ei) = 1 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ l. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé l = 8, îñòàëü-
íûå ñëó÷àè ïîëó÷àòñÿ èç íåãî íåêîòîðûì óïðîùåíèåì. Â ýòîé ðåàëèçàöèè êàæäûé
ýëåìåíò Φ = E8, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

βij = ei − ej, ãäå i > j,

γijh = e0 + ei + ej + eh,

ηij = 2e0 + e1 + ...+ êi + ...+ êj + ...+ e8,

ζi = 3e0 + e1 + ...+ 2ei + ...+ e8,

ãäå èíäåêñû i, j, h = 1, ..., 8 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à øëÿïêà íàä èíäåêñîì îçíà÷àåò,
÷òî ýòîò èíäåêñ ñëåäóåò ïðîïóñòèòü.

Çàôèêñèðóåì ñëåäóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó Π = {α1, ..., α8} â Φ = E8:
α1 = e2 − e1, α2 = e0 + e1 + e2 + e3, α3 = e3 − e2, α4 = e4 − e3, α5 = e5 − e4,
α6 = e6 − e5, α7 = e7 − e6, α8 = e8 − e7.

Êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ = E7 è åå ôóíäàìåíòàëüíàÿ êîðíåâàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ
èç ïðèâåä¼ííîé âûøå îòáðàñûâàíèåì e8 è α8 (òåì ñàìûì èñ÷åçàåò ïîñëåäíèé òèï
êîðíåé). Êîðíåâàÿ ñèñòåìà Φ = E6 ïîëó÷àåòñÿ îòáðàñûâàíèåì è e8 ñ α8, è e7 ñ α7

(òåì ñàìûì òðåòèé òèï êîðíåé ñâîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó êîðíþ 2e0 + e1 + ...+ e6).

5 Êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïïû Âåéëÿ

Áîëüøèíñòâî ìîèõ ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ÿâíîãî çíàíèÿ êëàñ-
ñîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïï Âåéëÿ. Êàðòåð [4, 5] îïèñûâàåò ñèòóàöèþ ïðèìåðíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Áîëüøèíñòâî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû ÂåéëÿW (Φ) ïîëó÷àþòñÿ èç ïîä-
ñèñòåì è ïðåäñòàâëåíû êëàññîì C(∆) ýëåìåíòîâ Êîêñåòåðà cox∆ = wβ1 ...wβr , ãäå βi
� ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè ïîäñèñòåìû ∆ ⊆ Φ.

• Åñòü ðîâíî äâà ñëó÷àÿ, êîãäà äëÿ äâóõ íåñîïðÿæ¼ííûõ ïîäñèñòåì ∆, Σ ⊆ Φ èõ
êëàññû Êîêñåòåðà C(∆) è C(Φ) ñîâïàäàþò â W (Φ), íî îáà îíè â ýòîé ðàáîòå íàì íå
èíòåðåñíû.
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dim ∆ ∆ ⊆ E6 ∆ ⊆ E7

0 ∅ ∅
1 A1 A1

2 2A1 A2 2A1 A2

3 3A1 A2 + A1 A3 (3A1)′ (3A1)′′ A2 + A1 A3

4 4A1 A2 + 2A1 2A2 A3 + A1 (4A1)′ (4A1)′′ A2 + 2A1 2A2 (A3 + A1)′

A4 D4 D4(a1) (A3 + A1)′′ A4 D4 D4(a1)
5 2A2 + A1 A3 + 2A1 A4 + A1 5A1 A2 + 3A1 2A2 + A1 (A3 + 2A1)′

A5 D5 D5(a1) (A3 + 2A1)′′ A3 + A2 A4 + A1 (A5)′ (A5)′′

D4 + A1 D4(a1) + A1 D5 D5(a1)
6 3A2 (A5 + A1)′′ E6 6A1 3A2 A3 + 3A1 A3 + A2 + A1 2A3

E6(a1) E6(a2) A4 + A2 (A5 + A1)′ (A5 + A1)′′ A6 D4 + 2A1

D5 + A1 D5(a1) + A1 D6 D6(a1) D6(a2)
E6 E6(a1) E6(a2)

7 7A1 3A2 + A1 A5 + A2 A7

D4 + 3A1 D6 + A1 D6(a2) + A1 E7

E7(a1) E7(a2) E7(a3) E7(a4)

Òàáëèöà 1: Âñå ïîäñèñòåìû è ãðàôû Êàðòåðà äëÿ E6 è E7.

• Îñòàëüíûå êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè ïðèõîäÿò èç ãðàôîâ Êàðòåðà, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâóäîëüíûå äèàãðàììû Äûíêèíà ñ öèêëàìè. Âåðøèíû äèà-
ãðàììû C ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà C = C1 t C2 èç ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ
êîðíåé, è îñòàâøèåñÿ êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
èíâîëþöèé w = w1w2, ãäå wi � ýòî ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîðíåâûõ îòðàæåíèé wα,
α ∈ Ci.

Êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ïîäñèñòåì êîðíåâûõ ñèñòåì äàâíî ïðîèçâåäåíà â òîì ÷èñëå
â [5], òàáëèöà èç êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà â âèäå òàáëèö 1 è 2 (æèðíûì âûäåëåíû
�îñîáûå� ñèòóàöèè � ãðàôû Êàðòåðà), îäíàêî ñõîæèå òàáëèöû ïîëó÷åíû è â [17], ñì.
òàêæå [15].

Äâå ïîäñèñòåìû ∆ è Σ îäíîãî òèïà ïî÷òè âñåãäà ñîïðÿæåíû, çà èñêëþ÷åíèåì
îäíîãî îñîáîãî ñëó÷àÿ, êîòîðûé â òàáëèöàõ 1 è 2 ïîìå÷åí êàê (∆)′ è (∆)′′. Îíè îáå
ïîäñèñòåìû òèïà ∆, òîëüêî (∆)′ èç òàáëèöû 1 ñîäåðæèòñÿ â A7, à (∆)′′ � íåò, à (∆)′

èç òàáëèöû 2 ñîäåðæèòñÿ â A8, à (∆)′′ � íåò. Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ïîäñèñòåìû â
äåéñòâèòåëüíîñòè íå ñîïðÿæåíû. Ñòîèò åù¼ îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â [5] (∆)′ è
(∆)′′ íåñóò ðîâíî ïðîòèâîïîëîæíûé ñìûñë, ÷åì â ìîåé ðàáîòå, à òàêæå îðòîãîíàëü-
íûå ÷àñòè ó Êàðòåðà ïåðåìíîæàþòñÿ, à íå ñêëàäûâàþòñÿ. Ãîâîðÿò, òàê ñëîæèëîñü
èñòîðè÷åñêè.

Ãðàôû Êàðòåðà ∆(ai) íå ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììàìè Äûíêèíà ïîäñèñòåì, èõ äèà-
ãðàììû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3. Âîîáùå ãîâîðÿ, öèêëû â ýòèõ äèàãðàììàõ áûâàþò
äëèíû íå òîëüêî 4, îäíàêî Ðàôàýëü Ñòåêîëüùèê â [32] äîêàçàë, ÷òî äèàãðàììû
Êàðòåðà ñ öèêëîì áîëüøåé äëèíû ýêâèâàëåíòíû äèàãðàììàì, ñîäåðæàùèì òîëüêî
öèêëû äëèíû 4. Èç åãî ðàáîòû, íàïðèìåð, ñëåäóåò, ÷òî

E7(a2) ' E7(b2), E8(a3) ' E8(b3), E8(a5) ' E8(b5).

Ïîýòîìó, íàïðèìåð, â òàáëèöàõ 1 è 2 íå ïðèñóòñòâóåò íè îäíîãî Ei(bj), òàê êàê îíè
âñå ýêâèâàëåíòíû Ei(aj). Ïîäðîáíåå ïðî ãðàôû Êàðòåðà ÿ ðàññêàæó â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå.
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dim ∆ ∆ ⊆ E8

0 ∅
1 A1

2 2A1 A2

3 3A1 A2 + A1 A3

4 (4A1)′ (4A1)′′ A2 + 2A1 2A2 A3 + A1 A4 D4 D4(a1)
5 5A1 A2 + 3A1 2A2 + A1 (A3 + 2A1)′ (A3 + 2A1)′′ A3 + A2 A4 + A1 A5

D4 + A1 D4(a1) + A1 D5 D5(a1)
6 6A1 A2 + 4A1 2A2 + 2A1 3A2 A3 + 3A1 A3 + A2 + A1 (2A3)′ (2A3)′′

A4 + 2A1 A4 + A2 (A5 + A1)′ (A5 + A1)′′ A6 D4 + 2A1 D4 + A2

D4(a1) + A2 D5 + A1 D5(a1) + A1 D6 D6(a1) D6(a2) E6 E6(a1) E6(a2)
7 7A1 3A2 + A1 A3 + 4A1 A3 + A2 + 2A1 2A3 + A1 A4 + A2 + A1 A4 + A3

A5 + 2A1 A5 + A2 A6 + A1 (A7)′ (A7)′′ D4 + 3A1 D4 + A3 D4(a1) + A3

D5 + 2A1 D5 + A2 D5(a1) + A2 D6 + A1 D6(a2) + A1 E6 + A1 E6(a1) + A1

E6(a2) + A1 D7 D7(a1) D7(a2) E7 E7(a1) E7(a2) E7(a3) E7(a4)
8 8A1 4A2 2A3 + 2A1 2A4 A5 + A2 + A1 A7 + A1 A8 D4 + 4A1 2D4

2D4(a1) D5(a1) + A3 D6 + 2A1 D8 D8(a1) D8(a2) D8(a3) E6 + A2

E6(a2) + A2 E7 + A1 E7(a2) + A1 E7(a4) + A1 E8 E8(a1) E8(a2)
E8(a3) E8(a4) E8(a5) E8(a6) E8(a7) E8(a8)

Òàáëèöà 2: Âñå ïîäñèñòåìû è ãðàôû Êàðòåðà äëÿ E8.

Â òîé æå òàáëèöå 1 âèäíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè E6 ñîäåðæèò 20
ïîäñèñòåì + ïóñòîå ìíîæåñòâî + 4 äèàãðàììû Êàðòåðà , à E7 � 46 ïîäñèñòåì +
ïóñòîå ìíîæåñòâî + 13 äèàãðàìì Êàðòåðà, ÷òî óæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì
÷èñëîì äëÿ ïåðåáîðà áåç êîìïüþòåðà. Èç òàáëèöû 2 âèäíî, ÷òî äëÿ E8 áóäåò 76 ïîä-
ñèñòåì + ïóñòîå ìíîæåñòâî + 35 äèàãðàìì Êàðòåðà, èõ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî áóäåò
112, ÷òî ïî÷òè â 3 ðàçà (à ïî ìîèì ñêðîìíûì îùóùåíèÿì � âî âñå 4) óñëîæíÿåò
ïîäñ÷¼ò öèêëîâîãî èíäåêñà ðó÷íûì ïåðåáîðîì â ýòîì ñëó÷àå.

6 Îáîãàù¼ííûå äèàãðàììû Äûíêèíà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîñòðîèì îáîãàù¼ííûå äèàãðàììû Äûíêèíà èç ðàáîòû
Åâãåíèÿ Äûíêèíà è Àíäðåÿ Ìèí÷åíêî [16] äëÿ E6, E7 è E8, óêàçûâàÿ íå òîëüêî íà
ñìåæíîñòü âåðøèí, íî è íà çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êàê ýòî äåëàë Ðàôàýëü
Ñòåêîëüùèê [32]. Äâå âåðøèíû ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèåì −1 áóäóò ñîåäèíåíû
ñïëîøíîé ëèíèåé, òîãäà êàê äâå âåðøèíû ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì +1 áóäóò
ñîåäèíåíû ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Ïîäðîáíîå ñîäåðæàíèå ýòîãî ïàðàãðàôà áóäåò èçëî-
æåíî â ñòàòüå [28], êîòîðàÿ íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ ýòîé äèïëîìíîé ðàáîòû åù¼ íå
îïóáëèêîâàíà.

Òåîðåìà 3. Îáîãàù¼ííûå äèàãðàììû Äûíêèíà äëÿ E6, E7 è E8 èçîáðàæåíû íà
ðèñóíêàõ 2, 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîÿòñÿ îíè ïîøàãîâî è ïîñëåäîâàòåëüíî, ñíà÷àëà äëÿ E6,
çàòåì äëÿ E7, à â êîíöå äëÿ E8. Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ îáîãà-
ù¼ííàÿ äèàãðàììà öåëèêîì ñîäåðæèò ïðåäûäóùóþ.
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D4(a1) E7(b2)

D5(a1) E7(a3)

D6(a1) E7(a4)

D6(a2) E8(a1)

D7(a1) E8(a2)

D7(a2) E8(a3)

D8(a1) E8(b3)

D8(a2) E8(a4)

D8(a3) E8(a5)

E6(a1) E8(b5)

E6(a2) E8(a6)

E7(a1) E8(a7)

E7(a2) E8(a8)

Òàáëèöà 3: Äèàãðàììû Êàðòåðà.
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e0 + e1 + e4 + e5e2 − e1 = α2

e3 − e2 = α3 e4 − e3 = α4

α6 = e6 − e5

α0 = 2e0 + e1 + ...+ e6

α2 = e0 + e1 + e2 + e3

α5 = e5 − e4

Ðèñ. 2: Îáîãàù¼ííàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà äëÿ E6.

Ïîñòðîåíèå äëÿ E6:

1. Â äèàãðàììå Äûíêèíà äëÿ E6 íàõîäèòñÿ âåðøèíà ñòåïåíè 3 � â ñàìîì íà÷àëå
ýòî ïðîñòîé êîðåíü α4, êîòîðûé ñîåäèí¼í ñ òðåìÿ ïðîñòûìè êîðíÿìè α2, α3 è
α5. Ðàññìîòðèì ýòè ÷åòûðå êîðíÿ êàê D4.

2. Â ýòîì D4 ñ÷èòàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé êîðåíü, íàíîñèòñÿ íà äèàãðàììó è, â çàâè-
ñèìîñòè îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñîåäèíÿåòñÿ ñ óæå èìåþùèìèñÿ âåðøè-

íàìè. Â ôîðìå Äûíêèíà ýòîò ìàêñèìàëüíûé êîðåíü âûðàæàåòñÿ òàê: 01210
1

.

3. Øàãè 1 è 2 ïîâòîðÿþòñÿ, ïîêà íà äèàãðàììå ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà âåð-
øèíà ñòåïåíè 3. Îäíàêî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè ó íàñ âíóòðè D4 íà øàãå
2 åñòü ïóíêòèðíûå ð¼áðà, òî ïðè ïîäñ÷¼òå ìàêñèìàëüíîãî êîðíÿ èõ âèñÿ÷èå
êîíöû ñëåäóåò âçÿòü ñî çíàêîì ìèíóñ.

Ïîñòðîåíèå äëÿ E7:

1. Íà îáîãàù¼ííóþ äèàãðàììó Äûíêèíà äëÿ E6 äîáàâëÿåòñÿ êîðåíü α7 âìåñòå ñ
ð¼áðàìè, çàâèñÿùèìè îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2. Äëÿ âñåõ âåðøèí ñòåïåíè 3 îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé êîðåíü â
èõ D4 è íàíîñèòñÿ íà äèàãðàììó. È çäåñü åñëè â D4 ïðèñóòñòâóþò ïóíêòèðíûå
ð¼áðà, òî èõ âèñÿ÷èå êîíöû òî÷íî òàêæå ñëåäóåò âçÿòü ñî çíàêîì ìèíóñ.

3. Øàã 2 ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà íà äèàãðàììå åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ñòåïåíè 3.
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e0 + e1 + e4 + e5e2 − e1 = α1

e3 − e2 = α3 e4 − e3 = α4

α6 = e6 − e5

α0(E6) = 2e0 + e1 + ...+ e6

α2

α5 = e5 − e4

2e0 + e2 + ...+ e7 = α0(E7)

e0 + e1 + e6 + e7

α7 = e7 − e6

Ðèñ. 3: Îáîãàù¼ííàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà äëÿ E7.

Ïîñòðîåíèå äëÿ E8:

1. Íà îáîãàù¼ííóþ äèàãðàììó Äûíêèíà äëÿ E7 äîáàâëÿåòñÿ êîðåíü α8 âìåñòå ñ
ð¼áðàìè â óæå èìåþùèåñÿ âåðøèíû.

2. Äëÿ âñåõ âåðøèí ñòåïåíè 3 îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé êîðåíü â
èõ D4 è íàíîñèòñÿ íà äèàãðàììó. Åñëè â D4 ïðèñóòñòâóþò ïóíêòèðíûå ð¼áðà,
òî èõ âèñÿ÷èå êîíöû òî÷íî òàêæå ñëåäóåò âçÿòü ñî çíàêîì ìèíóñ.

3. Øàã 2 ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà íà äèàãðàììå åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ñòåïåíè 3.

Òåîðåìà 4. Îáîãàù¼ííûå äèàãðàììû Äûíêèíà äëÿ E6, E7 è E8 cîäåðæàò âñå äèà-
ãðàììû Êàðòåðà êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ãðóïï Âåéëÿ W (E6), W (E7) è W (E8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ãîâîðèòñÿ, �îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå íåñëîæ-
íîãî óïðàæíåíèÿ�. Íóæíî ïðîñòî îáíàðóæèòü êàæäóþ äèàãðàììó èç òàáëèöû 3 íà
ðèñóíêàõ 2�4. Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè íà îáîãàù¼ííîé äèàãðàììå Äûíêèíà äëÿ E7

äèàãðàììó Êàðòåðà E7(a4) � äîñòàòî÷íî âçãëÿíóòü íà íå¼ ñ ðàçíûõ ñòîðîí è âçÿòü
íà ñâîé âêóñ èëè {α1, γ167, α6, α7, η78, η18, γ145}, èëè {α1, α3, α4, α2, η78, η18, γ145}, èëè
{α1, α3, α4, α5, α6, γ167, γ145}, èëè...

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî îáîãàù¼ííûå äèàãðàììû îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷-
íî èç ñàìîé êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ïî ïîñòðîåíèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåé îïåðàöèè:
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γ145α1

α3 α4

α6

η78

α2

α5

η18

γ167

α7

η12

η56

α8

ζ8

η34

Ðèñ. 4: Îáîãàù¼ííàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà äëÿ E8.

ìîæíî èçìåíèòü çíàê ëþáîé âåðøèíû è îäíîâðåìåííî ïåðåêëþ÷èòü âñå òèïû ð¼áåð,
ñìåæíûõ ñ íåé. Ôàêòè÷åñêè, ïðèâåä¼ííûå íà ðèñóíêàõ 2 è 3 äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ
îò ýêâèâàëåíòíûõ èì òåì, ÷òî âñå èõ êîðíè � ïîëîæèòåëüíûå. Ýòî êàê ðàç äîñòèãà-
åòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî íà 2 øàãå ïîñòðîåíèÿ äëÿ E7 è E8 ìû âûáèðàåì îäíîâðåìåííî
âñå âåðøèíû ñòåïåíè 3. Åñëè êàæäûé ðàç áðàòü ñëó÷àéíóþ âåðøèíó ñòåïåíè 3, ëåãêî
ïîëó÷èòü îòðèöàòåëüíûé êîðåíü (ó ìåíÿ òàêèì èçíà÷àëüíî ïîëó÷àëñÿ η12 â äèàãðàì-
ìå äëÿ E8). Äëÿ E6 ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ ñëèøêîì áûñòðî ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî
äîáàâëåíèÿ äâóõ íîâûõ âåðøèí, ïîýòîìó òàì òàêîé ïðîáëåìû íå âîçíèêàåò.

7 Âåñîâûå äèàãðàììû

Îñíîâíûì ìåñòîì äëÿ èçó÷åíèÿ E6, E7 è E8 áóäóò âåñîâûå äèàãðàììû. Ïîäðîáíåå
ïðî íèõ íàïèñàíî â [31], çäåñü æå ÿ ïðèâåäó áóêâàëüíî òîëüêî èõ èçîáðàæåíèÿ è
ñîâñåì íåìíîãî ðàññêàæó ïðî èõ ñâîéñòâà.

Âåñîâûå äèàãðàììû ïîÿâèëèñü â ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ðàáîòàòü ñ ãåîìåòðè÷åñêèì
àíàëèçîì ïðîåêöèé èç 6, 7 èëè 8 èçìåðåíèÿ êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî. Âåäü äàæå E6

èìååò 72 âåðøèíû, èç-çà ÷åãî åãî 2D ïðîåêöèÿ ñî âñåìè ð¼áðàìè è âåðøèíàìè íà÷è-
íàåò ïîòèõîíüêó ñëèâàòüñÿ â îäíî ïÿòíî. Ïî ññûëêå [19] ìîæíî óâèäåòü âñå êîîðäèíà-
òû âñåõ êîðíåé êîðíåâîé ñèñòåìû E8, îäíàêî äàæå â òàêîé êðàñèâîé èíòåðïðåòàöèè
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ïîíèìàòü ÷òî-òî ïðî ð¼áðà è òåì áîëåå ãðàíè âîîáùå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ðèñ. 5: Âåñîâàÿ äèàãðàììà (E6, $1)

Ðèñ. 6: Âåñîâàÿ äèàãðàììà (E7, $7)

Íà ðèñóíêàõ 5, 6 è 7 èçîáðàæåíû âåñîâûå äèàãðàììû (E6, $1), (E7, $7) è (E8, $8),
ïåðâûå äâå èç êîòîðûõ ÿ áóäó àêòèâíî èñïîëüçîâàòü â Ïðèëîæåíèÿõ A è B ñîîò-
âåòñòâåííî. Ð¼áðà çäåñü óñòðîåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì îòðàæåíèÿ wi
êîíöû ðåáðà ñ ìåòêîé i ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî âåñîâûõ äèàãðàìì
è ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ðàáîòå ñàìûì âàæíûì, îäíàêî ïðè ïîìîùè íèõ ìîæíî ïîíèìàòü,
íàïðèìåð, ñêîëüêî ð¼áåð âûõîäèò èç êàæäîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà, ñêîëüêî åñòü
ãðàíåé êàæäîé ðàçìåðíîñòè è êàê îíè óñòðîåíû (íàïðèìåð, èç-çà òîãî, ÷òî èç ëåâîãî
âåðõíåãî óçëà (E7, $7) âûõîäÿò åäèíñòâåííûå ïóòè äëèíû 1, 2, 3 è 4, ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä î òîì, ÷òî ãðàíè ðàçìåðíîñòè 1-4 � ýòî ñîîòâåòñòâåííûå ñèìïëåêñû).
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Ðèñ. 7: Âåñîâàÿ äèàãðàììà (E8, $8)

8 Ðàñêðàñêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ

Ýòîò ïàðàãðàô áóäåò ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó äâóõ òåîðåì èç âñòóïëåíèÿ. Íî äëÿ
íà÷àëà ïðåäúÿâëþ íåñêîëüêî ñëåäñòâèé:

Ñëåäñòâèå 1. Êîëè÷åñòâî ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê âåðøèí êîðíåâîãî
ìíîãîãðàííèêà òèïà E6 â n öâåòîâ = Z27[n, . . . , n].

Ñëåäñòâèå 2. Êîëè÷åñòâî ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê âåðøèí êîðíåâîãî
ìíîãîãðàííèêà òèïà E7 â n öâåòîâ = Z56[n, . . . , n].

Ñëåäñòâèå 3. Êîëè÷åñòâî ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê ãðàíåé êîðíåâîãî
ìíîãîãðàííèêà òèïà E6 â n öâåòîâ = Z27[n2, . . . , n2]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 2 ýòî
÷èñëî áóäåò 350 661 193 456, à äëÿ n = 3 � 1 121 791 681 317 791 814 588.

13



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå è âòîðîå óòâåðæäåíèÿ íàïðÿìóþ ïîëó÷àþòñÿ èç òåî-
ðèè ïåðå÷èñëåíèé Ïîéà, ñì. [3]. Òðåòüå óòâåðæäåíèå âûâîäèòñÿ èç òîãî, ÷òî ýëå-
ìåíòû W (E6) � âåùåñòâåííûå (ò. å. ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè ñîïðÿæ¼ííûìè), ïîýòîìó
äåéñòâèå íà (E6, $6) áóäåò àáñîëþòíî òàêîå æå, êàê è íà (E6, $1). À ýòî êàê ðàç
è îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðàññ÷¼òà äåéñòâèÿ W (E6) íà ãðàíè (E6, $2) íóæíî òîëüêî çà-
ìåíèòü âñå ïåðåìåííûå èõ êâàäðàòàìè, ïîñëå ÷åãî âíîâü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé
ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà è ïîäñòàâèòü êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ W (E7) ñõîæåå óòâåð-
æäåíèå áóäåò íåâåðíî, òàê êàê åãî ãèïåðãðàíè óñòðîåíû èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 1 è 2. Ïîäñ÷¼ò ýòèõ öèêëîâûõ èíäåêñîâ áóäåò ñäåëàí
ðó÷íûì ïåðåáîðîì. Äëÿ ñëó÷àÿ E8 óæå íåîáõîäèì êîìïüþòåð, õîòÿ âñå óïðîùåíèÿ
çàäà÷è ïðîâåäåíû.

Äëÿ ïîäñ÷¼òà âñåãî ìíîãî÷ëåíà íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü îòäåëüíî öèêëîâîé îä-
íî÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé äåéñòâèþ êàæäîé ïîäñèñòåìû. Êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì
ýòîò îäíî÷ëåí âîéä¼ò â èòîãîâûé èíäåêñ, âçÿò èç òàáëèö 9 è 10 â êîíöå [5].

Äëÿ êàæäîé ïîäñèñòåìû âûáèðàþòñÿ êîðíè, êîòîðûå å¼ îáðàçóþò. Åñëè ïîäñèñòå-
ìà íå ñîäåðæèò öèêë, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ýòèõ
êîðíåé â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Åñëè æå ïîäñèñòåìà ñîäåðæèò öèêë (ñì. òàáëèöà
3), òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóäîëüíûé ãðàô. Òîãäà â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñíà÷àëà êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî êîðíåé îäíîé äîëè â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå, çàòåì îòíîñèòåëüíî äðóãîé.

Êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå, íà âåñîâîé äèàãðàììå äåéñòâèå îòðàæåíèÿ wai ìåíÿåò
ìåñòàìè êîíöû ð¼áåð ñ ìåòêîé i. Åñëè ìû õîòèì ñäåëàòü îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî
ñëîæíîãî êîðíÿ ai1 + ai2 + ... + aik , òî äëÿ íà÷àëà íóæíî íàéòè âñå öåïî÷êè äëèíû
k, ñîñòîÿùèå èç i1, i2, ..., ik â ëþáîì ïîðÿäêå. Òîãäà wai1+ai2+...+aik

ìåíÿåò ìåñòàìè
êîíöû òàêèõ öåïî÷åê (íà èëëþñòðàöèÿõ îíè ñîåäèíåíû òîíêèìè ëèíèÿìè ñâîåãî
öâåòà).

Çàòåì íóæíî ïðîñëåäèòü, êóäà ïîä äåéñòâèåì êîìïîçèöèè îòðàæåíèé ïåðåéä¼ò
êàæäàÿ âåðøèíà. Âåðøèíû, ïîëó÷àþùèåñÿ îäíà èç äðóãîé ïîñëå äåéñòâèÿ êîìïî-
çèöèè îòðàæåíèé, íà èëëþñòðàöèÿõ ïîìå÷àëèñü îäíèì öâåòîì. Åñëè âåðøèíà ïîñëå
äåéñòâèÿ âñåõ îòðàæåíèé ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ, òî îíà ïîìå÷àëàñü áåëûì öâåòîì.
Òàêèì îáðàçîì èòîãîâàÿ äèàãðàììà îêàçàëàñü îêðàøåíà â íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
öâåòîâ. Ïî ýòîé ðàñêðàñêå ëåãêî âîññòàíàâëèâàåòñÿ öèêëîâîé îäíî÷ëåí � x1 â íåãî
âõîäèò â ñòåïåíè êîëè÷åñòâà áåëûõ âåðøèí (ýòî öèêëû äëèíû 1), x2 � â ñòåïåíè êî-
ëè÷åñòâà öèêëîâ äëèíû 2 (ò. å. êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå îêàçàëèñü ïîêðàøåíû
ðîâíî 2 âåðøèíû) è ò. ä.

Ñëåäóþùèå äâà ïðèëîæåíèÿ êàê ðàç ñîäåðæàò âñå íåîáõîäèìûå èëëþñòðàöèè.
Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äî îñîçíàíèÿ òîãî, ÷òî âåðøèíû âñåõ äèàãðàìì
Êàðòåðà ìîæíî âûáèðàòü ñðåäè âåðøèí îäíîé îáîãàùåííîé äèàãðàììû Äûíêèíà
äëÿ E8, íî ìû íå ñòàëè íà ýòîì ýòàïå ìåíÿòü âûáîð ïðåäñòàâèòåëåé, ïîýòîìó ïîä-
õîäÿùèå êîðíè âçÿòû íå ñàìûì ðàöèîíàëüíûì îáðàçîì, õîòÿ òàêæå ïðèñóòñòâóåò
íåêîòîðàÿ íàñëåäñòâåííîñòü.

Êîììåíòàðèé 1. Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âñ¼ äëÿ ïîäñ÷¼òà öèêëîâîãî èí-
äåêñà äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ W (E8) íà âåðøèíàõ (E8, $8) âñ¼ óæå ãîòîâî � åñòü
âåñîâàÿ äèàãðàììà íà ðèñóíêå 7, â òàáëèöå 2 ïåðå÷èñëåíû âñå ïîäñèñòåìû è ãðà-
ôû Êàðòåðà, èç ðèñóíêà 4 ìîæíî ëåãêî ïîäîáðàòü äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðåäñòà-
âèòåëåé. Äàëüøå îñòà¼òñÿ òîëüêî óçíàòü êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïïû Âåéëÿ,
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÷òî äåëàåòñÿ àáñîëþòíî òàêæå, êàê îïèñàíî âûøå � ÷åðåç íàõîæäåíèå öèêëîâ íà
âåñîâîé äèàãðàììå. Òàêèì îáðàçîì ìû óçíà¼ì öèêëîâûå îäíî÷ëåíû, èõ êîýôôèöè-
åíòû òî÷íî òàêæå áåðóòñÿ èç [5], òîëüêî èç òàáëèöû 11. Îñòàëîñü òîëüêî âñ¼
ñëîæèòü è ïðèâåñòè ïîäîáíûå îäíî÷ëåíû, è âóàëÿ � öèêëîâîé èíäåêñ ïîäñ÷èòàí!
Ïðàâäà, çà ñêîáêàìè çäåñü îêàçàëñÿ ïîèñê öèêëåííîãî ðàçáèåíèÿ âåñîâîé äèàãðàììû
äëÿ êàæäîãî èç 112 îáèòàòåëåé òàáëèöû 2, ÷òî íåìíîãî îñòàíàâëèâàåò �ðóêè�,
íî íå îñòàíîâèò êîìïüþòåð.
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A Öèêëîâîé èíäåêñ E6

1) ∅ � ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, îíî îñòàâëÿåò âñå ýëåìåíòû íà
ìåñòå:

Âñå öèêëû òèïà 1, îäíî÷ëåí � x27
1 , êîýôôèöèåíò � 1.

2) A1 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà
ïîäîéä¼ò wa1 . Îíî ìåíÿåò ìåñòàìè ýëåìåíòû íà êîíöàõ 1, îñòàëüíûå îñòàâëÿåò íà
ìåñòå:

Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 2 è 15 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x15
1 x

6
2, êîýôôèöèåíò � 36.

3) 2A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa4 . Îíî ìåíÿåò ìåñòàìè ñíà÷àëà
ýëåìåíòû íà êîíöàõ 4, çàòåì íà êîíöàõ 1, îñòàëüíîå îñòàâëÿåò íà ìåñòå:

Âèäíî 10 öèêëîâ òèïà 2 è 7 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x7
1x

10
2 , êîýôôèöèåíò � 270.

4) A2 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñîñåäíèõ
êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3 :
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Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 3 è 9 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x9
1x

6
3, êîýôôèöèåíò � 240.

5) 3A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òð¼õ ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa4wa6 :

Âèäíî 12 öèêëîâ òèïà 2 è 3 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x3
1x

12
2 , êîýôôèöèåíò � 540.

6) A2 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñî-
ñåäíèõ è îäíîãî ïåðïåíäèêóëÿðíîãî èì êîðíÿ, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa5 :

Âèäíî 1 öèêë òèïà 6, 4 öèêëà òèïà 3, 3 öèêëà òèïà 2 è 3 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí �
x3

1x
3
2x

4
3x6, êîýôôèöèåíò � 1440.

7) A3 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òð¼õ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa4 :
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Âèäíî 5 öèêëîâ òèïà 4, 1 öèêë òèïà 2 è 5 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x5
1x2x

5
4, êîýô-

ôèöèåíò � 1620.

8) 4A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ êîðíåé, âàðèàíò èõ ðàñïîëîæåíèÿ âñåãî îäèí � ýòî wa0wa1wa4wa6 ,
ãäå a0 � ìàêñèìàëüíûé êîðåíü, íà äèàãðàììå îí ñâÿçûâàåò îáâåä¼ííûå ñîîòâåò-
ñòâåííûì öâåòîì âåðøèíû:

Âèäíî 12 öèêëîâ òèïà 2 è 3 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x3
1x

12
2 , êîýôôèöèåíò � 45.

9) A2 + 2A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ
ñìåæíûõ è äâóõ îðòîãîíàëüíûõ îñòàëüíûì êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa2wa5wa6 :

Âèäíî, ÷òî 2 öèêëà òèïà 6, 2 öèêëà òèïà 3, 4 öèêëà òèïà 2 è 1 öèêë òèïà 1, îäíî÷ëåí
� x1x

4
2x

2
3x

2
6, êîýôôèöèåíò � 2160.

10) 2A2 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ îðòî-
ãîíàëüíûõ ïàð ñìåæíûõ êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa5wa6 :
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Âèäíî 9 öèêëîâ òèïà 3, îäíî÷ëåí � x9
3, êîýôôèöèåíò � 480.

11) A3 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îðòîãî-
íàëüíîãî êîðíÿ è òð¼õ ñìåæíûõ êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa4wa6 :

Âèäíî 5 öèêëîâ òèïà 4, 3 öèêëà òèïà 2 è 1 öèêë òèïà 1, îäíî÷ëåí � x1x
3
2x

5
4, êîýô-

ôèöèåíò � 3240.

12) A4 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîð-
íåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa4wa5 :

Âèäíî 5 öèêëîâ òèïà 5 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

5
5, êîýôôèöèåíò � 5184.

13) D4 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ êîðíåé, îáðàçóþùèõ
¾áóêâó Ò¿, òî åñòü wa2wa3wa4wa5 :
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Âèäíî 3 öèêëà òèïà 6, 3 öèêëà òèïà 2 è 3 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x3
1x

3
2x

3
6, êîýô-

ôèöèåíò � 1440.

14) D4(a1) � ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, à èìåííî çàìêíóòûé öèêë èç ÷åòû-
ð¼õ. Òî åñòü íàì íóæíî íàéòè 4 êîðíÿ, ïðîòèâîïîëîæíûå èç êîòîðûõ áóäóò ïåðïåí-
äèêóëÿðíû, à îñòàëüíûå � íåò. Äëÿ ýòîãî ïîäîéäóò, íàïðèìåð:

Äàâàéòå ïîéì¼ì, ÷òî îíè ïîäõîäÿò. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì êîðíè èíà÷å:
a3 = e3 − e2, a4 = e4 − e3, a5 = e5 − e4 è a2 = e0 + e1 + e2 + e3.
Òîãäà a2 + a3 + a4 = e0 + e1 + e3 + e4 è a3a4 = a4a5 = a5(a2 + a3 + a4) = −1, (a2 +a3 +
a4)a3 = 1, à a3a5 = (a2 + a3 + a4)a4 = 0.
Òåïåðü íóæíî ïîíÿòü, êàê âûãëÿäèò îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî íèõ. Óñòðîåíî îíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì � íàø ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, ïîýòîìó îòðàæåíèå áóäåò
ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíî êîðíåé îäíîé äîëè, çàòåì îòíîñèòåëüíî êîðíåé äðóãîé äîëè,
òî åñòü ýòî wa3wa5wa4wa2+a3+a4 , ãäå ïîñëåäíåå îòðàæåíèå ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì � îíî ïåðåñòàâëÿåò êîíöû öåïî÷êè èç 2, 3 è 4 â ëþáîì ïîðÿäêå. Òàêèõ öåïî÷åê
ó íàñ 6:

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå öèêëåííîé ðàçáèåíèå:
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Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 4 è 3 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x3
1x

6
4, êîýôôèöèåíò � 540.

15) 2A2 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ
ïàð è îäèíî÷íîãî êîðíÿ, âñåõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ìåæäó ñîáîé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîé-
ä¼ò wa1wa2wa3wa5wa6 :

Âèäíî 2 öèêëà òèïà 6 è 5 öèêëîâ òèïà 3, îäíî÷ëåí � x5
3x

2
6, êîýôôèöèåíò � 1440.

16) A3 + 2A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òðîé-
êè è äâóõ îäèíî÷íûõ êîðíåé, âñåõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ìåæäó ñîáîé, äëÿ ïðèìåðà
ïîäîéä¼ò wa0wa1wa3wa4wa6 :

Âèäíî 5 öèêëîâ òèïà 4, 3 öèêëà òèïà 2 è 1 öèêë òèïà 1, îäíî÷ëåí � x1x
3
2x

5
4, êîýô-

ôèöèåíò � 540.

17) A4 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ ÷åòâ¼ðêè è îäèíî÷íîãî êîðíÿ, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa0wa1wa3wa4wa5 :
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Âèäíî 1 öèêë òèïà 10, 3 öèêëà òèïà 5 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x
3
5x10, êîýô-

ôèöèåíò � 5184.

18)A5 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïÿò¼ðêè, òî åñòü wa1wa3wa4wa5wa6 :

Âèäíî 4 öèêëà òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 3, îäíî÷ëåí � x3x
4
6, êîýôôèöèåíò � 4320.

19) D5 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïÿò¼ðêè âèäà ¾óäëèí¼ííàÿ Ò¿,
äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa2wa3wa4wa5 :

Âèäíî 3 öèêëà òèïà 8, 1 öèêë òèïà 2 è 1 öèêë òèïà 1, îäíî÷ëåí � x1x2x
3
8, êîýôôè-

öèåíò � 6480.

20) D5(a1) � òàêæå ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, çàìêíóòûé öèêë èç ÷åòûð¼õ
ñ ðåáðîì íàðóæó. Ïîäõîäÿùèå êîðíè òàêèå æå, êàê è â D4(a1), ñ äîáàâëåííûì a6:
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Äåéñòâèòåëüíî, íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî òî, ÷òî a6 ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåì, êðîìå a5.
a6 = e6 − e5, èç ÷åãî áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå. Ñîîòâåòñòâåííîå îòðàæåíèå áóäåò
óñòðîåíî êàê wa3wa5wa6wa4wa2+a3+a4 è öèêëåííîå ðàçáèåíèå áóäåò:

Âèäíî 1 öèêë òèïà 12, 1 öèêë òèïà 6, 2 öèêëà òèïà 4 è 1 öèêë òèïà 1, îäíî÷ëåí �
x1x

2
4x6x12, êîýôôèöèåíò � 4320.

21) 3A2 � ñîîòâåòñòâóåò òð¼ì ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïàðàì, òî åñòü wa0wa1wa2wa3wa5wa6 :

Âèäíî 9 öèêëîâ òèïà 3, îäíî÷ëåí � x9
3, êîýôôèöèåíò � 80.

22) A5 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïÿò¼ðêå è îäèíî÷íîìó êîðíþ, òî
åñòü wa0wa1wa3wa4wa5wa6 :

Âèäíî 4 öèêëà òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 3, îäíî÷ëåí � x3x
4
6, êîýôôèöèåíò � 1440.
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23) E6 � cîîòâåòñòâóåò wa1wa2wa3wa4wa5wa6 :

Âèäíî 2 öèêëà òèïà 12 è 1 öèêë òèïà 3, îäíî÷ëåí � x3x
2
12, êîýôôèöèåíò � 4320.

24) E6(a1) � ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, öèêë èç ÷åòûð¼õ ñ äâóìÿ ð¼áðàìè
íàðóæó èç ñîñåäíèõ âåðøèí. Ïîäõîäÿùèå êîðíè, íàïðèìåð, òàêèå:

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íîâûé êîðåíü a1 +a2 + 2a3 + 3a4 + 2a5 +a6 = e0 + e4 + e5 + e6

íå îðòîãîíàëåí a4 = e4 − e3 è îðòîãîíàëåí âñåì îñòàëüíûì. Åäèíñòâåííàÿ íåòðèâè-
àëüíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü a2 + a3 + a4 = e0 + e1 + e3 + e4 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî e

2
0 = −1.

Ñîîòâåòñòâóþùåå îòðàæåíèå áóäåò wa1+a2+2a3+3a4+2a5+a6wa5wa3wa6wa4wa2+a3+a4 :

Âèäíî 3 öèêëà òèïà 9, îäíî÷ëåí � x3
9, êîýôôèöèåíò � 5760.

25) E6(a2) � ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, öèêë èç ÷åòûð¼õ ñ äâóìÿ ð¼áðàìè
èç ñîñåäíèõ âåðøèí öèêëà â ñîåäèí¼ííûå ñíàðóæè âåðøèíû. Ïîäõîäÿùèå êîðíè,
íàïðèìåð, òàêèå:
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íîâûé a1 + a3 + a4 + a5 + a6 = e6 − e1 íå îðòîãîíàëåí
a6 = e6 − e5 è a2 + a3 + a4 = e0 + e1 + e3 + e4 è îðòîãîíàëåí âñåì îñòàëüíûì. Çíà÷èò,
ñîîòâåòñòâåííîå îòðàæåíèå áóäåò èìåòü âèä wa3wa5wa1+a3+a4+a5+a6wa6wa4wa2+a3+a4 ,
ãäå wa1+a3+a4+a5+a6 ìåíÿåò ìåñòàìè êîíöû ãîëóáûõ ëèíèé:

Òîãäà öèêëåííîå ðàçáèåíèå óñòðîåíî òàê:

Âèäíî 4 öèêëà òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 3, îäíî÷ëåí � x3x
4
6, êîýôôèöèåíò � 720.
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B Öèêëîâîé èíäåêñ E7

1) ∅ � ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, îíî îñòàâëÿåò âñå ýëåìåíòû íà
ìåñòå:

Âñå öèêëû òèïà 1, îäíî÷ëåí � x56
1 , êîýôôèöèåíò � 1.

2) A1 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà
ïîäîéä¼ò wa1 . Îíî ìåíÿåò ìåñòàìè ýëåìåíòû íà êîíöàõ 1, îñòàëüíûå îñòàâëÿåò íà
ìåñòå. Â äàëüíåéøåì, ïîêà íå áóäåò âîçíèêàòü wa7 , ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå âñþ
äèàãðàììó, à òîëüêî âåðõíþþ å¼ ïîëîâèíó, òàê êàê â äðóãîé ÷àñòè âñ¼ ïðîèñõîäèò
àíàëîãè÷íî:

Âèäíî 12 öèêëîâ òèïà 2 è 32 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x32
1 x

12
2 , êîýôôèöèåíò � 32 · 7.

3) 2A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa4 . Îíî ìåíÿåò ìåñòàìè ñíà÷àëà
ýëåìåíòû íà êîíöàõ 4, çàòåì íà êîíöàõ 1, îñòàëüíîå îñòàâëÿåò íà ìåñòå:
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Âèäíî 20 öèêëîâ òèïà 2 è 16 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x16
1 x

20
2 , êîýôôèöèåíò �

33 · 5 · 7.

4) A2 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñîñåäíèõ
êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3 :

Âèäíî 12 öèêëîâ òèïà 3 è 20 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x20
1 x

12
3 , êîýôôèöèåíò �

25 · 3 · 7.

5) (3A1)′ � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òð¼õ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ êîðíåé, íè îäèí èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ a2, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò
wa1wa4wa6 :

Âèäíî 24 öèêëà òèïà 2 è 8 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x8
1x

24
2 , êîýôôèöèåíò � 22·33·5·7.

6) (3A1)′′ � ïîëó÷àåòñÿ èç (3A1)′ çàìåíîé a3 èëè a5 íà a2. Òàê êàê â íàøåì
ïðèìåðå äëÿ (3A1)′ âûøå èñïîëüçîâàëîñü wa1wa4wa6 , êîòîðîå íå ñîäåðæèò íè a3, íè
a5, òî çäåñü ïðèä¼òñÿ äëÿ (3A1)′ âçÿòü ïðèìåð wa3wa5wa7 è çàìåíèòü â í¼ì a3 íà a2,
ïîëó÷èâ wa2wa5wa7 :
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Âèäíî 28 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x28
2 , êîýôôèöèåíò � 32 · 5 · 7.

7) A2 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñî-
ñåäíèõ è îäíîãî ïåðïåíäèêóëÿðíîãî èì êîðíÿ, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa5 :

Âèäíî 2 öèêëà òèïà 6, 8 öèêëîâ òèïà 3, 6 öèêëîâ òèïà 2 è 8 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí
� x8

1x
6
2x

8
3x

2
6, êîýôôèöèåíò � 25 · 32 · 5 · 7.

8) A3 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òð¼õ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa4 :
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Âèäíî 10 öèêëîâ òèïà 4, 2 öèêëà òèïà 2 è 12 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x12
1 x

2
2x

10
4 ,

êîýôôèöèåíò � 23 · 33 · 5 · 7.

9) (4A1)′ � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êîðíåé, áåç çàäåéñòâèÿ a2, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa0wa3wa5wa7 ,
ãäå a0 � ìàêñèìàëüíûé êîðåíü, íà äèàãðàììå îí ñâÿçûâàåò îáâåä¼ííûå ñîîòâåò-
ñòâåííûì öâåòîì âåðøèíû:

Âèäíî 24 öèêëà òèïà 2 è 8 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x8
1x

24
2 , êîýôôèöèåíò � 32 ·5 ·7.

10) (4A1)′′ � ïîëó÷àåòñÿ èç (3A1)′ çàìåíîé a3 èëè a5 íà a2, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò
wa0wa2wa5wa7 :
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Âèäíî 28 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x28
2 , êîýôôèöèåíò � 22 · 33 · 5 · 7.

11) A2 + 2A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ
ñìåæíûõ è äâóõ îðòîãîíàëüíûõ îñòàëüíûì êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa2wa5wa6 :

Âèäíî, ÷òî 4 öèêëà òèïà 6, 4 öèêëà òèïà 3, 8 öèêëîâ òèïà 2 è 4 öèêëà òèïà 1,
îäíî÷ëåí � x4

1x
8
2x

4
3x

4
6, êîýôôèöèåíò � 25 · 33 · 5 · 7.

12) 2A2 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ îðòî-
ãîíàëüíûõ ïàð ñìåæíûõ êîðíåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa5wa6 :
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Âèäíî 18 öèêëîâ òèïà 3 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

18
3 , êîýôôèöèåíò � 27 ·3·5·7.

13) (A3 + A1)′ � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îðòî-
ãîíàëüíîãî êîðíÿ è òð¼õ ñìåæíûõ êîðíåé, áåç çàäåéñòâèÿ a2, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò
wa1wa3wa4wa6 :

Âèäíî 10 öèêëîâ òèïà 4, 6 öèêëîâ òèïà 2 è 4 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x4
1x

6
2x

10
4 ,

êîýôôèöèåíò � 24 · 34 · 5 · 7.

14) (A3 + A1)′′ � ïîëó÷àåòñÿ èç (A3 + A1)′ çàäåéñòâèåì a2 âìåñòî a3 èëè a5, äëÿ
ïðèìåðà íà (A3 + A1)′ ïîäîéä¼ò wa3wa5wa6wa7 , òîãäà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò wa2wa5wa6wa7 :
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Âèäíî 10 öèêëîâ òèïà 4 è 8 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x8
2x

10
4 , êîýôôèöèåíò �

23 · 33 · 5 · 7.

15) A4 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîð-
íåé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa4wa5 :

Âèäíî 10 öèêëîâ òèïà 5 è 6 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x6
1x

10
5 , êîýôôèöèåíò � 28 ·33 ·7.

16) D4 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ êîðíåé, îáðàçóþùèõ
¾áóêâó Ò¿, òî åñòü wa2wa3wa4wa5 :
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Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 6, 6 öèêëîâ òèïà 2 è 8 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x8
1x

6
2x

6
6,

êîýôôèöèåíò � 25 · 32 · 5 · 7.

17) D4(a1) � ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, à èìåííî çàìêíóòûé öèêë èç ÷åòû-
ð¼õ, òî÷íî òàêàÿ æå, êàê è äëÿ E6, òî åñòü ýòî wa3wa5wa4wa2+a3+a4 :

Âèäíî 12 öèêëîâ òèïà 4 è 8 öèêëîâ òèïà 1, îäíî÷ëåí � x8
1x

12
4 , êîýôôèöèåíò �

22 · 33 · 5 · 7.

18) 5A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïÿòè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ êîðíåé, ýòî áûâàåò òîëüêî äëÿ wa0wa2wa3wa5wa7 :
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Âèäíî 28 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x28
2 , êîýôôèöèåíò � 33 · 5 · 7.

19) A2 + 3A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïàðû
è òðîéêè îäèíî÷íîãî êîðíÿ, âñåõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ìåæäó ñîáîé, äëÿ ïðèìåðà ïî-
äîéä¼ò wa1wa2wa3wa5wa7 :

Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 6 è 10 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x10
2 x

6
6, êîýôôèöèåíò �

25 · 32 · 5 · 7.

20) 2A2 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ
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ïàð è îäèíî÷íîãî êîðíÿ, âñåõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ìåæäó ñîáîé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîé-
ä¼ò wa1wa2wa3wa5wa6 :

Âèäíî 4 öèêëà òèïà 6, 10 öèêëîâ òèïà 3 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

10
3 x

4
6,

êîýôôèöèåíò � 27 · 32 · 5 · 7.

21) (A3 + 2A1)′ � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òðîé-
êè è äâóõ îäèíî÷íûõ êîðíåé, âñåõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ìåæäó ñîáîé è áåç çàäåéñòâèÿ
a2, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa0wa3wa5wa6wa7 :

Âèäíî 10 öèêëîâ òèïà 4, 6 öèêëîâ òèïà 2 è 4 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x4
1x

6
2x

10
4 ,

êîýôôèöèåíò � 23 · 33 · 5 · 7.

22) (A3 + 2A1)′′ � ïîëó÷àåòñÿ èç (A3 + 2A1)′ çàìåíîé a3 íà a2, òî åñòü wa0wa2wa5wa6wa7 :
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Âèäíî 10 öèêëîâ òèïà 4 è 8 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x8
2x

10
4 , êîýôôèöèåíò �

24 · 34 · 5 · 7.

23) A3 + A2 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òðîéêè
è ïàðû, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ìåæäó ñîáîé, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa5wa6wa7 :

Âèäíî 2 öèêëà òèïà 12, 4 öèêëà òèïà 4, 4 öèêëà òèïà 3 è 2 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí
� x2

2x
4
3x

4
4x

2
12, êîýôôèöèåíò � 26 · 33 · 5 · 7.

24) A4 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðïåí-
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äèêóëÿðíûõ ÷åòâ¼ðêè è îäèíî÷íîãî êîðíÿ, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa4wa5wa7 :

Âèäíî 2 öèêëà òèïà 10, 6 öèêëîâ òèïà 5, 2 öèêëà òèïà 2 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí
� x2

1x
2
2x

6
5x

2
10, êîýôôèöèåíò � 28 · 34 · 7.

25) (A5)′ � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïÿò¼ðêè áåç a2, òî åñòü wa1wa3wa4wa5wa6 :

Âèäíî 8 öèêëîâ òèïà 6, 2 öèêëà òèïà 3 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

2
3x

8
6, êîýô-

ôèöèåíò � 27 · 33 · 5 · 7.

26) (A5)′′ � ïîëó÷àåòñÿ èç (A5)′ çàìåíîé a3 íà a2, òî åñòü wa2wa4wa5wa6wa7 :
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Âèäíî 9 öèêëîâ òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x
9
6, êîýôôèöèåíò � 27 ·32 ·5 ·7.

27) D4 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ÷åòâ¼ðêè âèäà ¾Ò¿ è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîãî åé êîðíÿ, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa2wa3wa4wa5wa7 :

Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 6 è 10 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x10
2 x

6
6, êîýôôèöèåíò �

25 · 33 · 5 · 7.

28) D4(a1) + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî D4(a1) è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîãî åé êîðíÿ, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa3wa5wa7wa4wa2+a3+a4 :
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Âèäíî 12 öèêëîâ òèïà 4 è 4 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí � x4
2x

12
4 , êîýôôèöèåíò � 22·34·5·7.

29) D5 � ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïÿò¼ðêè âèäà ¾óäëèí¼ííàÿ Ò¿,
äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa2wa3wa4wa5 :

Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 8, 2 öèêëà òèïà 2 è 4 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x4
1x

2
2x

6
8, êîýô-

ôèöèåíò � 25 · 34 · 5 · 7.

30) D5(a1) � ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, à èìåííî çàìêíóòûé öèêë èç ÷å-
òûð¼õ c ðåáðîì íàðóæó, òî÷íî òàêàÿ æå, êàê è äëÿ E6, òî åñòü îòðàæåíèå áóäåò
óñòðîåíî êàê wa3wa5wa6wa4wa2+a3+a4 è öèêëåííîå ðàçáèåíèå áóäåò:
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Âèäíî 2 öèêëà òèïà 12, 2 öèêëà òèïà 6, 4 öèêëà òèïà 4 è 4 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí
� x4

1x
4
4x

2
6x

2
12, êîýôôèöèåíò � 26 · 33 · 5 · 7.

31) 6A1 � ñîîòâåòñòâóåò øåñòè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì êîðíÿì, ó íàñ óæå
åñòü ïÿòü: a0, a2, a3, a5, a7, øåñòîé ïåðïåíäèêóëÿðíûé èì áóäåò a2 + a3 + 2a4 + 2a5 +
2a6 + a7 = e0 + e1 + e6 + e7. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåì îñòàëüíûì,
åñëè ïîìíèòü, ÷òî e2

0 = −1 è a0 = 2e0 + e2 + ... + e7, îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîãî
êîðíÿ óñòðîåíî òàê:

Òî åñòü èòîãîâîå îòðàæåíèå áóäåò wa0wa2wa3wa5wa7wa2+a3+2a4+2a5+2a6+a7 :
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Âèäíî 28 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x28
2 , êîýôôèöèåíò � 32 · 7.

32) 3A2 � ñîîòâåòñòâóåò òð¼ì ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïàðàì, òî åñòü wa0wa1wa2wa4wa6wa7 :

Âèäíî 18 öèêëîâ òèïà 3 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

18
3 , êîýôôèöèåíò � 26 ·5 ·7.

33) A3 + 3A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì òðîéêå è òð¼ì îäè-
íî÷íûì êîðíÿì, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa0wa2wa3wa5wa6wa7 :
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Âèäíî 10 öèêëîâ òèïà 4 è 8 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x8
2x

10
4 , êîýôôèöèåíò �

23 · 33 · 5 · 7.

34) A3 + A2 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì òðîéêå, ïàðå è
îäèíî÷íîìó êîðíþ, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa2wa3wa5wa6wa7 :

Âèäíî 2 öèêëà òèïà 12, 2 öèêëà òèïà 6, 4 öèêëà òèïà 4 è 2 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí
� x2

2x
4
4x

2
6x

2
12, êîýôôèöèåíò � 26 · 33 · 5 · 7.

35) 2A3 � ñîîòâåòñòâóåò ïåðïåíäèêóëÿðíûì òðîéêàì, òî åñòü wa0wa1wa3wa5wa6wa7 :
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Âèäíî 12 öèêëîâ òèïà 4 è 4 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí � x4
2x

12
4 , êîýôôèöèåíò � 22·34·5·7.

36) A4 + A2 � ñîîòâåòñòâóåò ïåðïåíäèêóëÿðíûì ÷åòâ¼ðêå è ïàðå, äëÿ ïðèìåðà
ïîäîéä¼ò wa0wa1wa4wa5wa6wa7 :

Âèäíî 2 öèêëà òèïà 15, 4 öèêëà òèïà 5 è 2 öèêëà òèïà 3, îäíî÷ëåí � x2
3x

4
5x

2
15, êîýô-

ôèöèåíò � 29 · 33 · 7.

37) (A5 + A1)′ � ñîîòâåòñòâóåò ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïÿò¼ðêå è îäèíî÷íîìó êîðíþ,
êîòîðûå íå ñîäåðæàò â ñåáå a2, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa0wa3wa4wa5wa6wa7 :
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Âèäíî 8 öèêëîâ òèïà 6, 2 öèêëà òèïà 3 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

2
3x

8
6, êîýô-

ôèöèåíò � 27 · 32 · 5 · 7.

38) (A5 + A1)′′ � ïîëó÷àåòñÿ èç (A5 + A1)′ çàìåíîé a3 íà a2 òî åñòü wa0wa2wa4wa5wa6wa7 :

Âèäíî 9 öèêëîâ òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x
9
6, êîýôôèöèåíò � 27 ·33 ·5 ·7.

39) A6 � cîîòâåòñòâóåò øåñòåðêå, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa3wa4wa5wa6wa7 :
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Âèäíî 8 öèêëîâ òèïà 7, îäíî÷ëåí � x8
7, êîýôôèöèåíò � 29 · 34 · 5.

40) D4 + 2A1 � cîîòâåòñòâóåò ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì ÷åòâ¼ðêå òèïà �áóêâà
Ò� è äâóì îäèíî÷íûì êîðíÿì, òî åñòü wa0wa2wa3wa4wa5wa7 :

Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 6 è 10 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x10
2 x

6
6, êîýôôèöèåíò � 25 ·

32 · 5 · 7.

41) D5 + A1 � cîîòâåòñòâóåò ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì óäëèí¼ííîé �áóêâå Ò�
è îäèíî÷íîìó êîðíþ, äëÿ ïðèìåðà ïîäîéä¼ò wa1wa2wa3wa4wa5wa7 :
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Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 8 è 4 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí � x4
2x

6
8, êîýôôèöèåíò � 25 ·34 ·5 ·7.

42) D5(a1) + A1 � ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, à èìåííî çàìêíóòûé öèêë èç
÷åòûð¼õ c ðåáðîì íàðóæó è ïåðïåíäèêóëÿðíûé âñåìó ýòîìó êîðåíü, òî åñòü D5(a1)
áóäåò óñòðîåí êàê wa3wa5wa6wa4wa2+a3+a4 , à ïåðïåíäèêóëÿðíûé åìó êîðåíü áóäåò a0

� èç äèàãðàììû îí î÷åâèäíî ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåì, êðîìå a2 + a3 + a4, íî a0 =
2e0 + e2 + ...+ e7, à a2 + a3 + a4 = e0 + e1 + e3 + e4, èõ ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíî 0.
Òîãäà èòîãîâîå öèêëåííîå ðàçáèåíèå áóäåò:
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Âèäíî 2 öèêëà òèïà 12, 2 öèêëà òèïà 6, 4 öèêëà òèïà 4 è 2 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí
� x2

2x
4
4x

2
6x

2
12, êîýôôèöèåíò � 26 · 33 · 5 · 7.

43) D6 � cîîòâåòñòâóåò wa2wa3wa4wa5wa6wa7 :

Âèäíî 5 öèêëîâ òèïà 10 è 3 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí � x3
2x

5
10, êîýôôèöèåíò � 28 ·34 ·7.

44) D6(a1) � cîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà � öèêë èç ÷åòûð¼õ ñ �äâîéíûì
õâîñòîì� íàðóæó. Íàì ïîäîéäóò, íàïðèìåð, êîðíè D5(a1) è äîáàâëåííûé ê íèì a7

� îí êàê ðàç ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåìó, êðîìå a6. Êàê îáû÷íî, ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü
a2 + a3 + a4 ñëïåäóåò èç òîãî, ÷òî a7 = e7− e6, à a2 + a3 + a4 = e0 + e1 + e3 + e4. Òîãäà
ñîîòâåñòâåííîå îòðàæåíèå áóäåò óñòðîåíî êàê wa3wa5wa7wa4wa6wa2+a3+a4 :
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Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 8 è 2 öèêëà òèïà 4, îäíî÷ëåí � x2
4x

6
8, êîýôôèöèåíò � 25 ·34 ·5 ·7.

45) D6(a2) � cîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà � öèêë èç ÷åòûð¼õ ñ äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûìè ð¼áðàìè íàðóæó. Ïîëó÷èì ìû åãî òàê � ñíîâà âîçüì¼ì D5(a1)
çà îñíîâó è äîáàâèì ê íåìó êîðåíü a3 + a4 + a5 + a6 + a7 = e7 − e2. Îí êàê ðàç áóäåò
ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåìó îñòàëüíîìó, êðîìå a3 = e3 − e2, òàê êàê â èõ ïðåäñòàâëåíèè
ïðîñòî îòñóòñòâóþò è e2, è e7. Òîãäà ñîîòâåòñòâåííîå îòðàæåíèå áóäåò óñòðîåíî êàê
wa3wa5wa6wa4wa2+a3+a4wa3+a4+a5+a6+a7 :
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Âèäíî 9 öèêëîâ òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x
9
6, êîýôôèöèåíò � 27 ·32 ·5 ·7.

46) E6 � cîîòâåòñòâóåò wa1wa2wa3wa4wa5wa6 :

Âèäíî 4 öèêëà òèïà 12, 2 öèêëà òèïà 3 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

2
3x

4
12, êîýô-

ôèöèåíò � 27 · 33 · 5 · 7.

47) E6(a1) � ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, öèêë èç ÷åòûð¼õ ñ äâóìÿ ð¼áðàìè
íàðóæó èç ñîñåäíèõ âåðøèí:

Òàê êàê îíà ïîëó÷àåòñÿ èç D5(a1), íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íîâûé êîðåíü a1 + a2 +
2a3 + 3a4 + 2a5 + a6 = e0 + e4 + e5 + e6 íå îðòîãîíàëåí a4 = e4 − e3 è îðòîãîíà-
ëåí âñåì îñòàëüíûì. Åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü a2 + a3 + a4 =
e0 + e1 + e3 + e4 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî e2

0 = −1. Ñîîòâåòñòâóþùåå îòðàæåíèå áóäåò
wa1+a2+2a3+3a4+2a5+a6wa5wa3wa6wa4wa2+a3+a4 :

Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 9 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

6
9, êîýôôèöèåíò � 29 ·32 ·5 ·7.

48) E6(a2) � ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ êàðòèíêà, öèêë èç ÷åòûð¼õ ñ äâóìÿ ð¼áðàìè
èç ñîñåäíèõ âåðøèí öèêëà â ñîåäèí¼ííûå ñíàðóæè âåðøèíû:
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Òàê êàê îíà ïîëó÷àåòñÿ èç D5(a1), íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íîâûé a1 + a3 + a4 +
a5 + a6 = e6 − e1 íå îðòîãîíàëåí a6 = e6 − e5 è a2 + a3 + a4 = e0 + e1 + e3 + e4 è
îðòîãîíàëåí âñåì îñòàëüíûì. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâåííîå îòðàæåíèå áóäåò èìåòü âèä
wa3wa5wa1+a3+a4+a5+a6wa6wa4wa2+a3+a4 , òîãäà öèêëåííîå ðàçáèåíèå óñòðîåíî òàê:

Âèäíî 8 öèêëîâ òèïà 6, 2 öèêëà òèïà 3 è 2 öèêëà òèïà 1, îäíî÷ëåí � x2
1x

2
3x

8
6, êîýô-

ôèöèåíò � 26 · 32 · 5 · 7.

49) 7A1 � ñîîòâåòñòâóåò ñåìè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì êîðíÿì, òî åñòü ê
6A1 íóæíî äîáàâèòü ïåðïåíäèêóëÿðíûé âñåìó êîðåíü, ïîäîéä¼ò a2 + a3 + 2a4 + a5 =
e0 + e1 + e4 + e5. Îí î÷åâèäíî ïåðïåíäèêóëÿðåí îñòàëüíûì êîðíÿì: 2e0 + e2 + ...+ e7,
e3 − e2, e5 − e4, e7 − e6, e0 + e1 + e2 + e3 è e0 + e1 + e6 + e7. Òîãäà èòîãîâîå îòðàæåíèå
áóäåò óñòðîåíî êàê wa0wa2wa3wa5wa7wa2+a3+2a4+2a5+2a6+a7wa2+a3+2a4+a5 :
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Âèäíî 28 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x28
2 , êîýôôèöèåíò � 1.

50) 2A3 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì äâóì òðîéêàì è îäè-
íî÷íîìó êîðíþ, òî åñòü wa0wa1wa2wa3wa5wa6wa7 :

Âèäíî 12 öèêëîâ òèïà 4 è 4 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí � x4
2x

12
4 , êîýôôèöèåíò � 22·33·5·7.

51) A5 + A2 � ñîîòâåòñòâóåò ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïÿò¼ðêå è ïàðå, äëÿ ïðèìåðà
ïîäîéä¼ò wa0wa1wa2wa4wa5wa6wa7 :
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Âèäíî 9 öèêëîâ òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x
9
6, êîýôôèöèåíò � 26 ·32 ·5 ·7.

52) A7 � ñîîòâåòñòâóåò wa0wa1wa3wa4wa5wa6wa7 :

Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 8 è 2 öèêëà òèïà 4, îäíî÷ëåí � x2
4x

6
8, êîýôôèöèåíò � 25 ·34 ·5 ·7.

53)D4 + 3A1 � ñîîòâåòñòâóåò ÷åòâ¼ðêå òèïà �áóêâà Ò� è òð¼ì îäèíî÷íûì êîðíÿì,
ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì ìåæäó ñîáîé. Ìîæíî âçÿòüD4 + 2A1 è äîáàâèòü ê íåìó
a2 +a3 +2a4 +2a5 +2a6 +a7 = e0 +e1 +e6 +e7, êîòîðûé áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåìó
îñòàëüíîìó, òî åñòü îòðàæåíèå áóäåò wa0wa2wa3wa4wa5wa7wa2+a3+2a4+2a5+2a6+a7 :
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Âèäíî 6 öèêëîâ òèïà 6 è 10 öèêëîâ òèïà 2, îäíî÷ëåí � x10
2 x

6
6, êîýôôèöèåíò � 25 ·3 ·7.

54) D6 + A1 � ñîîòâåòñòâóåò D6 è ïåðïåíäèêóëÿðíîìó åìó êîðíþ, äëÿ ïðèìåðà
ïîäîéä¼ò wa0wa2wa3wa4wa5wa6wa7 :

Âèäíî 5 öèêëîâ òèïà 10 è 3 öèêëà òèïà 2, îäíî÷ëåí � x3
2x

5
10, êîýôôèöèåíò � 28 ·33 ·7.

55) D6(a2) + A1 � ñîîòâåòñòâóåò D6(a2) è ïåðïåíäèêóëÿðíîìó åìó êîðíþ, çà
êîòîðûé ìîæíî âçÿòü a0. Îí äåéñòâèòåëüíî áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí è e7 − e2, è e0 +
e1 + e3 + e4, à ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðîñòûì êîðíÿì î÷åâèäíà èç ðàñøèðåííîé ñõåìû
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Äûíêèíà. Òî åñòü îòðàæåíèå áóäåò wa0wa3wa5wa6wa4wa2+a3+a4wa3+a4+a5+a6+a7 :

Âèäíî 9 öèêëîâ òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x
9
6, êîýôôèöèåíò � 27 · 3 · 5 · 7.

56) E7 � cîîòâåòñòâóåò wa1wa2wa3wa4wa5wa6wa7 :

Âèäíî 3 öèêëà òèïà 18 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x
3
18, êîýôôèöèåíò � 29 ·32 ·5 ·7.

57) E7(a1) � cîîòâåòñòâóåò îñîáîé êàðòèíêå:
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Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç E6(a1) äîáàâëåíèåì îäíîãî ðåáðà � åñëè â åãî êîíåö ïîñòàâèòü
a0 = 2e0 + e2 + ... + e7, òî âñå íåîáõîäèìûå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ñîáëþäóòñÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, a0 è a1 + a2 + 2a3 + 3a4 + 2a5 + a6 = e0 + e4 + e5 + e6 â ïðîèçâåäå-
íèè äàäóò 1, à âñåì îñòàëüíûì a0 áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí. Òîãäà îòðàæåíèå áóäåò
wa1+a2+2a3+3a4+2a5+a6wa5wa3wa6wa4wa2+a3+a4wa0 :

Âèäíî 4 öèêëà òèïà 14, îäíî÷ëåí � x4
14, êîýôôèöèåíò � 29 · 34 · 5.

58) E7(a2) � cîîòâåòñòâóåò îñîáîé êàðòèíêå:

Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç E6(a1) äîáàâëåíèåì îäíîãî ðåáðà � åñëè â åãî êîíåö ïîñòàâèòü
a3 + a4 + a5 + a6 + a7 = e7− e2, òî îí áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåìó, êðîìå a3, òàê êàê
íèêàêèå äðóãèå êîðíè íå ñîäåðæàò â ñâî¼ì ðàçëîæåíèè íè e2, íè e7. Òîãäà îòðàæåíèå
áóäåò wa1+a2+2a3+3a4+2a5+a6wa5wa3wa6wa4wa2+a3+a4wa3+a4+a5+a6+a7 :
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Âèäíî 4 öèêëà òèïà 12, 1 öèêë òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x6x
4
12, êîýô-

ôèöèåíò � 27 · 33 · 5 · 7.

59) E7(a3) � cîîòâåòñòâóåò îñîáîé êàðòèíêå:

Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç E6(a2) äîáàâëåíèåì îäíîãî ðåáðà � åñëè â åãî êîíåö ïîñòàâèòü
a0 = 2e0 +e2 + ...+e7, òî âñå íåîáõîäèìûå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ñîáëþäóòñÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, a0 è a1 +a3 +a4 +a5 +a6 = e6−e1 â ïðîèçâåäåíèè äàäóò 1, à îñòàëüíûå íîâûå
ïðîèçâåäåíèÿ áóäóò 0. Òîãäà îòðàæåíèå áóäåò wa3wa5wa1+a3+a4+a5+a6wa6wa4wa2+a3+a4wa0 :
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Âèäíî 1 öèêë òèïà 30, 2 öèêëà òèïà 10 è 1 öèêë òèïà 6, îäíî÷ëåí � x6x
2
10x30, êîýô-

ôèöèåíò � 29 · 33 · 7.

60) E7(a4) � cîîòâåòñòâóåò îñîáîé êàðòèíêå:

Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç E6(a2) äîáàâëåíèåì äâóõ ð¼áåð � åñëè â èõ êîíåö ïîñòàâèòü
a2 + a4 + a5 + a6 + a7 = e0 + e1 + e2 + e7, òî íîâûé êîðåíü áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí
âñåìó, êðîìå a3 = e3 − e2 è a1 + a3 + a4 + a5 + a6 = e6 − e1. Òîãäà îòðàæåíèå áóäåò
wa3wa5wa1+a3+a4+a5+a6wa6wa4wa2+a3+a4wa2+a4+a5+a6+a7 :

57



Âèäíî 9 öèêëîâ òèïà 6 è 1 öèêë òèïà 2, îäíî÷ëåí � x2x
9
6, êîýôôèöèåíò � 26 · 5 · 7.
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