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Введение
На данный момент большая часть вычисленных функций Беллмана, по су-
ти, зависит от двух переменных. Так, в работах [9], [10], [13], посчитан ряд
функций на параболической полосе. В работах [4] и [5] разработана теория,
восстанавливающая фунцию Беллмана по граничному значению в полосе,
при достаточно гладких граничных значениях

Метод функции Беллмана и метод Буркхолдера возникают в работах [7]
и [1] и описаны в книгах [8] и [14].

В данной работе рассмотрен вопрос нахождения функций Беллмана
многих переменных при наличии у них некоторых симметрий.

Первый пункт первого раздела посвещён основным понятиям и опреде-
лениям, связанным с минимальными локально вогнутыми функциями.

Минимальные локально вогнутые функции и их аналоги — максималь-
ные локально выпуклые функции являются важным объектом математи-
ческого анализа. Они часто являются решениями оптимизационных задач
и совпадают с функциями Беллмана. Подобные функции встречаются в
работах [2], [3], [6]. А так же в работах [12] и [11] доказывается равенство
функций Беллмана и соответствующих минимальных локально вогнутых
функций для параболической и параболоидной полос соответственно.

В разделе 1 построена теория, восстанавливающая минимальные ло-
кально вогнутые функции по их аналогам, зависящим от меньшего числа
переменных.

В теореме 1.1 получена основная формула восстановления, а в утвер-
ждении 1.10 эта формула приведена к более явному виду.

В разделе 2 при помощи теории, построенной в первом разделе, вычис-
ляется ряд конкретных функций Беллмана. В пункте 2.3 вычислен мно-
гомерный аналог функции Беллмана работы [9], а в пункте 2.4 — ана-
лог функции работы [13]. Более того, как показано в следствиях 1.8, 1.9
и утверждении 1.11, при вычислении многомерной минимальной локаль-
но вогнутой функции и соответствующей ей функции Беллмана "плоский"
аналог можно заменить на так называемые "промежуточные" функции,
среди которых порой можно выбрать уже посчитанные и значительно про-
ще устроенные функции (см. пункт 2.5), после чего, уже имея многомерную
и "промежуточную" функцию, вычислить "плоскую"(см. пункт 2.6).

1 Теория "вращений" локально вогнутых функ-
ций.

1.1 Введение и основные определения.
Пусть U — векторное пространство над полем R, а V — его подмножество
(не обязательно линейное). Функцию B : V → R ∪ {−∞,+∞} будем назы-
вать локально вогнутой (на V ), если её сужение на любой отрезок, лежащий
в области определения, вогнуто. То есть, если верна следующая формула :

∀x, y ∈ U [x, y] ⊆ V ⇒ ∀α ∈ [0, 1] B(αx+ (1− α)y) > αB(x) + (1− α)B(y),

где (−∞) + (+∞) = −∞, 0(+∞) = 0(−∞) = 0, а

[x, y] =
{
αx+ (1− α)y

∣∣α ∈ [0, 1]
}
.
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Если f : V → R∪ {−∞,+∞} некоторая функция, то мы можем определить
класс локально вогнутых функций с нижним ограничением f :

Λf,V =
{
B : V → R ∪ {−∞,+∞}

∣∣B — локально вогнута и B > f
}
.

Заметим, что класс Λf,V заведомо не пуст, так как в нём лежит хотя бы
функция, равная +∞ на всём множестве V . Определим минимальную функ-
цию класса Λf,V :

Bf,V : V → R ∪ {−∞,+∞},

Bf,V (x) = inf
{
B(x)

∣∣B ∈ Λf,V
}
.

Лемма. Выполнено включение : Bf,V ∈ Λf,V .

Доказательство. Заметим, что :

Bf,V (x) = inf
{
B(x)

∣∣B ∈ Λf,V
}
> inf

{
f(x)

∣∣B ∈ Λf,V
}

= f(x).

То есть, нужно проверить только локальную вогнутость функции Bf,V .
Пусть [x, y] ∈ V, α ∈ [0, 1] и Bf,V (αx + (1 − α)y) < b, значит есть функ-
ция B ∈ Λf,V такая, что B(αx+ (1−α)y) < b. Но тогда мы можем написать
следующую цепочку неравенств :

αBf,V (x) + (1− α)Bf,V (y) 6 αB(x) + (1− α)B(y) 6 B(αx+ (1− α)y) < b.

То есть,
Bf,V (αx+ (1− α)y) > αBf,V (x) + (1− α)Bf,V (y),

и функция Bf,V — локально вогнута.

В следующем пункте данного раздела будет рассмотрен вопрос восста-
новления минимальных локально вогнутых функций по минимальным ло-
кально вогнутым функциям, зависящим от меньшего числа переменных,
при наличии некоторых симметрий у первых функций. Будет рассмотрен
случай, когда U = X × Y , а f(x, y) = g(x, ‖y‖).

1.2 Симметрия, по норме банахова пространства.
Пусть X — векторное пространство над полем R, (Y, ‖ · ‖) — банахово про-
странство, dimY > 1, Z ⊆ X — некоторое подмножество X. Пусть нам
также даны две функции a, b : Z → R, такие что b > a > 0. Тогда мы можем
определить три множества, зажатые между "графиками" функций a и b
(множества определений наших будущих функций) :

D =
{

(x, y) ∈ Z × Y
∣∣ ‖y‖ ∈ [a(x), b(x)]

}
, (1.1)

D1 =
{

(x, t) ∈ Z × R
∣∣ |t| ∈ [a(x), b(x)]

}
,

D+ =
{

(x, t) ∈ Z × [0, +∞)
∣∣ t ∈ [a(x), b(x)]

}
.

Пусть также есть функция g : D+ → R ∪ {−∞,+∞}, тогда мы можем её
распространить на множества D1 и D по формулам :

gD1 : D1 → R ∪ {−∞,+∞},
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gD1(x, t) = gD+(x, |t|);

gD : D → R ∪ {−∞,+∞},

gD(x, y) = gD+(x, ‖y‖).

Для удобства сократим обозначения, а именно

Λg,D = ΛgD,D,

Λg,D1 = ΛgD1 ,D1 ,

Λg,D+ = ΛgD+ ,D+ .

И соответственно, сократим обозначения для функций :

Bg,D : D → R ∪ {−∞, +∞}

Bg,D = BgD,D,

Bg,D1 : D1 → R ∪ {−∞, +∞},

Bg,D1 = BgD1 ,D1 ,

Целью данного пункта является доказательство следующей теоремы.

Теорема 1.1. Пусть функция b локально вогнута на множестве Z, тогда

Bg,D(x, y) = sup
{
Bg,D1(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}

=

= sup
{
Bg,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
.

Лемма 1.2. Выполнены следующие неравенства :

Bg,D(x, y) > Bg,D1(x, ‖y‖), (x, y) ∈ D, (1.2)

Bg,D1(x, t) > Bg,D+(x, |t|), (x, t) ∈ D1. (1.3)

Доказательство. Пусть (x, y) ∈ D, что в свою очередь, выполнено тогда и
только тогда, когда (x, ‖y‖) ∈ D+ ⊆ D1. Пусть для начала y 6= 0. Опреде-
лим функцию By следующим равенством :

By : D1 → R ∪ {−∞, +∞},

By(x, t) = Bg,D
(
x, t

y

‖y‖

)
.

Иными словамиBy — сужение функции Bg,D на множествоD∩(X×span{y}).
В частности, функция By локально вогнута. Кроме того,

By(x, t) = Bg,D
(
x, t

y

‖y‖

)
> g

(
x,

∥∥∥∥t y

‖y‖

∥∥∥∥) = g (x, |t|) .

Значит,By ∈ Λg,D1 . Что позволяет написать цепочку равенств и неравенств :

Bg,D(x, y) = By(x, ‖y‖) > inf
{
B(x, ‖y‖)

∣∣B ∈ Λg,D1

}
= Bg,D1(x, ‖y‖).

3



В случае y 6= 0 неравенство (1.2) доказано. При y = 0 мы возьмём z 6= 0 ∈ Y
и определим функцию Bz аналогично By :

Bz : D1 → R ∪ {−∞, +∞},

Bz(x, t) = Bg,D
(
x, t

z

‖z‖

)
.

Аналогично получаем, что Bz ∈ Λg,D1 . И соответственно,

Bg,D(x, 0) = Bz(x, 0) > inf
{
B(x, 0)

∣∣B ∈ Λg,D1

}
= Bg,D1(x, 0),

и неравенство (1.2) полностью доказано.
Теперь докажем неравенство (1.3). Для начала заметим, что функция

B̃g,D1 : D1 → R ∪ {−∞, +∞},

B̃g,D1(x, t) = Bg,D1(x, −t),
локально вогнута и

B̃g,D1(x, t) = Bg,D1(x, −t) > g(x, |t|).

То есть, B̃g,D1 ∈ Λg,D1 , что, в свою очередь, означает, что

Bg,D1(x, −t) = B̃g,D1(x, t) > Bg,D1(x, t).

Следовательно, Bg,D1(x, t) = Bg,D1(x, |t|). А значит, достаточно доказать,
что для t > 0 выполнено неравенство

Bg,D1(x, t) > Bg,D+(x, t).

Oпределим функцию B+ как

B+ = Bg,D1

∣∣
D+ .

Тогда функция B+ локально вогнута как сужение локально вогнутой функ-
ции, и

B+(x, t) = Bg,D1(x, t) > g(x, t), (x, t) ∈ D+.

Следовательно, B+ ∈ Λg,D+ , а значит :

Bg,D1(x, |t|) = B+(x, |t|) > inf
{
B(x, |t|)

∣∣B ∈ Λg,D+

}
= Bg,D+(x, |t|).

Следствие 1.3. Для (x, t) ∈ D1 выполнено следующее неравенство :

sup
{
Bg,D1(x, s)

∣∣ s ∈ [|t|, b(x)]
}
> sup

{
Bg,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [|t| b(x)]
}
.

Лемма 1.4. Пусть y ∈ Y , тогда существует ненулевой вектор v ∈ Y ,
такой что для любого числа α ∈ R выполнено ‖y‖ 6 ‖y + αv‖.

Доказательство. Пусть функционал L ∈ Y ∗, ‖L‖ = 1, такой, что Ly = ‖y‖.
Тогда подойдёт любой вектор v ∈ kerL \ {0}:

‖y + αv‖ > |L(y + αv)| = |Ly| = ‖y‖.
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Лемма 1.5. Для (x, y) ∈ D выполнено следующее неравенство :

Bg,D(x, y) > sup
{
Bg,D1(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
. (1.4)

Доказательство. Пусть (x, y) ∈ D, то есть, ‖y‖ ∈ [a(x), b(x)]. Выберем
вектор v согласно лемме 1.4 и введём функцию ϕ :

ϕ : R→ R,

ϕ(α) = ‖y + αv‖.

Функция ϕ непрерывна, достигает минимума в 0 и стремится к бесконеч-
ности при |α| → ∞. Пусть s ∈ [‖y‖, b(x)], соответственно, мы можем опре-
делить следующие два числа :

α+
s = min{α|α > 0, ϕ(α) = s},

α−s = min{−α|α 6 0, ϕ(α) = s}.

Рассмотрим также следующие две точки пространства Y : u+
s = y + α+

s v
и u+

s = y − α−s v. Тогда

y =
α−s

α+
s + α−s

u+
s +

α+
s

α+
s + α−s

u−s ,

а значит, и

(x, y) =
α−s

α+
s + α−s

(x, u+
s ) +

α+
s

α+
s + α−s

(x, u−s ).

В силу определения чисел α+
s и α−s , для β ∈ [−α−s , α+

s ] выполнено вложение

‖y + βv‖ ∈ [‖y‖, s] ⊆ [a(x), b(x)].

Что означает, что отрезок [(x, u−s ), (x, u+
s )] содержится в области D. Это,

в свою очередь, влечёт следующую цепочку неравенств :

Bg,D(x, y) >
α−s Bg,D(x, u+

s )

α+
s + α−s

+
α+
s Bg,D(x, u−s )

α+
s + α−s

лем. 1.2
>

>
α−s Bg,D1(x, s)

α+
s + α−s

+
α+
s Bg,D1(x, s)

α+
s + α−s

= Bg,D1(x, s).

Переход к супремуму по s ∈ [‖y‖, b(x)] завершает доказательство.

Лемма 1.6. Пусть функция b локально вогнута на множестве Z, а функ-
ция B лежит в классе Λg,D+ и не возрастает по t в том смысле, что

B(x, t) = sup
{
B(x, s)

∣∣ s ∈ [t, b(x)]
}

∀(x, t) ∈ D+. (1.5)

Тогда функция B′, определённая формулами

B′ : D → R ∪ {−∞, +∞},

B′(x, y) = B(x, ‖y‖),

принадлежит классу Λg,D.
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Доказательство. Так как B ∈ Λg,D+ , имеем

B′(x, y) = B(x, ‖y‖) > g(x, ‖y‖),

то есть, для доказательства леммы достаточно проверить, что функция B′
локально вогнута.

Пусть отрезок [(x1, y1), (x2, y2)] лежит в областиD. Это значит, для α ∈ [0, 1]
верно включение

(αx1 + (1− α)x2, αy1 + (1− α)y2) ∈ D,

и [x1, x2] ⊆ Z. Что означает yj ∈ [a(xj), b(xj)] для j ∈ {1, 2}, а значит, мы
можем написать следующие цепочки неравенств:

b(αx1 + (1− α)x2)
∗
> αb(x1) + (1− α)b(x2) > α‖y1‖+ (1− α)‖y2‖,

a(αx1 + (1− α)x2) 6 ‖αy1 + (1− α)y2‖ 6 α‖y1‖+ (1− α)‖y2‖.

Неравенство ∗ следует из локальной вогнутости функции b. Что означает,
что

(αx1 + (1− α)x2, α‖y1‖+ (1− α)‖y2‖) ∈ D+,

то есть, отрезок
[(x1, ‖y1‖), (x2, ‖y2‖)]

лежит в областиD+. Соответственно, верна следующая цепочка неравенств:

B′(αx1+(1−α)x2, αy1+(1−α)y2) = B(αx1+(1−α)x2, ‖αy1+(1−α)y2‖)
(1.5)
>

> B(αx1 + (1− α)x2, α‖y1‖+ (1− α)‖y2‖) >
> αB(x1, ‖y1‖) + (1− α)B(x2, ‖y2‖) = αB′(x1, y1) + (1− α)B′(x2, y2).

То есть, функция B′ локально вогнута.

Лемма 1.7. Пусть функция b локально вогнута на множестве Z, а функ-
ция B принадлежит классу Λg,D+ . Тогда функция B̃, определённая форму-
лами

B̃ : D+ → R ∪ {−∞, +∞},

B̃(x, t) = sup
{
B(x, s)

∣∣ s ∈ [t, b(x)]
}

(1.6)

принадлежит классу Λg,D+ .

Доказательство. Так как B ∈ Λg,D+ , мы можем написать следующую це-
почку неравенств :

B̃(x, t) = sup
{
B(x, s)

∣∣ s ∈ [t, b(x)]
}
> B(x, t) > g(x, t).

То есть, для доказательства леммы достаточно проверить, что функция B̃
локально вогнута.

Пусть отрезок [(x1, t1), (x2, t2)] лежит в областиD+. Значит, отрезок [x1, x2]
лежит в области Z, и для α ∈ [0, 1] выполняется включение

(αx1 + (1− α)x2, αt1 + (1− α)t2) ∈ D+.
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Рис. 1: Иллюстрация к доказательству леммы 1.7.

Что означает

a(αx1 + (1− α)x2) 6 αt1 + (1− α)t2 6 b(αx1 + (1− α)x2).

Мы можем выбрать s1 и s2, так чтобы в них почти достигался супремум
в формуле (1.6), то есть, чтобы были выполнены следующие условия :

sj ∈ [tj , b(xj)]

и
B(xj , sj) > sup

{
B(xj , s)

∣∣ s ∈ [tj , b(xj)]
}
− ε = B̃(xj , tj)− ε.

Тогда sj ∈ [a(xj), b(xj)] и sj > tj , что даёт

a(αx1 + (1− α)x2) 6 αt1 + (1− α)t2 6 αs1 + (1− α)s2,

b(αx1 + (1− α)x2) > αb(x1) + (1− α)b(x2) > αs1 + (1− α)s2.

Следовательно

αs1 + (1− α)s2 ∈ [a(αx1 + (1− α)x2), b(αx1 + (1− α)x2)] .

То есть,
(αx1 + (1− α)x2, αs1 + (1− α)s2) ∈ D+,

и
[(x1, s1), (x2, s2)] ⊆ D+.
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Осталось написать следующую цепочку неравенств :

B̃(αx1 + (1−α)x2, αt1 + (1−α)t2) > B(αx1 + (1−α)x2, αs1 + (1−α)s2) >

> αB(x1, s1) + (1− α)B(x2, s2) > αB̃(x1, t1) + (1− α)B̃(x2, t2)− ε.

Устремив ε к нулю, мы получаем локальную вогнутость функции B̃.

Доказательство теоремы 1.1. По лемме 1.5 и следствию 1.3,

Bg,D(x, y) > sup
{
Bg,D1(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
>

> sup
{
Bg,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
.

То есть, для доказательства теоремы нам осталось проверить обратное нера-
венство

sup
{
Bg,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
> Bg,D(x, y). (1.7)

Пусть
B̃(x, t) = sup

{
Bg,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [t, b(x)]
}
.

По лемме 1.7 выполнено включение B̃ ∈ Λg,D+ . Кроме того

B̃(x, t) = sup
{
Bg,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [t, b(x)]
}

=

= sup
{

sup
{
Bg,D+(x, l)

∣∣ l ∈ [s, b(x)]
} ∣∣∣ s ∈ [t, b(x)]

}
=

= sup
{
B̃g,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [t, b(x)]
}
.

То есть, функция B̃ не возрастает по t в смысле леммы 1.6. Что означает,
что функция

B′(x, y) = B̃(x, ‖y‖) = sup
{
Bg,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}

лежит в классе Λg,D. Но так как функция Bg,D — минимальная функция
класса Λg,D, мы получаем неравенство (1.7).

Теорема 1.1 влечёт два следствия.

Следствие 1.8. Пусть функции b локально вогнута на множестве Z, а
функция B : D+ → R ∪ {−∞,+∞} удовлетворяет условию

∀(x, t) ∈ D+ Bg,D+(x, t) 6 B(x, t) 6 Bg,D1(x, t),

тогда
Bg,D(x, y) = sup

{
B(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
.

Доказательство. По теореме 1.1,

Bg,D(x, y) = sup
{
Bg,D+(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
6

6 sup
{
B(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
6

6 sup
{
Bg,D1(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}

= Bg,D(x, y).
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Следствие 1.9. Пусть функция b локально вогнута на множестве Z, а
функция g̃ : D1 → R ∪ {−∞,+∞} удовлетворяет условиям :

∀(x, t) ∈ D+ g̃(x, t) = g(x, t),

∀(x, t) ∈ D1 \D+ g̃(x, t) 6 g(x, |t|),

Тогда
Bg,D(x, y) = sup

{
Bg̃,D1(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
.

Доказательство. Для начала заметим, что

Bg,D1(x, s) > g(x, |s|) > g̃(x, s).

Следовательно, Bg,D1 ∈ Λg̃,D1 , а значит Bg,D1 > Bg̃,D1 . В свою очередь,

Bg̃,D1(x, s) > g̃(x, s) = g(x, s), при s > 0.

То есть, Bg̃,D1

∣∣∣
D+
∈ Λg,D+ , а значит Bg̃,D1

∣∣∣
D+

> Bg,D+ . Следовательно,

∀(x, s) ∈ D+ Bg,D+(x, s) 6 Bg,D1(x, s).

Но тогда по следствию 1.8

Bg,D(x, y) = sup
{
Bg̃,D1(x, s)

∣∣ s ∈ [‖y‖, b(x)]
}
.

1.3 Вычисление sup
{
B(x, s)

∣∣ s ∈ [‖t‖, b(x)]
}

по B(x, t).

Пусть функция B : D+ → R локально вогнута и непрерывна по второй
переменной.

Раз функция B локально вогнута, её сужение на отрезок

[(x, a(x)), (x, b(x))]

вогнуто. Пусть функция Bx — это сужение, то есть :

Bx : [a(x), b(x)]→ R,

Bx(t) = B(x, t).

Функция Bx вогнута, значит, на отрезке [a(x), b(x)] есть такая точка cB(x),
что функция Bx возрастает на отрезке [a(x), cB(x)] и не возрастает на от-
резке [cB(x), b(x)], соответственно :

Bx(cB(x)) = max
{
Bx(t)

∣∣ t ∈ [a(x), b(x)]
}
.

Что влечёт формулу

sup
{
Bx(s)

∣∣ s ∈ [t, b(x)]
}

=

{
Bx(cB(x)), при t < cB(x),

Bx(t), при t > cB(x).
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Соответственно, мы получаем

sup
{
B(x, s)

∣∣ s ∈ [t, b(x)]
}

=

{
B(x, cB(x)), при t < cB(x),

B(x, t), при t > cB(x).

Пусть для некоторого ε > 0 выполнено включение [x, x+εv] ∈ D+. Обозна-
чим через ∂+B

∂+v
производную вдоль луча :

∂+B

∂+v
(x) = lim

ε→0+

B(x+ εv)−B(x)

ε
.

Так как сужение локально вогнутой функции на отрезок вогнуто, локально
вогнутая функция дифференцируема вдоль любого луча, и производная
вдоль луча не возрастает при движении в направлении луча. Тогда для
точки cB можно написать формулу :

cB(x) =


a(x), если ∂+Bx

∂+t
< 0 на [a(x), b(x)),

b(x), если ∂+Bx
∂+t

> 0 на [a(x), b(x)),

t0, где t0 ∈ [a(x), b(x)] и ∂+Bx
∂+t

(t0) 6 0,

а для s ∈ [a(x), t0) ∂+Bx
∂+t

(s) > 0.

Если же функция B(x, t) дифференцируема по t, то мы получаем следую-
щую формулу для cB(x) :

cB(x) =


a(x), при ∂Bx

∂t < 0 на [a(x), b(x)],

b(x), при ∂Bx
∂t > 0 на [a(x), b(x)],

t0, где t0 ∈ [a(x), b(x)] и ∂Bx
∂t (t0) = 0,

а для s ∈ [a(x), t0) ∂Bx
∂t (s) > 0.

Таким образом, теорема 1.1 принимает следующую форму.

Утверждение 1.10. Пусть функция b локально вогнута на множестве Z
и функция Bg,D1 непрерывна по второй переменной, тогда

Bg,D(x, y) =

{
Bg,D1(x, cx), при ‖y‖ < cx,

Bg,D1(x, ‖y‖), при ‖y‖ > cx,

где

cx =


a(x), если

∂+Bg,D1

∂+t
< 0 на [(x, a(x)), (x, b(x))),

b(x), если
∂+Bg,D1

∂+t
> 0 на [(x, a(x)), (x, b(x))),

t0, где t0 ∈ [a(x), b(x)) и
∂+Bg,D1

∂+t
(x, t0) 6 0,

а для s ∈ [a(x), t0)
∂+Bg,D1

∂+t
(x, s) > 0.

А если более того функция Bg,D1 дифференцируема по переменной t, то
верна формула

cx =


a(x), при

∂Bg,D1

∂t < 0 на [(x, a(x)), (x, b(x))),

b(x), при
∂Bg,D1

∂t > 0 на [(x, a(x)), (x, b(x))),

t0, где t0 ∈ [a(x), b(x)) и
∂Bg,D1

∂t (x, t0) = 0,

а для s ∈ [a(x), t0)
∂Bg,D1

∂t (x, s) > 0.
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Следствие 1.9 принимает следующую форму.

Утверждение 1.11. Пусть функция b локально вогнута на множестве Z,
функция g̃ удовлетворяет условиям следствия 1.9 и функция Bg̃,D1 непре-
рывна по второй переменной, тогда

Bg,D(x, y) =

{
Bg̃,D1(x, cx), при ‖y‖ < cx,

Bg̃,D1(x, ‖y‖), при ‖y‖ > cx,

где

cx =


a(x), если

∂+Bg̃,D1

∂+t
< 0 на [(x, a(x)), (x, b(x))),

b(x), если
∂+Bg̃,D1

∂+t
> 0 на [(x, a(x)), (x, b(x))),

t0, где t0 ∈ [a(x), b(x)) и
∂+Bg̃,D1

∂+t
(x, t0) 6 0,

а для s ∈ [a(x), t0)
∂+Bg̃,D1

∂+t
(x, s) > 0.

А если более того функция Bg̃,D1 дифференцируема по переменной t, то
для cx верна формула

cx =


a(x), при

∂Bg̃,D1

∂t < 0 на [(x, a(x)), (x, b(x))),

b(x), при
∂Bg̃,D1

∂t > 0 на [(x, a(x)), (x, b(x))),

t0, где t0 ∈ [a(x), b(x)) и
∂Bg̃,D1

∂t (x, t0) = 0,

а для s ∈ [a(x), t0)
∂Bg̃,D1

∂t (x, s) > 0.

Замечание 1.12. В случае, когда B не непрерывна по второй переменной,
можно написать подобные формулы, но множество возможных значений
cB(x) изменятся с [a(x), b(x)] на

[a(x), b(x)] ∪ {a(x)+, b(x)−}.

А если же B не конечна, то множество возможных значения cB(x) будут
уже  ⋃

t∈[a(x), b(x)]

{t, t+, t−}

 \ {a(x)−, b(x)+}.

Где под B(x, t−), B(x, t+) подразумевается предел справа и слева соответ-
ственно.

2 Функции Беллмана на параболоидной поло-
се в Rd+1.

В данном разделе I всегда некоторый интервал на прямой, J — его подын-
тервал. Пространство Rd снабжено евклидовой нормой, норма вектора x ∈
Rd обозначается |x|.

11



2.1 Пространство BMO

Для функции ϕ ∈ L1(I, Rd) обозначим через 〈ϕ〉J её среднее по отрезку J :

〈ϕ〉J =
1

|J |

∫
J

ϕ(x) dx.

Функции класса BMO(I, Rd) — это суммируемые функции с ограниченным
среднеквадратичным отклонением от среднего :

BMO(I, Rd) =

ϕ ∈ L1(I,Rd)
∣∣∣ ∃c ∀J 1

|J |

∫
J

|ϕ(x)− 〈ϕ〉J |2 dx 6 c

 .

Норма функции в пространстве BMO — это, соответственно,

‖ϕ‖BMO = ‖ϕ‖BMO(I,Rd) =

= sup


 1

|J |

∫
J

|ϕ(x)− 〈ϕ〉J |2 dx

 1
2 ∣∣∣ J — подынтервал I

 .

Замечание 2.1. Для функций ϕ ∈ L1(I,Rd) выполнено тождество :

1

|J |

∫
J

|ϕ(x)− 〈ϕ〉J |2 dx = 〈|ϕ|2〉J − |〈ϕ〉J |2.

Доказательство. Если функция ϕ не пренадлежит пространству L2, то с
обеих сторон тождества стоит бесконечность. А значит, мы можем рассмот-
реть функцию ϕ как функцию из L2(χJ|J|λ), где λ — мера Лебега, и тогда
расписать интеграл следующим образом :

1

|J |

∫
J

|ϕ(x)− 〈ϕ〉J |2 dx =
〈
ϕ− 〈ϕ〉J , ϕ− 〈ϕ〉J

〉
=

=
〈
ϕ, ϕ

〉
− 2
〈
ϕ, 〈ϕ〉J

〉
+
〈
〈ϕ〉J , 〈ϕ〉J

〉
= 〈|ϕ|2〉J − |〈ϕ〉J |2.

Здесь
〈
ϕ, ψ

〉
— скалярное произведение функций ϕ и ψ в L2.

Следствие 2.2. Для функций класса L1 эквивалентны следующие два
условия :

1)‖ϕ‖BMO 6 ε;

2)∀J 〈|ϕ|2〉J − |〈ϕ〉J |2 6 ε2.

Обозначим через BMOε множество функций класса BMO с нормой не
больше ε :

BMOε(I, Rd) =
{
ϕ ∈ BMO(I, Rd)

∣∣ ‖ϕ‖BMO 6 ε
}
.

Обозначим через Fd стандартный параболоид в Rd+1 :

Fd =
{
x = (x′, xd+1) ∈ Rd+1

∣∣ |x′|2 = xd+1

}
,
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а через Ωε,d обозначим параболоидную полосу ширины ε2 :

Ωε,d =
{
x = (x′, xd+1) ∈ Rd+1

∣∣xd+1 − |x′|2 ∈ [0, ε2]
}
.

Тогда, в силу следствия 2.2, класс функций BMOε можно охарактерезовать
следующим образом :

BMOε(I, Rd) =
{
ϕ ∈ L1(I, Fd)

∣∣∀J 〈ϕ〉J ∈ Ωε,d
}
,

то есть, как множество функций со значениями на параболоиде, среднее
которых по любому отрезку лежит в параболоидной полосе ширины ε2.
Для краткости введём сокращение Ωε = Ωε,1 и F = F1.

2.2 Постановка общей задачи.
Заметим, что

Ωε,d =
{

(x′, xd+1) ∈ Rd × [0, +∞)
∣∣ |x′| ∈ [√max{0, xd+1 − ε2},√xd+1

]}
.

В частности область Ωε,d имеет вид (1.1).
Пусть дана борелевски измеримая функция f : [0, +∞)→ [0, +∞), тогда

мы можем определить интегральный функционал

If,d : L1(I, Rd)→ R ∪ {+∞},

If,d(ϕ) =
1

|I|

∫
I

f(|ϕ(x)|) dx.

А так же мы можем определить соответствующую ему функцию Беллмана :

Bf,ε,d : Ωε,d → R ∪ {+∞},

Bf,ε,d(x) = sup
{
If,d(ϕ)

∣∣ϕ ∈ BMOε(I, Rd), x = (〈ϕ〉I , 〈|ϕ|2〉I)
}
.

В свою очередь, мы можем пересадить функцию f на область Ωε,d :

f̃ε,d : Ωε,d → R ∪ {−∞, +∞},

f̃ε,d(x
′, xd+1) =

{
f(|x′|), при xd+1 = |x′|2,
−∞, иначе.

А также определить соответствующий класс локально вогнутых функций
и минимальную локально вогнутую функцию :

Λf,ε,d = Λf̃ε,d,Ωε,d ,

Bf,ε,d : Ωε,d → R ∪ {−∞, +∞},

Bf,ε,d = Bf̃ε,d,Ωε,d .

В работе [11] была доказана следующая теорема.

Теорема 2.3. Если функция f полунепрерывна снизу, то верна формула :

Bf,ε,d = Bf,ε,d.
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А так как функция b(t) =
√
t вогнута на [0, +∞), теорема 1.1 влечёт

формулу :

Bf,ε,d = Bf,ε,d(x′, xd+1) = sup
{
Bf,ε,1(t, xd+1)

∣∣ t ∈ [|x′|, √xd+1]
}
.

Задача данного раздела — явное вычисление Bf,ε,d(x′, xd+1) для ряда функ-
ций f .

Лемма 2.4. При d > 1 верно неравенство

Bf,ε,d(x′, xd+1) > f(
√
xd+1).

Доказательство.

Bf,ε,d(x′, xd+1)
Т. 1.1

= sup
{
Bf,ε,1(t, xd+1)

∣∣ t ∈ [|x′|, √xd+1]
}
>

> Bf,ε,1(
√
xd+1, xd+1) > f(

√
xd+1).

Следствие 2.5. Если функция t 7→ f(
√
t) — вогнута, то при d > 1 верно

равенство
Bf,ε,d(x′, xd+1) = f(

√
xd+1).

Доказательство. Из леммы 2.4 мы знаем, что

Bf,ε,d(x′, xd+1) > f(
√
xd+1).

Пусть функция B определена как в формулах ниже

B : Ωε,d → [0, +∞),

B(x′, xd+1) = f(
√
xd+1).

Тогда, с одной стороны B(x′, |x′|2) = f(|x′|), с другой, для α ∈ [0, 1] и

x = (x′, xd+1), y = (y′, yd+1)

таких, что [x, y] ⊆ Ωε,d выполнено

αB(x) + (1− α)B(y) = αf(
√
xd+1) + (1− α)f(

√
yd+1) 6

6 f(
√
αxd+1 + (1− α)yd+1) = B(αx+ (1− α)y).

Мы показали, что функцияB — локально вогнута. Значит, выполнено вклю-
чение B ∈ Λf,ε,d, а следовательно,

f(
√
xd+1) = B(x) > Bf,ε,d(x), ∀x ∈ Ωε,d.

2.3 Случай f(t) = tp.
Функция Btp,ε,1 вычислена в работе [9]. Соответственно, для подсчёта Btp,ε,d
нам достаточно посчитать значение параметра cx для функции Btp,ε,1 (см.
утв. 1.10).
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2.3.1 Случай p ∈ (0, 2].

Заметим, что в данном случае функция t 7→ f(
√
t) = t

p
2 — вогнута.

Следствие 2.6. При p ∈ (0, 2] верно Btp,ε,d(x′, xd+1) = x
p
2

d+1.

Для сравнения, в [9] вычислена функция Btp,ε,1, она задана следующими
формулами.

При p = 2
Bt2,ε,1(x1, x2) = x2.

При p ∈ [1, 2)

Btp,ε,1(x1, x2) =

{
x
p
2
2 , при x2 6 ε2,

m(u)(|x1| − u) + up, иначе.

Здесь

u = |x1|+ ε−
√
ε2 − x2 + x2

1, а m(u) = pεp−1e−
u
ε

u
ε∫

1

tp−1et dt.

В случае d = 1, p ∈ (0, 1) формула для функции Btp,ε,1 ещё сложнее,
см. [9].

2.3.2 Случай p > 2.

В данном случае, согласно [9], у нас есть формула :

Btp,ε,1(x1, x2) =

{
p
2ε
p−2Γ(p)x2, при (x1, x2) ∈ Ω1,

m(u)(|x1| − u) + up, иначе,

где
Ω1 =

{
(x1, x2) ∈ Ωε

∣∣ |x1| 6
x2

2ε
6 ε
}
, (2.1)

m(u) = pe
u
ε εp−1

+∞∫
u
ε

tp−1e−t dt, (2.2)

u = |x1| − ε+
√
ε2 − x2 + x2

1. (2.3)

То есть, функция Btp,ε,1 линейна и не зависит от x1 в области, зажатой
между двумя касательными, выходящими из точки (0, 0), а вне неё линейна
вдоль касательных с постоянной u, то есть, отрезков[(

x, x2
)
,
(
x+ sign(x)ε, (x+ sign(x)ε)2 + ε2

)]
.

По теореме 1.1,

Btp,ε,d(x′, xd+1) = sup
{
Btp,ε,1(s, xd+1)

∣∣ s ∈ [|x′|, √xd+1]
}
> Btp,ε,1(|x′|, xd+1).

Мы хотим показать, что в данном случае

Btp,ε,d(x′, xd+1) = Btp,ε,1(|x′|, xd+1).

Данный факт мы докажем в более общем случае.
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Лемма 2.7. Пусть B : Ωε → R — локально вогнута и имеет вид :

B(x1, x2) =

{
αx2 + β, при (x1, x2) ∈ Ω1,

γ(u)(|x1| − u) + θ(u), иначе.

Здесь α, β ∈ R, γ, θ : [0,+∞) → R, а u и Ω1 определены формулами (2.1)
и (2.3) соответственно. Тогда функция B̃, заданная формулами

B̃ : Ωε,d → R,

B̃(x′, xd+1) = B(|x′|, xd+1),

локально вогнута.

Перед доказательством данной леммы нам понадобится ещё несколько
технических утверждений.

Лемма 2.8. Пусть функция B : Ω ⊆ Rd → R локально вогнута, линейна
вдоль отрезка [x, y], и определена в окрестности [x, y]. Тогда для любо-
го вектора v значение ∂+B

∂+v
одинаково во всех внутренних точках отрез-

ка [x, y].

Доказательство. Данное утверждение было впоне известно, так в пункте
2 теоремы 2.2.6 из [5] говорится, что у минимальной локально вогнутой
функции с дочтаточно гладким граничным значением дифферинциал вдоль
отрезков линейности постоянен. Но доказательство в полной общности не
было записанно.

Пусть, не умаляя общности, выполнено равенство |v| = 1.
Предположим противное, тогда существуют числа α, β ∈ (0, 1) такие,

что
∂+B

∂+v
(αx+ (1− α)y) <

∂+B

∂+v
(βx+ (1− β)y).

Пусть, не умаляя общности, β > α. Вычитанием линейной функции можно
добиться того, что B

∣∣∣
[x, y]

= 0 и

∂+B

∂+v
(αx+ (1− α)y) = 0.

Тогда
∂+B

∂+v
(βx+ (1− β)y) > 0.

Пусть функция определена в δ0-окрестности отрезка [x, y] (δ0 > 0). Если

∂+B

∂+v
(βx+ (1− β)y) > 0,

то существует число δ < δ0, такое, что

B(βx+ (1− β)y + δv) > 0.

В таком случае,
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Рис. 2: Иллюстрация к доказательству леммы 2.8.

B

(
αx+ (1− α)y +

αδ

β
v

)
= B

(
α

β
(βx+ (1− β)y + δv) +

(
1− α

β

)
y

)
>

>
α

β
B (βx+ (1− β)y + δv) +

(
1− α

β

)
B(y) =

=
α

β
B (βx+ (1− β)y + δv) > 0. (2.4)

Функция B локально вогнута, следовательно функция

B
∣∣∣
[αx+(1−α)y, αx+(1−α)y+αδ

β v]

вогнута. Но тогда бы из равенства

∂+B

∂+v
(αx+ (1− α)y) = 0

следовало бы, что функция B неположительна на всём отрезке[
αx+ (1− α)y, αx+ (1− α)y +

αδ

β
v

]
.

Что противоречит неравенству (2.4).

Лемма 2.9. Пусть функция B : Ωε → R локально вогнута и имеет вид

B(x1, x2) =

{
αx2 + β, при (x1, x2) ∈ Ω1,

γ(u)(|x1| − u) + θ(u), иначе.

Тогда для x = (x1, x2) ∈ Ωε, при x1 > 0, верно неравенство

∂+B

∂+x1
(x) 6 0. (2.5)
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Доказательство. Так как функция B локально вогнута,

∂+B

∂+x1
(x1, x

2
1 + ε2) = lim

δ→0+

∂+B

∂+x1
(x1 + δ, x2

1 + ε2).

А значит, нам достаточно доказать неравенство (2.5) лишь во внутренних
точках области Ωε. Заметим, что если

∂+B

∂+x1
(x1, x2) 6 0,

то и
∂+B

∂+x1
(t, x2) 6 0 при t ∈ [x1,

√
x2].

Сужение функции B на отрезки вида

[(t, t2), ((t+ ε), (t+ ε)2 + ε2)],

где t > 0, линейно. Таким образом, если в одной внутренней точке каса-
тельной имеет место неравенство ∂+B

∂+x1
6 0, то, по лемме 2.8, в остальных

внутренних точках этой касательной также ∂+B
∂+x1

6 0.

Во внутренних точках области Ω1 имеет место равенство ∂+B
∂+x1

= 0, а
значит,

∂+B

∂+x1
(x1, x2) 6

∂+B

∂+x1
(0, x2) = 0, при x2 < ε2.

В свою очередь, если x2 ∈ [ε2, 2ε2), мы можем выбрать

t ∈
(√

x2 − ε2, min
{
x1,

x2

2ε

})
,

то есть, так, чтобы (t, x2) ∈ Ω1, и написать :

∂+B

∂+x1
(x1, x2) 6

∂+B

∂+x1
(t, x2) = 0.

Таким образом, мы доказали неравенство (2.5) в случае x2 < 2ε2. Осталось
доказать следующий факт :

∀(x1, x2) ∈ IntΩε, x2 < a
∂+B

∂+x1
(x1, x2) 6 0⇒

⇒ ∀(x1, x2) ∈ IntΩε, x2 < a+ 2ε
√
a+ 2ε2 ∂+B

∂+x1
(x1, x2) 6 0.

Докажем его. Для
x2 < a+ 2ε

√
a+ 2ε2

можно выбрать

t ∈
(√

x2 − ε2, min

{
x1,

x2 + a+ 2ε
√
a

2
√
a+ 2ε

})
,

то есть, такое число t, что (t, x2) ∈ IntΩε, но при этом (t, x2) лежит левее
касательной

[(
√
a, a), (

√
a+ ε, a+ 2ε

√
a+ 2ε2)].
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Рис. 3: Иллюстрация к доказательству леммы 2.9.

И соответственно, для точки (t, x2) мы можем выбрать точку (α, β), лежа-
щую с ней на одной касательной, так чтобы β < a. (cм. Рис. 3) Тогда мы
можем написать цепочку неравенств :

∂+B

∂+x1
(x1, x2) 6

∂+B

∂+x1
(t, x2) =

∂+B

∂+x1
(α, β) 6 0.

Доказательство леммы 2.7. Из леммы 2.9 следует, что функция B не воз-
растает по x1 при x1 > 0, то есть :

B(x1, x2) = sup
{
B(s, x2)

∣∣ s ∈ [|x1|,
√
x2]
}
.

А значит, мы можем применить лемму 1.6 и получить, что функция

B̃ : Ωε,d → R,

B̃(x′, xd+1) = B(|x′|, xd+1)

локально вогнута.
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Таким образом, в случае p > 2,

Btp,ε,1(x′, xd+1) = Btp,ε,1(|x′|, xd+1).

Точнее,

Btp,ε,d(x′, xd+1) =

{
p
2ε
p−2Γ(p)xd+1, при |x1| 6 xd+1

2ε 6 ε,

m(u)(|x′| − u) + up, иначе,

где u и m вычисляются по формулам (2.1) и (2.2) соответственно.

2.4 Случай f = χt>λ.
В данном случае f полунепрерывна сверху, а не снизу, по этому напрямую
теорема 2.3 не пременима. Но так как полученная функция будет непре-
рывна по параметру λ вне точек внешней границы, а в точках внешней
границы функция Беллмана и минимальная локально вогнутая совпадают
с граничным условием, то теорема сохранит верность.

Функция Bχt>λ,ε,1 вычислена в работе [13]. Соответственно, для под-
счёта Bχt>λ,ε,d, нам достаточно вычислить cx для функции Bχt>λ,ε,1 (см.
утв. 1.10).

2.4.1 Случай λ ∈ [0, ε].

В данном случае, согласно [13], функция Bχt>λ,ε,1 вычисляется по формуле :

Bχt>λ,ε,1(x1, x2) =


1, при (x1, x2) ∈ Ω1,
x2

λ2 , при (x1, x2) ∈ Ω2,
x2−x2

1

x2+λ2−2λ|x1| , при (x1, x2) ∈ Ω3,

где
Ω1 =

{
(x1, x2) ∈ Ωε

∣∣x2 > λ2
}
,

Ω2 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣λ|x1| 6 x2 6 λ2

}
,

Ω3 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 6 λ|x1|

}
,

(См. Рис. 4). Таким образом,

∂Bχt>λ,ε,1
∂x1

(x1, x2) =


0, при (x1, x2) ∈ Ω1,

0, при (x1, x2) ∈ Ω2,
2(x2−λ|x1|)(λ−|x1|)

(x2+λ2−2λ|x1|)2 signx1, при (x1, x2) ∈ Ω3.

То есть, при x1 > 0 областях Ω1 и Ω2 имеет место равенство

∂Bχt>λ,ε,1
∂x1

= 0.

А в области Ω3 выполнены неравенства x2 6 λ|x1| и |x1| 6 λ. Следователь-
но,

∂Bχt>λ,ε,1
∂x1

=
2(x2 − λ|x1|)(λ− |x1|)

(x2 + λ2 − 2λ|x1|)2
6 0.
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Рис. 4: Фолиация в случае λ 6 ε.

Что означает, что функция Bχt>λ,ε,1 не возрастает при увеличении |x1| :

Bχt>λ,ε,1(x1, x2) = sup
{
Bχt>λ,ε,1(s, x2)

∣∣ s ∈ [|x1|,
√
x2]
} т.1.1

=

= Bχt>λ,ε,d(x′, x2),

при x′ ∈ Rd, |x′| = |x1|. Что означает, что

Bχt>λ,ε,d(x′, xd+1) =


1, при (|x′|, xd+1) ∈ Ω1,
xd+1

λ2 , при (|x′|, xd+1) ∈ Ω2,
xd+1−|x′|2

xd+1+λ2−2λ|x′| , при (|x′|, xd+1) ∈ Ω3.

2.4.2 Случай λ ∈ (ε, 2ε].

В данном случае, согласно [13], функция Bχt>λ,ε,1 вычисляется по формуле

Bχt>λ,ε,1(x1, x2) =


1, при (x1, x2) ∈ Ω1,
2(λ2−ε2)|x1|−(λ−ε)x2+λ(2ε2+ελ−λ2)

2ελ2 , при (x1, x2) ∈ Ω2,
x2−x2

1

x2+λ2−2λ|x1| , при (x1, x2) ∈ Ω3,
x2

λ2 , при (x1, x2) ∈ Ω4,

где

Ω1 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣ |x1| > λ и x2 6 2(λ+ ε)|x1| − λ2 − 2ελ при |x1| < λ+ ε

}
,

Ω2 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣λ− ε 6 |x1| 6 λ+ ε, x2 > 2λ|x1| − λ2 + |2ε(|x1| − λ)|

}
,

Ω3 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 6 λ|x1|

}
,

Ω4 =

=
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 > λ|x1| и x2 6 2(λ− ε)|x1| − λ2 + 2ελ при |x1| > λ− ε

}
.

(См. рис. 5). Следовательно,
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Рис. 5: Фолиация в случае λ ∈ [ε, 2ε], d = 1.

∂Bχt>λ,ε,1
∂x1

(x1, x2) =


0, при (x1, x2) ∈ Ω1,
(λ2−ε2)
ελ2 signx1, при (x1, x2) ∈ Ω2,

2(x2−λ|x1|)(λ−|x1|)
(x2+λ2−2λ|x1|)2 signx1, при (x1, x2) ∈ Ω3,

0, при (x1, x2) ∈ Ω4.

То есть, при x1 > 0 в областях Ω1 и Ω4

∂Bχ|t|>λ,ε,1

∂x1
(ч) = 0, при x ∈ Ω1 ∪ Ω4,

∂Bχ|t|>λ,ε,1

∂x1
(x) =

λ2 − ε2

ελ2
> 0, при x ∈ Ω2,

∂Bχ|t|>λ,ε,1

∂x1
(x) =

2(x2 − λ|x1|)(λ− |x1|)
(x2 + λ2 − 2λ|x1|)2

6 0, при x ∈ Ω3.

Мы видим, что при увеличении |x1| функция Bχt>λ,ε,1 возрастает только в
области Ω2. Согласно теореме 1.1, функция при переходе к старшим раз-
мерностям поменяется только в области Ω2, и при этом поменяется на зна-
чение на границе данной области на данной высоте. Следовательно, при
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(x1, x2) ∈ Ω2 и x2 > λ2 значение изменится н 1. А при (x1, x2) ∈ Ω2 и
x2 6 λ2 значение изменится на x2

λ2 . Заметим, что

Ω1 ∪
(
Ω2 ∩ {(x1, x2)

∣∣x2 > λ2}
)

=
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 > λ2

}
,

Ω4 ∪
(
Ω2 ∩ {(x1, x2)

∣∣x2 < λ2}
)

=
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣λ|x1| 6 x2 6 λ2

}
.

Таким образом мы получили формулу

Bχt>λ,ε,d(x′, xd+1) =


1, при (|x′|, xd+1) ∈ Ω̃1,
xd+1

λ2 , при (|x′|, xd+1) ∈ Ω̃2,
xd+1−|x′|2

xd+1+λ2−2λ|x′| , при (|x′|, xd+1) ∈ Ω̃3,

где
Ω̃1 =

{
(x1, x2) ∈ Ωε

∣∣x2 > λ2
}
,

Ω̃2 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣λ|x1| 6 x2 6 λ2

}
,

Ω̃3 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 6 λ|x1|

}
.

(См. рис. 6) Мы видим, что два различных случая задания функции в R

Рис. 6: Фолиация в случае λ ∈ [ε, 2ε], d > 2.

объединились в один в старших размерностях d > 2.

2.4.3 Случай λ > 2ε.

В данном случае, согласно [13], функция Bχt>λ,ε,1 вычисляется по формуле

Bχ|t|>λ,ε,1(x1, x2) =



1, при (x1, x2) ∈ Ω1,

1− x2−2(λ+ε)|x1|+λ2+2ελ
8ε2 , при (x1, x2) ∈ Ω2,

e
2

(
1−

√
1− x2−x2

1

ε2

)
exp

{
|x1|−λ
ε +

√
1− x2−x2

1

ε2

}
,

при (x1, x2) ∈ Ω3,
x2−x2

1

x2+λ2−2λ|x1| , при (x1, x2) ∈ Ω4,
x2

4ε2 exp
{

2− λ
ε

}
, при (x1, x2) ∈ Ω5,

(2.6)
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где

Ω1 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣ |x1| > λ и x2 6 2(λ+ ε)|x1| − λ2 − 2ελ при |x1| < λ+ ε

}
,

Ω2 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣λ− ε 6 |x1| 6 λ+ ε, x2 > 2λ|x1| − λ2 + |2ε(|x1| − λ)|

}
,

Ω3 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 > 2(λ− ε)|x1| − λ2 + 2ελ и x2 6 2(ε)|x1| при |x1| < ε

}
,

Ω4 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 < 2(λ− ε)|x1| − λ2 + 2ελ

}
,

Ω5 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 > 2ε|x1|

}
.

(См. рис. 7). Следовательно,

Рис. 7: Фолиация в случае λ > 2ε, d = 1.

∂Bχ|t|>λ,ε,1

∂x1
(x1, x2) =



0, при (x1, x2) ∈ Ω1,
λ+ε
4ε2 signx1, при (x1, x2) ∈ Ω2,
2(x2−λ|x1|)(λ−|x1|)

(x2+λ2−2λ|x1|)2 signx1, при (x1, x2) ∈ Ω3,

e
2

ε−|x1|−
√
ε2−x2+x2

1

ε2 exp

{
|x1|−λ
ε +

√
1− x2−x2

1

ε2

}
signx1,

при (x1, x2) ∈ Ω4,

0, при (x1, x2) ∈ Ω5.

То есть, при x1 > 0

∂Bχt>λ,ε,1
∂x1

(x) = 0, при x ∈ Ω1 ∪ Ω5,

∂Bχt>λ,ε,1
∂x1

=
λ+ ε

4ε2
> 0, при x ∈ Ω2,
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при x ∈ Ω4 верно |x1| 6 λ и, соответственно

x2 < 2(λ− ε)|x1| − λ2 + 2ελ 6 2λ|x1| − λ2 6 λ|x1|.

Следовательно,

∂Bχt>λ,ε,1
∂x1

=
2(x2 − λ|x1|)(λ− |x1|)

(x2 + λ2 − 2λ|x1|)2
6 0.

При x ∈ Ω3 знак у числа
∂Bχ|t|>λ,ε,1

∂x1
(x)

такой же как, и у выражения

ε− x1 −
√
ε2 − x2 + x2

1.

То есть, либо ε 6 x1 и тогда заведомо

ε− x1 −
√
ε2 − x2 + x2

1 6 0,

либо ε > x1, но тогда x2 6 2εx1, а значит

ε2 − 2εx1 + x2
1 6 ε2 − x2 + x2

1,

и, следовательно,

ε− x1 6
√
ε2 − x2 + x2

1,

что, в свою очередь, означает

ε− x1 −
√
ε2 − x2 + x2

1 6 0.

То есть, на всей области Ω4 выполнено неравенство

∂Bχt>λ,ε,1
∂x1

6 0.

Подведём итог : при увеличении |x1| функция Bχ|t|>λ,ε,1 возрастает только
на области Ω2. То есть, функция при переходе к старшим размерностям
поменяется только в области Ω2, и при этом поменяется на значение на
границе данной области на данной высоте. При (x1, x2) ∈ Ω2 и x2 > λ2

значение изменится на 1. А при (x1, x2) ∈ Ω2 и x2 6 λ2 значение изменится
на значение на общей границе Ω2 и Ω3. Общая граница Ω2 и Ω3 при x1 > 0
— это отрезок

[(λ, λ2), (λ− ε, λ2 − 2ελ+ 2ε2)].

Так как в Ω2 функция Bχ|t|>λ,ε,1 линейна, при (x1, x2) ∈ Ω2 и x2 6 λ2

функция заменится на линейную, зависящую только от x2 такую что в
точке (λ, λ2) она принимает значение 1, а в точке (λ − ε, (λ − ε)2 + ε2)
значение

(λ− ε)2 + ε2 − (λ− ε)2

(λ− ε)2 + ε2 + λ2 − 2λ(λ− ε)
=

1

2
.
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Значение заменится на функцию

x2 − λ2 + 4ελ− 4ε2

4ελ− 4ε2
.

Заметим, что

Ω1 ∪
(
Ω2 ∩ {(x1, x2)

∣∣x2 > λ2}
)

=
{

(x1, x2)
∣∣x2 > λ

}
,

и

Ω2 ∩ {(x1, x2)
∣∣x2 < λ2} =

=
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣λ− ε 6 |x1| 6 λ, x2 > 2λ|x1| − λ2 − 2ε(|x1| − λ)

}
,

Подведём итог :

Bχt>λ,ε,1(x1, x2) =



1, при (x1, x2) ∈ Ω̃1,
xd+1−λ2+4ελ−4ε2

4ελ−4ε2 , при (x1, x2) ∈ Ω̃2,

e
2

(
1−

√
1− x2−x2

1

ε2

)
exp

{
|x1|−λ
ε +

√
1− x2−x2

1

ε2

}
,

при (x1, x2) ∈ Ω̃3,
x2−x2

1

x2+λ2−2λ|x1| , при (x1, x2) ∈ Ω̃4,
x2

4ε2 exp
{

2− λ
ε

}
, при (x1, x2) ∈ Ω̃5,

где
Ω̃1 =

{
(x1, x2)

∣∣x2 > λ
}
,

Ω̃2 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣λ− ε 6 |x1| 6 λ, x2 > 2λ|x1| − λ2 − 2ε(|x1| − λ)

}
,

Ω̃3 =

=
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 > 2(λ− ε)|x1| − λ2 + 2ελ и x2 6 2(ε)|x1| при |x1| < ε

}
,

Ω̃4 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 < 2(λ− ε)|x1| − λ2 + 2ελ

}
,

Ω̃5 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 > 2ε|x1|

}
,

(См рис. 8).

2.5 Случай f(t) = et.
Для вычисления функции Bet,ε,d мы воспользуемся функцией, посчитан-
ной в работе [10], то есть, минимальной локально вогнутой функцией на
области Ωε с граничным значением ex1 . Иными словами, Bε = Bg,Ωε для

g(x1, x2) =

{
ex1 , при x2 = x2

1,

−∞, иначе.

Так как g(x1, x
2
1) = e|x1| при x1 > 0 и g(x1, x

2
1) 6 e|x1| при x1 < 0, то мы

находимся в условиях следствия 1.9 и утверждения 1.11, то есть

Bet,ε,d(x′, xd+1) = sup
{
Bε(s, xd+1)

∣∣ s ∈ [|x′|,√xd+1]
}
, d > 2.
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Рис. 8: Фолиация в случае λ > 2ε, d > 2.

В свою очередь, функция Bε вычисляется при ε ∈ [0, 1) по следующей
формуле :

Bε(x1, x2) =
1−

√
ε2 + x2

1 − x2

1− ε
exp

(
x1 +

√
ε2 + x2

1 − x2 − ε
)
.

В этом случае,

∂Bε
∂x1

(x1, x2) =
1− x1 −

√
ε2 + x2

1 − x2

1− ε
exp

(
x1 +

√
ε2 + x2

1 − x2 − ε
)
. (2.7)

При ε > 1 все указанные функции бесконечны, поэтому мы в дальнейшем
ограничимся случаем ε ∈ (0, 1). В случае ε ∈ (0, 1) нам надо изучить, когда
∂Bε
∂x1

6 0. Из формулы (2.7) видно, что

sign
{
∂Bε
∂x1

(x1, x2)

}
= sign

{
1− x1 −

√
ε2 + x2

1 − x2

}
.

Если x1 > 1, то заведомо

1− x1 −
√
ε2 + x2

1 − x2 < 0.

Если x1 6 1, то

1− x1 −
√
ε2 + x2

1 − x2 6 0 ⇔ x1 >
1 + x2 − ε2

2
.

Неравенства (при x1 > 0) выполнены тогда и только тогда, когда точка
(x1, x2) лежит правее отрезка (правая часть Ω3 на рисунке 9)

[(1− ε, (1− ε)2), (1, 1 + ε2)]. (2.8)

То есть, когда точка лежит правее заданной уравнением (2.8) касательной
из точки (1− ε, (1− ε)2). Таким образом при d > 2 мы получаем формулу :
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Bet,ε,d(x′, xd+1) =


e
√
xd+1 , при xd+1 6 (1− ε)2,

Bε
(

1+xd+1−ε2
2 , xd+1

)
,

при xd+1 ∈ [(1− ε)2, 1 + ε2] и |x′| < 1+xd+1−ε2
2 ,

Bε(|x′|, xd+1), иначе.
(2.9)

Заметим, что

ε2 +

(
1 + xd+1 − ε2

2

)2

− xd+1 =

= ε2 +
1 + x2

d+1 + ε4 + 2xd+1 − 2ε2 − 2ε2xd+1

4
− x2 =

=
1 + x2

d+1 + ε4 − 2xd+1 + 2ε2 − 2ε2xd+1

4
=

(
1− xd+1 + ε2

2

)2

.

Поэтому,

Bε
(

1 + xd+1 − ε2

2
, xd+1

)
=

=
1− 1+ε2−xd+1

2

1− ε
exp

(
1− ε2 + xd+1

2
+

1 + ε2 − xd+1

2
− ε
)

=

=
1− ε2 + xd+1

2− 2ε
e1−ε.

Введём в рассмотрение области

Ω1 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 6 (1− ε)2

}
,

Ω2 =

{
(x1, x2) ∈ Ωε

∣∣x2 ∈ [(1− ε)2, 1 + ε2] и |x1| <
1 + x2 − ε2

2

}
,

Ω3 =

{
(x1, x2) ∈ Ωε

∣∣x2 > (1− ε)2 и |x1| >
1 + x2 − ε2

2
при x2 < 1 + ε2

}
,

(См. рис. 9). Тогда формула (2.9) переписывается в следующем виде :

Bet,ε,d(x′, xd+1) =


e
√
xd+1 , при (|x′|, xd+1) ∈ Ω1,

1−ε2+xd+1

2−2ε e1−ε, при (|x′|, xd+1) ∈ Ω2,
1−
√
ε2+|x′|2−xd+1

1−ε exp
(
|x′|+

√
ε2 + |x′|2 − xd+1 − ε

)
,

при (|x′|, xd+1) ∈ Ω3.
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Рис. 9: Фолиация в случае ε ∈ (0, 1), d > 2.

2.6 Вычисление Bet,ε,1.
2.6.1 Случай ε ∈ [ 1

2 , 1).

В данном случае (1 − ε)2 6 ε2, то есть, для (x1, x2) ∈ Ω1 мы можем
написать :

Bet,ε,d(x1, 0 . . . x2) > Bet,ε,1(x1, x2) >

>
x1 +

√
x2

2
√
x2

Bet,ε,1(
√
x2, x2) +

−x1 +
√
x2

2
√
x2

Bet,ε,1(−
√
x2, x2) >

>
x1 +

√
x2

2
√
x2

e
√
x2 +

−x1 +
√
x2

2
√
x2

e
√
x2 = e

√
x2 = Bet,ε,d(x1, 0, 0, 0, . . . , x2).

Для (x1, x2) ∈ Ω3 мы можем написать :

Bet,ε,d(x1, 0 . . . x2) > Bet,ε,1(x1, x2) > Bε(|x1|, x2) =

= Bet,ε,d(x1, 0, 0, 0, . . . , x2).

Для (x1, x2) ∈ Ω2 мы можем провести прямую l, проходящую через
точку (x1, x2) и отделяющую её от внутренней параболы. Тогда

l ∩ Ω2 = [(s1, s2), (t1, t2)],

где
(s1, s2) ∈ Ω1 ∩ Ω2, (t1, t2) ∈ Ω3 ∩ Ω2.

Тогда
(x1, x2) = α(s1, s2) + (1− α)(t1, t2),

а значит :

Bet,ε,d(x1, 0, 0, 0, . . . , x2) > Bet,ε,1(x1, x2) >

> αBet,ε,1(s1, s2) + (1− α)Bet,ε,1(t1, t2) =

= αBet,ε,d(s1, 0, 0, 0, . . . , s2) + (1− α)Bet,ε,d(t1, 0, 0, 0, . . . , t2).
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Но так как функция Bet,ε,d линейна на Ω2, мы получаем

αBet,ε,d(s1, 0, 0, 0, . . . , s2) + (1− α)Bet,ε,d(t1, 0, 0, 0, . . . , t2) =

= Bet,ε,d(x1, 0, 0, 0, . . . , x2).

Таким образом, в случае ε ∈ [ 1
2 , 1), мы получили формулу :

Bet,ε,1(x1, x2) =


e
√
x2 , при (x1, x2) ∈ Ω1,

1−ε2+x2

2−2ε e1−ε, при (x1, x2) ∈ Ω2,
1−
√
ε2+x2

1−x2

1−ε exp
(
x1 +

√
ε2 + x2

1 − x2 − ε
)
,

при (x1, x2) ∈ Ω3,

(См. рис. 10)

Рис. 10: Фолиация в случае ε ∈
[

1
2 , 1

)
, d = 1.

2.6.2 Случай ε ∈ (0, 1
2 ).

Введём параметр α — решение следующего уравнения :

exp

{
(α− ε)

(
1 + ε

ε

)}
=

1− ε
2ε2

. (2.10)

То есть,
α = ε+

ε

1 + ε

(
log(1− ε)− log(2ε2)

)
> ε.

И переразобьём область Ωε следующим образом :

Ω1 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x2 6 ε2

}
,

Ω2 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣

x2 ∈ [ε2, α2] и x2 6 2α|x1| − α2 − 2ε(|x1| − α) при |x1| > α− ε
}
,

Ω3 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣ |x1| ∈ [α− ε, α+ ε], x2 > 2α|x1| − α2 + |2ε(|x1| − α)|

}
,
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Рис. 11: Фолиация в случае ε ∈ (0, 1
2 ), d = 1.

Ω4 =
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣ |x1| > α и x2 6 2(α+ ε)|x1| − α2 − 2εα при |x1| < α+ ε

}
.

Как показано на рис. 11. Введём сокращение :

β =
√
ε2 + x2

1 − x2.

Будем доказывать, что функция Bet,ε,1 имеет следующий вид :

Bet,ε,1(x1, x2) =



e
√
x2 , при (x1, x2) ∈ Ω1,

1+β
1+ε exp{|x1| − β + ε}+ ε−β

1+ε exp
{
− 1
ε (|x1| − β) + ε

}
,

при (x1, x2) ∈ Ω2,

c(|x1| − α) + b
(
x2 − α2

)
+ eα, при (x1, x2) ∈ Ω3,

1−β
1−ε exp{|x1|+ β − ε}, при (x1, x2) ∈ Ω4.

(2.11)
Где

c =
1− α
1− ε2

eα − ε+ α

2ε(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
,

b =
1

2(1− ε2)
eα +

1

4ε(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
.

Нам нужно проверить, что написанная функция локально вогнута, и что
минимальная локально вогнутая не меньше её. Обозначим временно её за B,
B : Ωε → R и

B(x1, x2) =



e
√
x2 , при (x1, x2) ∈ Ω1,

1+β
1+ε exp{|x1| − β + ε}+ ε−β

1+ε exp
{
− 1
ε (|x1| − β) + ε

}
,

при (x1, x2) ∈ Ω2,

c(|x1| − α) + b(x2 − α2) + eα, при (x1, x2) ∈ Ω3,
1−β
1−ε exp{|x1|+ β − ε}, при (x1, x2) ∈ Ω4.
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А также пусть
gj = B

∣∣∣
Ωj
.

Лемма 2.10. Выполнено B ∈ C(Ωε).

Доказательство. У нас 4 области, на каждой из которых функция гладкая
(вне нуля). То есть нужно лишь проверить непрерывность склеек между
областями Ωj и Ωj+1, j ∈ {1, 2, 3}. В силу симметрии достаточно проверять
её при x1 > 0.

При j = 1 общая граница — это отрезок

[(0, ε2), (ε, ε2)] = {x2 = ε2} = {|x1| − β = 0}.

Имеем :

g1(x1, x2) = eε =
1 + β

1 + ε
eε +

ε− β
1 + ε

eε = g2(x1, x2), (x1, x2) ∈ Ω1 ∪ Ω2.

Далее заметим, что
g3(α, α2) = eα,

g3

(
α+ ε, (α+ ε)2 + ε2

)
= εc+

(
2εα+ 2ε2

)
b+ eα =

=

(
ε

1− α
1− ε2

+
2εα+ 2ε2

2(1− ε2)
+ 1

)
eα+

+

(
−ε ε+ α

2ε(1 + ε)
+

2εα+ 2ε2

4ε(1 + ε)
+ 1

)
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
=

1

1− ε
eα,

g3(α− ε, (α− ε)2 + ε2) = −εc+ (−2εα+ 2ε2)d+ eα =

=

(
−ε 1− α

1− ε2
+
−2εα+ 2ε2

2(1− ε2)
+ 1

)
eα+

+

(
ε

ε+ α

2ε(1 + ε)
+
−2εα+ 2ε2

4ε(1 + ε)
+ 1

)
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
=

=
1

1 + ε
eα +

ε

1 + ε
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
.

Также, заметим, что точки внешней параболы — это точки для которых β =
ε, а точки внутренней параболы — точки для которых β = 0. То есть,

g2(x1, x
2
1) =

1 + ε

1 + ε
exp{|x1| − ε+ ε}+

ε− ε
1 + ε

exp

{
−1

ε
(|x1| − ε) + ε

}
= e|x1|,

g2(x1, x
2
1 + ε2) =

1

1 + ε
exp{|x1|+ ε}+

ε

1 + ε
exp

{
−1

ε
|x1|+ ε

}
.

При этом для точек на правых касательных, то есть, для точек вида

(x′1, x
′
2) ∈ [(x1, x

2
1), (x1 − ε, (x1 − ε)2 + ε2)]

верно равенство x′1 − β = x1 − ε, то есть на таких отрезках функция g2 —
линейна. Общая граница Ω2 и Ω3 — это отрезок

[(α, α2), (α− ε, (α− ε)2 + ε2)] = {|x1| − β = α− ε}.
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На крайних точках отрезка функции g2 и g3 равны и линейны вдоль него.
То есть склейка, между участками Ω2 и Ω3 непрерывна.

Теперь заметим, что

g4(x1, x
2
1) =

1− ε
1− ε

exp{|x1|+ ε− ε} = e|x1|.

g4(x1, x
2
1 + ε2) =

1

1− ε
exp{|x1| − ε}.

При этом для точек на левых касательных, то есть, для точек вида

(x′1, x
′
2) ∈ [(x1, x

2
1), (x1 + ε, (x1 + ε)2 + ε2)]

верно равенство x′1 + β = x1 + ε, то есть, на таких отрезках функция g4

линейна. Общая граница областей Ω3 и Ω4 — это отрезок

[(α, α2), (α+ ε, (α+ ε)2 + ε2)] = {|x1|+ β = α+ ε}.

На крайних точках отрезка функции g3 и g4 равны и линейны вдоль него.
То есть склейка, между областями Ω3 и Ω4 непрерывна.

Лемма 2.11. Выполнено B ∈ C1(Ωε \ {(0, 0)}).

Доказательство. Функция B задана кусочно, при этом на каждой из об-
ластей Ωj она гладкая. Склейка непрерывна, при этом участки склейки —
это не вертикальные отрезки, на которых функция линейна. То есть, для
доказательства леммы нам осталось проверить, что у gj и gj+1 j = 1, 2, 3
на отрезках склейки равны производные повторой координате.

Для начала вычислим ∂β
∂x2

:

∂β

∂x2
=
∂
√
ε2 + x2

1 − x2

∂x2
= − 1

2
√
ε2 + x2

1 − x2

= − 1

2β
.

Теперь вычислим ∂gj
∂x2

:

∂g1

∂x2
(x1, x2) =

∂

∂x2
e
√
x2 =

1

2
√
x2
e
√
x2 ,

∂g2

∂x2
(x1, x2) =

=
∂

∂x2

(
1 + β

1 + ε
exp{|x1| − β + ε}+

ε− β
1 + ε

exp

{
−1

ε
(|x1| − β) + ε

})
=

= − 1

2β

1

1 + ε
exp{|x1| − β + ε}+

1

2β

1 + β

1 + ε
exp{|x1| − β + ε}+

+
1

2β

1

1 + ε
exp

{
−1

ε
(|x1| − β) + ε

}
− 1

2εβ

ε− β
1 + ε

exp

{
−1

ε
(|x1| − β) + ε

}
=

=
1

2(1 + ε)
exp{|x1| − β + ε}+

1

2ε(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(|x1| − β) + ε

}
, (2.12)
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∂g3

∂x2
(x1, x2) =

∂

∂x2
(c(|x1| − α) + b(x2 − α2) + eα) = b =

=
1

2(1− ε2)
eα +

1

4ε(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
,

∂g4

∂x2
(x1, x2) =

∂

∂x2

(
1− β
1− ε

exp{|x1|+ β − ε}
)

=

=
1

2β

1

1− ε
exp{|x1|+ β − ε} − 1

2β

1− β
1− ε

exp{|x1|+ β − ε} =

=
1

2(1− ε)
exp{|x1|+ β − ε}.

То есть при |x1| − β = 0

∂g2

∂x2
(x1, x2) =

1

2(1 + ε)
eε +

1

2ε(1 + ε)
eε =

1

2ε
eε =

∂g1

∂x2
(x1, x2).

При |x1| − β = α− ε

∂g2

∂x2
(x1, x2) =

1

2(1 + ε)
eα +

1

2ε(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
.

А при |x1|+ β = α+ ε

∂g4

∂x2
(x1, x2) =

1

2(1− ε)
eα.

Заметим, что среднее арифметическое последних двух величин как раз рав-
но ∂g3

∂x2
. То есть для доказательства C1 гладкости нам осталось проверить,

что эти две величины равны.

1

2(1 + ε)
eα +

1

2ε(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
=

1

2(1− ε)
eα

⇐⇒
1

2ε(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(α− ε) + ε

}
=

ε

(1− ε)
eα

⇐⇒
1− ε
2ε2

= exp

{
(α− ε)

(
1 + ε

ε

)}
.

Последняя строчка — это уравнение (2.10), задающее параметр α.

Лемма 2.12. Функция B — локально вогнута.

Доказательство. Так как склейки оказались C1 гладкими, то локальную
вогнутость достаточно проверять для каждой функци gj отдельно. При
этом локальную вогнутость функций gj при j > 2 достаточно проверять
при x1 > 0.

Функция g1 локально вогнута, так как она сужение локально вогнутой
функции Bet,ε,d на область{

(x1, 0, 0, 0, . . . , x2)
∣∣x2 6 ε2

}
.
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Функция g3 локально вогнута при x1 > 0, так как она на этой части
линейна.

Функция g4 локально вогнута при x1 > 0 как сужение локально вогнутой
функции Bε на область

Ω4 ∩ {(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x1 > 0}.

Осталось разобраться с локальной вогнутостью функции g2 на обла-
сти Ω2 ∩ {(x1, x2) ∈ Ωε

∣∣x1 > 0}. Мы знаем, что функция g2 линейна вдоль
правых касательных, и что на нашей области ∂g2

∂x2
вычисляется по форму-

ле (2.12). Из неё видно, что ∂g2
∂x2

зависит только от x1 − β. Что означает,
что ∂g2

∂x2
постоянна вдоль правых касательных. А в силу не вертикальности

правых касательных мы получаем постоянство дифференциала g2 вдоль
отрезков линейности. То есть, для локальной вогнутости достаточно прове-
рить, что выполняется неравенство ∂2g2

∂x2
2
6 0. Вычислим эту величину :

∂2g2

∂x2
2

(x1, x2) =
∂

∂x2

(
∂g2

∂x2

)
(x1, x2) =

=
∂

∂x2

(
1

2(1 + ε)
exp{x1 − β + ε}+

1

2ε(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(x1 − β) + ε

})
=

=
1

4β(1 + ε)
exp{x1 − β + ε} − 1

4ε2β(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(x1 − β) + ε

}
.

Выпишем цепочку равносильных преобразований

∂2g2

∂x2
2

6 0

⇐⇒
1

4β(1 + ε)
exp{x1 − β + ε} 6 1

4ε2β(1 + ε)
exp

{
−1

ε
(x1 − β) + ε

}
⇐⇒

exp{x1 − β} 6
1

ε2
exp

{
−1

ε
(x1 − β)

}
⇐⇒

exp

{
(x1 − β)

(
1 + ε

ε

)}
6

1

ε2
.

Но на области Ω2 ∩ {(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x1 > 0} верно

exp

{
(x1 − β)

(
1 + ε

ε

)}
6 exp

{
(α− ε)

(
1 + ε

ε

)}
=

1− ε
2ε2

6
1

ε2
.

Осталось проверить, неравенство

Bet,ε,1
∣∣∣
Ωj

> gj , j = 1, 2, 3, 4. (2.13)
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В силу симметрии достаточно это сделать при x1 > 0.
Пусть (x1, x2) ∈ Ω1. Тогда мы можем написать :

Bet,ε,1(x1, x2) >

>
x1 +

√
x2

2
√
x2

Bet,ε,1(
√
x2, x2) +

−x1 +
√
x2

2
√
x2

Bet,ε,1(−
√
x2, x2) >

>
x1 +

√
x2

2
√
x2

e
√
x2 +

−x1 +
√
x2

2
√
x2

e
√
x2 = e

√
x2 = g1(x1, x2).

Пусть (x1, x2) ∈ Ω4. Тогда мы можем написать :

Bet,ε,1(x1, x2) > Bε(|x1|, x2) = g4(x1, x2).

Если мы докажем неравенство (2.13) для j = 2, то для j = 3 неравен-
ство (2.13) получится автоматически, так как неравенство будет выполнено
на граничных отрезках, а через любую точку области Ω3 можно провести
отрезок, не покидающий её, с концами на граничных отрезках, и функция
g3 — линейна.

Нам осталось доказать неравенство (2.13) при j = 2 и x1 > 0. Пусть

Ω2,+ = Ω2 ∩
{

(x1, x2) ∈ Ωε
∣∣x1 > 0

}
.

Введём функцию h : [0, +∞) → R, равную значению функции Bet,ε,1 на
внутренней параболе, то есть

h(t) = Bet,ε,1(t, t2 + ε2), t ∈ [0, +∞).

Тогда
h(0) = Bet,ε,1(0, ε2) > g1(0, ε2) = eε.

Если мы проведём касательную к внутренней параболе в точке (t, t2 + ε2),
то её общий отрезок с областью Ωε — это отрезок

[(t− ε, (t− ε)2), (t+ ε, (t+ ε)2)].

А если мы проведём две такие касательные : из точки (t, t2 + ε2) и точ-
ки (s, s2+ε2), то они пересекутся в точке

(
t+s
2 , ts+ ε2

)
. И если s ∈ [t, t+2ε],

то данная точка лежит на отрезке

[(t, t2 + ε2), (t+ ε, (t+ ε)2)]

и делит его в отношении
(
s−t

2

)
:
(
ε− s−t

2

)
, а точка (s, s2 + ε2) лежит на

отрезке [(
t+ s

2
, ts+ ε2

)
, (s+ ε, (s+ ε)2)

]
и делит его в отношении

(
s−t

2

)
: ε. Следовательно, если мы подставим s = t+ δ

для малого δ, то сможем написать :

Bet,ε,1
(
t+

δ

2
, t2 +

δt

2
+ ε2

)
>

>

(
ε− δ

2

)
Bet,ε,1(t, t2 + ε2) + δ

2Bet,ε,1((t+ ε), (t+ ε)2)

ε
>

>

(
ε− δ

2

)
h(t) + δ

2e
t+ε

ε
,

36



h(t+ δ) = Bet,ε,1(t+ δ, (t+ δ)2 + ε2) >

>
εBet,ε,1

(
t+ δ

2 , t
2 + δt

2 + ε2
)

+ δ
2Bet,ε,1((t+ δ + ε), (t+ δ + ε)2)

ε+ δ
2

>

>

(
ε− δ

2

)
h(t) + δ

2e
t+ε δ

2e
t+ε+δ

ε+ δ
2

= h(t)− δ

ε
h(t) +

δ

ε
et+ε + o(δ).

Таким образом, мы получили, что нижняя правая производная функции h
в точке t не меньше, чем − 1

εh(t) + 1
εe
t+ε. Введём функцию h̃ следующим

образом :
h̃ : [0, +∞)→ R,

h̃(0) = eε,

h̃′(t) = −1

ε
h̃(t) +

1

ε
et+ε.

Мы получим неравенство h(t) > h̃(t) для t ∈ [0, +∞). В свою очередь

h̃(t) =
1

1 + ε
et+ε +

ε

1 + ε
e−

1
ε t+ε.

Таким образом, для точки (x1, x2) ∈ Ω2,+ мы можем провести через неё
правую касательную — отрезок

[(x1 − β, (x1 − β)2 + ε2), (x1 − β + ε, (x1 − β + ε)2)],

который она разделит в отношении β : (ε− β), что означает, что

Bet,ε,1(x1, x2) >

>
(ε− β)Bet,ε,1(x1 − β, (x1 − β)2 + ε2) + βBet,ε,1(x1 − β + ε, (x1 − β + ε)2)

ε
>

>
(ε− β)h̃(x1 − β) + β exp{x1 − β + ε}

ε
=

=
1 + β

1 + ε
exp{x1 − β + ε}+

ε− β
1 + ε

exp

{
−1

ε
(x1 − β) + ε

}
= g2(x1, x2).

Таким образом, формула (2.11) полностью доказана.
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