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В работе обсуждается устойчивость осесимметричных форм равновесия неоднород-
ных круглых пластин, загруженных нормальным давлением, с упруго закрепленным
краем. Полагая, что несимметричная составляющая решения носит периодический ха-
рактер, численным методом определяется наименьшее значение нагрузки, при кото-
рой происходит бифуркация в несимметричное состояние. Исследовано влияние сте-
пени неоднородности материала и условий закрепления края на величину критиче-
ской нагрузки и форму потери устойчивости. Показано, что с увеличением жесткости
заделки, ограничивающей перемещение края пластины в радиальном направлении,
появление несимметричных форм равновесия может происходить при существенно
больших нагрузках и с образованием большего числа волн в окружном направлении.
Увеличение модуля упругости пластины к краю приводит к увеличению критической
нагрузки, при этом число волн в форме потери устойчивости не изменяется по срав-
нению с однородной пластиной. При уменьшении модуля упругости к краю пластины
критическая нагрузка снижается при слабых ограничениях на радиальные перемеще-
ния пластины.
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1. Введение. Устойчивость симметричных форм равновесия круглых пластин,
пологих сферических, эллипсоидальных или тороидальных оболочек, загружен-
ных нормально распределенным давлением, обсуждалась многими авторами [1–4].
Д. Ю. Панов и В. И. Феодосьев первыми вычислили значение нагрузки, при которой
по краю круглой пластины, нагруженной нормальным давлением, могут образо-
ваться складки [3]. Они аппроксимировали неосесимметричный прогиб пластины
выражением w(r, θ) = (1 − (r/R)2)2(A +B(r/R)4 cosnθ), где r, θ — координаты сре-
динной поверхности пластины, A, B — неизвестные константы, n > 2, и с помо-
щью метода Галеркина нашли минимальное значение нагрузки и волновое число n.
Позже В. И. Феодосьев показал, что использования двух параметров для описания
докритического состояния пластины или оболочки недостаточно [5]. Отмечается,
что точность описания докритического состояния может повлиять на вычисление
значений критической нагрузки и формы потери устойчивости [2, 4]. Cтрогое до-
казательство существования и единственности решения, соответствующего несим-
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метричным формам равновесия у симметрично загруженной пластины, принадле-
жит Н. Ф. Морозову [6] и В. Пехоцки (W. Piechocki) [7]. Авторы работы [4], cравни-
вая свои решения с результатами Д. Ю. Панова и В. И. Феодосьева, подчеркивают,
что аппроксимация неосесимметричного решения, принятая в [3], недостаточно точ-
но описывает устойчивое закритическое состояние равновесия. Сравнение значений
критической нагрузки, при которой пластина переходит в неосесимметричное состо-
яние равновесия, найденных численным и асимптотическим методами, проведено в
работе [8]. Задача о потере устойчивости симметричных форм равновесия неодно-
родных круглых пластин и пологих сферических оболочек рассматривалась в рабо-
тах [9, 10]. Роль граничных условий в появлении несимметричных форм равновесия
у пологой оболочки изучалась в [11].

В настоящей работе обсуждается появление несимметричных форм равновесия
у круглой пластины, модуль упругости которой увеличивается к краю. Проводится
оценка влияния условий закрепления на форму потери устойчивости пластины.

2. Постановка и метод решения задачи. Рассмотрим круглую изотропную
пластину радиуса R, нагруженную равномерно распределенным внешним нормаль-
ным давлением. Полагая, что модуль упругости оболочки E меняется при удалении
от центра пластины к ее краю, выпишем разрешающую систему уравнений в виде [9]

D∆∆w +D′L+
1 (w) +D′′L+

2 (w) = p+ L(w,F ),

∆∆F/E + (1/E)′ L−
1 (F ) + (1/E)′′ L−

2 (F ) = −hL(w,w)/2, (1)

( )
′
= ∂( )/∂r, ˙( ) = ∂( )/∂θ,

где r, θ — полярные координаты, w(r, θ), F (r, θ) — искомые функции нормального
прогиба и усилий, p — нормальное внешнее давление, D(r) = E(r)h3/12(1 − ν2) —
цилиндрическая жесткость пластины, ∆ — оператор Лапласа, записанный в цилин-
дрических координатах, L, L±

i (i = 1, 2) — дифференциальные операторы:

L(x, y) = x′′
(

y′/r + ÿ/r2
)

+ y′′
(

x′/r + ẍ/r2
)

− 2 (ẋ/r)′ (ẏ/r)′ ,

L±
1 (y) = 2y′′′ + (2± ν)y′′/r + 2 (ÿ)

′
/r2 − y′/r2 − 3ÿ/r3,

L±
2 (y) = y′′ ± ν

(

y′/r + ÿ/r2
)

.

Жестко заделанному краю соответствуют условия u = v = w = w′ = 0, а если
точки края могут свободно смещаться в радиальном и окружном направлениях, то
граничные условия принимают вид w = w′ = Tr = S = 0. Здесь u, v — проекции
вектора перемещения на оси r, θ; Tr, S — тангенциальные усилия. Мы полагаем, что
край пластины r = R закреплен от смещения в направлении нормали к срединной
поверхности и от поворотов, т. е. w = w′ = 0, точки края могут свободно смещать-
ся в окружном направлении (S = 0), и на краю пластины имеется упругая связь,
препятствующая ее свободному смещению в радиальном направлении. Считая, что
перемещение и усилие на внешнем крае взаимосвязаны, т. е. kuu+ Tr = 0, где ku —
коэффициент упругости заделки, выпишем граничные условия на краю r = R:

w = w′ = kuu+ Tr = S = 0. (2)

Компоненту вектора перемещения u можно выразить через усилия Tr, Tθ, S,
используя представление компонент деформации εe, εθ, ω через компоненты вектора
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перемещения и усилия. Принимая во внимание, что на краю пластины w = w′ = 0,
получаем

u

r2
+
ü

r2
=
Tr − νTθ
E(r)hr

−
(

Tθ − νTr
E(r)h

)′
+

2(1 + ν)

E(r)h
T ′
r. (3)

Подставляя в (3) соотношения, связывающие усилия Tr, Tθ, S и функцию
F (r, θ), получим запись граничного условия (2) через искомые функции w, F .

После введения безразмерных переменных

r∗ =
r

R
, w∗ = β

w

h
, u∗ = β2 R

h2
u, p∗ = β3 PR4

Eavh4
,

F ∗ = β2 F

Eavh3
, k∗u =

R

hEav
ku, β2 = 12(1− ν2),

где Eav — среднее значение модуля упругости пластины:

Eav =
1

πR2

2π
∫

0

R
∫

0

E(r)r drdθ, E(r) = E0f(r),

и f(r) — достаточно гладкая функция, система уравнений (1) примет вид (здесь
обозначение ∗ опускается):

g1(r)∆∆w + g′1(r)L
+
1 (w) + g′′1 (r)L

+
2 (w) = P + L(w,F ),

g2(r)∆∆F + g′2(r)L
−
1 (F ) + g′′2 (r)L

−
2 (F ) = −L(w,w)/2, (4)

g1(r) = E0f(r)/Eav , g2(r) = 1/g1(r).

При малых значениях нагрузки система (4), дополненная необходимыми гра-
ничными условиями, имеет только симметричное решение. Для определения несим-
метричной формы потери устойчивости представим решение в виде w(r, θ) = w0(r)+
wn(r) cos(nθ), F (r, θ) = F0(r) + Fn(r) cos(nθ), где w0(r), F0(r) определяют докри-
тическое симметричное решение, а функции wns(r, θ) = wn(r) cos(nθ), Fns(r, θ) =
Fn(r) cos(nθ) описывают поведение пластины сразу после ее перехода в неосесим-
метричное состояние, n — число волн в окружном направлении, образовавшихся в
результате бифуркации.

Докритическое состояние пластины описывается системой

g1

(

Θ′′
0 +

Θ′
0

r
− Θ0

r2

)

+ g′1

(

Θ′
0 + ν

Θ0

r

)

=
Pr

2
+

Θ0Φ0

r
,

(5)

g2

(

Φ′′
0 +

Φ′
0

r
− Φ0

r2

)

+ g′2

(

Φ′
0 − ν

Φ0

r

)

= −Θ2
0

2r
,

где Θ0 = Θ0(r) = w′
0(r) и Φ0 = Φ0(r) = F ′

0(r).
Граничные условия (2) на внешнем крае пластины необходимо дополнить усло-

виями ограниченности решений в центре: w′ = F ′ = 0. Тогда имеем

Θ0 = kug2(Φ
′
0 − νΦ0) + Φ0 = 0 при r = 1,

Θ0 = Φ0 = 0 при r = 0.
(6)
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Разрешающую систему для несимметричных составляющих функций прогиба
wn и усилий Fn можно получить после подстановки выражений для w(r, θ), F (r, θ)
в систему (4) и ее линеаризации относительно малых функций wn(r), Fn(r):

g1∆n∆nwn + g′1L
+
1n(wn) + g′′1L

+
2n(wn) = Θ′

0

(

F ′
n

r
− n2

r2
Fn

)

− Φ′
0

(

w′
n

r
− n2

r2
wn

)

+

+
w′′

n

r
Φ0 +

F ′′
n

r
Θ0, (7)

g2∆n∆nFn + g′2L
−
2n(Fn) + g′′2L

−
2n(Fn) = −w

′′
n

r
Θ0 −Θ′

0

(

w′
n

r
− n2

r2
wn

)

,

где ∆n = d2/dr2 + r−1d/dr − n2/r2,

L±
1 (y) = 2y′′′ +

2± ν

r
y′′ − 2n2 + 1

r2
ÿ +

3n2

r3
ÿ, L±

2 (y) = y′′ ± ν

(

y′

r
− n2

r2
ÿ

)

.

Граничные условия (2) примут вид

w′
n(0) = F ′

n(0) = wn(1) = w′
n(1) = 0,

(8)
kuun(1) + F ′

n(1)− n2Fn(1) = F ′
n(1)− Fn(1) = 0,

где несимметричная составляющая перемещения un(r) связана на границе r = 1
соотношением

un =
1

n2 − 1

(

g2(F
′′′
n − ((2 + ν)n2 + 1− ν)F ′

n + 3n2Fn) + g′2(F
′′
n − ν(F ′

n − n2Fn))
)

.

Метод решения задачи изложен в работах [4, 10]. Сначала решается симмет-
ричная задача, а далее проверяется существование решения несимметричной зада-
чи. Обозначим за pn нагрузку, при которой для заданного числа волн в окружном
направлении существуют отличные от нуля функции wn, Fn. Тогда критическая
нагрузка pcr равна minn pn, т. е. наименьшему значению нагрузки pn, при которой
появляются волны в окружном направлении.

3. Результаты и их обсуждение. Бифуркация симметрично нагруженной
пластины в неосесимметричное состояние возможна при появлении сжимающих на-
пряжений в окрестности края пластины [6]. Изменение интенсивности безразмерных
окружных усилий Tr(r) при изменении коэффициента жесткости упругой связи ku
показано на рис. 1. Увеличение жесткости пружины ku, препятствующей смещению
точек края пластины в радиальном направлении, влечет за собой снижение интен-
сивности сжимающих напряжений и уменьшение зоны, в которой эти напряжения
принимают отрицательные значения. Для пластины с жестко защемленным краем
(ku = ∞) окружные усилия принимают только положительные значения, и переход
в неосесимметричное состояние невозможен [4, 8].

Для однородной круглой пластины со свободно смещающимся в радиальном
направлении краем (ku = 0) критическая нагрузка и соответствующее ей волновое
число (p0cr = 64453, n = 14) найдены, например, в [9]. На рис. 2 приведены зависи-
мости нагрузки pn/p0cr от условий закрепления и от коэффициента неоднородности
пластины. Для неоднородных пластин преполагалось, что модуль упругости изменя-
ется по закону E(r) = E0(1+ qr

3). Параметры закона изменения модуля Юнга E0, q
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Рис. 1. Безразмерное окружное усилие
Tθ(r) при различных значениях коэффициен-
та упругой связи ku. Здесь p = 30000, E(r) =
E0(1− 0.5r3), ν = 0.4.
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Рис. 2. Зависимость нагрузки pn от условий закрепления (слева) и коэффициента неодно-
родности (справа). Слева — модуль упругости пластины принят E(r) = E0(1 − 0.5r3). Справа —
параметр упругой связи ku = 0. p0cr — критическая нагрузка для однородной круглой пластины
при ku = 0.

подбирались так, чтобы среднее значение модуля упругости Eav осталось постоян-
ным. При увеличении жесткости заделки ku пластина переходит в несимметричное
состояние при более высоких значениях нагрузки и с образованием большего чис-
ла волн по краю пластины. Так, при жесткости пружины ku = 0.05 критическая
нагрузка возрастает в 1.63 для однородной пластины, при ku = 0.1 нагрузка возрас-
тает более чем в 2.5 раза, а число волн увеличивается с 14 до 15 при ku = 0.05 и
17 при ku = 0.1. Аналогично изменяется критическая нагрузка для неоднородных
пластин (см. таблицу).

Расчеты значений критической нагрузки для неоднородных пластин представ-
лены на рис. 3 и в таблице. Увеличение модуля упругости пластины к краю приводит
к повышению значений нагрузки, при которой происходит переход в несимметрич-
ное состояние, по сравнению с однородной пластиной. При этом число волн в форме
потери устойчивости не меняется при росте параметра неоднородности. Уменьше-
ние модуля упругости пластины к краю снижает нагрузку, при которой происходит
бифуркация в неосесимметричное состояние, только если сопротивление перемеще-
нию точек края в радиальном направлении отсутствует (ku = 0) или достаточно
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Рис. 3. Зависимость критической нагруз-
ки от коэффициента неоднородности q. Здесь
E(r) = 1 + qr3.

слабое (ku = 0.05). Если закрепление края близко к жесткому защемлению и мате-
риал пластины ослаблен к краю, появление складок по краю пластины присходит
при нагрузках выше, чем для однородной пластины. При этом уменьшение моду-
ля упругости пластины к краю приводит к увеличению числа волн, образующихся
при потере осесимметричной формы равновесия. Аналогичные результаты получе-
ны в [10] для случая, если модуль упругости убывает к краю по экспоненциальному
закону.

Критическая нагрузка pcr/p0cr и волновое число n
для неоднородной пластины

q = −0.9 q = −0.5 q = 0 q = 0.5 q = 1 q = 2
ku = 0
pcr/p0cr 0.51 0.76 1 1.18 1.32 1.55
Число волн, n 16 14 14 14 14 14
ku = 0.05
pcr/p0cr 1.27 1.39 1.63 1.83 2.01 2.28
Число волн, n 17 16 15 15 15 15
ku = 0.1
pcr/p0cr 2.64 2.4 2.57 2.79 2.98 3.31
Число волн, n 19 17 17 17 17 17
ku = 0.15
pcr/p0cr 5.04 3.99 3.98 4.15 4.35 4.72
Число волн, n 21 19 19 18 18 18

4. Заключение. В работе представлены результаты численного исследования
бифуркации осесимметричных форм равновесия неоднородных изотропных круг-
лых пластин при различных условиях закрепления внешнего края. Показано, что
с увеличением жесткости заделки, ограничивающей перемещение края пластины в
радиальном направлении, появление несимметричных форм равновесия может про-
исходить при существенно больших нагрузках и с образованием большего числа волн
в окружном направлении. Увеличение модуля упругости пластины к краю приводит
к увеличению критической нагрузки, при этом число волн в форме потери устойчи-
вости не изменяется по сравнению с однородной пластиной. При уменьшении модуля
упругости к краю пластины критическая нагрузка снижается при слабых ограни-
чениях на радиальные перемещения пластины.
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Unsymmetrical buckling of nonuniform circular plates with elastically restrained edge and
subjected to normal pressure is studied in this paper. The asymmetric part of the solution
is sought in terms of multiples of the harmonics of the angular coordinate. A numerical
method is employed to obtain the lowest load value at which waves in the circumferential
direction can appear. The effect of material heterogeneity and boundary on the buckling
load is examined. For a plate with elastically restrained edge, the buckling pressure and
mode number increase with a rise of spring stiffness. Increasing of the elasticity modulus
to the plate edge leads to increasing of the buckling pressure, but the mode number does
not change. If the translational flexibility coefficient is small, decreasing of the elasticity
modulus to the shell (plate) edge leads to sufficient lowering of the buckling pressure.

Keywords: circular plate, buckling, heterogeneity.
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