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/*� � ��0'� ���'!��� � '���� ����������� ! ���� ��' �!���� �� � ���� ! ��h� �����' �j�������
�� �*�� �*� �'������ �� �*� ��� �1 �� �*� �!���� � � �*� ���� ��'� 3��* �*� ���3� '�3� 
��� �""� ������� /*� �!���� �� ������ �� �*� ���3� ����� ���� ���� ��'� 2� ��  �j�� �� ��
0���� �0� � � �i�0�� !% 3*�0* � ��-� �*�� �!���� � �� �*� -���� ������' "������� �� �*� -����
���' ������ /*� � �-���' " ��'�� ��  ���0�� �� �����- � ��'����� �� �*� ��h� �����' ��0'����� ��
� �"�0��' �� � 3��* �*� �1��  �-*� ���"����� y��* �*� *�'" �� ��""� � ���0�����% �*�� " ��'��
��  ���0�� �� ������$��- � ���0�����' �� �*� �"�0� �� "��0�3��� 0��������� ���0������ ���� 
� ���� �' ���������' �����"����% �*�� ���0�����' �� e�����1 ��h� ������'�� m� �*� ���0�����'%
e�����1 - ������ �� �����% ��0���� ! ��� ��r0���� 0��������� �� �*� ������� � � ���������
�� �*� ����� �� �*��� 0���������% �*� ���*�� �� �*� ����"��� ���0��� �� �""'��� �� �*� � �-���'
" ��'��� 	��� ���� �0�' �1��"'�� �''��� ��� �*� 0���� �0��� �'-� ��*�  ��'�$������

�����
��+ '���� ����������� ! ���� ��' �!���� �� � ���� ! ��h� �����' �j�������% ��h� �����'
��0'�����% ��""� � ���0����% �*� ����"��� ���0��� ���*���

�� ��	�����	���� i�����; �  �:����� �� �����E�:  � ��� �� �������� ����������:
�e������ � �� ��������� ����:��! \8� � ��9�� � �� ���� ���: ���9�  � �8� ��h�9�
� ;�E����� �� �8�  � ��� �� �8� ��� ��9� �� ��9��������! [� 9�� �� �� � �������� ������m
 ���9����: ��������� �� �8�  � ���n ����� n �������: ��������� n ������������ ! ]�<�E��n
�8� 98��;� �����E�: �� �8� � ��9��������� � � ��::� f��<� 8���� ��9�::�! _�98 �����E�:
 � ��� ��� 9�� ������ �� �8� �����!

F�� �� �9 ������98n <8�98 9�� �� ���9��E�:� ���:��� �� �8� ����:�� 9�� ������n
� � ��;  ������� �����E�: ���8�� ��� ���98��:�  �� � ��������! i�� :����� ����: ��
��9:� ��� �� �8� �a�9�  �:�����  �� � �������� v ��n ��� �a���:�n k"x=lw! Z�� � �: � ����
�: �  ��� <��f ��E���� �� � �������; ���������:���  �� �� ���:����� 9� � kIxDl!

F�� ����:��n <8�98 � 9:� �:� 9����9��� <��8 �8� 9�� ������ �� �8� �����n � ������9�:
 �:����� �� ����� ����������: �e������ ! _��9� �� �8� <��f k$l �8� ���8�� �������9��
�8� ������ �� ����� ������ ��� ������ �8� �� �9 ����8����9 ��������� <��8 �8�� ���
^8��; ��� j���8 kVl �������9�� �8� ����� ����E���E�n �8� ���8�����9�: ��:� ��;�� ��
��E�:�� �����:�! H:�������� ����� 9�:9�:� <� 9�� ���9��� �� �8� ���8�� �� k"#l! Z����
����� 9�:9�:� <� ���:��� �� �8� ����������: �e������ ! g����: ��� `���� k""l ���:���
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�8� 9��9��� �� ����� ����������: �e������ �� �8� ���:� � �� ����� ������9�: ����:�� !
\8� ��������� ^��98� ����:�� ��� ����� ����������: �e������ <� 9�� ������ �� ����
���8�� n ��� �a���:�n g�:�E� k"�l! F�� �� �8� ���� 9��9��� �� ����� 9�:9�:� � ]�f�8���
����E���E� k"=l!

X  98��� �� �� �� �8� 9:�  �9�: H�:�� ���8�� <� � �� �� �8� ����9:� k"Il ��� ������9�:
 �:����� �� �8� �����  � ��� ! \8� ����� k"px"Dl �: � � �� H�:�� ���8�� ��� c��;�T
g����  98��� ���  �98 ����:�� ! _�:E��; ������9�::� �8� ����� ����������: �e������ ��
�8� \��:�� ���8�� � 9�� ������ �� �8� ��::�<��; ����� k"$l! [� k"Vl ������� \��:��  ���� 
���8�� � 9�� ������! [� k�#l �8� �����a�����  �:����� �� ����� ����������: �e������ 
 � ��� <��8 �8� 8������� ���:� � ���8��n �������9�� �� k�"ln � �����! \8� <��f k��l
 ��f ��� �8� s������:t  �:����� �� �8� �����  � ���n �� �� �� �8� � ���� ��E�� �! X::
�8� ��������� ����� ���: <��8 �8� f��<� ��;8��8���  ���n ��� <��8 �8� �����E�: ������:
9��������! \8� ����� k�=l ����� � � ��< �����E�: ���:� � ���8�� ��� �8� ������9 �� ��� �
�� ���:�����  � ��� <��8 ��9������������������ ��������� � ��; ^8��� 8�E ��:������:
 ���� ! \8� ����� ���: <��8 �8� �����E�: ��;8��8���  ��� ���  8�< �� �a���:� n �8�� � 
� ��:� ^8��� 8�E ��:������:  ���� ��� ���� ���9��E�n �8�� \��:�� ��:������:  ���� !

X:�8��;8 �8��� ��� ���� ����� 9�� ������; �8�  � ��� <��8  ��� ��9��������� n
��98 :�  <��f ��� ��E���� �� �8�  �:����� �� �������� E�:�� ����:�� ! \8� �����
k�Il 9�� ���� �8� ����:�� �� �8� �a� ���9� ��  �:����� �� �8� �<������� �������� E�:��
����:��! \8� ��:����:�  �:�����  �� ��� �����E�: :�����  � ��� � �: � � ������� �� k�pl! \8�
<��f k�Nl 9�� ���� e�� ���� 9����9��� <��8 �8� 9�� ���9���� �� �<�� ���� � ������ ���
 �:�����  �� ��  � ��� �� ���:����� ����������: �e������ <��8 �����E�: ��������� ! [� <��f
k�Dl ������9�: ���8�� ��� 9�� ���9���; �8� ��������� �� �8�  �:�����  �� �� ��������
E�:�� ����:�� ��� �������� ����������: �e������ vFGHw <��8 �����E�: 9���9���� ���
��E� ��;����! \8� ����� k�$l ��E�:�� � ��<  �:����� ���8��n <8�98 9�� ���9� �  �:�����
� � �����  �� �� ���: E�9�������9���� v�8� 9�� � 9���9���� �� �8�  � ��� ��� 9�� ������n
<8�:� ���9��; ���9���� ��� ������: 9�������� ��� �����w! \8� ����� k�Vl ��� k=#l ��� ���
� ���8�� ��� ����::��; ���  ���:����� �� ��9������ ������9�:  � ��� n � ��; ����������:
��9:� ��� ��� ����� ����8����9 ���� ��������� �� ��9��E�:�! c��: ����� � ��E���� �� �8�
�������� E�:�� ����:�� <��8 �8� :����� ��� ��������� ���8���;����� ��;8��8���  ���!
\8� ������: ����:�� � ����9�� �� �8� �������� E�:��  �:����� �� � ����������: ��9:� ���n
<8�98 �  ��;8� ��� �� �8�  ��� �� 8��� � �� �8� <��f k="l! _��  ��� ��E����;� �� �8�
����� ��  98��� �� c����f " ��� D ��:�<!

^�� ���� �8� :����� ��� ��������� �����E�:  � ��� �� FGH

ẋ = A(t)x+ g(t), t ∈ [0, T ], v"w

<8���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

[a11 a11] [a12 a12] . . . [a1n a1n]
[a21 a21] [a22 a22] . . . [a2n a2n]

...
...

. . .
...

[an1 an1] [an2 an2] . . . [ann ann]

⎞
⎟⎟⎟⎠ , g =

⎛
⎜⎜⎝

[
g
1
(t) g1(t)

][
g
2
(t) g2(t)

]
· · ·[

g
n
(t) gn(t)

]
⎞
⎟⎟⎠ , v�w

<��8 �8� �������� 9�������� 
x(0) = x0 v=w

���
x(T ) = xT . vIw
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[� �����:� v"w T � �8� ;�E�� ����� ������ �� ����n x � � n������ ����: 9�������� 
E�9�������9���� �� �8� �8� � 9��������� <��8 ���9�<� � 9�������� ��� ������� ����E���E�
�� �8� �����E�: [0, T ]! [� �����:� v�w aij(t) ��� aij(t)n aij(t) � aij(t) ∀t ∈ [0, T ]n i, j = 1, nn

��� ;�E�� 9�������� ���9���� ��� g
i
(t) ��� gi(t)n gi(t) � gi(t) ∀t ∈ [0, T ]n i = 1, nn

��� ;�E�� 9�������� ���9���� ! i���8��n ��� ���E���n <� <�:: <���� aij , aij , gi, gi �� ���� ��

aij(t), aij(t), gi(t), gi(t) �� ��9��E�:�n i, j = 1, nn t ∈ [0, T ]! [� �����:� v=wn vIw x0, xT ∈ R
n

��� �8� ;�E�� E�9��� !
[� � ��e����� �� ��� �8� E�9�������9���� x∗ ∈ Cn[0, T ]n <8�98 � �  �:����� ��  � ���

v"w ���  ��� �� 9�������� v=wn vIw! o� �  ���n �8�� �8��� �a� �  �98 �  �:�����!
]��� Cn[0, T ] � �8�  ��9� �� n������ ����: E�9�������9���� n 9�������� �� [0, T ]n <��8

����E���E� ���� �8�  ��9� Pn[0, T ]� Pn[0, T ] � �8�  ��9� �� n������ ����: E�9�������9���� n
���9�<� � 9�������� ��� ������� �� [0, T ]! [� �8�  �e��:n <� �: � ���� �8�  ��9� L2

n[0, T ]
��  e����� �����:� �� [0, T ] n������ ����: E�9�������9���� !

[� t0 ∈ [0, T ) � �8� ����� �� �� 9��������� �� �8� E�9�������9���� ẋn �8�� <�  ���� �
�8�� ẋ(t0) � � ��;8��8����� ����E���E� �� �8� E�9�������9���� ẋ �� �8� ����� t0n ẋ(T ) � 
� :����8����� ����E���E� �� �8� E�9�������9���� ẋ �� �8� ����� T !

Z����[ �� \8�  ����� ����:�� ��� �� 9�� ������ � �8� ��::�<��; 9�����: ����:��!
[� � ��e����� �� ��� �8� s9�����: t uij(t) ∈ P [0, T ] v �98 � aij(t) � uij(t) � aij(t)

∀t ∈ [0, T ]n i, j = 1, nw ��� vi(t) ∈ P [0, T ] vg
i
(t) � vi(t) � gi(t) ∀t ∈ [0, T ]n i = 1, nwn

<8�98 ����;  � ��� v"w v<��8 �8� �����a A(t) 9�� � ���; �� �8� �:����� uij(t)n i, j = 1, nn
��� �8� E�9��� g(t) 9�� � ���; �� �8� �:����� vi(t)n i = 1, nw ���� ������: ����� v=w �� ���:
 ���� vIw �� �8� ���� T ! ]�<�E��n ��  �98 �����:����� �� � ��e����� �� ��� n2 + n 9�����:
���9���� ! F� �8� ��8�� 8���n ���� �8� 9�� ���9���� �� �8� ���8�� �� 9����� �� �8� ����9:�n
��� <�::  �� �8�� �� <� <���� �8�  � ��� �� �8� ����:�� �� ���� v"wn v�w ��� ���:� �8�
����� �� ���8��n �8�� �8� 9�����������: 9� � ��� �����������: h� � �� �8� ����� ��� n
�� �8� 9�� ������  � ���!

i�� �8� ���������  �� F ⊂ R
n ����� �8�  ������ ���9���� v�� �8� E�9��� ψ ∈ R

nw � 
��::�< m c(F, ψ) = sup

f∈F
〈f, ψ〉n <8��� 〈a, b〉 � �8� ����� �����9� �� �8� E�9��� a, b ∈ R

n!

Z�� � ��<���� �8�  � ��� v"w �� �8� ���� �� �8� ����������: ��9:� ���

ẋ ∈ F (x, t), t ∈ [0, T ], vpw

8���
F (x, t) = A(t)x + g(t).

X�������:�n �8� ������; F (x, t) � � 9��E�a 9����9�  �� ���� R
n ��� �E��� ������ �� ����

t ∈ [0, T ] ��� ��� �E��� �8� � ����� x ∈ R
n! F�� 9�� �: �  �� �8�� F (x; t) � 9�������� !

d�< <� 9�� �������:��� �8� ���;���: ����:�� � ��::�< ! [� � ��e����� �� ��� �8�
E�9�������9���� x∗ ∈ Cn[0, T ]n <8�98 � �  �:����� �� ����������: ��9:� ��� vpw ���  ��� �� 
9�������� v=wn vIw!

Z����[ �� [� ���� �� ���h�9����� ���� �8�  ��9� Cn[0, T ] <��8 ����E���E� ����
�8�  ��9� Pn[0, T ] �� �8� ����� ��� 9�� 9�� ���� �� �:���:� 9�������� �� �8� �����E�:
[0, T ] ���h�9����� <��8 ��� ����:� ��� �:�� � �E���<8��� ������� �� [0, T ] ����E���E� 
�� ��9��E�:� v<8�98 �� �  ��� �� �8� ����������: ��9:� ��� �:�� � �E���<8��� �� [0, T ]w! \8�
98��9� �� �8�  ��9� ��  �:����� �� �8� ����9:� � �a�:����� �� �8� ��  ���:��� �� �8��� ���9��9�:
9�� ���9����! d��� �8�� ����� �8� �  ������� ���� �8��� �a� � k=�l �E�� � 9�������� :�
�����������:� vs9:�  �9�:tw  �:����� �� �8� ^��98� ����:�� v=wn vpw �� :�� � �� �8� E�9�����
�� �8� ������: ����� x0!
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�� Z����	��� 	� 	$� ������	������ ��������	��� ���
���� i���8��n ���
���E���n <�  ������� <���� F �� ���� �� F (x, t)! _��9� ��� �:: t ∈ [0, T ] ��� ��� �:: x ∈ R

n

�8� ��:��E�:��� ������; F (x, t) � � 9��E�an 9:� �� ��� �������  �� �� R
nn ��9:� ��� vpw

��� �� ��<������ � ��::�< k==lm

〈ẋ(t), ψ〉 � c(F (x(t), t), ψ) ∀ψ ∈ S, ∀t ∈ [0, T ],

<8��� S � �8� ����  �8��� �� R
n <��8 �8� 9����� �� �8� ���;��!

^�:9�:��� �8�  ������ ���9���� �� �8�  �� F ! i�� �8� ���� �8�� �8� ������; F � ��
n������ ����: ����::�:������ <��8 �8� �8� 9����� c(x) = (c1(x), . . . , cn(x))

′m

ci(x) =

n∑
j=1

aij + aij

2
xj +

g
i
+ gi

2

��� <��8 �8� 8�:�� ��� 

ri(x) =

n∑
j=1

aij − aij
2

|xj |+
gi − g

i

2
.

_� �8�  ������ ���9���� �� �8�  �� F 9�� �� �a���  �� k==l �� �8� �����:�

c(F (x, t), ψ) =

n∑
i=1

ci(x)ψi +

n∑
i=1

ri(x)|ψi| ∀ψ ∈ S. vNw

o� 8�E� ��� �E��� ψ ∈ S v�� xi(t) �= 0n i = 1, nw

∂c(F (x, t), ψ)

∂xi
=

n∑
j=1

aji + aji

2
ψj + signxi

n∑
j=1

aji − aji
2

|ψj |. vDw

_� <�  �� �8�� �8�  ������ ���9���� �� �8�  �� F � 9�������� :� �����������:� �� �8� �8� �
9��������� xn �� xi �= 0 ∀i = 1, n!

G����� z(t) = ẋ(t)n z ∈ Pn[0, T ]n �8�� ���� v=w <� ;��

x(t) = x0 +

t∫
0

z(τ)dτ.

Y��
�(ψ, z, t) = 〈z(t), ψ〉 − c(F (x(t), t), ψ), v$w

h(z, t) = max
ψ∈S

max{0, �(ψ, z, t)} vVw

��� 9�� ���9� �8� ���9�����:

ϕ(z) =
1

2

T∫
0

h2(z(t), t)dt. v"#w

Z����[ �� \8� ��;������ h(z(t), t) �� �8� �E��� �a�� t ∈ [0, T ] � �8� H�9:�����
�� ���9� ���� �8� ����� z(t) �� �8�  �� F (x(t), t)n ��� ���9�����: v"#w � �8� 8�:�� e�����
��E������ v�� �8� L2

n[0, T ]�����w �� �8� ���h�9���� z(t) ���� �8�  �� F (x, t)!
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^�� ���� �8�  ��
Ω = {z ∈ Pn[0, T ] | ϕ(z) = 0}.

[� � ��� ���9�:� ��  �� �8�� ��� ���9�����: v"#w �8� ��::�<��; ��:����� ��� E�:��m

ϕ(z) = 0 (z ∈ Ω), if 〈ẋ(t), ψ〉 � c(F (x(t), t), ψ) ∀ψ ∈ S, ∀t ∈ [0, T ], v""w

ϕ(z) > 0 (z /∈ Ω), ��8��<� �,

 � ��9:� ��� v"w �  ��� ���n �� ϕ(z) = 0!
[������9� �8� ���9�����:

χ(z) =
1

2

⎛
⎝x0 +

T∫
0

z(t)dt− xT

⎞
⎠

2

.

F�� 9��  �� �8�� �������� 9�������� v=wn vIw ���  ��� ���n �� χ(z) = 0!
^�� ���9� �8� ���9�����:

I(z) = ϕ(z) + χ(z). v"�w

o�  ��n �8�� z∗ � �8� ;:���: ��������� �� ���9�����: v"�wn ��

x∗(t) = x0 +

t∫
0

z∗(τ)dτ

� �8�  �:����� �� �8� ������: ����:��! _�n �8� ����:�� �� �����; �� �����a�����  �:�����
�� �8� ���;���: ����:�� 8� ���� ����9�� �� �8� ������������ �� ���9�����: v"�w �� �8�
 ��9� Pn[0, T ]!

�� ��\����	��� ������	��� ��� ������� �����	���� �
 	$� 
���	����� I�
_���� � �8� 9��������� xi(t)n i = 1, nn t ∈ [0, T ]n E��� 8� ��:� �� �8� ����� ������ �� ����
������ tij ∈ [0, T ]n i = 1, n! G�����  �98 �  �� �� ���h�9����� X [0, T ]! [� x ∈ X [0, T ]n

�8�� �8� ����E���E�
∂c(F (x, t), ψ)

∂x
�a� � ��� � 9�������� �� (x, ψ, t) <��8 �8� �a9������

�� �8� ����� ������ �� ����� tij n i = 1, n!
_���� � �8� ������: ���h�9���� x∗ ��:��; �� X [0, T ]!
Z����[ �� \8� �  ������� ���� � ��� ����:� ��� ������ ���n � �� � E��:����n

��� �a���:�n �� �8� 9� � <8�� �8��� �a� �  �98 � s9���������t xin i ∈ {1, ldots, n}n <8�98
������ �� �8� ���� �� ����� v��� 8� ���� s ����tw ��  ��� �����E�: [t1, t2] ⊂ [0, T ]n t2 > t1!
_�98 � 9� � ��� ���  ��� ������: ��� 9�����:  � ��� 9�� ������ �� �8� ����� �����E�:
[0, T ]!

Z�� � ������  ��� 9��9��:  ��9���� 9�������� n <8�� �8� 9� � ���  ��� ��� �q� �99��
��� n = 1 ��� n = 2 ��� 8���;����� �e������ !

^�� ���� �8� 9� � n = 1! o� 8�E� �8� �e������

ẋ(t) = [a11(t) a11(t)]x(t), x(0) = x0, t ∈ [0, T ].

]��� �8� �a�:�9��  �:����� � x(t) = x(0) exp

(∫ t

0

u(t)dt

)
�= 0 ∀t ∈ [0, T ]n �� x(0) �= 0

v<8��� u(t) ∈ [a11(t) a11(t)] ∀t ∈ [0, T ]w!
^�� ���� �8� 9� � n = 2! _���� � x1(t) = 0 ∀t ∈ [t1, t2] ⊂ [0, T ]n t2 > t1! \8��

∀t ∈ [t1, t2] <� 8�E�
0 = [a12(t) a12(t)]x2(t), x1(0) = x01,

ẋ2(t) = [a22(t) a22(t)]x2(t), x2(0) = x02.
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[� �8��� �a� �  �98 � ����� t∗ ∈ [t1, t2]n �8�� 0 /∈ [a12(t
∗) a12(t∗)]n �8�� ���� �8� �� �

�e������ <� 9��9:���n �8�� x2(t
∗) = 0! \8� 9�� ������ v �9���w :����� 8���;����� 

�e������ 8� �8� ���� s������:t 9��������n  � ��  �:����� E��� 8� �� �8� <8�:� �����E�:m
x2(t) = 0 ∀t ∈ [t1, t2]! `�� �� �8� 9� � <� 8�E� x1(t1) = 0n x2(t1) = 0n  � �� <� 9�� ����
�8� ���;���:  � ��� �� �8� <8�:� �����E�: [0, T ] <��8 �8� s������:t 9��������n <�  ��n �8�� ��
8� �8� ��:�  �:����� x1(t) = 0n x2(t) = 0 ∀t ∈ [0, T ]n <8�� � ����  ��:�n �� x201+x

2
01 �= 0!

[� <� ��;�� �� � 9���:���:� ���:�;�� �� 8��� �� �8� ��::�<��; 9� � x2(t) = 0
∀t ∈ [t3, t4] ⊂ [0, T ]n t4 > t3 v ���� � �8��� �a� �  �98 � ����� t∗ ∈ [t3, t4]n �8��
0 /∈ [a21(t

∗) a21(t∗)]wn �8�� <� <�:: 9��� �� �8� ���:�;�� 9��9:� ��� v�8�� �8� � �: �
����  ��:�n �� x201 + x201 �= 0w!

Z�� �  ���� �8� ����������: ��������� �� ���9�����: v"�w ��� �8�  ������ ���9���� ��
� ���� ;�����: ���� v:���� <� <�:: ������ �� �8�  ��9��9  ������ ���9���� ;�E�� �� �����:�
vNwn  �� c����f p ��:�<w!

X  ��� �8�� �8�  ������ ���9���� c
(
F (x, t), ψ

)
�� �8� ���������  �� F (x, t) v<8�98

� 9��E�a 9����9�  �� ���� R
n ��� �:: t ∈ [0, T ] ��� ��� �:: x ∈ R

nw � �����������:� ��

�8� �8� � E�����:� x ��� �8�� �8� E�9�������9����
∂c
(
F (x, t), ψ

)
∂x

� 9�������� �� (x, ψ, t)!

\8�� ��� �:: x, y ∈ Cn[0, T ]n ��� ��� �:: ψ ∈ Sn t ∈ [0, T ] �8� ��::�<��; ��:����� 8�:� m

c
(
F (x(t) + αy(t), t), ψ

)− c
(
F (x(t), t), ψ

)
=

= α
〈∂c(F (x(t), t), ψ)

∂x
, y(t)

〉
+ o

(
α, x(t), y(t), ψ, t

)
, v"=w

o
(
α, x(t), y(t), ψ, t

)
α

→ 0, <8�� α ↓ 0.

Z�� v ∈ Pn[0, T ]! i�a �8� ����� z ∈ Pn[0, T ]! Y��

zα(t) = z(t) + αv(t), y(t) =

t∫
0

v(τ)dτ. v"Iw


 ��; <�::�f��<� ��������� ��  ������ ���9���� k=�l ��� �e������ v"=wn v"Iwn :�� � 
9�:9�:���

�(ψ, zα, t) = �(ψ, z, t) + αH1(ψ, z, v, t) + o(α, ψ, t), v"pw

o(α, ψ, t)

α
→ 0, <8�� α ↓ 0,

<8���

H1(ψ, z, v, t) = 〈ψ, v(t)〉 −
〈 t∫

0

v(τ)dτ,
∂c(F (x(t), t), ψ)

∂x

〉
.


 ��; ��:����� v$wn vVwn ���

h(zα, t) = h(z, t) + αH(z, v, t) + o(α, t),

o(α, t)

α
→ 0, <8�� α ↓ 0,

8���
H(z, v, t) = max

ψ∈R(z,t)
H1(ψ, z, v, t), if max

ψ∈S
�(ψ, z, t) > 0,
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H(z, v, t) = 0, if max
ψ∈S

�(ψ, z, t) < 0,

H(z, v, t) = max
ψ∈R(z,t)

max{0, H1(ψ, z, v, t)}, if max
ψ∈S

�(ψ, z, t) = 0,

<��8
R(z, t) =

{
ψ(z, t) ∈ S | max{0, �(ψ, z, t)} = max

ψ(t)∈S
max{0, �(ψ, z, t)}

}
.

G�� �� �8�  ���9���� �� ���9�����: v$w �� � �� � ��  ��n �8�� �� �8� 9� � �(ψ, z, t) > 0
�8� ��a���� �� �8� ���9���� max{0, �(ψ, z, t)} = �(ψ, z, t) � ���98�� �� �8� ��:� �:�����
ψ∗(z, t) ∈ S! X9���::�n �� �8� 9� � �8� ����� z ��� ��� ��:��; �� �8�  �� F ! i��� �8�
��������� �� �8�  ������ ���9����n �� � f��<� k==ln �8�� �� �E��� �a�� t ∈ [0, T ] �8� E�:��
h(z(t), t) � �8� H�9:����� �� ���9� ���� �8� ����� z(t) �� �8�  �� F (x(t), t)n �8�� � 

h(z(t), t) = ||z(t)− f(x(t), t)||Rn ,

<8��� f(x(t), t) � �8� ���h�9���� �� �8� ����� z(t) �� �8�  �� F (x(t), t)n <8�98 � ���e�� � 
F (x(t), t) � �8� 9��E�a 9����9�! ]��9� �� � 9:���n �8�� �8� ��a���� �� �8� �a���  ���

h(z(t), t) = �(ψ, z(t), t) = 〈z(t), ψ〉 − c(F (x(t), t), ψ) = ||z(t)− f(x(t), t)||

� ���98�� �� �8� E�9���

ψ∗(z(t), t) =
(
z(t)− f(x(t), t)

)
/||z(t)− f(x(t), t)||,

<8�98 � ���e�� ��9�� � �� �8� ���e����  �� �8� E�9��� f(x(t), t)! _� �� �8� 9� � �8�  ��
R(z, t) 9�� � � �� �8� ��:� �:����� ψ∗(z, t)!

d�< �� � ��� ���9�:� �� ������ �8� �a��� ���

ϕ(zα) = ϕ(z) + α

T∫
0

h(z(t), t)H(z(t), v(t), t) + o(α, t)dt. v"Nw

[� � ��E��� n �8�� �� z ∈ Ωn �8�� �8� ���9�����: ϕ � ������a �����������:�n ��� �� 
������a ;������� E��� 8� !

^�� ���� �8� 9� � z /∈ Ω! G�����

w(z, t) =
(
max
ψ∈S

�(ψ, z, t)
)2

> 0,

 � �� �8� 9� �

ϕ(z) =
1

2

T∫
0

w(z, t)dt,

� 

w(z, t) = h2(z, t) =
(
max
ψ∈S

max{0, �(ψ, z, t)}
)2

=

=
(
max
ψ∈S

�(ψ, z, t)
)2

= �2(ψ∗(z, t), z, t),

��9�� � z /∈ Ω! X �� 8� ���� �:����� �����n �� �8� 9� � �8� ��a���� � ���98�� ��
�8� ��:� �:����� ψ∗(z, t)! \8�� �8� ���9���� ψ∗(z, t) � 9�������� �� z �� �8� �a�� t k=Iln
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�8�������n �� E��< �� �8� 9��������� �� �8� ���9����
∂c(F (x, t), ψ)

∂x
<� 9��9:���n �8�� �8�

���9����
∂w(z, t)

∂z
� 9�������� �� z �� �8� �a�� t! i���8��n �� Z�;���;�q ���� E�:��

�8����� �8��� �a� �  �98 � ������ θ = θ(t) ∈ [0, 1]n �8�� v���� �8�� �8� ���9���� ψ∗(z, t)
� �� ��9� 9�������� �� (z, t) k=Iln  � �:: �8� ����;��: ��:�< �a� �w

w(z + αv, t)− w(z, t) = α
〈∂w(z + θαv, t)

∂z
, v
〉
=

= α
〈∂w(z, t)

∂z
, v
〉
+ α

〈∂w(z + θαv, t)

∂z
− ∂w(z, t)

∂z
, v
〉

∀t ∈ [0, T ].

\8�� <� 8�E� ∣∣∣∣∣ϕ(z + αv) − ϕ(z)

α
− 1

2

T∫
0

〈
v(t),

∂w(z(t), t)

∂z

〉
dt

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣12
T∫

0

〈
v(t),

∂w(z(t) + θαv(t), t)

∂z
− ∂w(z(t), t)

∂z

〉
dt

∣∣∣∣∣ �

� 1

2
max
t∈[0,T ]

||v(t)||
T∫

0

∣∣∣∣∣∣∂w(z(t) + θαv(t), t)

∂z
− ∂w(z(t), t)

∂z

∣∣∣∣∣∣dt. v"Dw

\8� ��:���:��� max
t∈[0,T ]

||v(t)|| � �������n � v ∈ Pn[0, T ]! \8� ���� ����� �8� ����;��:

���� �� ����n <8�� α ↓ 0 �� �8� �E��� �a�� t ∈ [0, T ] ��� �� �8� 9��������� �� �8� ���9����
∂w(z, t)

∂z
�� z �� �8� �a�� t! `� ��� n �8� ���� � ������� ��� �� �8� 9��������� �� �8�

���9����
∂c(F (x, t), ψ)

∂x
! \8�� �� Z��� ;��q ��������� 9��E��;��9� �8����� �a���  ���

v"Dw ���� �� ����n <8�� α ↓ 0n <8�� ���E� ������a ������������:��� �� �8� ���9�����: ϕ
�� �8� 9� � z /∈ Ω! d��� �8�� �8� ��� ����; �: � ���� �8�� �� �����:� v"Nw <� �� ��9� 8�E�

�8��
o(α, t)

α
→ 0, <8�� α ↓ 0, �������:� �� t ∈ [0, T ]!


 ��; �8� ��:� �� �8� ��a���� ���9���� �������������� k=Iln 9�:9�:���

∂w(z, t)

∂z
= 2max

ψ∈S
�(ψ, z, t)

∂l(ψ∗, z, t)
∂z

= 2h(z, t)
(
ψ∗ − ∂c(F (x, t), ψ∗)

∂z

)
. v"$w


 ��; 9:�  �9�: E��������n �� � �� � �� 9�:9�:��� ������a ;������� �� �8� ���9�����: χm

∇χ(z) = x0 +

T∫
0

z(t)dt− xT . v"Vw

Z����[ %� X �� 8� ���� �����n �8� �a� ���9� ��� �8� 9��������� �� �8� E�9����

���9����
∂c
(
F (x, t), ψ

)
∂x

8�:� ���� ���  ������ ���9���� vNwn �� xi �= 0 ∀i = 1, n! `� �8�

�  ������� ���� �8� 9�������� � E��:���� ��:� �� �8� ����� ������ �� ����� tij ! _� <�
9�� ��E��� �8� �����E�: [0, T ] �� ����� ������ �� �8� �����E�: [0, t11], . . . ��� 9�� ������
�:: �8� ����;��:  �������:� �� �8� � �����E�: ! \8�� �� ��98 �� �8� 9���� ������; ����
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�����E�: (0, t11), . . . �8� �a� ���9� ��� �8� 9��������� �� �8� E�9�������9����
∂c
(
F (x, t), ψ

)
∂x

8�:� ���� ���  ������ ���9���� vNw � �� �8� � �����E�: ��98 9��������� xin i = 1, nn ������ 
��  �;�! _� ��� �::  �98 �����E�: <� 9�� ���9� �:� ������ �8� ���E��� �����n ���� ��� �8�
<8�:� �����E�: [0, T ]! ]��9� ��9���������; �8� � ��E��� ����� 98��;� �� �8� ���E��� 
��� ����; v �� �����:� v"pwn v"Dw ��� v"$wn ��� ��f��; � � �� v"Vw <� ���::� ;�� �8�
��::�<��; �8�����!

#$����� �� WDA x ∈ X [0, T ]� C(D HE�KA����> I �� =�AD�EI ��ZD�D�A��F>D �A A(D L���A z
��� �A� =�AD�EI �����D�A �A A(D L���A z �� ���D� F' A(D H��&E>�

∇I(z) = h(z, t)ψ∗(z, t)−
T∫
t

h(z(τ), τ)
∂c(F (x(τ), τ), ψ∗(z(τ), τ))

∂x
dτ +

+ x0 +

T∫
0

z(t)dt− xT . v�#w

B� (20) A(D DIL�D�����
∂c(F (x, t), ψ∗)

∂x
�� ���D� F' A(D H��&E>� (7) RV�A( ψ∗ ���AD�� �H ψ ��

A(�� H��&E>�S�
\8� ��::�<��; �8����� �����:��� �8� f��<� ������� 9�������� �� � �����������:�

���9�����:!
#$����� �� WDA x∗ ∈ X [0, T ]� %�� A(D L���A z∗ A� &���&�PD A(D HE�KA����> I� �A ��

�DKD����' A� (��D

0n = h(z∗, t)ψ∗(z∗, t)−
T∫
t

h(z∗(τ), τ)
∂c(F (x∗(τ), τ), ψ∗(z∗(τ), τ))

∂x
dτ +

+ x0 +

T∫
0

z∗(t)dt− xT , v�"w

(D�D 0n �� A(D PD�� D>D&D�A �H A(D �L�KD Pn[0, T ]� BA �� �LL��D�A� A(�A �H I(z
∗) = 0� A(D� A(D

K����A��� (21) �� �>�� �E[K�D�A�
�� #$� �	�����	 ������	 ��	$��� G� 9���� �8� <�::�f��<�  ����� � �� 9���

���8�� k=pl ��� �����;  ��������� ����� �� �8� ���9�����: I! i�a �� ��������� �����
z1 ∈ Pn[0, T ]! Z�� �8� ����� zk ∈ Pn[0, T ] �� �:����� 9�� ���9���! [� ����� �� ���:�
�8� ���8�� 9����9�:�n <�  ��:: �  ��� �8�� xk ∈ X [0, T ]! [� ������� 9�������� v�"w 8�:� n
�8�� �8� ����� zk � �8�  ��������� ����� �� �8� ���9�����: In ��� �8� ���9�  ��������� !
F�8��<� � :�� � ���

zk+1 = zk − γk∇I(zk),

<8��� �8� E�9�������9���� xk(t) = x0 +

∫ t

0

zk(τ)dτ n ��� �8� ��;������ γk � �8�  �:�����

�� �8� ��::�<��; ��������� ����: ������������ ����:��m

min
γ>0

I
(
zk − γ∇I(zk)) = I

(
zk − γk∇I(zk)

)
. v��w
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G�� �� v��w I(zk+1) � I(zk)! [� �8�  �e���9� {zk} � �����n �8�� �� :� � ����� � �8�
 ��������� ����� �� �8� ���9�����: I �� 9�� ���9����!

Z�� �8� ���9�����: ∇I �� �������:� 9�������� ��� ������� �� �8� ��:: �� L2
n[0, T ]

<��8 �8� 9����� �� �8� ���;�� ��� �8� ����� r′ > sup
z∈Z1

‖z‖L2
n[0,T ]! o�  ���� � �8�� �8�

Z��� ;��  �� Z1 = {z ∈ Pn[0, T ] | I(z) � I(z1)} � ������� �� �8� L2
n[0, T ] ����! [� �8�

 �e���9� {zk} � �������n �8�� �8� ���8�� 9��E��;� k=Nl �� �8�  �� �∣∣∣∣∇I(zk)∣∣∣∣
L2

n[0,T ]
→ 0, <8�� k → ∞.

%� ]�������� �L������� Z�� � 9�� ����  ��� �a���:� �� �8� ���:����������
�� �8� ����� �� �:;����8�! [� ���8 �a���:� �8� ���9�  <� ����������� �� �8� k∗��8
���������n ���E���� �8��

∣∣∣∣∇I(zk∗)∣∣∣∣
L2

n[0,T ]
� ε∗ = 10−5!

YL����� �� ^�� ���� �8� �����E�:  � ���

ẋ1 = [1, 3]x1 + [−4,−2]x2,

ẋ2 = [0, 2]x1 + [−3, 0]x2,

<8��� t ∈ [0, 1]! \8��� ��� �8� �������� 9�������� 

x(0) = (1, 2)′, x(1) = (−5.45,−0.75)′.

[� � ��e����� �� ��� �  �:����� �� �8� ����������: ��9:� ���n <8�98  ��� �� �8� ;�E��
�������� 9�������� !

[� �8� �a���:�

c(F, ψ) = (2x1 − 3x2)ψ1 + (x1 − 1.5x2)ψ2 + (|x1|+ |x2|)|ψ1|+ (|x1|+ 1.5|x2|)|ψ2|.

Y�� z1 = (1, 1)′n �8�� x1 = (1 + t, 2 + t)′!
i��� ��������� <��� ���� �99�����; �� �8� ����� �� �:;����8�! X � �� �:� �8� �����

x41(t) = 1− 5.3358t− 1.4325t2 + 0.3183t3,

x42(t) = 2− 1.8884t− 1.2197t2 + 0.4775t3 − 0.1194t4

<� 9�� ���9��� v�� � <������ ��� <��8 ���9� ��� �� �� �8� I��8  �;�wn  �� i�;! "n �n F!
F�� 9�� ��f�  ���n �8�� �8� �������� 9�������� ��� �8� ���h�9���� x∗ ���  ��� ���!

`� ��� n �8� �����E�:  � ��� � �: �  ��� ���n � v�� 9�� �� �� �:� 98�9f��w �(ψ, z∗, t) � 0 ∀t ∈
[0, 1] v �� v�w ��� v""wwn  �� i�;! "n cn d! d���n �8�� ��� �� �8�  ���9���� �� �8� ���9�����: v�"w
�8� �a�9�  �:����� x∗ <� ��������n �! �! �8� �����E�:  � ��� ��� �8� �������� 9�������� 
���  ��� ��� �a�9�:�! v\8� � ��9�� � ��  ��� ��������� v��9:����; �8� :� � ���������w �8�
 �:����� �� �8� ����:�� v��w <� �������� �a�9�:�!w _�

∣∣∣∣∇I(z4)∣∣∣∣
L2

n[0,T ]
= 0!

YL����� �� ^�� ���� �8� �����E�:  � ���

ẋ1 = −x1 + [t, 2t]x2,

ẋ2 = x1 − 2x2 + [−t2, 0],
<8��� t ∈ [0, 1]! \8��� ��� �8� �������� 9�������� 

x(0) = (2, 3)′, x(1) = (1.5, 1)′.
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B��� :� 	�'����� �� �1��"'� &

[� � ��e����� �� ��� �  �:����� �� �8� ����������: ��9:� ���n <8�98  ��� �� �8� ;�E��
�������� 9�������� !

[� �8� �a���:�

c(F, ψ) = (−x1 + 1.5tx2)ψ1 + (x1 − 2x2 − 0.5t2)ψ2 + 0.5t|x2||ψ1|+ 0.5t2|ψ2|.

Y�� z1 = (1, 1)′n �8�� x1 = (2 + t, 3 + t)′!
_�E�� ��������� <��� ���� �99�����; �� �8� ����� �� �:;����8�! X � �� �:� �8� �����

x71(t) = 2− 1.0002t3 + 2.4732t2 − 1.9937t− 0.0253t4 + 0.0425t5 + 0.0014t6 + 0.0022t7,

x72(t) = 3− 1.1473t3 + 3.003t2 − 4.0125t+ 0.2522t4 − 0.1034t5 + 0.0125t6 − 0.0044t7

<� 9�� ���9��� v�� � <������ ��� <��8 ���9� ��� �� �� �8� I�8  �;�wn  �� i�;! �n �n F! X ��
8� ���� ���������n

∣∣∣∣∇I(z7)∣∣∣∣
L2

n[0,T ]
� 10−5!

F�� 9�� ��f�  ���n �8�� �8� �������� 9�������� ��� �8� ���h�9���� x∗ ���  ��� ���!
`� ��� n �8� �����E�:  � ��� � �: �  ��� ���n � v�� 9�� �� �� �:� 98�9f��w �(ψ, z∗, t) � 0
∀t ∈ [0, 1] v �� v�w ��� v""ww v<��8 �8�  �� �99���9� 10−5wn  �� i�;! �n Kn �! d��� �8�
�������� 9�������� ���  ��� ��� �a�9�:�!

Z����[ &� \8� 98��9� �� �8� �99���9� ε∗ � �� �� �� �8� ��:��9� ���<��� 9������; ���
� ��� E��� ��; ������ �� ��������� ��� ��f��; 9���:���9� <��8  ��9���� ��� ���:�9����� 
�99���9�! \8� 9�:9�:����� <��� ���������  ����:�9�::� �� �8� 7��:� "�!# ��9f�;�! d���
�8�� E����� ��8�� f��<� ���8�� ��� �� ���:��� �� �������� ���9�����: v"�w! \8�
 ����� � �� 9��� ���8�� 8� ���� � �� ���  ���:�9���! _� ����8��  ����� ��� �� ������ �
��� �����E��; �8� 9�������; ��9���9� �� �8� ���:������� �� �8� 9��9��� ����� �� �� �8�
����9:� v�8� �����E����� 9�� �� 9������ ��� <��8 �8� 8�:� �� � ��; �� 9���������� ���
�: �  ��� ��8�� ���8�� n  �98 � 9��h�;��� ;������� n �� ��9��� � �8� ���9��E���  �� �8�
������������ �� �8� ;�E�� ���9�����:w!
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B��� ;� 	�'����� �� �1��"'� 


Z����[ '� X �� 8� ���� ����� �� [������9����n �8� ���8�� �� � �������; �8�
���������:���  �� ��� �� ���9��E�:� � �� <8�:�  �:E��; �a���:� "n �! i�� �8� ����:�� 
9�� ������n �8� ����� ���E���� ��  �98 ���8�� ��� �a�9� k"x=l! d��� �8��  �:����� ��
�8� 9�� ������ ����:�� �a� � �� ��� ��:� �� �8� E�9��� xT :�� <��8�� �8� � ����� ��
t = T ! ]�<�E��n �8� ����� �� ���8�� �� �8� ����� ;�E� �� ������98 ���  �:E��; ����
;�����: ������������ ����:�� v �� ��:�< c����f $wn <8�:�  ������� �����E�: ���8�� 9��q�
�� ���:��� ��  �98 ����:��  ����;8����<���!

Z����[ *� ^�� ���� �8� ��::�<��; ���� ;�����: ����:��! [� � ��e����� �� ��������
�8� ���9�����:

J(z) =

T∫
0

f(x, z, t)dt

 ��h�9� �� 9�� ������ v"wn v=wn vIwn <8��� <� 8�E� x(t) = x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ ��� �8� ���9����

f(x, z, t) � 9�������� �� (x, z, t) ��� 9�������� :� �����������:� �� x ��� �� ẋ! d��� �8��
����� �8� � �  ������� �8� ���9�����: J(z) � ������a �����������:� ��� �� ������a
;������� �� �8� ����� z � 

∇J(z) = ∂f(x, z, t)

∂z
+

T∫
t

∂f(x(τ), z(τ), τ)

∂x
dτ.


 ��; �8� �� �:� �������� �� �8� ����9:� �� � �� � �� ;�E� �<� ���8��  ����;8����<���
������98� �� ������� ��  �:E� �8� ����:��!

F�� ������98 ���  �:E��; �8� ����:�� � �� 9�� ���9� �8� ���9�����:

Φ(z) = J(z) + λ

√√√√√ T∫
0

h2(z, t)dt.
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[� �8� 9� � �� �8� ���� ��;8� ��� v�! �!n <8�� 9�� ������ vIw � �� ���w �8� ��9��� <��f k=Dl
9������  ��� ������:  ��9���� 9�������� ��� ����:�� ���9�����: Φ(z) �� �� 9���:���:�
�a�9�! _���f��; �������::�n �� ���� �8�� �8��� �a� � �8� ����� ������ λ∗  �98 �8�� �8�
����:�� �� ���������; ���9�����: J(z) ����� 9�� ������ v"wn v=w � �e��E�:��� ��  ���
 �� � �� �8� ��9�� ������� ������������ �� �8� ���9�����: Φ(z) ��� �:: λ � λ∗! o� ���q�
;�E� �8� �����: 8����  �� �8� ����� k=Dl ��� ��;���� �����:����� ! \8� �� �:� � ���� ��
�8������9�: ������ �n � �8� ���9�����: Φ(z) � ���������������:�n �� ��� ��  ���9����  ��� 
�� �� ��� 9���:�9���� ��� ���:���; ���8�� �� �E�� ��� ����8 ������������!

X���8�� ������98 ���  �:E��; �8� ����:�� v��9:����; �8� 9� � �� �8� �a�� ��;8� ���w
� 9�� ������; �8� ��9�� ������� ������������ �� �8� ���9�����:

Ψ(z) = J(z) + μI(z)

<��8 �8� ��9��� ��; E�:�� �� �8� ��������� μ ��  ��� �� �8� 9�� ������ v"wn v=wn vIw <��8 �8�
�� ���� �99���9� v �� �����:� v"�ww! X:�8��;8 �8� ���9�����: Ψ(z) � ������a �����������:�n
�� � f��<� �8�� �8��� ��� 9�����������: ���9�:��� �99�����; <8�:� ���������; �8� 
���9�����: 9�� �� �� �� s��E���t  ���9����n <8�� �8� E�:�� �� μ � ���8�� ��;! o� �: � ���q�
9�� ���� �8� ���9�����: �� �����: 8���! _�� k=$l ��� �8� f��<� �8����� �� �8� 9����9����
���<��� �8� ����:�� �� ���������; ���9�����: J(z) ����� 9�� ������ v"wn v=wn vIw ���
�8� ��9�� ������� ������������ �� �8� ���9�����: Ψ(z) <��8 �8� ��9��� ��; E�:�� �� �8�
��������� μn � <�:: �  ��� ��98��e�� ����� �� �E��9����; �8� ����� 9�����������:
���9�:��� ! o� ;�E� �8� ��::�<��;  ���:� �a���:� ��  �:E��; � ���: �8� �9�: ����:�� <��8
�8� 8�:� �� �8� ������98! X ���E��� :�n <� � � �8�  ����� � �� 9��� ���8�� ��� �����;
�8�  ��������� ����� �� �8� ���9�����: Ψ(z) �� �8� �a���:�!

YL����� �� ^�� ���� �8� �����E�:  � ���

ẋ1 = x2,

ẋ2 = [−1,−0.5]x1 + [−2,−1]x2 − 9.8,

<8��� t ∈ [0, 1]! \8��� � �8� ������: 9��������

x(0) = (1, 1)′

��� �8� ��;8� ��� � ����! [� � ��e����� �� ��� ���8  �:����� �� �8� ����������: ��9:� ���n
<8�98  ��� �� �8� ;�E�� ������: 9�������� ��� �������� � <�:: � ��a����� �8� ���9�����:

J(z) =

1∫
0

x22(t)

2
dt.

_�98 �  �������� �� �8� ����:�� ����� �8� ��::�<��; �8� �9�: ��������������! ^�� ����
� <��;8�  � ������ �� �� ����:  ����; �� � ;��E��� ��:�! [� �������� �� �8� ;��E��� ���9�
��� �8� ���9� ���� �8� �8�  ����;n �8� ���9���� ���9� βv ���� �8� ��E�������� �9� ��
�8� <��;8�n <8�98 <� �  ��� �� �� �����������: �� �8� <��;8�  ���� vn <8��� β � �8�
9���9���� �� �� � ���9� �� �8� ��E��������! o���� ��<� �8� d�<���q  �9��� :�< ��� �8�
<��;8� v���h�9� ���� �8� E����9�: y��a� wm

mÿ = −ky − βv −mg,

8��� m � �8� <��;8� ��  � k � �8�  ����;  �����  � y � �8� 9��������� ��� ���� ���� �8�
 ����n �� <8�98 �8�  ����; � ���  ����98�� �� �8� � 9�::�����  � ���! d�<  ���� � �8�� �8�
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 ����;  �����  k � <�:: � �8� ��E�������� �� � ���9� 9���9���� β ��� �8� ���9���� ��
����n <8�98 9�� E��� v��� :�� �� �8� f��<� �����E�: �� �E��� ������ �� ����w ��������;
�� 98��;� �� �8� ��E�������� ��� �8�  ����; ��������� v��� �a���:� <8�:� 8�����;n ��9!w!
[� � ��< ������ ���; �� ��� �8� ������: ��� �8� ��a���: ��  ��:� ����� �8� � 9�������� 

E�:�� �� �8� �E���;� f�����9 ����;�
mv2

2
�� �8�  � ��� �����; �8� 9�� ������ ���� �����E�:!

[� <� ��< ��� m = 1n g = 9.8n k(t) ∈ [0.5, 1]n β(t) ∈ [1, 2]n t ∈ [0, 1] ��� ������ x1 = yn
x2 = v = ẏn <� <�:: ;�� �8� ����������: ��9:� ��� ��� �8� 9� � ���9�����: ���E�!

[� �8� �a���:� <� 8�E�

c(F, ψ) = x2ψ1 + (−0.75x1 − 1.5x2 − 9.8)ψ2 + (0.25|x1|+ 0.5|x2|)|ψ2|.
Y�� μ = 85n z1 = (1, 0)′n �8�� x1 = (1+ t, 1)′! \8� �� �:� �� �8� �a���:� ��� <������

��� <��8 ���9� ��� �� �� �8� N�8  �;�!
YL����� ���� \� �������� �8� ���9�����: Ψ(z)n "p ��������� <��� ���� �99�����;

�� �8� ����� �� �:;����8�! X � �� �:� �8� �����

x151 (t) = 1− 0.001341t5 − 0.219599t4 + 1.801792t3 − 5.645627t2+

+0.006182t6 + t, 0 � t � 0.092,

0.998539+ 0.531280t5 − 1.741569t4 + 4.040669t3 − 6.193228t2−
− 0.049752t6 + 1.048461t− 0.065932t7 + 0.031599t8, 0.092 < t � 0.624,

0.061205t6 + 3.775047t3 − 6.51987t2 − 0.975091t4−
− 0.004879t8 + 0.931305+ 1.344730t, 0.624 < t � 1,

x152 (t) = 1 + 0.037092t5 − 0.006704t4 − 0.878399t3+

+5.405375t2 − 11.291254t, 0 � t � 0.092,

0.252796t7 − 0.461527t6 − 0.298511t5 + 2.656402t4 − 6.966278t3+

+12.122007t2 − 12.386457t+ 1.048461, 0.092 < t � 0.624,

− 0.039036t7 − 13.03974t+ 0.367231t5 − 3.900365t3+

+11.325142t2 + 1.344730, 0.624 < t � 1,

<� 9�� ���9��� v �� i�;! =n I, aw! \8� ���9�  <� ���������� �� �8� ��������� � ∣∣∣∣∇Ψ(z15)
∣∣∣∣
L2

n[0,T ]
� 2.5 · 10−2! _� �8� �������� ����� z∗ = z15 � �� :�� � �8�  ���������

v<��8 �8�  �� ���9� ���w ����� �� �8� ���9�����: Ψ(z)!
F�� 9�� ��f�  ��� �8�� �8� ������: 9�������� ��� �8� ���h�9���� x∗ �  ��� ��� ��� <�

8�E� I(z∗) = ϕ(z∗) = 1.1 · 10−4 v � �8� �����E�:  � ��� �  ��� ��� v�99�����; �� 9��������
v""ww <��8 �8�  �� �99���9� 5 · 10−4 ���n � 9�� �� �� �:� E������n �8� ������<� � E��:�����
�� �8� �����E�:  � ��� ��� ��� �a9��� �8� E�:�� 1.5 · 10−2w ��� J(z∗) = 7.711839! i�;! =n
I, b  8�< �8�� �8� ���h�9���� ẋ∗2(t) :�� ���9��9�::� �� �8� �������� �� �8� �����  ��:�
��;���!

YL����� ���� \� ��a����� �8� ���9�����: Ψ(z)n =� ��������� <��� ���� �99�����;
�� �8� ����� �� �:;����8�! X � �� �:� �8� �����

x321 (t) = 1− 6.40899t2 + 4.100813t3 − 1.555853t4+

+0.618022t5 + t, 0 � t � 0.0843,
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B��� =� 	�'����� �� �1��"'�� 
�& aIb ��� 
�
 aIIb

1.001158− 0.099432t4 − 5.893454t2 + 1.830437t3 + 0.295029t5+

+0.95809t− 0.203586t8 + 0.554507t7 − 0.618585t6, 0.0843 < t � 0.562,

1.050245− 0.25779t4 − 5.571737t2 − 0.009198t7 + 1.847321t3+

+0.020355t6 + 0.001292t8 + 0.720453t, 0.562 < t � 1,

x322 (t) = 1 + 3.090111t4 − 6.223412t3 + 12.30244t2−
− 12.81798t, 0 � t � 0.0843,

0.95809+ 3.881548t6 − 1.628687t7 − 3.711512t5 + 1.475147t4−
− 0.397728t3 + 5.491312t2 − 11.786907t, 0.0843 < t � 0.562,

0.720453− 0.064387t6 + 0.010339t7 + 0.122129t5 − 11.143474t−
− 1.03116t3 + 5.541962t2, 0.562 < t � 1,

<� 9�� ���9��� v �� i�;! =n II, aw! \8� ���9�  <� ���������� �� �8� ��������� � ∣∣∣∣∇Ψ(z32)
∣∣∣∣
L2

n[0,T ]
� 2.5 · 10−2! _� �8� �������� ����� z∗ = z32 � �� :�� � �8�  ���������

v<��8 �8�  �� ���9� ���w ����� �� �8� ���9�����: Ψ(z)!
F�� 9�� ��f�  ��� �8�� �8� ������: 9�������� ��� �8� ���h�9���� x∗ �  ��� ��� ��� <�

8�E� I(z∗) = ϕ(z∗) = 3.65 · 10−4 v � �8� �����E�:  � ��� �  ��� ��� v�99�����; �� 9��������
v""ww <��8 �8�  �� �99���9� 5 · 10−4 ���n � 9�� �� �� �:� E������n �8� ������<� � E��:�����
�� �8� �����E�:  � ��� ��� ��� �a9��� �8� E�:�� 2.5 · 10−2w ��� J(z∗) = 14.085116! i�;! =n
II, b  8�< �8�� �8� ���h�9���� ẋ∗2(t) :�� ���9��9�::� �� �8� �������� �� �8� �����  ��:�
��;���!

_� <� ������ �8� :�<�� ��� �8� ����� ����� �� �8�  � ��� �E���;� f�����9 ����;�
98��;� <��8 � ��  ��:� E�������� �� �8� ��������� k ��� β �� �8�  ��9���� �����E�: m <�
8�E� 7.711839 � J(z) � 14.085116!

&� +���������� \8� n �� �8� ����� �8� ����:�� �� �����; �8�  �:����� �� � :�����
��� ��������� �����E�:  � ��� �� ����������: �e������ <��8 �8� ;�E�� �������� 9�������� 
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8� ���� 9�� ������! o��8 �8� 8�:� �� �8�  ������ ���9���� n �8� ���;���: ����:�� � 
����9�� �� ���������;  ��� ���9�����:! i�� ��n ������a ;������� � �����n ��9�  ��� ���
 ��9���� 9�������� ��� � ������� ��� ��������! F� �8� �� � �� �8� � 9�������� n �
������9�: ���8�� v�8� ���8�� �� �8�  ����� � �� 9���w ���  �:E��; �8� ������: ����:��
� 9�� ���9���! \8� ������9�: �a���:� �::� ����� ���:���������� �� �8� �:;����8�! \8�
��  ���:��� �� ���:���; �8� ��E�:���� �� �8� ����9:� ���8�� �� �����; �8� ������: v�� �8�
 �� � �� �8� ����;��: ���9�����:w  �:����� �� �8� 9�� ������ �����E�:  � ��� � �����n ���
�8� ������98 � ����� ������ �� �  ���:� �8� �9�: �a���:�!
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