
��� \&#�
n\
��
 �FGHIJK �
L�
� 
MJKNOPIOQ ROHFROHJKO� �ISTMROHJKO��� @/@�� �� ��� ���� @

�	� 
\5�\% ��4
�

��	$���	���� �������� �
 	����� ���	�� �� 	$� 
���� �
 ���� ���		��
!�	$ ��������� �$���∗

�� 	� ������� ��  � 	����������

��� ���� !"# $ ��%�� &'()� !(�*+ �,-+ &'()� !(���!.%*% '%"�+ ��� ���� !"# $+
�--/01+ 2#!!(%' 3�4� %�(5'

��� ��������	 �-� �� o� ��% ����- ����� �� �� ���*�����0�' ����'��- �� � ���� �!���� ��
�*� ����� �� ��'� ������ 3��* �''�"���� �*�"�� ������� �	 
���� ����
���
� �����
����� �������
������������ �������
 
������� ����
�� �
�������% 
�
&% ��'� &�% ���� 
% ""� &
&(&
.�
*��"�+,,����� -,&��
&.
�,&&��&,�"��&��
�
&�
�


2� �*�� "�"� �*� ���*�����0�' ����'��- �� �*� � ���� �������� �1��''! �!���� �0 �!���� ��
�*� ����� �� ��'� ������ �� 0������ ��� ������ �� �� �''�"���� ��  ���'�����% ����� �� � 0����0�'
�''�"�����' �� ��0� ��  ���'������ ����'��� �� � "� � �� �*� �''�"�����' �� ��0� ��  ���'�����%
0����0�' 3��* �*� 0��*��� ��� ����� �� ��0��� /*� ������ !#��'�� " ��'�� �� �*� p�"'�0�q�
�j������ �� �*� " �'��� �"*� ����' 0�� ������� 3��* �*� ������ ! 0��������� �� �*� � ��
���� �� ��'���� /*� �� ���'� ��"� ����� ���*�� �� �""'��� �� 0�'0�'��� �*� �1��!���� �0�'
�'�0� ������0 "�������' ���� �������� /*� "�������' ���� ������� ��  �" ������� �� �*� p�-��� �
���0����� �1"������� /*� �1"������ 0��r0����� � � �*� ��'����� �� �*� �!���� �� '���� 
�j�������� 4'' -����� �0�' ���������� �� �*� �!���� � � �*� "� ����� � �� �*� " ��'���
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��+ ��0 �# ��� �����'�0� ���0�% ��'� ������ % ��'� ��������% ���*�����0�' ����'��-%
�'�0� ������0 "�������'% ������ !#��'�� " ��'��% p�-��� � ���0������

�� ��	�����	���� i��:� ������� ��� �a��� �E�:� � �� � �:�9����  ���9� �� 8�;8
9������ ��� ��� ��� E�9��� ��9��� ��� �����:�9�����9 ��E�9� k"xpl! \8� <��f � ��E����
�� �8� ���8�����9�: ����:��; �� �� �a��::�  �������9 ������  � ��� �� �8� �� � �� ��:�
������� <��8 �::�� ����:  8���! \8� 9��8���q ��� �����q  8��� ��� �8� 9����9�: �::�� ���� 
�� ��E�:�����! \8� ����:����q  8��� � �8� ���� �� �8� 9����9�: �::�� ��� �� ��E�:�����
vi�;���w! \� 9�:9�:��� �8� �a��::�  �������9 �:�9��� ����9 ��������: �� ��������� �8� E�����:�
 ��������� ���8�� �� �8� ���:���  �8������: 9��������� (α, β) � � ��! [� �99�����9� <��8
�8� �8���� �� ���8�����9�: �8� �9 �8� �������� E�:�� ����:�� <��8 �8� ��a�� ��������
9�������� ��� �8� ������� ������ 9�� �� ����9�� �� �8� :����� �:;�����9 �e������  � ���
<��8 9�� ���� 9���9���� kNn Dl!

�� ��	$���	���� ������ \8� ����:�� ��������� m α = α1 (β ∈ [0, π]) T 9��8���
 ����9�� α = α3 (β ∈ [0, π]) T �����  ����9�� α = α2 (β ∈ [β0, π]) T ����:����  ����9��
U(1; ) = 0 T 9��8��� �������� 9��������� U (α2, β) = f(β), (β ∈ [β0, π]) T ����:����
�������� 9��������� U(α3, β) = 0 T ����� �������� 9��������!

\8� �:�9��� ����9 ��������: �� ��������� U(α, β) � �  �:����� �� �8� ���������E�:��
����:�� ��� �8� Z��:�9�q �e������m

1

c2(sin2 β + sinh2 α)

[
∂2U

∂α2
+ cothα

∂U

∂α
+
∂2U

∂β2
+ cotβ

∂U

∂β

]
= 0, v"w
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��� �������� 9�������� m⎧⎪⎨
⎪⎩

U(α1, β) = 0, β ∈ [0, π] ,

U(α3, β) = 0, β ∈ [0, π] ,

U(α2, β) = f(β), β ∈ [β0, π] ,

v�w

<8��� c T ��9�: ����� !
�� M���	��� �
 	$� ���
���� \�  �:E� �8� ���������E�:�� ����:�� v"wn v�w �8�

�������: ���� �� �8�  � ��� 9�� �� ��E��� ���� ��::�<��;  �������� m
N�O T (α ∈ [α1, α2], β ∈ [0, π])�
N�O T (α ∈ [α2, α3], β ∈ [0, π])�
N�O T (α ∈ [α1, α3], β ∈ [0, β0])!

Z��

U(α, β) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

U1(α, β), α ∈ [α1, α2], β ∈ [0, π] ,

U2(α, β), α ∈ [α2, α3], β ∈ [0, π] ,

U3(α, β), α ∈ [α1, α3], β ∈ [0, β0] .

v=w

7�f��; � � �� �8� E�����:�  ��������� ���8�� ��� �8� N�O��8  ��������n �8� ��������:
�� ��������� v=wn Ui(α, β) vi = "n �n =w �99�����;:�n 9�� �� ����� ����� � k$x""lm

U1(α, β) =
∞∑
n=0

AnPn(cosβ)
Wn(α1, α)

Wn(α1, α2)
,

U2(α, β) =
∞∑
n=0

AnPn(cosβ)
Wn(α, α3)

Wn(α2, α3)
,

U3(α, β) =

∞∑
m=1

BmW−1/2+iτm(α1, α)
P−1/2+iτm(cosβ)

P−1/2+iτm(cosβ0)
,

vIw

<8��� k"�x"Il
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Wn(x, y) = Pn(coshx)Qn(cosh y)− Pn(cosh y)Qn(coshx),

W−1/2+iτm(x, y) = P−1/2+iτm(coshx)Q−1/2+iτm(cosh y)−
− P−1/2+iτm(cosh y)Q−1/2+iτm(coshx);

vpw

Pn(cosβ) T Z�;����� ��:������: � P−1/2+iτm(cosx) T 9���9�: ���9���� � Pn(coshx)n
P−1/2+iτm(coshx) T Z�;����� ���9���� �� �8� �� � f��� �Qn(coshx)nQ−1/2+iτm(coshx) T
Z�;����� ���9���� �� �8�  �9��� f��� � τm T ���� �� � :����� 9���������� �� Z�;�����
���9���� �� �8� �� � ���  �9��� f���m

W−1/2+iτm(α1, α3) = 0. vNw

\8� ��������: �� ��������� U(α, β) v=w <������ �� �8� ���� ��  ���� �� ��;�����9���� 
vIw  ��� �� �8� 8���;����� �������� 9�������� �� �8� 9��8��� ��� �����  ����9� 
U(α1, β) = 0n U(α3, β) = 0 vβ ∈ [0, π]w!

[� ����� �� ��:�: �8� ��������: �� ��������� 9��������� 9�������� ��� �� ����� �8�
9���9���� An ��� Bm �� �8� �a������� vIwxvNw �8� ���������: �������� 9�������� 9��
�� � ��m

U1(α2, β) = U2(α2, β) =

⎧⎨
⎩

U3(α2, β), 0 � β < β0,

f(β), β < β0 � π,
vDw

U3(α, β0) =

⎧⎨
⎩

U1(α, β0), α1 � α � α2,

U2(α, β0), α2 � α � α3.
v$w

^�������� vDw ��� v$w ���E��� ��� ��:� ��������: �� ��������� 9���������n ��� �: � �8�
9��������� �� �� �� � ����E���E� ��� �� �8� ��9� �8�� �8� �������� ����� ��  �������� 
N�On N�O �� α = α2 ��� �������: ����� ��  �������� N�O ��� 0 � β < β0n ��� �8��
�8� �������� ����� ��  �������� N�O �� β = β0 vα1 � α � α3w ��� �������: ����� ��
 �������� N�O ��� α1 � α � α2 ���  �������� N�O ��� α2 � α � α3!

7�f��; � � �� �����:� v"wn vIwn vDwn v$w �� ���� ��� �8��

∞∑
n=0

AnPn(cosβ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

∞∑
m=1

BmW−1/2+iτm(α1, α2)
P−1/2+iτm(cos β)

P−1/2+iτm(cosβ0)
, 0 � β < β0,

f(β), β < β0 � π,

vVw

∞∑
m=1

BmW−1/2+iτm(α1, α) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
n=0

AnPn(cosβ0)
Wn(α1, α)

Wn(α1, α2)
, α1 � α � α2,

∞∑
n=0

AnPn(cosβ0)
Wn(α, α3)

Wn(α2, α3)
, α2 � α � α3.

v"#w
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\8� ���8�;���:��� �� �8� ��;�����9����  � ��� �� �8� E�����:� β vVw ��� α v"#w :��� ��
�8� :����� �:;�����9 �e������  � ���

An − (n+ 1/2)

∞∑
m=1

Bm
W−1/2+iτm(α1, α2)

P−1/2+iτm(cosβ0)
×

×
β0∫
0

sin(β)Pn(cosβ)P−1/2+iτm (cosβ) dβ =

= (n+ 1/2)

π∫
β0

sin(β)Pn(cosβ)f(β) dβ, v""w

Bm − 1

Nm

∞∑
n=0

AnPn(cosβ0)×

×
[

1

Wn(α1, α2)

α2∫
α1

sinh(α)W−1/2+iτm(α1, α)Wn(α1, α) dα+

+
1

Wn(α2, α3)

α3∫
α2

sinh(α)W−1/2+iτm(α1, α)Wn(α, α3) dα

]
= 0, v"�w

<8��� Nm =

α3∫
α1

sinhα
(
W−1/2+iτm(α1, α)

)2
dα T ��;�����9���� �����:������� 9�� ����!

�� +���������� \8� ����� ��� ��� �8� ���8�����9�: ����: �� �8� ���������::�
 �������9�: ��:� ���  ��� ������  � ��� �� �8� �� � �� ��:� ������� <��8 �::�� ���  ����9�!
\8� �����  ����9� � �� �::�� ��� �� ��E�:�����n �8� ����:����  ����9� � � ���� �� ��
�::�� ��� �� ��E�:�����! \� 9�:9�:��� �8� ��������: �� ���������n �8� �������� ����:�� ���
�8� Z��:�9� �e������ v"wn v�w <�  �:E�� �� �8�  ��������� E�����:� ���8��! \8� �������:
��;��� �� �8� ���  ���  � ��� <� ��E���� ���� �8��� �E��:�����;  �������� ! [� ��98 ��
�8�  �������� n �8� �:�9��� ����9 ��������: �� ��������� <� ��� ����� �� �8� ���� ��  ���� 
�� �8� Z�;����� ���9���� v=wxvNw! X��������: 9�������� vDwn v$w �� ����; �8� ��������:
9��������� ��� �� �� � ����E���E� ���� �� ��  ��:� �� ����9� �8� ������: �������� ����:�� ��
�  � ��� �� :����� �e������ v""wn v"�w ��:���E� �� �8� ��f��<� 9���9���� �� �8� ��������:
�a��� ��� vIw! \8� n �8� ��������: �� ��������� � ����� �� �8� ������ ���� �� �8� ��:�
���  ��� ������  � ���!
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1� �5\('!.(( a� a�+ 6#\% �)% 6� W�+ 6% %4%�) `� ��+ 2#.%)(�!*'% W� W�+ a()% $(X5) ^� `�+ ���9%	
'5)% W� ?� W''#Z% \#Z�(	�(9 d�Z4 �\(��� ! 8(�7 \��%Z	:#ZZ� �'� 9 5��<�()� <5%�('$!� �����	��� ����	��+
@/�-+ )5Z� E1+ (!!� @+ 99� @�/,@�0�

Y� ?$#*�' f� i�+ h%'$ _� ��+ V( ^�+ f# �� f($7	9� :5 \%'<� d�Z4 �\(!!(5' "%!�4 5' '%'5!� #<�# �4
�(' !�Z�'(4� :5 '%'5!<%Z� )%<##\ � %'!(!�5 !� X��������+ @/�-+ )5Z� ��+ (!!� �+ 99� 0�@-,0�0��

E� b('5$ %45)% `� ^�+ `$5 5) ?� b�+ 6�Z�)'*( i� �� j%Z<#Z%�(5' 5: % � (54� d�Z4	�\(!!(5' !*!��\
8(�7 % \54#Z%�5 � �����	��� ����	��+ @/�1+ )5Z� Y-+ (!!� @+ 99� @-�,@-E�

�� `$5 5) ?� b�+ b('5$ %45)% `� ^� ^%�7�\%�(<%Z \54�Z('$ 5: �7� �Z�<� 5' "�%\ :5 \%��('$ !*!��\!
5' �7� "%!(! 5: d�Z4 �\(!!(5' <%�754�! 8(�7 )% (5#! !7%9�!� [��� ��
��	�! ��
 [�����
����
 ��������	��+
@//0+ )5Z� �@+ (!!� @+ 99� �/0,����

A� ^%>(�< ^� 2� W�+ a %* 3�+ W#$#(�� ;�+ 2# `� j� V� `Z�<� 5!�%�(< Z(\(� 5: �7� T 	\%� ([ :5 
�Z�<� 5\%$'��(< !<%��� ('$C `[%<�  �!#Z�! :5 !97� 5(4%Z 9% �(<Z�!� ������� �� 9����	���	%� 
�����������
��
 Y�
	��	%� ��������+ @/��+ )5Z� @//+ 99� Y/,YA�

-� ^%>(�< ^� 2� W�+ a %* 3�+ W#$#(�� ;�+ 2# `� j� V� �97� 5(4%Z 7% \5'(< �[9%'!(5'! :5 �7� !5Z#�(5'
5: V%9Z%<�l! �e#%�(5' :5 % 95('� !5# <� '�% % !97� �� ����	��� Y�%	�\ �+ @/��+ )5Z� -Y+ (!!� 0+ '5� /000/��

�/� 6�<7%#\'%� ;�+ f#*'7 b�+ f(4%.% h� 67 ��	4(\�'!(5'%Z Z�<� 5\�<7%'(<%Z %'%Z*!(! 5: %
<5'4#<�('$ 9 5Z%�� !97� 5(4 5' % $ 5#'4�4 9Z%'�� ���� ��������	��� �� 7	������	�� ��
 ������	���
�������	��+ @/�1+ )5Z� @�+ (!!� �+ 99� A/,A�+ '5� E�1/�@A�

��� �#� j�+ `4\(!�5' 2�+ i�'$ �� g\%$� �7�5 * :5 ?�#\%'' :#'<�(5'! (' �7� 9 5Z%�� !97� 5(4%Z
$�5\�� *� �
%����� 	� ��������	��� ����	��+ @/�A+ )5Z� @/�A+ '5� �EA0-@-�

�@� W" %\58(�X ^�+ ���$#' g� W� ]��
Q��$ �� ��������	��� �����	��� \	�� ��������8 !�����8 ��

��������	��� ��Q���� �%!7('$�5'+ ij+ ?;� � �!!+ �-E1+ �/1E 9� =W99Z(�4 ^%�7�\%�(<!� �� (�! YYB�

�0� ;%��\%' f�+ ` 4�Z*( W� ]	!��� ��������
����� �����	���� g' @ )5Z� ?�8 �5 .+ 65 5'�5+ V5'45'+
^<a %8	f(ZZ ;55. j5\9%'* g'<�+ �-Y0+ )5Z� �+ 0/@ 9�
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