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Ïðåäèñëîâèå

Íàñòîÿùåå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðàêòèêóìà ïî êóðñó �Ìåòîäû âû÷èñëåíèé�, ÷èòàåìîìó íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå ÑÏáÃÓ íà 2, 3 êóðñàõ è ñîîòâåòñòâóåò îáðàçîâàòåëüíûì ïðîãðàììàì ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùèì íàïðàâëåíèÿì ïîäãîòîâêè. Â íåîáõîäèìîì îáúåìå ðàññìîòðåíû òåîðåòè÷åñêèå
âîïðîñû ïî ñëåäóþùèì ðàçäåëàì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ:

1) Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

2) Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé è ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà.

3) ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.

4) Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.

5) ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.

6) ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

7) Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü è ðåøåíèå æåñòêèõ ñèñòåì.

8) Ïðÿìûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

9) Ðåøåíèå ïîëíîé è ÷àñòè÷íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Â ïîñîáèè ðàçìåùåíû âàðèàíòû çàäàíèé ñ óäîáíîé íàâèãàöèåé ïî âñåì òåìàì ó÷åáíîãî
êóðñà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèâåäåíû óêàçàíèÿ.
Îáó÷àþùèåñÿ äîëæíû îñâîèòü ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïðîãðàììèðóÿ àëãîðèòì
ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.
Ââåäåíà ïîäðîáíàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë äëÿ óäîáñòâà ññûëîê íà íèõ âî âðåìÿ ïðåçåíòàöèè
ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà íà çàíÿòèè â êîìïüþòåðíîì êëàññå.
Íóìåðàöèÿ òåîðåì, ôîðìóë, çàìå÷àíèé, ãðàôèêîâ â êàæäîì ðàçäåëå ñâîÿ. Ññûëêè íà ôîð-
ìóëû, òåîðåìû èç äðóãèõ ðàçäåëîâ äàþòñÿ ñ óêàçàíèåì ðàçäåëà.
Ó÷åáíîå ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ.
Îíî ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíî îáó÷àþùèìñÿ äðóãèõ âóçîâ, â ó÷åáíûå ïëàíû êîòîðûõ
âêëþ÷åíî èçó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.
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1. Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è

íåëèíåéíûõ ñèñòåì

1.1. Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Äàíî óðàâíåíèå
f(x) = 0, (1)

ãäå ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èí-
òåðâàëå a < x < b.
Âñÿêîå çíà÷åíèå x∗ òàêîå, ÷òî f(x∗) = 0, íàçûâàåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (1) èëè íóëåì ôóíê-
öèè f(x). Ïðèáëèæåííîå íàõîæäåíèå èçîëèðîâàííûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ
ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ýòàïîâ

1) Îòäåëåíèå êîðíåé, ò. å. óñòàíîâëåíèå ïðîìåæóòêîâ [α, β], â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ îäèí
è òîëüêî îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (1). Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïðîìåæóòêîâ äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê êîðíÿì.

2) Óòî÷íåíèå ïðèáëèæåííûõ êîðíåé.

1.1.1. Îòäåëåíèå êîðíåé

Äëÿ îòäåëåíèÿ êîðíåé ñëåäóåò ïîñòðîèòü òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè èëè ãðàôèê ôóíê-
öèè, íàéòè ïðîìåæóòêè, íà êîíöàõ êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçíûå çíàêè.
Òîãäà âíóòðè ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ
f(x) = 0.
Íóæíî òåì èëè èíûì îáðàçîì óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûé êîðåíü ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.
Äëÿ óìåíüøåíèÿ äëèí ïðîìåæóòêîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ
(áèñåêöèè).
Ïîëàãàåì [a0, b0] = [a, b].
Ïóñòü c0 = (a0 + b0)/2.
Äàëåå ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîìåæóòêîâ {[ak, bk]}, k = 1, 2, . . .

[ak, bk] =

{
[ak−1, ck−1], åñëè f(ak−1) · f(ck−1) < 0,

[ck−1, bk−1], åñëè f(ck−1) · f(bk−1) < 0.

Çäåñü íà êàæäîì øàãå äëèíà ïðîìåæóòêà óìåíüøàåòñÿ âäâîå, òàê ÷òî

bk − ak = (b− a)/2k.

1.1.2. Óòî÷íåíèå êîðíåé

Äëÿ óòî÷íåíèÿ êîðíåé èñïîëüçóþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè âàæíî ñëåäóþùåå:

• ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà;

• óñëîâèå ñõîäèìîñòè;

• ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè):

÷èñëî α > 1 íàçûâàþò ïîðÿäêîì ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ê x∗, åñëè
xk → x∗ è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ ÷òî ïðè âñåõ k

|xk − x∗| 6 C |xk−1 − x∗|α; (2)

9



• ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε, ò. å. êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ.

Çäåñü èìååòñÿ â âèäó íàõîæäåíèå xk òàêîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |xk − x∗| < ε.

Îöåíêè ïîãðåøíîñòè
Ñóùåñòâóþò àïðèîðíûå è àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè |xk − x∗|.
Àïðèîðíûå îöåíêè ÷àñòî áûâàþò ñèëüíî çàâûøåíû.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ xk ëþáîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f ′(x) 6= 0, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì

|xk − x∗| 6
|f(xk)|
m1

, (3)

ãäå m1 = min |f ′(x)| ïðè a 6 x 6 b.

1.1.3. Ìåòîä Íüþòîíà (ìåòîä êàñàòåëüíûõ)

Äàíî óðàâíåíèå (1).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) � âåùåñòâåííàÿ è íàõîäèì âåùåñòâåííûé êîðåíü x∗.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà îòðåçêå [a, b] òàêîì, ÷òî f(a)f(b) < 0, f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà è f ′(x), f ′′(x) çíàêîïîñòîÿííû.
Âûáèðàåì x0 ∈ [a, b]. Çàìåíèì óðàâíåíèå â îêðåñòíîñòè x0 ïðèáëèæ¼ííûì óðàâíåíèåì

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = 0,

ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî åñòü ëèíåéíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) â ðÿä Òåéëîðà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Îòñþäà

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó ìåòîäà Íüþòîíà

xk = xk−1 −
f(xk−1)

f ′(xk−1)
, k = 1, 2, . . . . (4)

Ìåòîä Íüþòîíà èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë:
xk åñòü àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x), ïîñòðîåííîé â
òî÷êå (xk−1, f(xk−1)), ñ îñüþ àáñöèññ. Ýòî èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 1. Çäåñü x0 = 1,

f(x) = (x− 2)2 (x− 3) = x3 − 7x2 + 16x− 12. (5)

Òåîðåìà 1 (î ñõîäèìîñòè). Åñëè

1) f(a)f(b) < 0,

2) f ′(x), f ′′(x) ñîõðàíÿþò îïðåäåëåííûå çíàêè ïðè x ∈ [a, b],

3) f(x0)f
′′(x0) > 0, x0 ∈ [a, b],

òî xk → x∗, ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|xk − x∗| 6
M2

2m1

(xk−1 − x∗)2. (6)

10



Ðèñ. 1. Ìåòîä Íüþòîíà

Çäåñü
m1 = min

x∈[a,b]
|f ′(x)|, M2 = max

x∈[a,b]
|f ′′(x)|. (7)

Åñëè f(x0) f
′′(x0) < 0, òî ìîæíî íå ïðèéòè ê x = x∗, åñëè x0 íå î÷åíü õîðîøåå.

Èëëþñòðàöèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ äëÿ ôóíêöèè (5), x0 = 2.6 ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2. Â äàííîì
ñëó÷àå, òåì íå ìåíåå, ïðîöåññ ñõîäèòñÿ.
Òàê êàê ìåòîä Íüþòîíà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè, òî ÷àùå âñåãî ìîæíî ïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèì êðèòåðèåì îöåíêè ïîãðåøíîñòè: åñëè

|xk − xk−1| < ε,

òî
|xk − x∗| < ε.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòèì êðèòåðèåì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè f ′(x∗) = 0, òî êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè ìîæåò è íå áûòü.
Íàïðèìåð, ïóñòü f(x) = x2, êîðåíü x∗ = 0 � êîðåíü âòîðîé êðàòíîñòè, ðàñ÷åòíàÿ ôîð-
ìóëà èìååò âèä: xk+1 = xk/2 è ñõîäèìîñòü ëèíåéíàÿ (åñëè x0 6= 0).
Âòîðîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè äëÿ êîðíÿ êðàòíîñòè p ìîæíî äîñòè÷ü, ïðèìåíÿÿ ðàñ÷åò-
íóþ ôîðìóëó âèäà

xk = xk−1 − p
f(xk−1)

f ′(xk−1)
, k = 1, 2, . . . (8)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå âûøå ðàññìîòðåííîãî óðàâíåíèÿ

(x− 2)2 (x− 3) = 0 (9)
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Ðèñ. 2. Ìåòîä Íüþòîíà, f(x0)f
′′(x0) < 0

êðàòíûé êîðåíü x = 2 íàõîäèòñÿ ïðè íà÷àëüíîì x0 = 1 ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.001 ìåòîäîì
Íüþòîíà áåç ó÷åòà êðàòíîñòè ïî ôîðìóëå (4) çà 11 èòåðàöèé, à ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè p = 2
ïî ôîðìóëå (8) çà 4 èòåðàöèè.

Çàìå÷àíèå 2. Èíîãäà öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà ñ
ðàñ÷åòíîé ôîðìóëîé

xk = xk−1 −
f(xk−1)

f ′(x0)
, k = 1, 2, . . . (10)

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèâåäåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó ìåòîäà òðåòüåãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè:

xk = xk−1 −
f(xk−1)

f ′(xk−1)
−
f 2(xk−1) f

′′(xk−1)

2 (f ′(xk−1))3
, k = 1, 2, . . . (11)

1.1.4. Ìåòîä ñåêóùèõ

Çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíóþ â ðàñ÷åòíîé ôîðìóëå ìåòîäà Íüþòîíà å¼ ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì
ïî ôîðìóëàì ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó

xk+1 = xk −
f(xk)

f(xk)− f(xk−1)
(xk − xk−1), k = 1, 2, . . . . (12)

Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè è ñêîðîñòü ìåòîäà ñåêóùèõ îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|xk − x∗| 6
M2

2m1

(xk−1 − x∗)α, (13)

12



ãäå α =

√
5 + 1

2
≈ 1.618, à m1 è M2 èìåþò îïðåäåëåííûé â (7) ñìûñë.

Â ìåòîäå ñåêóùèõ â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì:
åñëè |xk − xk−1| < ε, òî |xk − x∗| < ε.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà ñåêóùèõ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Ìåòîä ñåêóùèõ

Â ñëó÷àå êîðíÿ êðàòíîñòè p àíàëîãè÷íî ìåòîäó Íüþòîíà ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü ðàñ-
÷åòíóþ ôîðìóëó âèäà

xk+1 = xk − p
f(xk)

f(xk)− f(xk−1)
(xk − xk−1), k = 1, 2, . . . . (14)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (9) êðàòíûé êîðåíü x = 2 íàõîäèòñÿ ïðè íà÷àëüíûõ x0 =
1.5, x1 = 1.9 ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.001 ìåòîäîì ñåêóùèõ áåç ó÷åòà êðàòíîñòè ïî ôîðìóëå (12)
çà 12 èòåðàöèé, à ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè p = 2 ïî ôîðìóëå (14) çà 7 èòåðàöèé.

1.1.5. Ìåòîä õîðä

Ïóñòü èçâåñòåí ïðîìåæóòîê [a, b], òàêîé ÷òî f(a) · f(b) < 0 è f ′′(x) > 0. Ðàññìîòðèì äâà
âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

1) f(a) < 0, ñîîòâåòñòâåííî f(b) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå êîíåö b íåïîäâèæåí è ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïðè x0 = a

xk+1 = xk −
f(xk)

f(b)− f(xk)
(b− xk), k = 0, 1, . . . . (15)

îáðàçóþò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xk < xk+1 < . . . < x∗ < b.
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2) f(a) > 0, ñîîòâåòñòâåííî f(b) < 0. Â ýòîì ñëó÷àå êîíåö a íåïîäâèæåí è ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïðè x0 = b

xk+1 = xk −
f(xk)

f(xk)− f(a)
(xk − a), k = 0, 1, . . . . (16)

îáðàçóþò ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì

a < x∗ < . . . < xk+1 < xk < . . . < x1 < x0 = b.

Ïðåäåëû ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x∗ ñóùåñòâóþò, òàê êàê îíè îãðàíè÷åíû è ìîíîòîííû.
Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì (3)

|xk − x∗| 6
|f(xk)|
m1

,

è

|xk − x∗| 6
M1 −m1

m1

|xk − xk−1|, (17)

ãäå m1 = min |f ′(x)|, M1 = max |f ′(x)| ïðè a 6 x 6 b.
Ãåîìåòðè÷åñêè ìåòîä ýêâèâàëåíòåí çàìåíå êðèâîé y = f(x) õîðäàìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç
òî÷êè (xk, f(xk)), (xk+1, f(xk+1)), k=0, 1,. . .
Ïîðÿäîê ìåòîäà � ïåðâûé è íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ìîäóëåì ðàçíîñòè
äâóõ ñîñåäíèõ ïðèáëèæåíèé.

1.1.6. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè (ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé)

Çàìåíèì óðàâíåíèå (1) ðàâíîñèëüíûì óðàâíåíèåì

x = ϕ(x), (18)

ãäå ϕ(x) � íåïðåðûâíà.
Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà

xk = ϕ(xk−1), k = 1, 2, . . . (19)

Åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùàÿñÿ, òî lim
k→∞

xk = x∗.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 4.
Êðàòêî ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ñõîäèìîñòè.
Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (a, b) êîðíÿ x∗ óðàâíåíèÿ (18) ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x) ñîõðàíÿåò
ïîñòîÿííûé çíàê è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|ϕ′(x)| 6 q < 1. (20)

Òîãäà, åñëè ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x) ïîëîæèòåëüíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (19)
(x0 ∈ (a, b)) ñõîäÿòñÿ ê êîðíþ x∗ ìîíîòîííî, åñëè ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x) îòðèöàòåëüíà, òî
ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ êîëåáëþòñÿ îêîëî êîðíÿ x∗.
Ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè ìåòîäà èòåðàöèé â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè ϕ(x) è îò
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 èëëþñòðèðóþòñÿ íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 4. Ìåòîä èòåðàöèé

Îöåíêè ïîãðåøíîñòè
Àïðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè

|x∗ − xk| 6
qk

1− q
|x1 − x0|. (21)

Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè

|x∗ − xk| 6
q

1− q
|xk − xk−1|. (22)

Çàìå÷àíèå 4. Êàê ïîêàçûâàåò îöåíêà (22), îøèáî÷íî áûëî áû ïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå
êðèòåðèÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε ñîâïàäåíèÿ xk è xk−1 ñ òî÷íîñòüþ
ε.

Çàìå÷àíèå 5. Íàïîìíèì, ÷òî ïðèâîäèòü óðàâíåíèå âèäà (1) ê âèäó (18) ñëåäóåò òàê,
÷òîáû |ϕ′(x)| 6 q < 1, ïðè÷åì, ÷åì ìåíüøå ÷èñëî q, òåì áûñòðåå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñëå-
äîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê êîðíþ x∗.
Óêàæåì îäèí äîñòàòî÷íî îáùèé ïðèåì ïðèâåäåíèÿ. Ïóñòü èñêîìûé êîðåíü x∗ óðàâíåíèÿ
ëåæèò íà îòðåçêå [a, b], ïðè÷åì

0 < m1 6 f ′(x) 6M1

ïðè a 6 x 6 b. Çàìåíèì óðàâíåíèå (1) ýêâèâàëåíòíûì åìó óðàâíåíèåì

x = x− λ f(x) (λ > 0).
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Ðèñ. 5. Ìåòîä èòåðàöèé

Èç óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ìîæíî âçÿòü λ =
1

M1

è òîãäà

q = 1−
m1

M1

< 1.

Çàìå÷àíèå 6. Ôîðìóëó (4) ìåòîäà Íüþòîíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìóëó ìå-
òîäà èòåðàöèé äëÿ óðàâíåíèÿ x = ϕ(x), ãäå

ϕ(x) = x− f(x)/f ′(x).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ϕ′(x∗) = 0.
Ïîýòîìó ñëåäóåò îæèäàòü êâàäðàòè÷íóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

1.1.7. Çàäàíèå 1

Äàíî óðàâíåíèå f(x) = 0.
Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå êîðíè èëè êîðíè íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

2) Ñóçèòü èíòåðâàëû, îïðåäåëåííûå âûøå, â íåñêîëüêî ðàç, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîëîâèí-
íîãî äåëåíèÿ.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�, ðàíåå è äàëåå â òàá-
ëèöå îíè îáîçíà÷åíû x∗.
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4) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.0001 ìåòîäîì ñåêóùèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíî-
ñòüþ.

5) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.001 ìåòîäîì õîðä. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü îöåíêó (17).
Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ.

6) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì èòåðàöèé ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001, âûáðàâ â êà÷åñòâå x0
òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è â ìåòîäå Íüþòîíà.

7) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ äîëæíû áûòü ñîçäàíû ïîäïðîãðàììû ñ ïàðàìåòðàìè:

• x0 � íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ê êîðíþ (â ìåòîäå Íüþòîíà è â ìåòîäå èòåðàöèé);

• ε � çàäàííàÿ òî÷íîñòü;

• kmax � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çàöèêëèâàíèÿ).

Ïîäïðîãðàììà äîëæíà âîçâðàùàòü ëèáî xk, òàêîå ÷òî |xk − x∗| < ε, ëèáî xkmax.

Ðåçóëüòàòû ìåòîäîâ óòî÷íåíèÿ îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû 1.

Òàáëèöà 1
k xk xk − xk−1 xk − x∗ f(xk)
0 �
1
. . . . . . . . . . . . . . .

1.1.8. Âàðèàíòû çàäàíèÿ 1

Âàðèàíò 1

x2 − 20 sin(x) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå êîðíè.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì èòåðàöèé ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001, âûáðàâ â êà÷åñòâå x0
òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è â ìåòîäå Íüþòîíà.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.
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Âàðèàíò 2

63x5 − 70x3 + 15x2 − 8x = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå êîðíè.

2) Ñóçèòü èíòåðâàëû, îïðåäåëåííûå âûøå, â íåñêîëüêî ðàç, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîëîâèí-
íîãî äåëåíèÿ.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

4) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.0001 ìåòîäîì ñåêóùèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíî-
ñòüþ.

5) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 3

32x6 − 48x4 + 18x2 − 1−
9

x+ 10
= 0. Íàéòè êîðíè íà [0, 2].

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü êîðíè íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

3) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.001 ìåòîäîì èòåðàöèé.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 4

64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x+
√

1− 0.2x2 = 0. Íàéòè îòðèöàòåëüíûå êîðíè.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü êîðíè íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

18



3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì èòåðàöèé ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001, âûáðàâ â êà÷åñòâå x0
òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è â ìåòîäå Íüþòîíà.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 5

ctg(x)− 2x2 = 0. Íàéòè ïåðâûå òðè ïîëîæèòåëüíûå êîðíÿ.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü êîðíè íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

2) Ñóçèòü èíòåðâàëû, îïðåäåëåííûå âûøå, â íåñêîëüêî ðàç, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîëîâèí-
íîãî äåëåíèÿ.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

4) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.0001 ìåòîäîì ñåêóùèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíî-
ñòüþ.

5) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 6

e−
x
4 sin(π x) + 0.1 = 0. Íàéòè êîðíè, ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó [0, 3].

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü êîðíè íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

3) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.0001 ìåòîäîì ñåêóùèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíî-
ñòüþ.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.
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Âàðèàíò 7

lg(x)−
1

x2
= 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå êîðíè.

2) Ñóçèòü èíòåðâàëû, îïðåäåëåííûå âûøå, â íåñêîëüêî ðàç, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîëîâèí-
íîãî äåëåíèÿ.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

4) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.0001 ìåòîäîì ñåêóùèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíî-
ñòüþ.

5) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 8

ln(5− x) + x = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå êîðíè.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì èòåðàöèé ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001, âûáðàâ â êà÷åñòâå x0
òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è â ìåòîäå Íüþòîíà.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 9

e−
√
x cos(2π x) = 0.6.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå êîðíè.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.
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3) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.0001 ìåòîäîì ñåêóùèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè.

Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 10

x4 +
1

5− x
+ 1 = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå êîðíè.

2) Ñóçèòü èíòåðâàëû, îïðåäåëåííûå âûøå, â íåñêîëüêî ðàç, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîëîâèí-
íîãî äåëåíèÿ.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

4) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.0001 ìåòîäîì ñåêóùèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíî-
ñòüþ.

5) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 11

tg(x) + ex = 0. Íàéòè îòðèöàòåëüíûå êîðíè.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü êîðíè íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì èòåðàöèé ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001, âûáðàâ â êà÷åñòâå x0
òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è â ìåòîäå Íüþòîíà.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.
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Âàðèàíò 12

x2 − 20 sin(x) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå êîðíè.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì èòåðàöèé ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001, âûáðàâ â êà÷åñòâå x0
òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è â ìåòîäå Íüþòîíà.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 13

63x5 − 70x3 + 15x2 − 8x = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü âñå âåùåñòâåííûå êîðíè.

2) Ñóçèòü èíòåðâàëû, îïðåäåëåííûå âûøå, â íåñêîëüêî ðàç, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîëîâèí-
íîãî äåëåíèÿ.

3) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

4) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.0001 ìåòîäîì ñåêóùèõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ñðàâíèòü ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíî-
ñòüþ.

5) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Âàðèàíò 14

32x6 − 48x4 + 18x2 − 1−
9

x+ 10
= 0. Íàéòè êîðíè, ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó [0, 2].

Òðåáóåòñÿ

1) Îòäåëèòü êîðíè íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

2) Âû÷èñëèòü êîðíè ìåòîäîì Íüþòîíà (èëè ìîäèôèöèðîâàííûì) ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.000001. Ýòè çíà÷åíèÿ êîðíåé äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü �òî÷íûìè�.

3) Èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû èç ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïóíêòà, íàéòè òðåáóåìûå êîðíè ñ òî÷-
íîñòüþ ε = 0.001 ìåòîäîì èòåðàöèé.

4) Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.
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1.1.9. Çàäàíèå 2

Äàíî óðàâíåíèå Pn(x) = 0, ãäå

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (23)

� ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà, êîðíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ óçëàìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà.
Òðåáóåòñÿ, èñïîëüçóÿ ìåòîä Íüþòîíà, âû÷èñëèòü óêàçàííûé ïî íîìåðó (ïî âîçðàñòàíèþ)
êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε. Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà Íüþòîíà
äîëæíà áûòü ñîçäàíà ïîäïðîãðàììà ñ ïàðàìåòðàìè:

• x0 � íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ê êîðíþ;

• ε � çàäàííàÿ òî÷íîñòü;

• kmax � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çàöèêëèâàíèÿ);

• x∗ � �òî÷íîå� çíà÷åíèå êîðíÿ1.

Ïîäïðîãðàììà äîëæíà âîçâðàùàòü ëèáî xk òàêîå, ÷òî |xk−x∗| < ε, ëèáî xkmax è êîëè÷åñòâî
èòåðàöèé.
Ðåçóëüòàòû îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû 2.

Òàáëèöà 2
k xk xk − xk−1 xk − x∗ Pn(xk)
0 �
1
. . . . . . . . . . . . . . .

Çàìå÷àíèå 7. Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ê êîðíþ óäîáíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

x0(i) = − cos

(
i− 1/4

n+ 1/2
π

)
. (24)

Çäåñü i � íîìåð êîðíÿ, n � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà.

Ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà
Ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà (23) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîãî÷ëåíà ßêîáè P

(α,β)
n (x) ïðè

α = β = 0. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ îá ýòèõ ìíîãî÷ëåíàõ.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíîâ, êîãäà α = β = k � öåëîå ÷èñëî.

1) P
(k,k)
0 (x) = 1, P

(k,k)
1 (x) = (k + 1)x.

2) Òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíà ßêîáè ñâÿçàíû ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé:

P
(k,k)
n+2 (x) =

(n+ k + 2)(2n+ 2k + 3)x · P (k,k)
n+1 (x)− (n+ k + 2)(n+ k + 1)P

(k,k)
n (x)

(n+ 2k + 2)(n+ 2)
,

n = 0, 1, 2, . . .

3) Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè:[
P

(k,k)
n (x)

]′
=
n+ 2k + 1

2
P

(k+1,k+1)
n−1 (x), n > 1.

1�Òî÷íîå� çíà÷åíèå êîðíÿ ìîæíî íàéòè èëè âñòðîåííîé ôóíêöèåé èëè ìåòîäîì Íüþòîíà ñ ε = 10−15.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé â òî÷êå ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñ-
ïîëüçîâàòü âûøåïðèâåäåííóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, òàê êàê ñ÷åò ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç åãî
êîýôôèöèåíòû íåóñòîé÷èâ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n.
Êàê âèäíî, â äàííîì ñëó÷àå ïîíàäîáèòñÿ âû÷èñëÿòü íå òîëüêî P

(0,0)
n (x), íî è P

(1,1)
n−1 (x). Â

ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîòðåáóåòñÿ ñîçäàòü ïîäïðîãðàììó ñ ïàðàìåòðàìè:

• n � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà;

• k � âåðõíèé èíäåêñ ó ìíîãî÷ëåíà ßêîáè;

• x � òî÷êà, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà.

Ýòà ïðîãðàììà íà ÿçûêå MATLAB ìîæåò èìåòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå ñîäåðæàíèå:

function tmp=Precx(n,k,x)

tmp0=1;

tmp1=(k+1)*x;

tmp=tmp1;

for i=1:n-1

tmp=((i+k+2)*(2*i+2*k+3)*x*tmp1-

(i+k+2)*(i+k+1)*tmp0)/((i+2*k+2)*(i+2));

tmp0=tmp1;

tmp1=tmp;

end

end

%Èñïîëüçîâàíèå âñòðîåííûõ ôóíêöèé MATLAB

syms x;

n=3

num=3

%Èñïîëüçóåòñÿ âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

%ïîëèíîìà Ëåæàíäðà

P=vpa(collect(legendreP(n,x)))

%Èñïîëüçóåòñÿ âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

%ïîëèíîìà ßêîáè

Pj=vpa(collect(jacobiP(n,k1,k2,x)

dP = diff(P) %äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîëèíîìà Ëåæàíäðà

%Âû÷èñëåíèå è ñîðòèðîâêà ïî âîçðàñòàíèþ

%âñåõ êîðíåé ïîëèíîìà

Xsolve=sort(vpa(solve(P,x)))

%Èçâëå÷åíèå êîðíÿ ïî çàäàííîìó ïîðÿäêîâîìó íîìåðó

xexact=Xsolve(num)
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1.2. Ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà

Äàíà ñèñòåìà {
f(x, y) = 0,

g(x, y) = 0.
(25)

ãäå f(x, y), g(x, y) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè.
Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèé, àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àþ îäíîãî óðàâíåíèÿ, ò. å. ïðèáëèæåííî çàìåíÿÿ
ñèñòåìó (25) ëèíåéíîé ñèñòåìîé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû:

xk+1 = xk−
d
(k)
x

d(k)
, yk+1 = yk−

d
(k)
y

d(k)
,

ãäå

d(k) =

∣∣∣∣ f ′x(xk, yk)g′x(xk, yk)
f ′y(xk, yk)
g′y(xk, yk)

∣∣∣∣ ,
d
(k)
x =

∣∣∣∣ f(xk, yk)
g(xk, yk)

f ′y(xk, yk)
g′y(xk, yk)

∣∣∣∣ , d(k)y =

∣∣∣∣ f ′x(xk, yk)g′x(xk, yk)
f(xk, yk)
g(xk, yk)

∣∣∣∣ .
1.2.1. Çàäàíèå

Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èëè ðåøåíèÿ â çàäàííîé îáëàñòè ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ ε=0.00001.
Ïðîãðàììà äîëæíà ñîäåðæàòü ïîäïðîãðàììó äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì Íüþòîíà
ñ ïàðàìåòðàìè:
x0, y0 � íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ê êîðíþ;
ε � çàäàííàÿ òî÷íîñòü;
kmax � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çàöèêëèâàíèÿ).
Ïîäïðîãðàììà äîëæíà âîçâðàùàòü ëèáî ïðèáëèæåíèå (xk, yk) òàêîå, ÷òî

||(xk − xk−1, yk − yk−1)|| < ε, ëèáî (xkmax, ykmax).

Çäåñü íîðìà âåêòîðà (xk − xk−1, yk − yk−1) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

||(xk − xk−1, yk − yk−1)|| =
√

(xk − xk−1)2 + (yk − yk−1)2.

Îò÷åò äîëæåí ñîäåðæàòü

1) Ãðàôèêè ôóíêöèé f(x, y) = 0, g(x, y) = 0 äëÿ âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ,
âûïîëíåííûå, íàïðèìåð, â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå Maple.

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò îáúÿâèòü ôóíêöèè f(x, y), g(x, y), ïîäêëþ÷èòü ïàêåò, ñîäåðæà-
ùèé ôóíêöèþ implicitplot() äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé, è
îáðàòèòüñÿ ê íåé.
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Îáðàçåö:

> f:=(x,y)->exp(y-0.1*x)-x*y-1.4;

> g:=(x,y)->x^2-2*y^2-4;

> with(plots):

> implicitplot({f(x,y)=0,g(x,y)=0},x=-4..4,y=-3..3);

2) Óòî÷íåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ||(xk − xk−1, yk − yk−1)|| > ε,
ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ðåçóëüòàòû îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû 3.

Òàáëèöà 3
k xk yk ||((xk − xk−1), (yk − yk−1))|| f(xk, yk) g(xk, yk)
0 �
1
. . .

1.2.2. Âàðèàíòû ñèñòåì

Âàðèàíò 1


sin(x− 0.5y)− x+ y2 = 0,

(y + 0.1)2 + x2 = 0.6.

Âàðèàíò 2


sin(x+ y)− 1.5x = −0.2,

y2 + x2 = 1.

Âàðèàíò 3


e
y−
x

10 − yx = 1.4,

x2 + 2y2 = 4.
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Âàðèàíò 4


tg(x− y − 0.2) = xy,

0.7x2 + 2y2 = 1.

Âàðèàíò 5


sin(x− 0.5y) = x− y2,

(y + 0.1)2 + x2 = 0.7.

Âàðèàíò 6

(y + 0.1)2 + x2 = 0.2,

sin(x)− y2 = 0.37731.

Âàðèàíò 7


sin(x− 0.4 y) = x− y2,

(y + 0.1)2 + x2 = 0.7.

Âàðèàíò 8


tg(y − 0.8x) + 0.8xy = 0.3,

x2 + y2 = 1.7.

Âàðèàíò 9


tg(y − 0.2x) + 0.2xy = 0.3,

x2 + y2 = 1.7.

Âàðèàíò 10


tg(x− y − 0.2) = xy,

0.5x2 + 2y2 = 1.
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Âàðèàíò 11


ex+y + y = x2,

(x+ 0.5)2 + y2 = 2.

Âàðèàíò 12


tg(xy + 0.1) = x2,

0.5x2 + 2y2 = 1.

Âàðèàíò 13


sin(x+ y)− 1.5x = −0.2,

y2 + 0.5x2 = 1.

Âàðèàíò 14


tg(xy + 0.4) = x2,

x2 + 2y2 = 1.

Âàðèàíò 15


cos(x2 + 0.6y) + x2 + y2 = 1.6,

1.5(x+ 0.1)2 − (y − 0.1)2 = 1.4.

Âàðèàíò 16


sin(x2 + y) + y2 = 2.1,

x2

2
− cos(y2) = 0.15269.

Âàðèàíò 17


sin(x)

2
− cos(y + x) = 0.75,

y2

4
+ x2 = 3.58595.
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2. Èíòåðïîëèðîâàíèå ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå [a, b] çàäàíà òàáëèöà çíà÷åíèé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè y = f(x):

x f(x)
x0 f(x0)
x1 f(x1)
x2 f(x2)
. . . . . .
xn f(xn)

Óçëû ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè:

xi 6= xj, i 6= j.

Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x = x, íå ñîâïàäàþùåé ñ óçëàìè.
Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîí-
íîãî ìíîãî÷ëåíà:

f(x) ≈ Pn(x),

ãäå Pn(x) ñòðîèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì èç óñëîâèé

Pn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.

Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ íàõîäèòñÿ èç òåîðåìû

2.2. Òåîðåìà î ïîãðåøíîñòè

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íóþ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f (n+1)(x) íà
íàèìåíüøåì îòðåçêå [c, d], ñîäåðæàùåì óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ x0, x1, . . . , xn è òî÷êó
èíòåðïîëèðîâàíèÿ x, òàê ÷òî c = min{x0, x1, . . . , xn, x}, d = max{x0, x1, . . . , xn, x}.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ = ξ(x), c < ξ < d, ÷òî

Rn(f, x) = f(x)− Pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x), ωn+1(x) =

n

Π
i=0

(x− xi). (1)

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Rn(x)| 6Mn+1 ·
|(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)|

(n+ 1)!
, (2)

ãäå
Mn+1 = max |f (n+1)(x)|, x ∈ [c, d].

×àñòî ïðàêòè÷åñêè ñòðîèòñÿ ìíîãî÷ëåí Pm(x), ãäå m < n, ïî m+ 1 óçëó.
Î÷åâèäíî, ÷òî èç n+1 óçëà ñëåäóåò âûáðàòü òàêèå m+1, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íàèìåíü-
øóþ ïîãðåøíîñòü, ò. å. óçëû, áëèæàéøèå ê òî÷êå èíòåðïîëèðîâàíèÿ x. Ïðè ïîñòðîåíèè
èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â âèäå

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an

29



êîýôôèöèåíòû ai ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

Pn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû � îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Îí îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê
óçëû ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Óäîáíåå ñòðîèòü ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà èëè â ôîðìå Ëàãðàíæà.

2.3. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà èìååò âèä

Pn(x) = A0 + A1(x − x0) + A2(x − x0)(x − x1) + · · · + An(x − x0) · · · (x − xn−1). (3)

Ïðåèìóùåñòâîì ýòîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:

A0 = f(x0), A1 =
f(x1) − f(x0)

x1 − x0
è ò. ä., à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî

Pk(x) = Pk−1(x) + Ak(x− x0) · · · (x− xk−1).

2.4. Ìèíèìèçàöèÿ ïîãðåøíîñòè â òî÷êå èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Åñëè óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ x0, x1, . . . , xn âûáðàíû â ïîðÿäêå áëèçîñòè ê òî÷êå èíòåðïî-
ëèðîâàíèÿ x, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ëþáîé ñòåïåíè

P0(x), P1(x), . . . , Pn(x)

îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì ïîãðåøíîñòè

|f(x)− Pi(x)|

ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ äàííîé ñòåïåíè, ïîñòðîåííûõ ïî äàííîé òàáëèöå óçëîâ.

2.5. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà. Îáðàòíîå
èíòåðïîëèðîâàíèå

2.5.1. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä

Pn(x) =
n∑
k=0

ωn+1(x)

(x− xk)ω′n+1(xk)
f(xk) =

n∑
k=0

∏
i 6=k

(x− xi)∏
i 6=k

(xk − xi)
f(xk), (4)

ãäå

ωn+1(x) =
n

Π
i=0

(x− xi). (5)
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2.5.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáðàòíîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå [a, b] çàäàíà òàáëèöà çíà÷åíèé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè y = f(x)

x f(x)
x0 f(x0)
x1 f(x1)
x2 f(x2)
. . . . . .
xn f(xn)

Óçëû ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè

xi 6= xj, i 6= j.

Òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî íàéòè òàêîå x, ÷òî f(x) ≈ y.

2.5.3. Çàäàíèå 1

1) Äàíà ôóíêöèÿ y = f(x), óçëû, çíà÷åíèå ôóíêöèè y. Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé
ôóíêöèè â óçëàõ.

Òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî íàéòè òàêîå x, ÷òî f(x) ≈ y òðåìÿ ñïîñîáàìè:

à) �òî÷íî�, èñïîëüçóÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì x∗.

á) àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè f(x) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Pn(x) â ôîðìå
Ëàãðàíæà è ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Pn(x) = y ìåòîäîì èòåðàöèé èëè
ìåòîäîì ñåêóùèõ. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Pn(x) = y ÷åðåç xn. Ðåçóëüòàòû
ïðèâåñòè â òàáëèöå âèäà

n 0 1 2 3 4 5
xn

xn − x∗

â) åñëè ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1(y), òî ïîìåíÿòü ðîëÿìè óçëû è
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è ïðèáëèæåííî çàìåíèòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ èíòåðïîëÿöèîííûì
ìíîãî÷ëåíîì Qm(y) (m = 0, 1, 2, . . .) â ôîðìå Ëàãðàíæà è âû÷èñëèòü xm = Qm(y).

Ðåçóëüòàòû ïðèâåñòè â òàáëèöå âèäà

m 0 1 2 3 4 5
xm

xm − x∗

Ñëåäóåò òàêæå ïðèâåñòè òàáëèöó èñïîëüçóåìûõ óçëîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïîìíèì, ÷òî â öåëÿõ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè óçëû ñëåäóåò âûáèðàòü
áëèæàéøèìè ê òî÷êå èíòåðïîëèðîâàíèÿ.
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2.5.4. Çàäàíèå 2

2* Äàíà ôóíêöèÿ y = f(x), [a, b] = [−1, 1].

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðè ðàçëè÷íûõ n èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Pn(x) â ôîðìå
Ëàãðàíæà ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì è ïî óçëàì ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà. Ñðàâíèòü
íà ãðàôèêå ñ ôóíêöèåé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

Óêàçàíèå
Ñîñòàâèòü ïîäïðîãðàììó ñ ïàðàìåòðàìè:

• èíòåðïîëèðóåìàÿ ôóíêöèÿ;

• ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà;

• ìàññèâ óçëîâ.

Ïîäïðîãðàììà äîëæíà âîçâðàùàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà â ôîðìå Ëàãðàíæà çàäàííîé ñòåïåíè ïî çàäàííîé òàáëèöå óçëîâ äëÿ çàäàííîé
ôóíêöèè.

Ðàññìîòðåòü ôóíêöèè: a) sin(x); á) |x|; â)
1

1 + 25 x2
.

2.6. Âàðèàíòû çàäàíèé íà ïðÿìîå è îáðàòíîå èíòåðïîëèðîâàíèå

Íîìåð Ôóíêöèÿ Óçëû Òî÷êà èíòåð- Çíà÷åíèå
âàðèàíòà ïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè

1 sin(x) -0.6, -0.5, -0.3, -0.2, 0, 0.2 -0.4 -0.56
2 arccos(x) 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 0.6 0.35 0.75

3 4
√
x+ 2 0, 2, 4, 5, 7, 10 3 1.6

4 sin(x) -0.6, -0.5, -0.3, -0.2, 0, 0.1 -0.4 -0.6
5 cos(x) -0.6, -0.5, -0.3, -0.2, -0.1, 0 -0.4 0.8

6 4
√
x+ 2 0, 3, 5, 7, 8, 9 4 1.3

7 arcsin(x) -0.6, -0.5, -0.4, -0.2, 0, 0.1 -0.3 -0.8
8 ex -0.3. -0.2, -0.1, 0, 0.1, 0.3 0.2 0.8
9 ln(x) 1, 3, 5, 6, 8, 10 4 2
10 ln(x) 1, 3, 5, 6, 8, 10 7 2.5
11 arcsin(x) -0.6, -0.5, -0.3. -0.2, 0, 0.2 0.6 0.8
12 sin(x) 0, 0.1, 0.2, 0.4, 0.5, 0.8 0.4 0.56
13 arccos(x) 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 0.6 0.35 0.75

14 4
√
x+ 2 0, 2, 4, 5, 7, 10 3 1.6

15 sin(x) -0.6, -0.5, -0.3, -0.2, 0, 0.1 -0.4 -0.6
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3. Èíòåðïîëèðîâàíèå â ñëó÷àå ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ.

Êîíå÷íûå ðàçíîñòè. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â

ôîðìå Íüþòîíà

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå [a, b] çàäàíà òàáëèöà çíà÷åíèé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè y = f(x).
Çäåñü óçëû ðàâíîîòñòîÿùèå. Îáîçíà÷èì h = (b− a)/n.

x f(x)
a f(a)
a+ h f(a+ h)
a+ 2h f(a+ 2h)
. . . . . .
a+ nh = b f(a+ nh)

Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x = x̄, íå ñîâïàäàþùåé ñ óçëàìè.

3.2. Êîíå÷íûå ðàçíîñòè

Îáîçíà÷èì xi = a+ ih, f(xi) = yi.
Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ïî ðàâíîñòîÿùèì óçëàì ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû êîíå÷íûå ðàçíîñòè, êîòîðûå èãðàþò ðîëü, ïîäîáíóþ òîé, êîòîðóþ èãðàþò
ïðîèçâîäíûå äëÿ ôóíêöèé ñ íåïðåðûâíî èçìåíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.
Êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå xi îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆yi = yi+1 − yi.

Êîíå÷íûå ðàçíîñòè âûñøèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî

∆kyi = ∆k−1yi+1 −∆k−1yi

� êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü k-îãî ïîðÿäêà â òî÷êå xi.
Êîíå÷íûå ðàçíîñòè ìîæíî âûðàçèòü íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

∆nyi = yi+n − nyi+n−1 + · · ·+ (−1)kCk
nyi+n−k + · · ·+ (−1)nyi = (S − 1)nyi. (1)

Çäåñü S � îïåðàòîð ñäâèãà, òàê ÷òî

Skyi = yi+k.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà î÷åâèäíîå ñâîéñòâî êîíå÷íîé ðàçíîñòè

∆nPn(x) ≡ const.

Êîíå÷íûå ðàçíîñòè ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â òàáëèöó âèäà Òàáëèöû 1.
Ïóñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ èíòåðïîëèðîâàíèÿ çàäàíû ñ òî÷íîñòüþ ε (íàïðèìåð,
ε = 1/2 · 10−5). Òîãäà êîíå÷íûå ðàçíîñòè èìååò ñìûñë âû÷èñëÿòü ëèøü äî òåõ ïîð, ïîêà
îíè íå áóäóò �ïîñòîÿííûìè� ñ ó÷�eòîì îøèáêè îêðóãëåíèÿ ε â çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè, ò. å. äî
òåõ ïîð, ïîêà

∣∣∆kyj −∆kyi
∣∣ 6 2k+1ε = 2k · 10−5 (2k åäèíèö ìëàäøåãî ðàçðÿäà).

×èñëî k 6 n ïðèíèìàåì çà ñòåïåíü èñêîìîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà.

33



Ïîëèíîì áóäåò ñòðîèòüñÿ ïî (k+1) óçëó, êîòîðûå ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ìèíèìàëüíóþ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòü (ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷å-
íèåì ôóíêöèè è çíà÷åíèåì ïîëèíîìà) â òî÷êå èíòåðïîëÿöèè x̄.
Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå x0 ñëåäóåò âûáèðàòü áëèæàéøèé ê x̄ óçåë. Â êà÷åñòâå x1 âûáèðàòü
áëèæàéøèé èç îñòàâøèõñÿ è ò. ä.
Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû îá îñòàòêå èíòåðïîëèðîâàíèÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè èíòåðïîëèðîâàíèÿ x̄.
Ïðèâåäåì òàáëèöó êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Òàáëèöà 1
x y ∆y ∆2y ∆3y
a y0

∆y0
a+ h y1 ∆2y0

∆y1 ∆3y0
a+ 2h y2 ∆2y1

∆y2 . . .
a+ 3h y3 . . .

. . . . . .
. . . . . . . . .

∆yn−3 ∆3yn−4
b− 2h yn−2 ∆2yn−3

∆yn−2 ∆3yn−3
b− h yn−1 ∆2yn−2

∆yn−1
b = a+ nh yn

3.3. Ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â çàâèñèìîñòè îò
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè èíòåðïîëèðîâàíèÿ

3.3.1. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà äëÿ íà÷àëà òàáëèöû

Ïóñòü òî÷êà èíòåðïîëèðîâàíèÿ x1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

a < x1 6 a+ h/2.

Óçëû ñëåäóåò âûáèðàòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

x0 = a, x1 = a+ h, x2 = a+ 2h, . . . , xn = a+ nh.

Â ýòîì ñëó÷àå èç òàáëèöû 1 èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ y0, ∆y0, ∆2y0, ∆3y0, . . . , ∆ny0 � âåðõ-
íÿÿ êîñàÿ ñòðîêà.
Îáîçíà÷èì t = (x1 − a)/h, òîãäà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Pn(a+ th) = y0 + t∆y0 +
t(t− 1)

2!
∆2y0 +

t(t− 1)(t− 2)

3!
∆3y0+

· · ·+
t(t− 1) · · · (t− n+ 1)

n!
∆ny0.

(2)
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Ïðåäñòàâèì Pn(t) â âèäå

Pn(a+ th) =
n∑
k=0

Nk(t)∆
ky0,

ãäå ∆0y0 = y0, N0 = 1, N1 = t, . . . , Nk =
Nk−1 · (t− k + 1)

k
.

Âû÷èñëåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ îôîðìèòü â âèäå Òàáëèöû 2.

Òàáëèöà 2
k 0 1 2 3 4
∆ky0
Nk(t)
Nk ·∆ky0
Pk(x1)
f(x1)− Pk(x1)
|Rk(x1)| 6

Â ÿ÷åéêè òàáëèöû ñëåäóåò çàïèñûâàòü çíà÷åíèÿ ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì, ïîìåù�eííûì â
ïåðâîì ñòîëáöå.
Â ñòðîêå Pk(x1) äîëæíû áûòü ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â òî÷êå èíòåðïîëèðîâàíèÿ
íóëåâîé, ïåðâîé, âòîðîé è ò. ä. ñòåïåíåé.
Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (2)

Pk(t) = Pk−1(t) +Nk(t) ∆ky0,

Pk(t) äëÿ k > 0 ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì çíà÷åíèé, íàõîäÿùèõñÿ ëåâåå ïî ñòðîêå è âûøå ïî
ñòîëáöó.
Êîëè÷åñòâî öèôð ïîñëå çàïÿòîé äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ ε.
×àñòî â ó÷åáíûõ öåëÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à, ò. å. òàêàÿ, â êîòîðîé èçâåñòíî
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè.
Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò âû÷èñëèòü �òî÷íîå� çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x1, ïðèâåñòè åãî
ðÿäîì ñ òàáëèöåé, ïðèâåñòè ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè, îöåíêè äëÿ ïîãðåøíîñòåé, ïðî-
àíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû.
Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìîé

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íóþ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f (n+1)(x) íà
íàèìåíüøåì îòðåçêå [c, d], ñîäåðæàùåì óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ x0, x1, . . . , xn è òî÷êó
èíòåðïîëèðîâàíèÿ x, òàê ÷òî c = min{x0, x1, . . . , xn, x}, d = max{x0, x1, . . . , xn, x}.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ = ξ(x), c < ξ < d, ÷òî

Rn(f, x) = f(x)− Pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x), ωn+1(x) =

n

Π
i=0

(x− xi). (3)

Â äàííîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî óçëû ðàâíîîòñòîÿùèå ñ øàãîì h è t = (x−a)/h, Rn(f, x)
ïðèìåò âèä

Rn(f, x) = f(x)− Pn(x) =
t(t− 1) · · · (t− n+ 1) · (t− n)

(n+ 1)!
hn+1f (n+1)(ξ). (4)

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà k-îé ñòåïåíè â íèæíåé ñòðîêå Òàáëèöû 2 âû-
÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Rk(x)| 6Mk+1 · |Nk+1|hk+1,
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ãäå
Mk+1 = max |f (k+1)(x)|, x ∈ [a, a+ kh].

3.3.2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà äëÿ êîíöà òàáëèöû

Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå x2 òàêîé,
÷òî

b− h/2 6 x2 < b.

Óçëû ñëåäóåò âûáèðàòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: b, b− h, b− 2h è ò. ä.
Ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîì ñëó÷àå èç òàáëèöû 1 èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ
yn, ∆yn−1, ∆2yn−2, ∆3yn−3 è ò. ä. � íèæíÿÿ êîñàÿ ñòðîêà.
Îáîçíà÷èì t = (x2 − b)/h, òîãäà

Pn(b+ th) = yn + t∆yn−1 +
t(t+ 1)

2!
∆2yn−2+

+
t(t+ 1)(t+ 2)

3!
∆3yn−3 + · · ·+

t(t+ 1) · · · (t+ n− 1)

n!
∆ny0.

(5)

Ïðåäñòàâèì Pn(t) â âèäå

Pn(b+ th) =
n∑
k=0

Nk(t)∆
kyn−k,

ãäå ∆0yn = yn, N0 = 1, N1 = t, . . . , Nk =
Nk−1(t+ k − 1)

k
.

Âû÷èñëåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû, àíàëîãè÷íîé Òàáëèöå 2.

3.3.3. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà-Ãàóññà äëÿ ñåðåäèíû
òàáëèöû

Ïóñòü a � óçåë â ñåðåäèíå òàáëèöû, ò. å. â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ èìåþòñÿ óçëû
è ëåâåå è ïðàâåå äàííîãî.
Ïðèâåäåì ôðàãìåíò òàáëèöû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé Òàáëèöó 3, ãäå yi = f(a+ ih).
Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå x3, òàêîé ÷òî a <
x3 6 a+h/2. Óçëû ñëåäóåò âûáèðàòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: a, a+h, a−h, a+2h, a−2h
è ò. ä.
Ñîîòâåòñòâåííî èïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ y0, ∆y0, ∆2y−1, ∆3y−1, ∆4y−2 è ò. ä.
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Òàáëèöà 3
x y ∆y ∆2y ∆3y ∆4y
a− 3h y−3

∆y−3
a− 2h y−2 ∆2y−3

∆y−2 ∆3y−3
a− h y−1 ∆2y−2 ∆4y−3

∆y−1 ∆3y−2
a y0 ∆2y−1 ∆4y−2

∆y0 ∆3y−1
a+ h y1 ∆2y0 ∆4y−1

∆y1 ∆3y0
a+ 2h y2 ∆2y1

∆y2
a+ 3h y3

Îáîçíà÷èì t = (x3 − a)/h, òîãäà

Pn(a+ th) = y0 + t∆y0 +
t(t− 1)

2!
∆2y−1+

+
t(t− 1)(t+ 1)

3!
∆3y−1 + · · ·+

t(t− 1) · · · (t− (−1)n[n
2
])

n!
∆ny−[n

2
]

(6)

Ïðåäñòàâèì Pn(t) â âèäå

Pn(a+ th) =
n∑
k=0

Nk(t)∆
ky−[ k

2
],

ãäå N0 = 1, N1 = t è ò. ä.
Çäåñü âûðàæåíèå [k

2
] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü îò äåëåíèÿ k íà 2.

Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû, àíàëàãè÷íîé Òàáëèöå 2.

3.4. Óïðàæíåíèÿ

1) Íàïèñàòü è ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå ôîðìóëó äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà Íüþòîíà-Ãàóññà äëÿ ñåðåäèíû òàáëèöû (èíòåðïîëèðîâàíèå íàçàä).

2) Ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå ïðèìåíåíèå ôîðìóë äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ äëÿ ñëó÷àÿ ýêñòðàïîëèðîâàíèÿ à) x̄ < a; á) x̄ > b.

3) Íàïèñàòü è ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå ôîðìóëó äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà, åñëè a+ h/2 < x̄ < a+ h.

4) Íàïèñàòü è ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå ôîðìóëó äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà, åñëè b− h < x̄ < b− h/2.

3.5. Çàäàíèå

Äàíà ôóíêöèÿ f(x), ïðîìåæóòîê [a, b], òî÷êè èíòåðïîëèðîâàíèÿ. Òðåáóåòñÿ

1) Ïîñòðîèòü òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì ñ øàãîì h = 0.1 íà
[a, b], îêðóãëèâ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äî ïÿòîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé (ε = 1/2 · 10−5).
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2) Ïîñòðîèòü òàáëèöó êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

3) Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êàõ èíòåðïîëèðîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöè-
îííûé ìíîãî÷ëåí Pn(x) (n = 0, 1, . . . , 4) â ôîðìå Íüþòîíà ïî çàäàííûì óçëàì.

4) Ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè.

5) Ïîëó÷èòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè.

Ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû â âèäå Òàáëèöû 2.

3.6. Âàðèàíòû çàäàíèé

1) f(x) = sin(x), [a, b] = [0.5, 1.5], x1 = 0.55, x3 = 1.05.

2) f(x) = cos(x), [a, b] = [0.5, 1.5], x1 = 0.45, x3 = 0.95.

3) f(x) = cos(x), [a, b] = [−0.5, 0.5], x2 = 0.45, x3 = 0.05.

4) f(x) = cos(x), [a, b] = [0.5, 1.5], x1 = 0.45, x3 = 0.95.

5) f(x) = sin(x), [a, b] = [0.5, 1.5], x2 = 1.55, x3 = 1.05.

6) f(x) = cos(x), [a, b] = [2.5, 3.5], x2 = 2.55, x3 = 3.15.

7) f(x) = sin(x), [a, b] = [5, 6], x1 = 5.05, x3 = 5.35.

8) f(x) = cos(x), [a, b] = [−3.5,−2.5], x2 = −2.55, x3 = −3.05.

9) f(x) = cos(x), [a, b] = [5.5, 6.5], x1 = 5.45, x3 = 6.25.

10) f(x) = sin(x), [a, b] = [−0.5, 0.5], x2 = 0.45, x3 = 0.05.

11) f(x) = cos(x), [a, b] = [3.5, 4.5], x1 = 3.45, x3 = 3.95.

12) f(x) = sin(x), [a, b] = [0.5, 1.5], x2 = 1.55, x3 = 1.05.

13) f(x) = cos(x), [a, b] = [−7.5,−6.5], x1 = −7.65, x3 = −6.95.

14) f(x) = cos(x), [a, b] = [2.5, 3.5], x2 = 2.45, x3 = 3.05.

15) f(x) = cos(x), [a, b] = [0.5, 1.5], x1 = 0.55, x3 = 1.05.

16) f(x) = cos(x), [a, b] = [4.5, 5.5], x1 = 4.45, x3 = 5.95.

17) f(x) = cos(x), [a, b] = [−0.5, 0.5], x2 = 0.45, x3 = 0.05.

18) f(x) = sin(x), [a, b] = [0.5, 1.5], x1 = 0.35, x3 = 1.35.

19) f(x) = sin(x), [a, b] = [0.5, 1.5], x2 = 1.55, x3 = 1.05.

20) f(x) = cos(x), [a, b] = [−1.5,−0.5], x1 = −1.55, x3 = −1.05.

21) f(x) = sin(x), [a, b] = [2.5, 3.5], x2 = 2.48, x3 = 2.95.
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4. Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè [a, b] è ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé C [a, b] (ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ÷åáûø¼âñêîé íîðìîé ‖f‖ =
max
x∈[a,b]

|f(x)|. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn ê f â ýòîé íîðìå îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ

ñõîäèìîñòü.
Ïóñòü f ∈ C [a, b]. Õîòèì ïðèáëèçèòü åå àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè íå âûøå n
ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Pn(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0, f(x) ≈ Pn(x).

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå
Óòâåðæäåíèå 1
Ïóñòü φ, ψ � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Òîãäà

‖φ‖ = ‖(φ− ψ) + ψ‖ 6 ‖φ− ψ‖+ ‖ψ‖ =⇒
=⇒ ‖φ‖ − ‖ψ‖ 6 ‖φ− ψ‖

‖ψ‖ = ‖(ψ − φ) + φ‖ 6 ‖ψ − φ‖+ ‖φ‖ =⇒
=⇒ ‖ψ‖ − ‖φ‖ 6 ‖φ− ψ‖ , îòêóäà∣∣∣ ‖φ‖ − ‖ψ‖ ∣∣∣ 6 ‖φ− ψ‖ . (1)

4.1. Ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ

Çàäà÷à
Ïóñòü f ∈ C [a, b]. Íàéòè En(f) = infPn ‖f − Pn‖C[a,b]. En(f) íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì ðàâ-
íîìåðíûì ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè f àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè íå âûøå n.
Åñëè En(f) = ‖f − P ∗n‖C[a,b], òî òàêîé P

∗
n íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíî-

ãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f (äàëåå ÏÍÐÏð).

Çàìå÷àíèå 1. Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ïîèñêå En(f) íå ÿñíî, ñóùåñòâóåò ëè íàèëó÷øåå
ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f , è, ñëåäîâàòåëüíî,
âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ (à òàêæå åäèíñòâåííîñòè) ÏÍÐÏð ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Òåîðåìà 1 (Ê. Âåéåðøòðàññ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà êîíå÷íîì çàìêíóòîì
îòðåçêå [a, b], òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå n(ε) ∈ ℵ è òàêîé ïîëèíîì Pn(ε)(x),
÷òî |f(x)− Pn(ε)(x)| 6 ε ïðè âñåõ x ∈ [a, b], ò. å. ‖f − Pn(ε)‖ 6 ε.

Çàìå÷àíèå 2. Èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î òîì, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìî-
æåò áûòü ñêîëü óãîäíî õîðîøî ïðèáëèæåíà ïîëèíîìîì, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ê íóëþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè En(f) ïðè n→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Qnk
(x), ñòåïåíè nk êàæäûé,

òàêàÿ ÷òî ‖f −Qnk
‖ → 0 ïðè k →∞. Èç îïðåäåëåíèÿ íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëè-

æåíèÿ Enk
(f) 6 ‖f −Qnk

‖, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Enk
(f)→ 0 ïðè k →∞.

Òàê êàê î÷åâèäíî En+1(f) 6 En(f), òî èç ñõîäèìîñòè Enk
(f) ê íóëþ âûòåêàåò ñõîäèìîñòü

ê íóëþ En(f). Çàìå÷àíèå 2 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè P ∗n � ÏÍÐÏð ôóíêöèè f , òî P ∗n ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà [a, b]
ïðè n→∞.
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Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ÏÍÐÏð.

Ëåììà 1. Ïóñòü f ∈ C [a, b]. Ïóñòü Pn(x) = Pn(A, x) = anx
n + · · · + a1x + a0, ãäå A =

(a0, a1, · · · , an). Òîãäà ôóíêöèÿ F (A) = F (a0, a1, · · · , an) = ‖f −Pn(A, ·)‖ åñòü íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì c = max{|a|, |b|}. Òîãäà |x| 6 c äëÿ x ∈ [a, b].
Ðàññìîòðèì ìàëîå ïðèðàùåíèå ∆A àðãóìåíòà ôóíêöèè F , áóäåì îöåíèâàòü ñâåðõó ñëåäó-
þùèé ìîäóëü ðàçíîñòè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå Óòâåðæäåíèå 1:∣∣∣F (A+ ∆A)− F (A)

∣∣∣ =
∣∣∣‖f − Pn(A+ ∆A, ·)‖ − ‖f − Pn(A, ·)‖

∣∣∣ 6
6 ‖Pn(A+ ∆A)− Pn(A)‖ = ‖

n∑
k=0

∆ak · xk‖ 6
n∑
k=0

|∆ak| · ck 6

6

√√√√ n∑
k=0

(∆ak)
2 ·

√√√√ n∑
k=0

(c)2k. (2)

Ïîñëåäíèé ïåðåõîä îñóùåñòâèëè ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Òåïåðü óñòðåìèì
âñå ∆ak ê íóëþ. Èíòåðåñóþùèé íàñ ìîäóëü ðàçíîñòè ñâåðõó îöåíèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíû íà îãðàíè÷åííóþ. Ñëåäîâàòåëüíî
∣∣∣F (A + ∆A) − F (A)

∣∣∣ → 0

ïðè ∆A→ 0. Òàêèì îáðàçîì, F (A+ ∆A)→ F (A). Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ëåììà 2 (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ m =
m(n, [a, b]), òàêàÿ ÷òî ∀Pn, ãäå Pn(x) = anx

n+ · · ·+a1x+a0, âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖Pn‖ > m

√√√√ n∑
k=0

(∆ak)
2. (3)

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé f ∈ C[a, b] ñóùåñòâóåò ïîëèíîì å¼ íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî
ïðèáëèæåíèÿ P ∗n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ F (A), îïðåäåëåííàÿ â
Ëåììå 1, äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íà Rn+1. Ïóñòü m � ÷èñëî èç Ëåììû 2,
ïîëîæèì r = 2‖f‖

m
, (m > 0). Ðàññìîòðèì øàð

Br = {A = (a0, a1, . . . , an), òàêèå ÷òî
n∑
k=0

(ak)
2 6 r2}. Br ⊂ Rn+1.

Br � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, F (A) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ⇒ ∃A∗ ∈
Br, ÷òî ∀A ∈ Br F (A) > F (A∗). Òî åñòü â øàðå F (A) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå A∗. Ðàññìîòðèì òåïåðü A 6∈ Br, ïðè ýòîì

∑n
k=0 (ak)

2 > r2.
Òîãäà ó÷èòûâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî è óòâåðæäåíèå Ëåììû 2, ïîëó÷èì:

F (A) = ‖f − Pn(A, ·)‖ > ‖Pn(A, ·)‖ − ‖f‖ >
∣∣∣mr − ‖f‖∣∣∣ = ‖f‖ = F (0). (4)

Èòàê, F (A) > F (0), íî òàê êàê 0 ∈ Br, òî F (0) > F (A∗)⇒ F (A) > F (A∗), ò. å. A∗ � òî÷êà
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà F (A). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Ïóñòü f ∈ C[a, b] è P ∗n � å¼ ÏÍÐÏð. Ðàññìîòðèì

rn(f ;x) = f(x)− P ∗n(x). (5)

Èç îïðåäåëåíèÿ En(f) ÿñíî,÷òî − En(f) 6 rn(f ;x) 6 En(f). Ò. å. âñå çíà÷åíèÿ rn(f ;x)
ëåæàò îò −En(f) äî En(f). Ïðè ýòîì ðàç P ∗n ñóùåñòâóåò, òî äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàçíîñòü, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà òî÷êà
ξ ∈ [a, b] : |rn(f ; ξ)| = En(f). Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí âèä ðàçíîñòè rn(f ;x).

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè rn(f ;x)

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ξ � "ïëþñ�òî÷êîé" , åñëè rn(f, ξ) = +En(f), íàçîâåì ξ �
"ìèíóñ�òî÷êîé" , åñëè rn(f, ξ) = −En(f).

Çàìå÷àíèå 4. Íåïðåìåííî ñóùåñòâóþò "ïëþñ" è "ìèíóñ" òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
áû ñóùåñòâîâàëè, íàïðèìåð, òîëüêî "ïëþñ" òî÷êè, òî äîñòàòî÷íî ñìåñòèòü ãðàôèê
âíèç íà ìàëóþ âåëè÷èíó è ýòèì óìåíüøèòü ||rn||, ÷òî íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ
En(f) (ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Èëëþñòðàöèÿ "ïëþñ" è "ìèíóñ" òî÷åê

Çàìå÷àíèå 5. Ðàññìîòðèì íà [a, b] òî÷êè zj: rn(f, zj) = 0, j = 1, 2, . . . ,m. Â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè f , m � êîíå÷íî. Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî òî÷êè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Òà-
êèì îáðàçîì, íà [a, b] îáðàçîâàëñÿ (m + 1) îòðåçîê: [a, b] = [a, z1] ∪ [z1, z2] ∪ · · · ∪ [zm, b].
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Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ åñòü òî÷êè òîëüêî îäíîãî çíàêà. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïåðâîì îòðåçêå âñåãäà "ïëþñ-òî÷êè".

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî m+ 1 > n+ 2 (÷èñëî îòðåçêîâ > n+ 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. (Îò ïðîòèâíîãî) Ïóñòüm 6 n. Ðàññìîòðèì Qm(x) = ε(x−z1) · · · (x−zm),
çäåñü ε äîñòàòî÷íî ìàëî è òàêîâî, ÷òî íà ïåðâîì îòðåçêå çíàêè Qm è rn ñîâïàäàþò. Òåïåðü
îáðàçóåì r̃n(x) = rn(f ;x)−Qm(x) = f(x)−(P ∗n +Qm︸ ︷︷ ︸

deg6n

). Ìíîãî÷ëåí Qm èìååò êîðíè â òî÷êàõ

zj, j = 1, 2, . . . ,m è íà ïðîìåæóòêàõ ìåæäó íèìè ñîõðàíÿåò çíàê. Òîãäà

‖r̃n‖ = max
x∈[a,b]

|r̃n(x)| < max
x∈[a,b]

|rn(f, x)| = ‖rn‖. (6)

Çíà÷èò, ìû ïîñòðîèëè ïîëèíîì, ñòåïåíè íå âûøå n, à èìåííî: (P ∗n + Qm), êîòîðûé ïðè-
áëèæàåò f ëó÷øå, ÷åì P ∗n . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî P ∗n � ÏÍÐÏð. Òåîðåìà 3
äîêàçàíà.

4.2. Àëüòåðíàíñ. Òåîðåìà ×åáûøåâà

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü f ∈ C[a, b], P ∗n � ÏÍÐÏð. Ðàññìîòðèì rn(f, x) = f(x) −
P ∗n(x), ‖rn‖ = En(f). Íàçîâåì `-òî÷å÷íûì àëüòåðíàíñîì íàáîð {ti} , a 6 t1 < t2 <
· · · < t` 6 b, òàêîé ÷òî rn(ti) = ±(−1)iEn(f), i = 1, 2, . . . , `.

Çàìå÷àíèå 6. Â òî÷êàõ àëüòåðíàíñà ðàçíîñòü rn(f, x) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè, ò. å. rn(f, ti) = −rn(f, ti+1).

Òåîðåìà 4 (Ï.Ë. ×åáûøåâ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû P ∗n áûë ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåð-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f íà [a, b], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå (n+ 2)�
òî÷å÷íîãî àëüòåðíàíñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ Ïóñòü P ∗n � ÏÍÐÏð, âîçüìåì íà êàæäîì îòðåçêå ïî îäíîé
òî÷êå "ïëþñ" è "ìèíóñ" òî÷êå, èõ íå ìåíüøå ÷åì (n+2), è îíè îáðàçóþò àëüòåðíàíñ.
Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

2) ⇐= Ïóñòü t1, . . . , tn+2 � àëüòåðíàíñ, òîãäà ‖rn‖ = En(f), |rn(f ; ti)| = En(f), à çíàêè
rn(f ; ti) ÷åðåäóþòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî P

∗
n � ýòî ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Îò

ïðîòèâíîãî: ïóñòü íàéäåòñÿ Qn(x) : ‖f −Qn‖ = maxx |f(x)−Qn(x)| < En(f). Òîãäà
äëÿ r̃ = f−Qn âåðíî: |r̃(ti)| 6 ‖r̃‖ < En(f) ∀ i = 1, 2, . . . , (n+2). Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

Qn(ti)− P ∗n(ti) = (f(ti)− P ∗n(ti)) + (Qn(ti)− f(ti)), ∀ i = 1, 2, . . . , (n+ 2). (7)

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ÷åðåäóåò çíàê, êðîìå òîãî, ìîäóëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ðàâåí
En(f), à ìîäóëü âòîðîãî ñëàãàåìîãî ìåíüøå En(f). Çíà÷èò è ÷èñëà Qn(ti) − Pn(ti)
çíàêî÷åðåäóþòñÿ; èõ n+ 2. ×èñëà ti îáðàçóþò n+ 1 îòðåçîê, íà êîíöàõ êàæäîãî îò-
ðåçêà ïîëèíîì Qn−P ∗n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Çíà÷èò âíóòðè êàæäîãî
îòðåçêà ó íåãî åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí êîðåíü íå÷åòíîé êðàòíîñòè. Ñëåäîâàòåëü-
íî èìååì: ïîëèíîì Qn−P ∗n ñòåïåíè íå âûøå n èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, n+ 1 êîðåíü,
à çíà÷èò, ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, îí ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî. Ò. å. Qn ≡ P ∗n .
Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
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4.3. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû ×åáûø¼âà

4.3.1. Ïðèìåð 1, n = 0

Ïóñòü f ∈ C[a, b], òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ÏÐÍÏð íóëåâîé ñòåïåíè. Ïóñòü m =
minx∈[a,b] f(x) = f(x1), M = maxx∈[a,b] f(x) = f(x2). Ïîëîæèì P ∗0 = M+m

2
. Ýòî òðåáóå-

ìûé ÏÍÐÏð, òàê êàê òî÷êè x1 è x2 � òî÷êè àëüòåðíàíñà.
Î÷åâèäíî (ñì. ðèñ. 3) E0(f) = (M −m)/2,

f(x1)− P0(x1) = m− M +m

2
=
m−M

2
, f(x2)− P0(x2) = M − M +m

2
=
M −m

2
.

Çíà÷èò, çíàêè ÷åðåäóþòñÿ.

Ðèñ. 3. Ïîñòðîåíèå P ∗0

4.3.2. Ïðèìåð 2, n = 1

Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå P ∗1

Ïóñòü f ∈ C2[a, b], à f ′′ ñîõðàíÿåò çíàê íà âñåì [a, b] (ò. å. ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ èëè âîãíóòàÿ).
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ íåå ÏÐÍÏð ïåðâîé ñòåïåíè. Ïóñòü `1(x) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êè (a, f(a)), (b, f(b)). Èç-çà âûïóêëîñòè/âîãíóòîñòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êà-
ñàòåëüíàÿ `2(x), ïàðàëëåëüíàÿ õîðäå `1(x). Ïóñòü c ∈ [a, b] � àáñöèññà òà÷êè êàñàíèÿ `2 ê
ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x).
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Ïîëîæèì P ∗1 (x) = (`1(x) + `2(x))/2.
Ýòî òðåáóåìûé ÏÍÐÏð, òàê êàê òî÷êè a, c, b � òî÷êè àëüòåðíàíñà (ñì. ðèñ. 4).

Çàìå÷àíèå 7. Â îáùåì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ÏÍÐÏð � äîâîëüíî ñëîæíàÿ çàäà÷à (ñì. ñëå-
äóþùèé ðàçäåë). Ñóùåñòâóþò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïîëèíîìîâ, íà-
ïðèìåð, Ìåòîä Ðåìåçà.

4.4. Î íàõîæäåíèè P ∗n

Â çàäà÷å î íàõîæäåíèè ÏÍÐÏð P ∗n(x) = a∗nx
n+ · · · a∗0, êðîìå åãî êîýôôèöèåíòîâ, íåèçâåñò-

íûìè áóäóò òî÷êè àëüòåðíàíñà è íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå En(f):
n+ 1 øòóêà íåèçâåñòíûõ a∗0, . . . , a

∗
n,

n+ 2 òî÷åê àëüòåðíàíñà t1, . . . , tn+2,
íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå En(f).
Èòîãî (2n+ 4) íåèçâåñòíûõ, ñòîëüêî æå íóæíî óðàâíåíèé äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ.
Ïóñòü f ∈ C1 ([a, b]). Ðàññìîòðèì rn(f ;x) = f(x) − P ∗n(x). Òàê êàê â òî÷êàõ àëüòåðíàíñà
|rn(f ; ti)| = En(f) è òî÷êè ti äëÿ rn ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà, òî âîçíèêàåò ñëåäóþ-
ùàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ:
Ñëó÷àé, êîãäà âñå ti ∈ (a, b):

(En(f))2 − (rn(f, ti))
2 = 0, r′n(f, ti) = f ′(ti)− P ∗′n (ti) = 0, i = 1, 2, . . . , n+ 2.

Åñëè îäèí èç êîíöîâ � òî÷êà àëüòåðíàíñà: t1 = a (èëè tn+2 = b). Òîãäà ïåðâûå óðàâíå-
íèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íî, ïîñêîëüêó íà ëåâîì (ïðàâîì) êîíöå íåëüçÿ íàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ,
óðàâíåíèé áóäåò íà 1 ìåíüøå. Íî è ïåðåìåííûõ óæå íà 1 ìåíüøå, òàê êàê t1 (èëè tn+2)
óæå ôèêñèðîâàíî.
Åñëè t1 = a è tn+2 = b. Òîãäà ïåðâûå óðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íî, ïîñêîëüêó íà ëåâîì è
ïðàâîì êîíöå íåëüçÿ íàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ, óðàâíåíèé áóäåò íà 2 ìåíüøå. Íî è ïåðåìåí-
íûõ óæå íà 2 ìåíüøå (t1 = a è tn+2 = b óæå èçâåñòíû).

4.5. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ðàâ-
íîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ (ÏÍÐÏð)

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé P ∗n äëÿ f ∈ C [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ÏÍÐÏð áûëî äîêàçàíî â Òåîðåìå 2, îñòàëîñü äîêàçàòü
åäèíñòâåííîñòü. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ÏÍÐÏð, ñòåïåíè íå âûøå
n, îäèíàêîâî ïðèáëèæàþùèå ôóíêöèþ f (ñ ðàâíûìè En(f)). Îáîçíà÷èì èõ P ∗n1 è P ∗n2.
Òîãäà

−En(f) 6 f(x)− P ∗ni(x) 6 En(f), i = 1, 2, En(f) = ‖f − P ∗ni‖ .
Ñëîæèì íåðàâåíñòâà è ðàçäåëèì ïîïîëàì, èìååì:

− En(f) 6 f(x)− P ∗n1(x) + P ∗n2(x)

2
6 En(f), (8)

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
P ∗n1(x)+P

∗
n2(x)

2
� åùå îäèí ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñòåïåíè íå

âûøå n. Ðàç òàê, òî äëÿ íåãî ïî òåîðåìå ×åáûø¼âà ñóùåñòâóåò (n+2) òî÷å÷íûé àëüòåðíàíñ:

f(ti)−
P ∗n1(ti)− P ∗n2(ti)

2
= ±(−1)iEn(f), i = 1, 2, . . . , n+ 2, (9)

f(ti)− P ∗n1(ti)
2

+
f(ti)− P ∗n2(ti)

2
= ±(−1)iEn(f), i = 1, 2, . . . , n+ 2. (10)
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Íî ìîäóëü êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò En(f)/2;
èõ ñóììà ðàâíà ±(−1)iEn(f). Ïîýòîìó ýòè ñëàãàåìûå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, è, çíà÷èò, ðàâíû

f(ti)− P ∗n1(ti) = f(ti)− P ∗n2(ti), i = 1, 2, . . . , n+ 2,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

P ∗n1(ti)− P ∗n2(ti) = 0, i = 1, 2, . . . , n+ 2.

Èìååì: àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì P ∗n1 − P ∗n2, ñòåïåíè íå âûøå n èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå,
(n+ 2) êîðíÿ. Çíà÷èò, ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, îí ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî, ñëåäî-
âàòåëüíî, P ∗n1 ≡ P ∗n2. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü f ∈ C [−a, a] è f(−x) = ±f(x) (f � ÷åòíà (íå÷åòíà)). Òîãäà åå ÏÍÐÏð
P ∗n òàêæå ÷¼òåí (íå÷¼òåí).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü f ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ íà [−a, a]. Ïî Òåîðåìå 5 ∃ !P ∗n � åå ÏÍÐÏð,
ò. å. ‖f − P ∗n‖ = En(f) èëè max

−a6x6a
|f(x)− P ∗n(x)| = En(f). Ïîëîæèì â ïîñëåäíåì ðà-

âåíñòâå x := −x. Òàê êàê ââèäó ÷åòíîñòè, f(−x) = f(x), ðàâåíñòâî ïðèîáðåòàåò âèä:
max
−a6x6a

|f(x)− P ∗n(−x)| = En(f). Ñëåäîâàòåëüíî P ∗n(−x) � òàêæå ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðè-

áëèæåíèÿ äëÿ f . Èç åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì P ∗n(x) = P ∗n(−x), ò. å. ÏÍÐÏð ÷åòåí.
2) Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå, êîãäà f íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ íà [−a, a] ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 8. 1) Òåîðåìà ×åáûø¼âà îá àëüòåðíàíñå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè çàäàííûé ïîëèíîì äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f åå ÏÍÐÏð. Ïðè ýòîì ñóùåñòâîâàíèå
(n+ 2)�òî÷å÷íîãî àëüòåðíàíñà äëÿ ÏÍÐÏð ñòåïåíè íå âûøå n íå îçíà÷àåò, ÷òî òî÷åê
àëüòåðíàíñà ðîâíî (n+2). Âîçìîæíî, ÷òî èõ áîëüøå. Íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷-
íî ïðåäúÿâèòü, ïî êðàéíåé ìåðå, (n+ 2) òî÷êè, â êîòîðûõ ðàçíîñòü (f −P ∗n) äîñòèãàåò
ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ñ ÷åðåäóþùèìñÿ çíàêîì. Ýòî î÷åíü âàæíûé ìîìåíò.
2) Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî, ÷òî ñòåïåíü ÏÍÐÏð íå îáÿçàòåëüíî ðàâíà n, îíà
íå âûøå n. Íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè ÏÍÐÏð äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè íà ñèììåòðè÷íîì
îòðåçêå, ââèäó ÷åòíîñòè åå ÏÍÐÏð, ïîñòðîåíèå P ∗5 ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ïî
ôàêòó P ∗5 îêàæåòñÿ ïîëèíîìîì 4, 2 èëè äàæå 0 ñòåïåíè.
3) Ñ ïîñòðîåíèåì ÏÍÐÏð äëÿ ÷åòíûõ/íå÷åòíûõ ôóíêöèé ñâÿçàíà åùå îäíà ïðîáëåìà,
êîòîðóþ íèæå ïîÿñíèì íà ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì f(x) = |x| íà [−1, 1]. Ïóñòü ïîñòàâëåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äëÿ íåå ÏÍÐÏð
P ∗2 , è E2(f). Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîèñêà P ∗n ìû ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó èç (2n+ 4) (ñì. ï. 4.4)
óðàâíåíèé, ñ÷èòàÿ íåèçâåñòíûìè (n+2) òî÷êè àëüòåðíàíñà. Ò. å. ñòàíäàðòíî, äëÿ ïîèñêà P ∗2
ìû îòûñêèâàëè áû 4 òî÷êè àëüòåðíàíñà. Îäíàêî, â ýòîé çàäà÷å ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, ïîýòîìó
(ïî Òåîðåìå 6) ïîëèíîì ÷åòíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, ÏÍÐÏð äëÿ f ñòåïåíè íå âûøå òðåòüåé
P ∗3 (ïî ÷åòíîñòè) ïî ôàêòó îêàæåòñÿ ïîëèíîìîì, ñòåïåíè 2, ò. å. P ∗3 ≡ P ∗2 . Îäíàêî, ÷èñëî
òî÷åê àëüòåðíàíñà äëÿ P ∗3 , ïî êðàéíåé ìåðå, 3+2 = 5. Ïî ýòîé ïðè÷èíå òî÷åê àëüòåðíàíñà
ïðè ïîñòðîåíèè P ∗2 ïîíàäîáèòñÿ áîëüøå, íå 4, à 5.

4.6. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ

Çàäà÷à
Ïîñòðîèòü P ∗n(x) � ÏÍÐÏð ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé äëÿ ôóíêöèè f(x) = ex íà [−1, 0].
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Ðåøåíèå:
Çàïèøåì èñêîìûé ïîëèíîì â âèäå P ∗1 (x) = kx + b. Íàäëåæèò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ k è b. Î÷åâèäíî, äàííàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ex íà [−1, 0] âûïóêëà. Ðåøèì ýòó
çàäà÷ó, ñëåäóÿ óêàçàíèÿì Ïðèìåðà 2 ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû ×åáûøåâà îá àëüòåðíàíñå.
Òî÷êàìè àëüòåðíàíñà ñëóæàò êîíöû îòðåçêà è òî÷êà c � àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ êàñàòåëü-
íîé `2(x), ïàðàëëåëüíîé õîðäå `1(x), ñîåäèíÿþùåé êîíöû êðèâîé (ñì. ðèñ. 4). Â òî÷êàõ àëü-
òåðíàíñà ðàçíîñòü f−P ∗1 äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ (E1(f)) ñ ÷åðåäóþùèìñÿ
çíàêîì. Äàëåå îáîçíà÷èì E1(f) çà ε. Çàïèøåì óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â
òî÷êàõ àëüòåðíàíñà:

f(−1)− P ∗1 (−1) = f(−1) + k − b = ε,

f(c)− P ∗1 (c) = f(c)− kc− b = −ε,
f(0)− P ∗1 (0) = f(0)− b = ε,

f ′(c) = k.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî f(x) = ex, f ′(x) = ex, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ
c, k, b è ε:

e−1 + k − b = ε

ec − kc− b = −ε
1− b = ε

ec = k.

Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ïðîñòî:

k = 1− e−1

ε =
1− ec + kc

2
b = 1− ε
c = ln(k).

Îòêóäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ íåèçâåñòíûå (çíà÷åíèÿ óêàçàíû ñ 4 çíàêàìè ïîñëå
çàïÿòîé):

k = 0.6321

c = −0.4587

ε = 0.0390

b = 0.9610.

Çàäà÷à ðåøåíà, ÿâíûé âèä ÏÍÐÏð ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé íàéäåí:
P ∗1 (x) = 0.6321x+ 0.9610.

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è
Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì íå ïîòðåáóåòñÿ ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû.
Ñëåäóåì óêàçàíèÿì Ïðèìåðà 2 ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû ×åáûøåâà îá àëüòåðíàíñå.
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1) Ñíà÷àëà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå õîðäû `1(x), ñîåäèíÿþùåé êîíöû êðèâîé.

Î÷åâèäíî, `1(x) = k x+ b1, ãäå k =
f(b)− f(a)

b− a
= 0.6321, b1 = f(a)− k a = 1.

Â èòîãå äëÿ äàííîé çàäà÷è

`1(x) = 0.63212x+ 1.0.

2) Äàëåå ñòðîèì êàñàòåëüíóþ `2(x) ïàðàëëåëüíî õîðäå, ñëåäîâàòåëüíî, `2(x) = k x+ b2.

Àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ c íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ:

f ′(c) = k; c = −0.4587, b2 = f(c)− k c = 0.9221.

Â èòîãå
`2(x) = 0.63212x+ 0.92206.

3) Èñêîìûé ìíîãî÷ëåí íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíè íå âûøå ïåðâîé ñòåïåíè íàõîäèì êàê
ïîëóñóììó õîðäû è êàñàòåëüíîé

P ∗1 (x) = (`2(x) + `1(x))/2 = 0.6321x+ 0.9610.

Ïðèâåäåííûå íèæå ðèñ. 5 è òàáëèöà 1 ïîäòâåðæäàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû ×åáû-
øåâà. Èñêîìûé ÏÍÐÏð ïåðâîé ñòåïåíè P ∗1 (x) = 0.6321x + 0.9610 îáîçíà÷åí íà ãðàôèêå
ïóíêòèðîì. Ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ ïðèâåäåííûìè âûøå.

Ðèñ. 5. Ïîñòðîåíèå ÏÍÐÏð ïåðâîé ñòåïåíè
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Òàáëèöà 1
x P1(x)− f(x)

-1.00 -0.03897
-0.90 -0.01445
-0.80 0.00600
-0.70 0.02196
-0.60 0.03295
-0.50 0.03844
-0.40 0.03786
-0.30 0.03057
-0.20 0.01587
-0.10 -0.00702
0.00 -0.03897

c=-0.4587 0.03897

4.7. Çàäàíèå. Âàðèàíòû çàäàíèé

Ïîñòðîèòü ïîëèíîì P1(x) = ax+b íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â C[0,1] äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè
f(x). Íàéòè íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå. Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé f(x) è P1(x) è èõ
ðàçíîñòåé.
Óêàçàòü â òàáëèöå ìåñòîíàõîæäåíèå òî÷åê àëüòåðíàíñà.
Âàðèàíòû ôóíêöèé:

1) sin(x),

2) ln(1 + x),

3)
√

1 + x,

4)
1

2 + x
,

5) arctan(x),

6) x+
√

1 + x2,

7) cos(x),

8) exp(−x).
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5. Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà

5.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãî÷ëåíîì ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Tn(x) = cos(n arccosx), n = 0, 1, . . . , x ∈ [−1, 1] . (1)

Çàìå÷àíèå 1. ßñíî, ÷òî T0(x) = 1, T1(x) = x. ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî Tn(x) � ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè n è äëÿ n > 2, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, èç êîòîðîãî ýòî áóäåò
î÷åâèäíî. Âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

cosα + cos β = 2 cos

(
α + β

2

)
· cos

(
α− β

2

)
,

ïîëîæèì çäåñü
α = kθ, β = (k − 2)θ,

à òàêæå ñäåëàåì çàìåíó θ = arccosx (òîãäà Tk(x) = cos(kθ)). Èìååì

cos kθ︸ ︷︷ ︸
Tk(x)

+ cos
(

(k − 2)θ
)

︸ ︷︷ ︸
Tk−2(x)

= 2 cos

(
kθ + (k − 2)θ

2

)
· cos

(
kθ − (k − 2)θ

2

)

= 2 cos
(

(k − 1)θ
)

︸ ︷︷ ︸
Tk−1(x)

· cos θ︸︷︷︸
x

,

îòêóäà îêîí÷àòåëüíî

Tk(x) = 2xTk−1(x)− Tk−2(x), k = 2, 3, . . . (2)

Ïîñ÷èòàåì íåñêîëüêî ïåðâûõ Tk(x):

T0(x) = 1

T1(x) = cos(arccos x) = x

T2(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x

T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1.

Çàìå÷àíèå 2. Èç (2) ÿñíî, ÷òî Tn(x) � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ðîâíî n, ñî-
äåðæàùèé îäíî÷ëåíû xk îäèíàêîâîé ñ n ÷åòíîñòè. Òî åñòü â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè
n, ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷åòíîé, ëèáî íå÷åòíîé ôóíêöèåé.

Çàìå÷àíèå 3. Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðè xn ó Tn(x) ðàâåí 2n−1, ò. å.

Tn(x) = 2n−1xn − · · · . (3)

Çàìå÷àíèå 4. Èç Îïðåäåëåíèÿ 1 î÷åâèäíî, ÷òî Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n, n =
0, 1, . . . , à òàêæå íåðàâåíñòâî |Tn(x)| 6 1, x ∈ [−1, 1] , n = 0, 1, . . .

Çàìå÷àíèå 5. Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Tn(x) � âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, à íå òîëüêî îòðåçîê [−1, 1].

49



5.2. Êîðíè è òî÷êè ýêñòðåìóìà ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà

Èçó÷èì ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà áîëåå ïîäðîáíî. Íàéäåì êîðíè Tn(x), n > 1.

Tn(x) = 0,

cos(n arccosx) = 0,

n arccosx = ±π
2

+ πk = (2k − 1)
π

2
, k ∈ Z.

Îòñþäà êîðíè

xk = cos

(
2k − 1

2n
π

)
, k = 1, 2, . . . , n. (4)

5.2.1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîðíåé Tn(x)

Èç ôîðìóëû (4) äëÿ êîðíåé ïîíÿòíî, ÷òî xk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîåêöèè íà îñü
àáñöèññ òî÷åê åäèíè÷íîé ïîëóîêðóæíîñòè. À èìåííî: íà ïîëóîêðóæíîñòè x2+y2 = 1, y > 0
ðàññìîòðèì (2n + 1) ðàâíîîòñòîÿùóþ òî÷êó (äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì äóãó äëèíû π íà 2n
÷àñòåé), êîòîðûå ïðîíóìåðóåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò 1 äî (2n+ 1). Ïðîåêöèè íà îñü
0x òî÷åê ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè Tn(x) (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà

Çàìå÷àíèå 6. Âñå êîðíè xk ëåæàò âíóòðè (−1, 1), ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íóëÿ
è ïðè óâåëè÷åíèè n ñãóùàþòñÿ ê −1 è 1.

Òåïåðü íàéäåì òî÷êè ýêñòðåìóìà Tn(x), n > 1.

T ′n(x) =
n · sin(n arccosx)√

1− x2
.

Òàê êàê Tn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî T ′n(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ðîâíî n − 1, ñëå-
äîâàòåëüíî, àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå T ′n(x) = 0 èìååò íå áîëåå n − 1 êîðíÿ ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè.

T ′n(x) = 0

sin(n arccosx) = 0

n arccosx = πk, k ∈ Z.
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Îòñþäà êîðíè ïðîèçâîäíîé ðàâíû

x′k = cos

(
πk

n

)
, k = 1, 2, . . . , n− 1. (5)

Çàìå÷àíèå 7. Òî÷êè ±1 íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ T ′n(x) = 0.

Íàéäåì çíà÷åíèå Tn(x) â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà (5):

Tn(x′k) = cos
(
n arccos

(
cos

πk

n

))
= cos(πk) = (−1)k, k = 1, 2, . . . , (n− 1).

Î÷åâèäíî, |Tn(x)| 6 1, x ∈ [−1, 1], ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïîäîçðèòåëüíûå íà ýêñòðåìóì òî÷-
êè x′k ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè. Ê íèì íóæíî äîáàâèòü è êîíöû îòðåçêà [−1, 1]. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷èëè (n+ 1) òî÷êó íà [−1, 1], â êîòîðûõ Tn(x) ïðèíèìàåò ïîî÷åðåäíî ìàêñè-
ìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ. Çàïèøåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ âñåõ òî÷åê ýêñòðåìóìà:

x′k = cos

(
πk

n

)
, k = 0, 1, . . . , n. (6)

5.2.2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òî÷åê ýêñòðåìóìà Tn(x)

Èç ôîðìóëû (6) ïîíÿòíî, ÷òî x′k òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîåêöèè íà îñü àáñöèññ
òî÷åê óïîìÿíóòîé ðàíåå åäèíè÷íîé ïîëóîêðóæíîñòè, ðàçäåëåííîé íà 2n ÷àñòåé. Òåïåðü
ïðîåêöèè íà îñü 0x òî÷åê ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ñîâïàäóò ñ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà Tn(x).

5.2.3. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà Tn(x)

Ãðàôèê Tn(x) ëåãêî ïîñòðîèòü ñõåìàòè÷íî, ó÷èòûâàÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ åãî
êîðíåé è ýêñòðåìóìîâ: ðàçáèòü åäèíè÷íóþ ïîëóîêðóæíîñòü íà 2n ðàâíûõ ÷àñòåé, çàíó-
ìåðîâàòü òî÷êè äåëåíèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (îò òî÷êè (1, 0) äî (−1, 0)) íîìåðàìè îò
1 äî (2n + 1), îòìåòèòü êîðíè (ïðîåêöèè òî÷åê ñ íîìåðàìè 2, 4, . . . , 2n), íàìåòèòü òî÷êè
ýêñòðåìóìà (ïðîåêöèè òî÷åê ñ íîìåðàìè 1, 3, . . . , 2n+ 1). Îòìåòèòü ýêñòðåìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ +1 èëè −1 íà ëåâîì/ïðàâîì êîíöå [−1, 1] è ïîñòðîèòü ãëàäêóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç êîðíè è òî÷êè ýêñòðåìóìà. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà T4(x).

5.3. Ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ôîðìóë, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî ñòðîèòü ìíî-
ãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Îáñóäèì âîïðîñû óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ è óñòîé÷èâî-
ñòè âû÷èñëåíèé ïî ýòèì ôîðìóëàì.
Ôîðìà 1
Áûëà äàíà â Îïðåäåëåíèè 1:

Tn(x) = cos(n arccosx), n = 0, 1, . . . , x ∈ [−1, 1] . (7)

Âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî íà [−1, 1], õîòÿ ïðåæäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî Tn(x) � ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè n, êîòîðûé îïðåäåëåí âñþäó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ò. å. íèêàêèõ îãðà-
íè÷åíèé íà x íåò.

51



Ðèñ. 2. Ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà T4(x)

Ôîðìà 2
Ïîëó÷àåòñÿ èç òðåõ÷ëåííîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (2):

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, . . . , T0(x) = 1, T1(x) = x. (8)

Óäîáíà â èñïîëüçîâàíèè. Óñòîé÷èâûé ñ÷åò íà [−1, 1].
Ôîðìà 3
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà èìåþò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è
n, ïðè ïîñòðîåíèè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëî âèäíî, ÷òî çíàêè êîýôôèöèåíòîâ
÷åðåäóþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìàëüíî, Tn(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Tn(x) = anx
n − an−2xn−2 + an−4x

n−4 − . . . , ãäå an = 2n−1. (9)

×óòü íèæå â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôîðìà çàïèñè ñàìàÿ ïëîõàÿ.
Ôîðìà 4
Òàê êàê ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 2n−1, à êîðíè çàäàþòñÿ ôîðìóëîé (4), ëåãêî ïîëó÷èòü
åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Tn(x) :

Tn(x) = 2n−1
n∏
k=1

(
x− cos

(2k − 1

2n
π
))

. (10)

Ýòà ôîðìóëà õîðîøà âî âñåõ îòíîøåíèÿõ.

Ôîðìà 5
Ïîëó÷èì åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ Tn(x).
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Tn(x) = cos(n arccosx︸ ︷︷ ︸
z

) =
einz + e−inz

2
(11)

=
(cosnz + i sinnz) + (cosnz − i sinnz)

2
(12)

=
(cos z + i sin z)n + (cos z − i sin z)n

2
(13)

=
1

2

((
x+ i

√
1− x2

)n
+
(
x− i

√
1− x2

)n)
(14)

=
1

2

((
x+
√
x2 − 1

)n
+
(
x−
√
x2 − 1

)n)
. (15)

Ôîðìà 5 óäîáíà, êîãäà x ∈ R, |x| > 1, òàê êàê òîãäà âñå âåùåñòâåííî.

Âåðíåìñÿ ê Ôîðìå 3. Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ýòèì ïðåäñòàâëåíèåì ïîëüçîâàòüñÿ íå ñòîèò. Â
ôîðìóëó Tn(x) = 2n−1xn − an−2xn−2 + an−4x

n−4 − . . . ïîäñòàâèì x = i :

Tn(i) = 2n−1in − an−2ini−2 + an−4i
ni−4 − . . . = in

(
2n−1 + an−2 − an−4 + . . .

)
. (16)

Çíà÷èò, òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû îäíîãî çíàêà, òî

|Tn(i)| = |in| ·
∣∣2n−1 + an−2 + an−4 + . . .

∣∣ =
∑
|ai|. (17)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê äëÿ Tn(x) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå â Ôîðìå 5, òî∑
|ai| = |Tn(i)| =

∣∣∣∣12 ((i+
√
i2 − 1

)n
+
(
i−
√
i2 − 1

)n)∣∣∣∣ (18)

=

∣∣∣∣in2 ((1 +
√

2
)n

+
(

1−
√

2
)n)∣∣∣∣ (19)

=
1

2

((
1 +
√

2
)n

+
(

1−
√

2
)n)

. (20)

(21)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n→∞ |Tn(i)| ýêâèâàëåíòíî 1
2

(
1 +
√

2
)n
, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñòðå-

ìèòñÿ ê +∞ ïðè n→∞. Èòàê, ñóììà ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ â Ôîðìå 3 íåîãðàíè÷åííî
ðàñòåò ñ ðîñòîì n, ïðè ýòîì çíàêè êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåäóþòñÿ. Ñ÷åò ïî òàêîé ôîðìóëå
áóäåò íåóñòîé÷èâ.

5.4. Ñâîéñòâî íàèìåíüøåãî óêëîíåíèÿ îò íóëÿ

Òåïåðü ïîäåëèì Tn(x) íà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò è ðàññìîòðèì ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí
×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà:

T̃n(x) = 21−nTn(x) = xn + · · · . (22)

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî T̃n(x) ñðåäè âñåõ ïðèâåäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n èìååò íàèìåíü-
øóþ íîðìó â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Ñ[-1,1]. Òàêîé ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí
áóäåì íàçûâàòü ìíîãî÷ëåíîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ.
×åìó æå ðàâíà ýòà ìèíèìàëüíàÿ íîðìà?
Î÷åâèäíî, òàê êàê ‖Tn‖C[−1,1] = 1, òî

‖T̃n(x)‖C[−1,1] = 21−n‖Tn‖C[−1,1] = 21−n.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî
Óòâåðæäåíèå 2
Ïóñòü Pn � ïðîèçâîëüíûé ïðèâåäåííûé ïîëèíîì ñòåïåíè n. Òîãäà

‖Pn‖C[−1,1] = max
x∈[−1,1]

|Pn(x)| > max
x∈[−1,1]

∣∣∣T̃n(x)
∣∣∣ = ‖T̃n‖C[−1,1] = 21−n. (23)

Òàê êàê ñòàðøèé êîýôôèöèåíò T̃n(x) ðàâåí 1, à êîðíè çàäàþòñÿ ôîðìóëîé (4), ëåãêî
ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ íåãî:

T̃n(x) =
n∏
k=1

(
x− cos

(2k − 1

2n
π
))

. (24)

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ
íà êîíå÷íîì [a, b] 6= [−1, 1], èñïîëüçóþò èçâåñòíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, ïåðåâîäÿùóþ
x ∈ [−1, 1] â z ∈ [a, b] :

z =
b− a

2
x+

b+ a

2
, è îáðàòíî x =

2z − (a+ b)

b− a
.

Òîãäà

T̃n

(
2z − (a+ b)

b− a

)
= T̃n(x) = xn + · · · =

(
2z − (a+ b)

b− a

)n
+ · · · =

(
2

b− a

)n
zn + · · · (25)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (25) èñêîìûé ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì

T̃n

(
2z−(a+b)
b−a

)
íà êîýôôèöèåíò

(
2
b−a

)n
:

T̃n(x)[a;b](z) =

(
b− a

2

)n
T̃n

(
2z − (a+ b)

b− a

)
=

1

2n−1

(
b− a

2

)n
Tn

(
2z − (a+ b)

b− a

)
. (26)

Ïðè ýòîì, åãî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] áóäåò íàèìåíüøåé ñðåäè âñåõ ïðèâåäåííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n, ò. å. îí áóäåò ìíîãî÷ëåíîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ íà
[a, b]. Èç (26) âèäíî, ÷òî ýòà íàèìåíüøàÿ íîðìà ðàâíà

1

2n−1

(
b− a

2

)n
. (27)

Î÷åâèäíî, êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà (26) ÿâëÿþòñÿ êîðíè ìíîãî÷ëåíà Tn(x), çàäàâàåìûå (4),

ëèíåéíî îòîáðàæåííûå íà [a, b]. È ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíà T̃n(x)[a,b](z) ïî àíàëîãèè ñ ïðåä-

ñòàâëåíèåì äëÿ T̃n(x) òåïåðü ëåãêî ïîëó÷èòü:

T̃n(x)[a;b](z) =
n∏
k=1

(z − zk) , ãäå zk = cos
(2k − 1

2n
π
)b− a

2
+
b+ a

2
. (28)

5.5. Ñâÿçü ñ çàäà÷åé àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Â ïóíêòå 2.4 íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ áûëî ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè
ïîãðåøíîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ äëÿ êëàññà ôóíêöèé Mn+1C

(n+1)[a, b]
â òî÷êå x̄. Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, åñëè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ôóíêöèåé, çàäàííîé
òàáëèöåé ñâîèõ çíà÷åíèé. È âûáîð óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ îãðàíè÷åí èìåþùèìñÿ
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íàáîðîì àðãóìåíòîâ ýòîé òàáëèöû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ f ∈
Mn+1C

(n+1)[a, b] çàäàíà âñþäó íà [a, b]. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöè-
îííîãî ïîëèíîìà Pn(x) ó âû÷èñëèòåëÿ èìååòñÿ ïîëíàÿ ñâîáîäà â âûáîðå óçëîâ èç [a, b].
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ïîãðåøíîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f
ïîëèíîìàìè ñòåïåíè íå âûøå n: Rn(f, x) = f(x) − Pn(x). Òàê êàê îöåíêà 2 ïóíêòà 2.2
âûïîëíÿåòñÿ ∀x ∈ [a, b], ìîæíî ïåðåéòè ê íîðìå â ïðîñòðàíñòâå C[a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî îöåíêà

‖Rn(f, ·)‖C[a,b] 6
Mn+1

(n+ 1)!
‖ωn+1‖C[a,b], f ∈Mn+1C

(n+1)[a, b]. (29)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â íåðàâåíñòâå (29) çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) =
Mn+1

(n+1)!
ωn+1(x), êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó Mn+1C

(n+1)[a, b]. Çíà÷èò

R
(
Mn+1C

(n+1)[−1, 1]
)

= sup
f∈Mn+1C(n+1)[a,b]

‖Rn(f, ·)‖C[a,b] =
Mn+1

(n+ 1)!
‖ωn+1‖C[a,b]. (30)

Óêàçàííàÿ â (30) òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà çàâèñèò òîëüêî îò óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ
x0, x1, . . . , xn � ñóòü êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ωn+1(x) =

∏n
k=0 (x− xk) , êîòîðûå â íàøåé çàäà÷å

ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè äëÿ êëàññà ôóíêöèé íà îòðåçêå åñòåñòâåííî âûáðàòü òàê,
÷òîáû ýòà ãðàíèöà áûëà ìèíèìàëüíîé. Óçëû, äîñòàâëÿþùèå ýòîò ìèíèìóì áóäåì äàëåå
íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè äëÿ êëàññà ôóíêöèé.
Â ïðàâîé ÷àñòè (30) îò óçëîâ çàâèñèò òîëüêî ìíîæèòåëü ‖ωn+1‖C[a,b], êîòîðûé ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé íîðìó â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n+ 1. Ìû õîòèì
íàéòè ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí ωn+1(x), êîòîðûé ñðåäè âñåõ ïðèâåäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ òîé
æå ñòåïåíè èìååò íàèìåíüøóþ íîðìó â C[a, b]. Ýòà çàäà÷à èçâåñòíà êàê çàäà÷à î ïîèñêå
ìíîãî÷ëåíà, íàèìåíåå óêëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî ðàññìîòðåíî â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Âûâîäû îôîðìèì â âèäå Óòâåðæäåíèé, ïðèâåäåííûõ íèæå.
Óòâåðæäåíèå 3
Êîðíè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà T̃n+1(x)

xk = cos

(
(2k + 1)π

2n+ 2

)
, k = 0, 1, . . . , n, (31)

åñëè èõ âçÿòü â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ Pn, äîñòàâëÿþò íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå íîðìå ïîãðåøíîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ, äëÿ êëàññà
ôóíêöèé Mn+1C

(n+1)[−1, 1], äðóãèìè ñëîâàìè, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äëÿ êëàññà
ôóíêöèé Mn+1C

(n+1)[−1, 1].

Òàê êàê ‖T̃n+1‖C[−1,1] = 2−n, òî ïðè âûáîðå îïòèìàëüíûõ óçëîâ

R
(
Mn+1C

(n+1)[−1, 1]
)

=
Mn+1

2n(n+ 1)!
. (32)

Òî åñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Mn+1C
(n+1)[−1, 1] ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïî

îïòèìàëüíûì óçëàì (31) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó∣∣Rn(f, x)
∣∣ 6 Mn+1

2n(n+ 1)!
, x ∈ [−1, 1].

Ïðèìåð

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ðóíãå f(x) =
1

1 + 25x2
.
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Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèè f(x), èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà, ïîñòðîåííîãî
ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì � Phom, èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà, ïîñòðîåííîãî ïî óçëàì
ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà � PCheb. Êîëè÷åñòâî óçëîâ � 15.

Ðèñ. 3. Èíòåðïîëèðîâàíèå ôóíêöèè Ðóíãå

Íà ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ïîñòðîåííûé ïî óçëàì ìíîãî÷ëåíà ×å-
áûøåâà (PCheb) õîðîøî ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ Ðóíãå (ãðàôèêè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò),
à èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ïîñòðîåííûé ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì, õîðîøî ïðèáëè-
æàåò ôóíêöèþ Ðóíãå íà îòðåçêå [−β, β], ãäå β ≈ 0.726 è ïëîõî âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ
îòðåçêà [−1, 1]. Ãðàôèê ýòîãî ïîëèíîìà (Phom) îòìå÷åí íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì. Ïîÿñíèì
ýòîò ýôôåêò.

Ôóíêöèÿ
1

1 + 25x2
èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé x, ÿâëÿ-

åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ðåãóëÿðíîé íà ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âñþäó,
êðîìå òî÷åê ±0.2i. Ýòè òî÷êè íàõîäÿòñÿ áëèçêî ê îòðåçêó [−1, 1] è ïðèíàäëåæàò ìèíè-
ìàëüíîé îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè èç òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ([4]).
Óòâåðæäåíèå 4
Êîðíè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà T̃n+1(x), çàäàííûå ôîðìóëîé (31), ëèíåéíî
îòîáðàæåííûå íà [a, b] 6= [−1, 1]

zk =
(b− a)

2
xk +

(b+ a)

2
, k = 0, 1, . . . , n, (33)

âçÿòûå â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ Pn, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè
äëÿ êëàññà ôóíêöèé Mn+1C

(n+1)[a, b].

Òàê êàê ‖T̃ [a,b]
n+1‖C[a,b] = 2−n

(
b−a
2

)n+1
, òî ïðè âûáîðå îïòèìàëüíûõ óçëîâ

R
(
Mn+1C

(n+1)[a, b]
)

=
Mn+1(b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
. (34)

Ò. å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Mn+1C
(n+1)[a, b] ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïî îïòè-

ìàëüíûì óçëàì (33) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
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∣∣Rn(f, x)
∣∣ 6 Mn+1(b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
, x ∈ [a, b]. (35)

5.6. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ

Ïîñòðîèòü P ∗n−1(x) � ÏÍÐÏð ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé äëÿ ôóíêöèè f(x) = xn íà [−1, 1].
Ðåøåíèå:
Åñëè P ∗n−1(x) � ÏÍÐÏð ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé äëÿ ôóíêöèè f(x) = xn íà [−1, 1], òî
ïî îïðåäåëåíèþ ÏÍÐÏð, ðàçíîñòü f − P ∗n−1 èìååò íàèìåíüøóþ íîðìó â C[−1, 1] ñðåäè
âñåõ ðàçíîñòåé ïîäîáíîãî âèäà. Äëÿ íàøåé çàäà÷è ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n Qn(x) = f(x) − P ∗n−1(x) = xn − P ∗n−1(x), ñðåäè âñåõ
ïðèâåäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ òîé æå ñòåïåíè èìååò íàèìåíüøóþ íîðìó â C[−1, 1]. Ñëåäîâà-

òåëüíî, Qn(x) � ìíîãî÷ëåí íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ, è Qn(x) = T̃n(x) = 21−nTn(x).
Âîñïîëüçîâàâøèñü êàêîé-íèáóäü ôîðìîé çàïèñè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà
(íàïðèìåð, òðåõ÷ëåííûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì), âîçìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó

äëÿ Tn(x), à çàòåì, äëÿ T̃n(x).
Îòâåò çàäà÷è, î÷åâèäíî, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

P ∗n−1(x) = xn −Qn(x) = xn − 21−nTn(x). (36)

5.7. Çàäàíèÿ. Âàðèàíòû çàäàíèé

1. Íàéòè ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ Pn−1(x) äëÿ f(x) = xn, x ∈ [−1, 1]. Ïðèâåñòè
òàáëèöó çíà÷åíèé xn, Pn−1(x), èõ ðàçíîñòåé. Óêàçàòü â òàáëèöå ìåñòîíàõîæäåíèå òî÷åê
àëüòåðíàíñà.
Âàðèàíòû: n = 4, n = 5, n = 6, n = 7, n = 8.
2. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ïîëèíîìà ×åáûøåâà Tn(x), âû÷èñëèâ ïðåäâàðèòåëüíî çíà÷åíèÿ êîð-
íåé è òî÷åê ýêñòðåìóìà. Âûïèñàòü Tn(x) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû, ïðèìåíÿÿ ðåêóððåíòíûå
ôîðìóëû.
Âàðèàíòû: n = 4, n = 5, n = 6, n = 7, n = 8.
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6. Èíòåðïîëèðîâàíèå Ýðìèòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçäå-

ëåííûõ ðàçíîñòåé

6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàí m + 1 óçåë, êàæäûé óçåë xi èìååò êðàòíîñòü ri, ò. å. â í�eì çàäàíî çíà÷åíèå ôóíêöèè
è çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ äî (ri − 1)-îãî ïîðÿäêà.
Èñõîäíûå äàííûå ïðèâåäåì â âèäå òàáëèöû

x0 x1 . . . xm
f(x0) f(x1) . . . f(xm)
f ′(x0) f ′(x1) . . . f ′(xm)
. . . . . . . . . . . .

f (r0−1)(x0) f (r1−1)(x1) . . . f (rm−1)(xm)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî xi 6= xj ïðè i 6= j. Ïóñòü r0 + r1 + . . .+ rm = r.
Cóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí Hr−1(x), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

H
(αj)

(r−1)(xj) = f (αj)(xj), j = 0, 1, . . . ,m, αj = 0, . . . , rj − 1.

×àñòíûå ñëó÷àè
1. r0 = r1 = . . . = rm = 1 � îáû÷íîå èíòåðïîëèðîâàíèå ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè.
2. m = 0, òîãäà Hr0−1(x) � îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà

Hr0−1(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (r0−1)(x0)

(r0 − 1)!
(x− x0)r0−1. (1)

Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåíî ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà â âèäå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà Íüþòîíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé.

6.2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà èìååò âèä

Pn(x) = A0 + A1(x− x0) + A2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ An(x− x0) · · · (x− xn−1). (2)

Êîýôôèöèåíòû çäåñü ìîæíî âû÷èñëÿòü ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè.

6.3. Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè

Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè (ð.ð.) ïî íåêðàòíûì óçëàì âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ð.ð. 1-îãî ïîð. f(xi, xi+1) =
f(xi+1) − f(xi)

xi+1 − xi
,

ð.ð. 2-îãî ïîð. f(xi, xi+1, xi+2) =
f(xi+1, xi+2) − f(xi, xi+1)

xi+2 − xi
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ð.ð. n-îãî ïîð. f(x0, x1, . . . , xn) =
f(x1, . . . , xn) − f(x0, . . . , xn−1)

xn − x0
.

(3)
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ (a, b)

f(x0, x1, . . . , xn) =
f (n)(ξ)

n!
,

ãäå
a = min(x0, x1, . . . , xn), b = max(x0, x1, . . . , xn).

Ñëåäîâàòåëüíî
Pn(x0, x1, . . . , xn) ≡ const.

Êîýôôèöèåíòû Ai â èíòåðïîëÿöèîííîì ìíîãî÷ëåíå â ôîðìå Íüþòîíà ÿâëÿþòñÿ ðàçäå-
ëåííûìè ðàçíîñòÿìè i�îãî ïîðÿäêà Ai = f(x0, x1, . . . , xi).
Ó÷èòûâàÿ êðàòíîñòü óçëà x0, ðàâíóþ r0, ïîëàãàåì â (2)

x1 = x0, x2 = x0, . . . , xn−1 = x0.

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (1), (2), çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ïî êðàòíûì óçëàì
âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k+1

) =
f (k)(x0)

k!
. (4)

6.4. Çàäàíèå

Äàíà òàáëèöà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ óçëîâ, â êîòîðûõ çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîäíûõ äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà.
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ýðìèòà ïî
äàííîé òàáëèöå, èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà è òàáëèöó
ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé.
Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííûé ïîëèíîì óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì óñëîâèÿì.

6.5. Îáðàçåö âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ

Ïóñòü äàíà òàáëèöà

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
-1 -17 33
0 -4 3 -8
2 10

1) Ñòðîèì òàáëèöó ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé, ïîâòîðÿÿ óçëû ñòîëüêî ðàç, êàêîâà èõ êðàò-
íîñòü. Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ïî íåêðàòíûì óçëàì âû÷èñëÿåì îáû÷íûì îáðàçîì ïî
ôîðìóëå (3), à ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè k-îãî ïîðÿäêà ïî êðàòíîìó óçëó xi âû÷èñëÿåì
ïî ôîðìóëå (4).
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x f(x) ð.ð. 1 ïîð ð.ð. 2 ïîð ð.ð. 3 ïîð ð.ð. 4 ïîð ð.ð. 5 ïîð
-1 -17

33
-1 -17 -20

13 10
0 -4 -10 -4

3 6 1
0 -4 -4 -1

3 3
0 -4 2

7
2 10

2) Âûïèøåì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà ïî âåðõíåé ñòðîêå

P5(x) = −17 + 33(x + 1) − 20(x + 1)2 + 10(x+ 1)2x − 4(x+ 1)2x2 + (x+ 1)2x3. (5)

3) Ïðîâåðêà èíòåðïîëÿöèîííîñòè ìíîãî÷ëåíà

x P5(x) P ′5(x) P ′′5 (x)
-1 -17 33
0 -4 3 -8
2 10

6.6. Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíò 1

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
-1 2 3 6
0 -2 3 -8

Âàðèàíò 2

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
-2 24 39 -42
1 12

Âàðèàíò 3

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
1 12 21 30
0 2 3
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Âàðèàíò 4

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
-1 2 6
0 -2 4 12

Âàðèàíò 5

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
-2 -4
0 -8 2 -16
1 -8
2 -148 -278

Âàðèàíò 6

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
0 5 -7 10
1 -4 -13
2 -61 -127
3 -862

Âàðèàíò 7

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
0 6
1 -2 -2
2 -14 -18 -24
3 -30

Âàðèàíò 8

x f(x) f ′(x) f ′′(x)
-1 7
1 -11 5 -22
2 -5 -1
3 43
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7. ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

7.1. Îñíîâíûå ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ
ôóíêöèè, çàäàííîé àíàëèòè÷åñêè

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (ôîð-
ìóëû, ðàâåíñòâà)

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
−
h

2
f ′′(ξ), ξ ∈ (x, x+ h), (1)

f(x+ h)− f(x)

h
� ðàçíîñòü âïåðåä.

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+
h

2
f ′′(ξ), ξ ∈ (x− h, x), (2)

f(x)− f(x− h)

h
� ðàçíîñòü íàçàä.

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
−
h2

6
f ′′′(ξ), ξ ∈ (x− h, x+ h), (3)

f(x+ h)− f(x− h)

2h
� ñèììåòðè÷íàÿ ðàçíîñòü.

f ′(x) =
− 3f(x) + 4f(x+ h)− f(x+ 2h)

2h
+
h2

3
f ′′′(ξ), ξ ∈ (x, x+ 2h). (4)

f ′(x) =
3f(x)− 4f(x− h) + f(x− 2h)

2h
+
h2

3
f ′′′(ξ), ξ ∈ (x− 2h, x). (5)

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h))

h2
− h2

12
f (4)(ξ), ξ ∈ (x− h, x+ h). (6)

7.2. Ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèè, çà-
äàííîé òàáëè÷íî â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ

Ïóñòü óçëû x0, x1, x2, . . . , xn � ðàâíîîòñòîÿùèå, ò. å. xi+1 − xi = h (i = 0, 1, 2, . . . , n− 1),
è ïóñòü äëÿ ôóíêöèè y = f(x) èçâåñòíû çíà÷åíèÿ yi = f(xi) (i = 0, 1, . . . , n). Ôîðìóëû (1)
- (6) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

f ′(xi) =
yi+1 − yi

h
+O(h), i = 0, 1, . . . , n− 1. (7)

f ′(xi) =
yi − yi−1

h
+O(h), i = 1, 2, . . . , n. (8)

f ′(xi) =
yi+1 − yi−1

2h
+O(h2), i = 1, 2, . . . , n− 1. (9)

f ′(xi) =
− 3yi + 4yi+1 − yi+2

2h
+O(h2), i = 0, . . . , n− 2. (10)
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f ′(xi) =
3yi − 4yi−1 + yi−2

2h
+O(h2), i = 2, . . . , n. (11)

f ′′(xi) =
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+O(h2), i = 1, . . . , n− 1. (12)

7.3. Òåîðåìà î ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n + 1 íà [a, b],
ãäå a = min{x0, x1, . . . , xn, x}, b = max{x0, x1, . . . , xn, x}.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

R
(m)
n =

f (n+1)(η)

(n+ 1)!
ω
(m)
n+1(x), η ∈ (a, b),

åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

1) x /∈ (α, β), ãäå α = min{x0, x1, . . . , xn}, β = max{x0, x1, . . . , xn},

2) m = 1 è òî÷êà x ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç óçëîâ x = xk.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1 è 2 ω
(m)
n+1(x) 6= 0.

7.4. Ïîñòðîåíèå ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ïóñòü äàíà òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) íà [a, b] ñ øàãîì h òî÷êà x, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ
â íà÷àëå òàáëèöû.
Ïîëó÷èì íåêîòîðûå ôîðìóëû äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà.
Òàê êàê òî÷êà x íàõîäèòñÿ â íà÷àëå òàáëèöû, èñïîëüçóåì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí
âèäà:

Pn(a+th) = y0+t∆y0+
t(t− 1)

2!
∆2y0+

t(t− 1)(t− 2)

3!
∆3y0+ . . .+

t(t− 1) · · · (t− n+ 1)

n!
∆ny0,

(13)
ãäå t = (x− a)/h.
Îáîçíà÷èì αk = t − k. Äèôôåðåíöèðóåì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí (13), (îãðàíè÷è-
âàÿñü äëÿ êðàòêîñòè òðåìÿ ñëàãàåìûìè)

hP ′n(a+ th) = ∆y0 +
(α1 + α0)

2
·∆2y0 +

(α1 · α2 + α0 · α2 + α0 · α1)

6
·∆3y0 + . . .

Ïðåäñòàâèì P ′n(a+ th) â âèäå: P ′n(a+ th) =
n∑
k=1

N ′k
h
·∆ky0, ãäå

N ′1 = 1, N ′2 =
(α1 + α0)

2
, N ′3 =

(α1 · α2 + α0 · α2 + α0 · α1)

6
, . . .

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû î ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

R′n(x) =
f (n+1)(η)

(n+ 1)!
ω′n+1(x), η ∈ (a, b).
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Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ω′n+1(x) = [t(t− 1) · · · (t− n)]′ hn =

(
n∏
k=0

αk

)′
hn.

Ïîñòðîèì íåñêîëüêî ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé m-îãî ïîðÿäêà ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè p.
Ïîíÿòíî, ÷òî ñòåïåíü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ñëåäóåò âû÷èñëÿòü èñõîäÿ èç òîãî,
÷òî p = n+ 1−m, ò. å. n = p+m− 1.

1) Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ïðèáëè-
æåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå
x = a.

Ïîëó÷àåì n = p+m− 1 = 1.

Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì t = 0, α0 = 0, α1 = −1.

Òîãäà hP ′1(a) = ∆y0 è

f ′(a) ≈ P ′1(a) =
y1 − y0
h

. (14)

Âûðàæåíèå (14) äëÿ ÷èñëåííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = a íàçûâàåòñÿ
ðàçíîñòüþ ½âïåðåä“.

Îïðåäåëèì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû (14).

Ñîãëàñíî òåîðåìå

R′1(a) =
f ′′(η)

2!
ω′2(a) =

f ′′(η)

2!
(α0 + α1)h = −

1

2
hf ′′(η), η ∈ (a, a + h). (15)

×òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (1).

2) Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ïðèáëè-
æåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷-
êå x = a.

Ïîëó÷àåì n = p+m− 1 = 2.

t = 0, α0 = 0, α1 = −1, α2 = −2.

h P ′2(a) = ∆y0 +
(α1 + α0)

2
·∆2y0 = y1 − y0 −

y2 − 2 y1 + y0

2
,

f ′(a) ≈ P ′2(a) =
− 3 y0 + 4 y1 − y2

2h
. (16)

Îïðåäåëèì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû (16).

R′2(a) =
f ′′′(η)

3!
ω′3(a) =

f ′′′(η)

3!
(α1α2 + α0α2 + α1α2)h

2 = −
1

3
h2f ′′′(η),

η ∈ (a, a+ 2h). (17)

×òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (4).
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3) Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ïðèáëè-
æåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷-
êå x = a+ h.

Ïîëó÷àåì n = p+m− 1 = 2.

Èñïîëüçóåìûå óçëû a, a+ h, a+ 2h, òàê ÷òî t = 1, α0 = 1, α1 = 0, α2 = −1.

h P ′2(a) = ∆y0 +
(α1 + α0)

2
·∆2y0 = y1 − y0 +

y2 − 2 y1 + y0

2
,

f ′(a) ≈ P ′2(a+ h) =
y2 − y0

2h
. (18)

Îïðåäåëèì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû (18).

R′2(a) =
f ′′′(η)

3!
ω′3(a+ h) =

f ′′′(η)

3!
(α1α2 + α0α2 + α1α2)h

2 = −
1

6
h2f ′′′(η),

η ∈ (a, a+ 2h). (19)

×òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (3).

4) Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ïðèáëè-
æåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå
x = a− h/2.
Ïîëó÷àåì n = p+m− 1 = 1.

Èñïîëüçóåìûå óçëû a, a+ h.

Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì t = −
1

2
, α0 = −

1

2
, , α1 = −

3

2
.

Òîãäà hP ′1(a) = ∆y0 è

f ′(a− h/2) ≈ P ′1(a− h/2) =
y1 − y0
h

. (20)

Îïðåäåëèì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû (20). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1

R′1(a− h/2) =
f ′′(η)

2!
ω′2(a− h/2) =

f ′′(η)

2!
(α0 + α1)h = −hf ′′(η),

η ∈ (a, a+ h). (21)

5) Ôîðìóëó (18), à òàêæå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå f ′′(a+h) ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ
a, a+h, a+2h è èõ ïîãðåøíîñòè ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà
f(a+ h), f(a− h) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a ñ îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè
h3 è h4 ñîîòâåòñòâåííî, è êîìáèíèðóÿ ýòè âûðàæåíèÿ äîëæíûì îáðàçîì.
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7.5. Çàäàíèÿ

7.5.1. Çàäàíèå 1

Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî çíà÷åíèÿ

à) ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) ñ ïîðÿäêîì ïîãðåøíîñòè

O(h) (îáîçíà÷èì f̃ ′) ïðè i = 0, 1, . . . , n.

O(h2) (îáîçíà÷èì
˜̃
f ′) ïðè i = 0, 1, . . . , n.

á) âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) ñ ïîðÿäêîì ïîãðåøíîñòè

O(h2) (îáîçíà÷èì f̃ ′′) ïðè i = 1, . . . , n− 1.

Íàïå÷àòàòü (ñì. îáðàçåö)

• òàáëèöó çíà÷åíèé óçëîâ;

• çíà÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ;

• �òî÷íûõ� çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ;

• ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ;

• èõ ðàçíîñòåé (ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè).

Ïðîâåðèòü ðåçóëüòàòû íà ìíîãî÷ëåíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé.
Îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
Îáðàçåö âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) = x+ 3 ïðåäñòàâëåí â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1

x f(x) f ′(x)
f̃ ′ ïîãð.

˜̃
f ′ ïîãð.

f ′′(x)
f̃ ′′ ïîãð.

O(h) O(h) O(h2) O(h2) O(h2) O(h2)
0 3 1 1 0 1 0 0
0,1 3,1 1 1 0 1 0 0 0 0
0,2 3,2 1 1 0 1 0 0 0 0
0,3 3,3 1 1 0 1 0 0 0 0
0,4 3,4 1 1 0 1 0 0 0 0
0,5 3,5 1 1 0 1 0 0 0 0
0,6 3,6 1 1 0 1 0 0 0 0
0,7 3,7 1 1 0 1 0 0 0 0
0,8 3,8 1 1 0 1 0 0 0 0
0,9 3,9 1 1 0 1 0 0 0 0
1 4 1 1 0 1 0 0

7.5.2. Çàäàíèå 2

Ïîëüçóÿñü îäíîé èç ôîðìóë (1) - (6) â çàäàííîé òî÷êå x âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð, âäâîå) äî
òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü h îïòèìàëüíîå
ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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Ïðèìåð
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (4) â ðåçóëüòàòå îøèáîê, äîïóñêàåìûõ â êàæäîì çíà÷åíèè
ôóíêöèè è íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ ε, îöåíêà äëÿ ñóììàðíîé ïîãðåøíîñòè áóäåò
âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Rε(x, h, f)| 6
8ε

2h
+
h2

3
M3, M3 = max |f ′′′(ξ)|, ξ ∈ [x, x+ 2h].

Îïòèìàëüíûé øàã, ò. å. òàêîé, ïðè êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ñóììàðíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü, íàõîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, êàê ðåøåíèå çàäà÷è íà ýêñòðåìóì.

Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ îïòèìàëüíîãî øàãà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó: hopt =
3

√
6 · ε
M3

.

Ñëåäîâàòåëüíî, â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî îöåíêà äëÿ ñóììàðíîé ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ âåëè-
÷èíîé ïîðÿäêà

3
√
ε2.

Íàïå÷àòàòü

• òàáëèöó çíà÷åíèé h;

• �òî÷íûõ� çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x;

• ïðèáëèæ�åííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé;

• èõ ðàçíîñòåé (ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè).

Îáðàçåö âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) = e2x ïðåäñòàâëåí â òàáëèöå 2.
Çäåñü x = 1, íà÷àëüíûé øàã h = 0.1, �òî÷íîå� çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f ′(1) = 14.778112.
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿþòñÿ äî ïÿòîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

Òàáëèöà 2
h 0.1 0.05 0.025 0.0125 0.00625 0.003125

f̃ ′(x) ïîð. O(h2) 14.5484 14.7249 14.765 14.774 14.7768 14.7744
ïîãð. 0.22971 0.05321 0.01311 0.0037 0.0013122 0.003712

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíûì ýêñïåðèìåíòàëüíî ÿâëÿåòñÿ øàã 0.00625, òåîðåòè÷å-
ñêè hopt ≈ 0.0069.

7.5.3. Çàäàíèå 3

Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ
xi, i = 0, . . . , n.
Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà ïîëó-
÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ�åííîãî çíà÷åíèÿ
óêàçàííîé ïðîèçâîäíîé ñ óêàçàííûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â çàäàííîì óçëå x.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè.
Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé,
ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.
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7.6. Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíò 1

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e2x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð,
âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü
h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x0.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 2

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e3x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð,
âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü
h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x1.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 3

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5) â òî÷êå x = 2 âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e2x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð,
âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü
h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.
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3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ
x0, x1, x2, x3.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x2.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 4

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (6) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü âòîðóþ ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e2x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã
h (íàïðèìåð, âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü.
Îïðåäåëèòü h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = xn.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 5

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (6) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü âòîðóþ ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e3x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã
h (íàïðèìåð, âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü.
Îïðåäåëèòü h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííî-
ãî çíà÷åíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x0.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.
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Âàðèàíò 6

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e4x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð,
âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü
h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííî-
ãî çíà÷åíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = xn.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 7

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e5x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð,
âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü
h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x0.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 8

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (6) â òî÷êå x = 2 âû÷èñëèòü âòîðóþ ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e2x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã
h (íàïðèìåð, âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü.
Îïðåäåëèòü h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.
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3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x1.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 9

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e2x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð,
âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü
h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x0.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 10

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e3x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð,
âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü
h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xi, i =
0, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x1.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.
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Âàðèàíò 11

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5) â òî÷êå x = 2 âû÷èñëèòü ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e2x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã h (íàïðèìåð,
âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü. Îïðåäåëèòü
h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ
x0, x1, x2, x3.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x2.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Âàðèàíò 12

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (6) â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü âòîðóþ ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè e2x, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ øàã
h (íàïðèìåð, âäâîå) äî òåõ ïîð, ïîêà ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå íà÷íåò âîçðàñòàòü.
Îïðåäåëèòü h îïòèìàëüíîå ýêïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îêðóãëÿòü äî 5-îãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. ε = 5 · 10−6.

3) Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ
x0, x1, x2, x3.

Òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Íüþòîíà
ïîëó÷èòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òðåòüèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå x = x3.
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé, ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.
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8. Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

Ïóñòü ρ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ è îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ
íà èíòåðâàëå (a, b). Ïóñòü, êðîìå òîãî, ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèè ρ(x) è ëþáîãî ïîëèíîìà

èíòåãðèðóåìî íà (a, b), ò. å. ∀ k ∈ 0, 1, 2, . . . ∃µk =
∫ b
a
ρ(x)xkdx è µ0 > 0.

Ëþáîé âåñ ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
{Pn(x)}∞n=0 òàêèõ, ÷òî ∫ b

a

ρ(x)Pk(x)Pj(x)dx = 0, k 6= j, (1)

îïðåäåëÿþùèõñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñîìíîæèòåëÿ, îòëè÷íîãî îò íóëÿ.
Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå íîðìèðîâêè è îáîçíà÷åíèÿ:

1) P̃(x) = xk + · · · � ïðèâåäåííûé îðòîãîíàëüíûé ìíîãî÷ëåí;

2) P̂k(x) :
∫ b
a
ρ(x)P̂ 2

k (x)dx = 1 ∀ k;

3) Pk(x) òàêîâû, ÷òî Pk(1) = 1, Pk(−1) = (−1)k.

8.1. Îáùèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ {Pk} ñ âåñîì ρ íà îòðåçêå [a, b] îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ∀Qn(x) =
∑n

j=0 cjP̃j(x) îäíîçíà÷íî (è î÷åâèäíî). cn � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò Qn(x).

2) Pn ⊥ ∀Qn−1 (
∫ b
a
ρ(x)Pn(x)Qn−1(x)dx = 0).

Î÷åâèäíî èç ïåðâîãî ñâîéñòâà, ò. ê. Pn ⊥ P̃j, j < n.

3) Âñå êîðíè x : Pn(x) = 0, (n > 1) � ïðîñòûå, âåùåñòâåííûå è ëåæàò âíóòðè îòðåçêà
èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ∫ b

a

ρ(x)Pn(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)Pn(x) · 1dx = 0, (2)

ïîòîìó ÷òî Pn ⊥ 1.

Ìíîãî÷ëåí ìåíÿåò çíàê, çíà÷èò ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü âíóò-
ðè [a, b] íå÷åòíîé êðàòíîñòè.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξm � âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè Pn íå÷åòíîé êðàòíîñòè â (a, b).
Îíè åñòü ïî äîêàçàííîìó, m > 1. Ïîëîæèì Qm(x) =

∏m
i=1(x − ξi), òîãäà ìíîãî÷ëåí

Pn(x)Qm(x) çíàêîïîñòîÿíåí íà (a, b), ïîýòîìó èíòåãðàë∫ b

a

ρ(x)Pn(x)Qm(x)dx (3)

íå ðàâåí íóëþ. Ïóñòü m < n, òîãäà Pn ⊥ Qm ïî âòîðîìó ñâîéñòâó. Ïðîòèâîðå÷èå,
ïîýòîìó m > n, íî áîëüøå íå áûâàåò, ïîýòîìó m = n. Çíà÷èò, âñå êîðíè ïðîñòûå è
âíóòðè îòðåçêà.
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4) Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò òðåõ÷ëåííîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøå-
íèþ âèäà

P̃n+1(x) = (x− αn)P̃n(x)− βnP̃n−1(x), n = 1, 2, . . . , βn > 0, (4)

P̃0(x) = 1, (5)

P̃1(x) = x− α, α ∈ (a, b) . (6)

Äîêàçàòåëüñòâî.

xP̃n(x) = Q̃n+1(x) =
n+1∑
j=0

cjP̃j(x), cn+1 = 1. (7)

Âîçüìåì (
xP̃n(x), P̃i(x)

)
=

n+1∑
j=0

cj

(
P̃j, P̃i

)
= ci

(
P̃i, P̃i

)
=
(
P̃k(x), xP̃i(x)

)
(8)

è ïóñòü 1 + i < n. Òîãäà (
P̃k(x), xP̃i(x)

)
= 0. (9)

Ïîýòîìó ïðè i = 0, 1, . . . , n− 2 c0 = c1 = · · · = cn−2 = 0. Ôàêòè÷åñêè,

xP̃n(x) =
n+1∑
j=n−1

cjP̃j(x). (10)

Âîçüìåì i = n− 1. Èìååì(
xP̃n(x), P̃n−1(x)

)
=

(
P̃n(x), xP̃n−1(x)

)
=
(
P̃n(x), P̃n(x) + · · ·

)
=

=
(
P̃n, P̃n

)
= cn−1

(
P̃n−1, P̃n−1

)
, (11)

ïðè÷åì cn−1 > 0.
xP̃n(x) = cn−1P̃n−1 + cnP̃n(x) + P̃n+1(x) (12)

è
P̃n+1(x) = (x− cn) P̃n(x)− cn−1P̃n−1(x). (13)

Çàìå÷àíèå 1. Ýòî î÷åíü óäîáíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíîâ â òî÷-
êå.

5) Äâà ñîñåäíèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíà íå èìåþò îáùèõ êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü x̄ : P̃n(x̄) = P̃n+1(x̄) = 0 = P̃n−1(x̄) = 0 è ò. ä.

(ïî ñâîéñòâó 4). Â êîíöå æå P̃0(x̄) = 0, íî ýòî íåâåðíî.

6) Ïóñòü P̃n(x̄) = 0, òîãäà

P̃n−1(x̄) · P̃n+1(x̄) < 0. (14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå.

7) Êîðíè Pn è Pn+1 ïåðåìåæàþòñÿ: x
(n+1)
1 < x

(n)
1 < x

(n+1)
2 < · · · < x

(n)
n < x

(n+1)
n+1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

8)

min
{Q̃n(x)=xn+···}

∫ b

a

ρ(x)Q̃2
n(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)P̃ 2
n(x)dx. (15)

9) Ïóñòü îòðåçîê îðòîãîíàëüíîñòè [−a, a] ñèììåòðè÷åí è âåñ � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Òî-
ãäà Pn(x) ëèáî ÷åòíûé, ëèáî íå÷åòíûé. Òî æå ñàìîå, ÷òî êîðíè Pn(x) ðàñïîëîæåíû
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ íà îòðåçêå: xk = −xn+1−k, k ∈ 1 : n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Pn :
∫ a
−a ρ(x)P̃n(x)xkdx = 0, k ∈ 0 : n − 1. Çàìåíà x := −x.

Ïðåäåëû òå æå,
∫ a
−a ρ(x)P̃n(−x)xkdx = 0. Íî P̃n(−x) = (−1)n xn + · · · = (−1)n P̃n(x)

Íî ýòèì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

8.2. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

8.2.1. Óðàâíåíèå Ïèðñîíà (Pearson)

Ðàññìîòðèì ÎÄÓ
y′

y
=

p0 + p1x

q0 + q1x+ q2x2
=
A(x)

B(x)
, (16)

ãäå pi, qj � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îáëàäàþò ñâîé-
ñòâàìè âåñà. Ðàçáèðàåì ñëó÷àè

1) B(x) 6= 0. Åñëè êîðíåé íåò, òî q1 = q2 = 0, q0 6= 0. Èìååì óðàâíåíèå âèäà

y′

y
= −2βx. (17)∫

y′

y
=

∫
−2βx, (18)

ln y = −βx2 + lnC. (19)

y(x) > 0, à åùå íóæíû ìîìåíòû.

µk =

∫ ∞
−∞

xke−βx
2

dx, k ∈ 0, 1, . . . (20)

Ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, åñëè β > 0. Çàìåíà x1 = x/
√
β ïðèâîäèò ê âåñó ρ(x) =

e−x
2
. Îí ïîðîäèò {Hn(x)}∞0 � ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà.

2) B(x) = 0 � îäèí êîðåíü, êîãäà q2 = 0, ò. å.

y′

y
= α/x+ β, (21)∫

y′

y
=

∫
(α/x+ β), (22)

ln y = α lnx+ βx+ lnC. (23)
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Ôóíêöèÿ çíàêîïîñòîÿííà, áîëüøå íóëÿ. Ìîìåíòû:

µk =

∫ ∞
0

xα+keβxdx, k = 0, 1, . . . (24)

ñõîäèòñÿ, åñëè β < 0, α > −1. βx = −(−βx) = −x1 è ρ(x) = xαe−x, α > −1 íà
ïîëóîñè (0,∞) � ýòî âåñ, ïîðîæäàþùèé Ln(x; a) � Laguerre.

3) B(x) = 0 � äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ a < b, B(a) = B(b) = 0.

y′

y
=

α

x− a
− β

b− x
, (25)

ln y = α ln(x− a) + β ln(b− x) + lnC. (26)

Ìîìåíòû ïðè α, β > −1

µk =

∫ b

a

xk(x− a)α(b− x)βdx. (27)

è âåñ ρ(x) = (x− a)α(b− x)β � âåñ ßêîáè, ïîðîæäàþùèé P
(α,β)
n (x) = J

(α,β)
n (x).

4) B(x) = 0 � îäèí âåùåñòâåííûé, íî äâóêðàòíûé êîðåíü.

y′

y
=

α

x
+
β

x2
, (28)

lnx = α lnx− β/x+ lnC, (29)

y = Cxαe−β/x, x ∈ (0,∞) . (30)

Ìîìåíòû

µk =

∫ ∞
0

xα+ke−β/x dx, k = 0, 1, . . . (31)

Íî ýòî íå âåñ íà ïîëóîñè, ïîòîìó ÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Íî âåñ íà îòðåçêå.

5) Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè.

y′

y
=
αx+ β

x2 + a2
. (32)

Âåñ íå ïîëó÷àåòñÿ.

Èòàê, âåñ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ρ′/ρ =
A(x)

B(x)
=

p0 + p1x

q0 + q1x+ q2x2
. (33)

Îïðåäåëåíèå 1. Âûïîëíåíû ïðåäåëüíûå óñëîâèÿ, åñëè ρ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïèðñîíà
è

lim
x→a, x→b

ρ(x)B(x) = 0. (34)

Êëàññè÷åñêèå ñëó÷àè:
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ρ B ρB [a, b]

e−x
2

1 e−x
2

(−∞,∞)
xαe−x x xα+1e−x (0,∞)

(x− a)α(b− x)β (x− a)(b− x) (x− a)α+1(b− x)β+1 (a, b)

Îïðåäåëåíèå 2. Âåñà, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðåäåëüíûì óñëîâèÿì, íàçîâåì êëàññè÷åñêèìè,
êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.

8.2.2. Òåîðåìà Ðîäðèãà

Òåîðåìà (Ôîðìóëà Ðîäðèãà (Rodrigues)). Äëÿ êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Pn(x) = Cn ·
(ρ(x)Bn(x))(n)

ρ(x)
, n = 0, 1, . . . , (35)

ãäå Cn � ïðîèçâîëüíûé íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ôóíêöèè

Fk(x) = (ρ(x)Bn(x))(k) , k ∈ 0 : n. (36)

Âñå ýòè ôóíêöèè íå òîæäåñòâåííû 0 äëÿ âñåõ êëàññè÷åñêèõ âåñîâ. Êñòàòè, Aρ = Bρ′,

F0(x) = ρ(x)Bn(x), (37)

F1(x) = (ρBn)′ = ρ′Bn + nρBn−1B′ = AρBn−1 + ρnBn−1B′ = (38)

= ρBn−1(A+ nB′) = ρBn−1R1(x). (39)

Ïî èíäóêöèè,
Fk(x) = ρBn−kRk(x), (40)

ãäå Rk � ýòî ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíè íå âûøå k. Åñëè 0 6 k 6 n−1, âñåãäà ïðèñóòñòâóåò (ρB),
îáíóëÿþùååñÿ â ñèëó ïðåäåëüíûõ óñëîâèé, ò. å.

lim
x→a, x→b

Fk(x) = 0, 0 6 k 6 n− 1. (41)

Cn
ρ(x)

(ρBn)(n) =
Cn
ρ(x)

Fn(x) =
Cn
ρ(x)

ρ(x)Rn(x) = CnRn(x) = Pn(x), (42)

òàê ÷òî ýòî ìíîãî÷ëåí íå âûøå n-é ñòåïåíè, òîæäåñòâåííî íå ðàâíûé íóëþ.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî èñêîìûé ìíîãî÷ëåí. Ðàññìîòðèì

Ik =

∫ b

a

ρ(x)xkPn(x)dx, 0 6 k 6 n− 1. (43)

Åñëè âñå Ik íóëè, òî Pn îðòîãîíàëåí âñåì ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè íèæå åãî ñàìîãî, ïëþñ îí
åäèíñòâåíåí.

Ik = Cn

∫ b

a

xkFn(x)dx = Cn

∫ b

a

xkdFn−1(x) =

= Cn

(
xkFn−1(x)|ba −

∫ b

a

Fn−1(x)kxk−1dx

)
= −Cnk

∫ b

a

xk−1dFn−2(x)− · · · = 0. (44)

Çíà÷èò, ýòî è åñòü èñêîìûé ìíîãî÷ëåí.
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Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ ñ âåñîì ρ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Pn(x) =
Cn
ρ(x)

(ρ(x)Bn(x))(n) , n = 0, 1, . . . , (45)

ãäå B(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, òîãäà ýòî îäèí èç òðåõ êëàññè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Êëàñ-
ñè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

B(x)y′′(x) + (A(x) +B′(x))y′(x)− n(p1 + (n+ 1)q2)y(x) = 0, (46)

ãäå p è q èç óðàâíåíèÿ Ïèðñîíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

8.2.3. Êëàññè÷åñêèå âåñîâûå ôóíêöèè è îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

1) ρ(x) = e−x
2
� âåñ Ýðìèòà:

Hn(x) = Cn · ex
2

(e−x
2

)(n), n = 0, 1, . . . (47)

2) ρ(x) = xαe−x, (0,∞) , α > −1 � âåñ Ëàãåððà:

Ln(x; a) = Cnx
−αex

(
xα+ne−x

)(n)
= (48)

= Cnx
−αex

n∑
k=0

(
n

k

)(
e−x
)(k) (

xα+n
)(n−k)

(49)

= Cnx
−αex

∑(
n

k

)
(−1)ke−x(α + n)(α + n− 1) · · · (k + α + 1)xk+α. (50)

3) ρ(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1 � âåñ ßêîáè:

P (α,β)
n (x) = Cn ((1− x)(1 + x))−1

(
(1− x)α+n(1 + x)β+n

)(n)
= · · · (51)

Âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè:

• α = β = 0, ρ ≡ 1; òîãäà

Pn(x) = Cn
(
(1− x2)n

)(n)
= · · · (52)

� ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà. Ýòè ìíîãî÷ëåíû, îïÿòü æå, ëèáî ÷åòíû, ëèáî íå÷åò-
íû.

• α = β = −1/2, [a, b] = [−1, 1],

ρ(x) =
1√

1− x2
. (53)

Ñ ýòèì âåñîì îðòîãîíàëüíû ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà Tn(x). Âåñ ñèì-
ìåòðè÷åí, ïîýòîìó îíè òîæå ëèáî ÷åòíû, ëèáî íå÷åòíû.

• α = β = 1/2,
ρ(x) =

√
1− x2. (54)

Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà Un(x).

• α = β. Óëüòðàñôåðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Îíè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â àñòðîíî-
ìèè.
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9. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî ïðîñòåé-

øèì ôîðìóëàì

9.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑
k=1

Akf(xk), (1)

ãäå Ak � êîýôôèöèåíòû, xk � óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, îíè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ò. å.
xi 6= xj ïðè i 6= j.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî xk ∈ [a, b], k = 1, 2, . . . , n. Â îáùåì ñëó÷àå óçëû íå
îáÿçàòåëüíî èç [a, b].
Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (1) íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíîé ñóììîé.
Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé, åñëè

Ak =

∫ b

a

ωn(x)

(x− xk)ωn′(xk)
dx , ωn(x) =

n∏
i=1

(x− xi). (2)

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ åå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òî÷-
íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî d íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, åñëè ýòà ôîðìóëà òî÷íà äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè íå âûøå d è íå òî÷íà äëÿ xd+1.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñ n ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè óçëàìè
áûëà èíòåðïîëÿöèîííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû d > n− 1.

9.2. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ

9.2.1. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)f(a). (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî åå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè d = 0 è ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííîé.

9.2.2. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)f(b). (4)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè d = 0 è ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé.

9.2.3. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)f

(
a+ b

2

)
. (5)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè d = 1 è ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé.
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9.2.4. Ñîñòàâíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Ðàçáèâàåì ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] íà N ðàâíûõ ÷àñòåé,

h =
b− a
N

� äëèíà ÷àñòè÷íîãî ðàçáèåíèÿ.

Ñîñòàâíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ íàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:∫ b

a

f(x)dx ≈ h
N∑
k=1

f(α + (k − 1)h), (6)

ãäå ïðè

• α = a ïîëó÷àåì ôîðìóëó ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ,

• α = a+ h/2 � ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ,

• α = a+ h � ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñòåïåíè òî÷íîñòè ôîðìóë îñòàþòñÿ ïðåæíèìè è
ñîñòàâíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íå ÿâëÿþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè.

9.3. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
2

(f(a) + f(b)). (7)

Îáîçíà÷èì
xk = a+ k h, fk = f(xk), k = 0, 1, . . . , N,

ãäå h =
b− a
N

� äëèíà ÷àñòè÷íîãî ðàçáèåíèÿ.

Ñîñòàâíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé èìååò âèä∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
2N

(f0 + 2(f1 + . . .+ fN−1) + fN) . (8)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè ôîðìóëû òðàïåöèé d = 1.

9.4. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ñèìïñîíà∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
. (9)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû d = 3.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîñòàâíîé ôîðìóëû ðàçáèâàåì ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] íà N
ðàâíûõ ÷àñòåé.

Ïóñòü h =
b− a
2N

� ïîëîâèíà äëèíû ÷àñòè÷íîãî ðàçáèåíèÿ. Îáîçíà÷èì

xk = a+ kh, fk = f(xk), k = 0, 1, . . . , 2N.

Òîãäà ∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
6N

(f0 + 4(f1 + f3 + . . .+ f2N−1)+

+2(f2 + f4 + . . .+ f2N−2) + f2N).

(10)
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Êîëè÷åñòâî óçëîâ ñîñòàâíîé ôîðìóëû Ñèìïñîíà (10) ðàâíî 2N + 1 � îíî íå÷åòíî. Àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû d = 3.
Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà Ñèìïñîíà (9) ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (10) ïðè N = 1.
Ïðèâåäåì ñîñòàâíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Ñèìïñîíà äëÿ N + 1 óçëà, N � ÷åòíî.
Ðàçáèâàåì ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] íà N ðàâíûõ ÷àñòåé.

Ïóñòü h =
b− a
N

� äëèíà ÷àñòè÷íîãî ðàçáèåíèÿ. Îáîçíà÷èì

xk = a+ kh, fk = f(xk), k = 0, 1, . . . , N.

Òîãäà ∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
3N

(f0 + 4(f1 + f3 + . . .+ fN−1)+

+2(f2 + f4 + . . .+ fN−2) + fN).

(11)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà Ñèìïñîíà (9) ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (11) ïðè N = 2.

9.5. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòåñà

Èíòåðïîëÿöèîííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè íà [a, b] (êîíöû
îòðåçêà [a, b] ÿâëÿþòñÿ óçëàìè) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Íüþòîíà-Êîòåñà.
Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå âûøå ôîðìóëà òðàïåöèé (7) è ôîðìóëà Ñèìïñîíà (9) (íå
ñîñòàâíûå), îòíîñÿòñÿ ê ñåìåéñòâó êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Íüþòîíà-Êîòåñà. Àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòåñà ðàâíà êîëè÷åñòâó óçëîâ
ïðè íå÷åòíîì èõ ÷èñëå (íàïðèìåð, ôîðìóëà Ñèìïñîíà) è íà åäèíèöó ìåíüøå � ïðè ÷åòíîì
(íàïðèìåð, ôîðìóëà òðàïåöèé).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ ñóììà ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ ðàñò�eò, ò. å.
ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòóðíîé ñóììû íåóñòîé÷èâ.

9.6. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà [a, b] íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ (d+ 1)-îãî ïîðÿäêà, òî äëÿ
îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðàññìîòðåííûõ âûøå ñîñòàâíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, èìåþùèõ
àëãåáðàè÷åñêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè d, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|RN(f)| 6 C(b− a)

(
b− a
N

)d+1

Md+1, Md+1 = max
ξ∈[a,b]

|f (d+1)(ξ)|. (12)

Çäåñü C =



1
2

â ôîðìóëå ëåâûõ è ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ;
1
24

â ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ;
1
12

â ôîðìóëå òðàïåöèé,
1

2880
â ôîðìóëå Ñèìïñîíà (10),

1
180

â ôîðìóëå Ñèìïñîíà (11).

9.7. Ïðàâèëî Ðóíãå ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè (ýêñòðàïî-
ëÿöèÿ ïî Ðè÷àðäñîíó)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f(x) èìååò íåïðåðûâíûå íà [a, b] ïðîèçâîäíûå òðåáóåìîãî ïîðÿä-
êà.
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Ïóñòü
SN � êâàäðàòóðíàÿ ñóììà ñ N ðàçáèåíèÿìè,
S2N � êâàäðàòóðíàÿ ñóììà ñ 2N ðàçáèåíèÿìè,
I � òî÷íîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí ïîãðåøíîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

R
(N)
main =

S2N − SN
2d+1 − 1

. (13)

Ýêñòðàïîëÿöèÿ ïî Ðè÷àðäñîíó âûïîëíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Iadjusted = S2N +RN
main. (14)

×àñòî ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì. Çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñòðàïîëÿ-
öèè ïî Ðè÷àðäñîíó ïîëó÷àþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñ áîëåå âûñîêîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, à èìåííî:

• èç ôîðìóëû ëåâûõ è ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ⇒ ôîðìóëà ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ;

• èç ôîðìóëû òðàïåöèé ⇒ ôîðìóëà Ñèìïñîíà;

• èç ôîðìóëû Ñèìïñîíà ⇒ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíüþ òî÷íî-
ñòè d=5.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-
þùèì êðèòåðèåì:
åñëè |R(N)

main| < ε, òî |S2N − I| < ε.

9.8. Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò ôóíêöèè, íåäîñòà-
òî÷íî ãëàäêîé íà ïðîìåæóòêå èíòåãðèðîâàíèÿ

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë
b∫

a

ϕ(x) dx,

ãäå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò íå áûòü äîñòàòî÷íî ãëàäêîé íà ïðîìåæóòêå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, íî ïðåäñòàâèìà â âèäå

ϕ(x) = ρ(x)f(x).

Çäåñü ρ(x) ñîäåðæèò îñîáåííîñòè ôóíêöèè ϕ(x), à f(x) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíê-
öèåé. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó âèäà

b∫
a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑
k=1

Akf(xk), (15)

ãäå
xk � óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû,
Ak � êîýôôèöèåíòû,
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ρ(x) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ è äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóùåñòâóþò ìî-
ìåíòû âåñîâîé ôóíêöèè, ò. å.

µk =
∣∣∣ b∫
a

ρ(x)xkdx
∣∣∣ <∞, k = 0, 1, 2, . . ..

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà áóäåò èíòåðïîëÿöèîííîé, åñëè

Ak =

b∫
a

ρ(x)
ωn(x)

(x− xk)ω′n(xk)
dx, ωn(x) =

n∏
i=1

(x− xi). (16)

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ óçëîâ x1, x2, . . . , xn èíòåð-
ïîëÿöèîííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (15) áóäåò èìåòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè
d > n− 1.
Ïðèìåðû

1∫
0

xα cosx dx,

1∫
0

(1− x)αex dx (α > −1).

9.9. Çàäàíèå

Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f(x) âû÷èñëèòü
1∫
0

f(x) dx ïðèáëèæ�eííî ïî ñîñòàâíûì êâàäðàòóð-

íûì ôîðìóëàì
à) ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ;
á) òðàïåöèé;
â) Ñèìïñîíà.
Ðåçóëüòàòû îôîðìèòü â ñëåäóþùåì âèäå (äëÿ, íàïðèìåð, N = 2):

Ìåòîä SN I − SN RN S2N I − S2N R2N Rmain Iad I − Iad
Ëåâ. ïð.
Òðàï.
Ñèìï.

1) Ïðîòåñòèðîâàòü êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà ìíîãî÷ëåíàõ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé, â çà-
âèñèìîñòè îò àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè ôîðìóëû.

2) Âû÷èñëèòü
1∫
0

1

x2 + c
dx, ãäå c > 0 îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàíòîì çàäàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îöåíêè ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé k-îãî ïîðÿäêà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-

öèè ïðè x ∈ [0, 1] ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣∣
(

1

x2 + c

)(k)
∣∣∣∣∣∣ 6 k!

(
√
c)k+2

.
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10. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé

ñòåïåíè òî÷íîñòè (ôîðìóëû òèïà Ãàóññà)

10.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ. Òåîðåìà î ôîðìóëàõ òèïà Ãàóññà. Òåîðåìà
î ïîãðåøíîñòè

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë, ãäå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò íå áûòü äîñòàòî÷-
íî ãëàäêîé íà ïðîìåæóòêå èíòåãðèðîâàíèÿ, íî ïðåäñòàâèìà â âèäå ρ(x)f(x). Çäåñü ρ(x)
ñîäåðæèò îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, à f(x) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ôóíêöèåé. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó âèäà

b∫
a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑
k=1

Akf(xk), (1)

ãäå
xk � óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû,
Ak � êîýôôèöèåíòû,
ρ(x) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, îíà äîëæíà áûòü çíàêîïîñòîÿííà ïðè x ∈ [a, b] è óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóùåñòâóþò ìîìåíòû âåñîâîé ôóíêöèè, ò. å.

µk =
∣∣∣ b∫
a

ρ(x)xkdx
∣∣∣ <∞, k = 0, 1, 2, . . ., µ0 > 0.

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà áóäåò èíòåðïîëÿöèîííîé, åñëè

Ak =

b∫
a

ρ(x)
ωn(x)

(x− xk)ω′n(xk)
dx, ωn(x) =

n∏
i=1

(x− xi). (2)

Ïðèìåðû
1∫

0

xα cosx dx,

1∫
0

(1− x)αex dx (α > −1).

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (1) áûëà òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå 2n− 1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

• óçëû x1, x2, . . . , xn ÿâëÿëèñü êîðíÿìè îðòîãîíàëüíîãî îòíîñèòåëüíî âåñà ρ(x) è
îòðåçêà [a, b] ìíîãî÷ëåíà ωn(x);

• ôîðìóëà (1) áûëà èíòåðïîëÿöèîííîé.

Òåîðåìà 2 (Î ïîãðåøíîñòè). Ïóñòü îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] êîíå÷åí. Åñëè ôóíê-
öèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ íà [a, b] ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà 2n, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà
η ∈ [a, b], òàêàÿ ÷òî ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (1) ãàóññîâà òèïà èìååò ïðåä-
ñòàâëåíèå

Rn(f) =
f (2n)(η)

(2n)!

∫ b

a

ρ(x)ω2
n(x)dx. (3)
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10.2. Ïîñòðîåíèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òèïà Ãàóññà

Óçëû íàõîäèì èç ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû

b∫
a

ρ(x)ωn(x)ωi(x)dx = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1. (4)

Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà ωn(x) îòíîñèòåëüíî
âåñà ρ(x) è îòðåçêà [a, b] îäíî÷ëåíàì xi, i = 0, 1, . . . , n−1. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû
èñêîìîãî ìíîãî÷ëåíà ωn(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

b∫
a

ρ(x)(xn + a1 x
n−1 + a2 x

n−2 + · · ·+ an)xi dx = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1. (5)

Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ

µk =

b∫
a

ρ(x)xk dx,

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî a1, a2, . . . , an :
a1 µn−1 +a2 µn−2+ · · ·+ an µ0 =− µn,
a1 µn +a2 µn−1+ · · ·+ an µ1 =− µn+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1 µ2n−2 +a2 µ2n−3+ · · ·+ an µn−1 =− µ2n−1.

(6)

Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Óçëû � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0 (7)

âåùåñòâåííû, ðàçëè÷íû è ëåæàò âíóòðè îòðåçêà [a, b].
Êîýôôèöèåíòû Ak íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (2). Èçâåñòíî, ÷òî Ak > 0, k = 1, . . . , n.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü òî÷íîñòè ôîðìóëû d = 2n− 1, ôîðìóëà òî÷íî èíòåãðèðóåò ìíî-

ãî÷ëåíû íóëåâîé ñòåïåíè, ñëåäîâàòåëüíî
n∑
k=1

Ak =
b∫
a

ρ(x)dx = µ0.

Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû òèïà Ãàóññà äëÿ n = 2.

1) Âû÷èñëèòü ìîìåíòû µ0, µ1, µ2, µ3.

2) Ïîñòðîèòü ñèñòåìó {
a1 µ1 + a2 µ0 = −µ2,
a1 µ2 + a2 µ1 = −µ3.

3) Âû÷èñëèòü a1, a2, íàïðèìåð, ïî ïðàâèëó Êðàìåðà

a1 =

∣∣∣∣ −µ2 µ0

−µ3 µ1

∣∣∣∣∣∣∣∣ µ1 µ0

µ2 µ1

∣∣∣∣ =
µ0µ3 − µ2µ1

µ2
1 − µ2µ0

,

a2 =

∣∣∣∣ µ1 −µ2

µ2 −µ3

∣∣∣∣∣∣∣∣ µ1 µ0

µ2 µ1

∣∣∣∣ =
µ2
2 − µ3µ1

µ2
1 − µ2µ0

.
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4) Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 + a1x+ a2 = 0.

Óçëû äîëæíû áûòü âåùåñòâåííû, ðàçëè÷íû è äîëæíû ïðèíàäëåæàòü (a, b).

5) Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû:

A1 =

b∫
a

ρ(x)
x− x2
x1 − x2

dx =
1

x1 − x2
(µ1 − x2µ0),

A2 =

b∫
a

ρ(x)
x− x1
x2 − x1

dx =
1

x2 − x1
(µ1 − x1µ0).

Kîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû è A1 + A2 = µ0.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ôîðìóëà

b∫
a

ρ(x)f(x) dx ≈
2∑

k=1

Akf(xk),

êîòîðàÿ äîëæíà áûòü òî÷íà äëÿ f(x) = 1, x, x2, x3.

10.3. ×àñòíûå ñëó÷àè ôîðìóëû òèïà Ãàóññà

10.3.1. Ôîðìóëà Ãàóññà

ρ(x) ≡ 1, [a, b] = [−1, 1].
Óçëû � êîðíè ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, (8)

à êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå

Ak =
2

(1− x2k)[P ′n(xk)]2
=

2 (1− x2k)
n2 [Pn−1(xk)]2

. (9)

10.3.2. Ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ n = 1, 2, 3

1∫
−1

f(x) dx ≈ 2f(0), (10)

1∫
−1

f(x) dx ≈ f

(
−

1
√

3

)
+ f

(
1
√

3

)
, (11)

1∫
−1

f(x) dx ≈
5

9
f

−
√

3

5

+
8

9
f(0) +

5

9
f

√3

5

 . (12)

Çàìå÷àíèå 1. Óçëû ôîðìóëû òèïà Ãàóññà â ñëó÷àå, åñëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) � ÷åòíàÿ,
ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ è
ñèììåòðè÷íûì óçëàì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû.
Ïîäòâåðæäåíèå ýòîìó è íàáëþäàåòñÿ â âûøå ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ.
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10.3.3. Ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû Ãàóññà

Ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû Ãàóññà èìååò îöåíêó

|Rn(f)| 6
22n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)!]3
M2n = CnM2n, (13)

ãäå M2n = max |f (2n)(ξ)|, ξ ∈ [−1, 1].

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû Cn áûñòðî óáûâàþò

C1 =
1

3
, C2 =

1

135
, C3 =

1

15750
, C4 =

1

3472875
.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïî ïðîìåæóòêó [a, b] ñëåäóåò âûïîëíèòü çà-
ìåíó ïåðåìåííîé

x =
b− a

2
t+

b+ a

2
, dx =

b− a
2

dt,

òàê ÷òî

b∫
a

f(x) dx =
b− a

2

1∫
−1

f

(
b− a

2
t+

b+ a

2

)
dt ≈ b− a

2

n∑
k=1

Akf

(
b− a

2
tk +

b+ a

2

)
. (14)

Çäåñü tk, Ak � ñîîòâåòñòâåííî óçëû è êîýôôèöèåíòû ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ [−1, 1].

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû Ãàóññà íà ïðîìåæóòêå [a, b] èìååì îöåíêó

|Rn(f)| 6
b− a

2

22n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)!]3

(
b− a

2

)2n

M2n = C [a,b]
n M2n, (15)

ãäå C [a,b]
n = Cn

(
b− a

2

)2n+1

, M2n = max |f (2n)(ξ)|, ξ ∈ [a, b].

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ ñîñòàâíîé ôîðìóëû Ãàóññà ñ m ðàçáèåíèÿìè ïîãðåøíîñòü

|Rnm(f)| 6 C [a,b]
n (b− a)

(
b− a
m

)2n

M2n, (16)

ò. å. ïðè óìåíüøåíèè äëèíû ÷àñòè÷íîãî ïðîìåæóòêà âäâîå ïîãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ
â 22n ðàç.

10.3.4. Ôîðìóëà Ìåëåðà

ρ(x) =
1√

1− x2
, [a, b] = [−1, 1].

Óçëû � êîðíè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà Tn(x) = cos(n arccos(x)).

1∫
−1

1
√

1− x2
f(x) dx ≈

π

n

n∑
k=1

f

(
cos

(
2k − 1

2n
π

))
. (17)
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10.4. Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíò 1

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x)
√
x dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà ñ òðåìÿ óçëàìè .

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì
√
x ïî óçëàì x1=0,x2=1/2, x3=1 è

âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 2

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x)√
x

dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ äâóìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 1/
√
x ïî óçëàì x1 = 1/4, x2 = 3/4 è

âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.
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Âàðèàíò 3

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x) 4
√
x dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ äâóìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 4
√
x ïî óçëàì x1=1/4, x2=3/4 è âû-

÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ òðåìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ òðåìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 4

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

ex

3
√
x
dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 1/ 3
√
x ïî óçëàì x1=1/6, x2=1/2,

x3=5/6 è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü ïî ýòîé ôîðìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 5

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x)
3
√
x

dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:
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1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ äâóìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 1/ 3
√
x ïî óçëàì x1=1/4, x2=3/4 è

âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ òðåìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ òðåìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 6

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x)
4
√

1− x
dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 1/ 4
√

1− x ïî óçëàì x1=1/6, x2=1/2,
x3=5/6 è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 7

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

ex
√

1− x dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì
√

1− x ïî óçëàì x1=0, x2=1/2, x3=1
è âû÷èñëèòü ïî ýòîé ôîðìóëå.
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4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü ïî ýòîé ôîðìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 8

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

sin(x)√
1− x

dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 1/
√

1− x ïî óçëàì x1=1/6, x2=1/2,
x3=5/6 è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 9

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x) 3
√

1− x dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 3
√

1− x ïî óçëàì x1=0, x2=1/2, x3=1
è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.
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Âàðèàíò 10

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

sin(x) 4
√

(1− x)3 dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ äâóìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 4
√

(1− x)3 ïî óçëàì x1=1/4, x2=3/4
è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 11

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(2x)
3
√
x2

dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì
1

3
√
x2

ïî óçëàì x1 =
1

6
, x2 =

1

2
,

x3 =
5

6
è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.
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Âàðèàíò 12

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x)
√

1− x dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì
√

1− x ïî óçëàì x1=0, x2=1/2, x3=1
è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 13

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x) 4
√
x dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ äâóìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 4
√
x ïî óçëàì x1=1/4, x2=3/4 è âû-

÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 14

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

e2x√
x
dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:
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1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì 1/
√
x ïî óçëàì x1=1/6, x2=1/2,

x3=5/6 è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü ïî ýòîé ôîðìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Âàðèàíò 15

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

1∫
0

cos(x)
√

1− x dx

ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1) �Òî÷íî�.

2) Ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà ñ òðåìÿ óçëàìè.

3) Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ñ âåñîì
√

1− x ïî óçëàì x1=0, x2=1/2, x3=1
è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîðìóëå.

4) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè.

5) Ïîñòðîèòü ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ñ äâóìÿ óçëàìè è âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ýòîé ôîð-
ìóëå.

Âñå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì � âû÷èñëèòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

10.5. Ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû

Ìåòîä Êîëè÷åñòâî óçëîâ Ïîãðåøíîñòü

94



11. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

11.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáûêíîâåííãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′ = f(x, y), y(x0) = y0. (1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå [x0, b].
Çàïèøåì (1) â èíòåãðàëüíîì âèäå

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, y(t))dt. (2)

Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè
çíà÷åíèé ãèïîòåòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ y(x) â òî÷êàõ x1, x2, . . . , xN ∈ [x0, b].
Äëÿ ïðîñòîòû ìû äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü òî÷êè (óçëû) x1, . . . , xN ðàâíîîòñòîÿùèìè, ò. å.
xk = x0 + kh, ãäå h = (b− x0)/N .
Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) çíà÷åíèÿ â óçëàõ áóäóò ñòðîèòüñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî, ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ y1 ≈ y(x1), . . . , ym ≈ y(xm) óæå èçâåñòíû,
ïîñòðîèì ym+1 ≈ y(xm+1).

11.2. Ìåòîä Ýéëåðà è óëó÷øåííûé ìåòîä Ýéëåðà

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) � âû÷èñëèòü èíòå-
ãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè êàêîé-ëèáî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.
Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ym+1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî çíà÷åíèå ym.
Îòìåòèì, ÷òî òàêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äàþò òàêóþ æå ïî-
ãðåøíîñòü, êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû.

11.2.1. Ìåòîä Ýéëåðà

Ïðèìåíèì ôîðìóëó ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

ym+1 = ym +

xm+h∫
xm

f(t, y(t))dt = ym + hf (xm, ym) +O(h2),

ò. å. ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà Ýéëåðà

ym+1 = ym + h f (xm, ym) , m = 0, 1, . . . , N − 1 (3)

íà îäíîì øàãå èìååò ïîãðåøíîñòü O(h2) (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå èñïîëüçóåìûå äàííûå
òî÷íû).
Íà ïðîìåæóòêå [x0, b] ïîãðåøíîñòü ìåòîäà íå ëó÷øå, ÷åì O(h), íî ôàêòè÷åñêè ïîãðåø-
íîñòü ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî õóæå èç-çà íåëèíåéíîãî âîçðàñòàíèÿ îøèáêè ïðè èíòåãðè-
ðîâàíèè.
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11.2.2. Óëó÷øåííûé ìåòîä Ýéëåðà

Ïðèìåíèì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (2) ôîðìóëó ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ.
Äëÿ ýòîãî ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ òî÷êó ïîñåðåäèíå ìåæäó xm è xm+1.
Îáîçíà÷èì å¼ xm+ 1

2
= xm + h

2
.

Â íåé âû÷èñëèì çíà÷åíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïî îáû÷íîìó ìåòîäó Ýéëåðà, ò. å. ïðè ïî-
ìîùè ôîðìóëû ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

ym+ 1
2

= ym +
h

2
f (xm, ym) .

Òåïåðü çíà÷åíèå â òî÷êå xm+1 âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

ym+1 = ym +

xm+h∫
xm

f(t, y(t))dt ≈ ym + hf
(
xm+ 1

2
, ym+ 1

2

)
=

= ym + hf

(
xm +

h

2
, ym +

h

2
f (xm, ym)

)
. (4)

Îáû÷íûé ìåòîä Ýéëåðà ìîæíî óòî÷íèòü è äðóãèì ñïîñîáîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå ym+1 âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ò. å. êàê
â ôîðìóëå (3), äàëåå âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå òðàïåöèé.
Èòàê, ïóñòü

ỹm+1 = ym + hf (xm, ym) .

Òîãäà

ym+1 = ym +

xm+h∫
xm

f(t, y(t))dt ≈ ym +
h

2
(f (xm, ym) + f (xm+1, ỹm+1)) . (5)

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îáà ïðåäëîæåííûõ èçìåíåíèÿ ìåòîäà Ýéëåðà äàþò ïîãðåø-
íîñòü íå ëó÷øå, ÷åì O(h2), íî ôàêòè÷åñêè ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî õóæå
èç-çà íåëèíåéíîãî âîçðàñòàíèÿ îøèáêè ïðè èíòåãðèðîâàíèè, òàê æå êàê è â ï. 11.2.1.

11.3. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà

ym+1 = ym +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (6)

k1 = hf(xm, ym),
k2 = hf

(
xm + h

2
, ym + k1

2

)
,

k3 = hf
(
xm + h

2
, ym + k2

2

)
,

k4 = hf (xm + h, ym + k3) , m = 0, 1, . . . , N − 1.

(7)

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ym = y(xm) (ðàâåíñòâî òî÷íîå), òî ym+1 − y(xm+1) = O(h5).
Íà âñåé èíòåãðàëüíîé êðèâîé ìåòîä äàåò ïîãðåøíîñòü íå ëó÷øå, ÷åì O(h4) ïî ïðè÷èíàì,
óêàçàííûì â ï. 11.2.1.
Åñëè óðàâíåíèå èìååò âèä y′ = f(x), òî k2 = k3 è âèäíî, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà
Ðóíãå-Êóòòû ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Ñèìïñîíà, èíà÷å � îáîáùåí-
íîé ôîðìóëû Ñèìïñîíà.
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Çàìå÷àíèå 1. Âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû îäíîøàãîâûå, ò. å. äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðå-
øåíèÿ â ñëåäóþùåé òî÷êå èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå ëèøü â îäíîé ïðåäûäóùåé òî÷êå. Â
îäíîøàãîâûõ ìåòîäàõ øàã ìîæåò áûòü ïåðåìåííûì.

11.4. Ïðàâèëî Ðóíãå (äâîéíîãî ïåðåñ÷åòà) ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè
ïîãðåøíîñòè. Ýêñòðàïîëÿöèÿ ïî Ðè÷àðäñîíó

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòîä âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ôèêñèðîâàí è èìååò
ïîðÿäîê òî÷íîñòè s.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y(xi)− yi = O(hs), i = 1, 2, . . . , N.
Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ïðèíÿòûå ðàíåå îáîçíà÷åíèÿ.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå â òî÷êå xm ñ øàãîì h è h/2.

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç y
(h)
m è y

(h/2)
m ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ãëàâíûé ÷ëåí ïîãðåøíîñòè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

R(h)
m =

y
(h/2)
m − y(h)m

2s − 1
.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî, åñëè |R(h)
m | < ε, òî |y(xm)− y(h/2)m | < ε.

Ýêñòðàïîëÿöèÿ ïî Ðè÷àðäñîíó çàêëþ÷àåòñÿ â óòî÷íåíèè çíà÷åíèÿ â òî÷êå xm ïî ôîðìóëå

ŷm = y(h/2)m +R(h)
m . (8)

Çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå óòî÷íåíèÿ ïî ôîðìóëå (8) ñòðîèòñÿ ìåòîä ñ áîëåå âûñîêèì
ïîðÿäêîì ïîãðåøíîñòè, ÷åì èñõîäíûé.

11.5. Ìåòîäû Àäàìñà

Ðàíåå ìû îòìå÷àëè, ÷òî óçëû x1, . . . , xN ìû ñ÷èòàåì ðàâíîîòñòîÿùèìè äëÿ óäîáñòâà. È âî
âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäàõ ýòî äåéñòâèòåëüíî íå áîëåå ÷åì óäîáñòâî, ïîñêîëüêó
âñå ýòè ìåòîäû ÿâëÿëèñü îäíîøàãîâûìè, ò. å. çíà÷åíèå ym+1 ñòðîèëîñü èñêëþ÷èòåëüíî ïî
ym.
Â ÷àñòíîñòè, âñå ðàññìîòðåííûå ìåòîäû äîïóñêàþò ïåðåìåííûé øàã àðãóìåíòà (xm+1 −
xm = hm).
Òåïåðü ìû çàôèêñèðóåì øàã h = (b− x0)/N è âñå óçëû xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , N áóäåì
ñ÷èòàòü ðàâíîîòñòîÿùèìè.
Ïðè ïîñòðîåíèè ym+1 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â k + 1 ïðåäûäóùèõ óçëàõ
ym−k, . . . , ym.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ y(x) â òî÷êàõ x0, x1, . . . , xm,
yi ≈ y(xi), i = 0, 1, . . . ,m, k 6 m < N (îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû îäíèì èç ðàññìîòðåí-
íûõ âûøå ìåòîäîâ), â äàëüíåéøåì m > k.

11.5.1. Ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà

Íà÷èíàåì, êàê îáû÷íî, ñ ôîðìóëû (2)

ym+1 = ym +

xm+h∫
xm

f(x, y(x))dx.
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Ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ f(x, y(x)) çàìåíèì íà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, ïîñòðî-
åííûé ïî óçëàì xm−k, . . . , xm.
Ïîñêîëüêó ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ym+1 íàõîäèòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé âíå ïðîìåæóòêà, íà
êîòîðîì ëåæàò âñå óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ, ìåòîä è ïîëó÷èë íàçâàíèå ýêñòðàïîëÿöèîí-
íîãî.
Â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷àòñÿ ðàçíûå ôîðìóëû ìåòîäà.
Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèþ f(x, y(x)) çàìåíèëè íà ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà
äëÿ êîíöà òàáëèöû.
Íàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ym−k, . . . , ym ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè.
Ïîëîæèì qj = h f(xj, yj).
Ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

Pk(xm + th) = qm + t∆qm−1 + · · ·+
t(t+ 1) · · · (t+ k − 1)

k!
∆kqm−k, (9)

ãäå êîíå÷íûå ðàçíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

∆jqs = ∆j−1qs+1 −∆j−1qs. (10)

Òîãäà
xm+h∫
xm

f(x, y(x)) dx ≈
1∫

0

k∑
j=0

t(t+ 1) · · · (t+ j − 1)

j!
∆jqm−j dt. (11)

Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóëû óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå

aj =
1

j!

1∫
0

t(t+ 1) · · · (t+ j − 1) dt. (12)

Òîãäà ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó

ym+1 = ym +
k∑
j=0

aj ∆jqm−j. (13)

Ôîðìóëó (13) ìîæíî ïðèìåíÿòü, íà÷èíàÿ ñ m = k äëÿ m = k, k + 1, . . . , N − 1.
Åñëè ðåøåíèå y(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå k+1, òî ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàì-
ñà äàåò òî÷íîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ
òî÷íî).
Íà øàãå ïîãðåøíîñòü ìåòîäà O(hk+2), íà âñåì ïðîìåæóòêå � íå ëó÷øå O(hk+1) (ñì. ï.
11.2.1).
Ïðè k = 4 ïîëó÷àåì ôîðìóëó

ym+1 = ym + qm +
1

2
∆qm−1 +

5

12
∆2qm−2 +

3

8
∆3qm−3 +

251

720
∆4qm−4. (14)

Äëÿ âû÷èñëåíèé ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü òàáëèöó, ôðàãìåíò êîòîðîé ïðåäñòàâëåí òàá-
ëèöåé 1.
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Òàáëèöà 1
x y q ∆q ∆2q ∆3q ∆4q
x0 y0 q0

∆q0
x1 y1 q1 ∆2q0

∆q1 ∆3q0
x2 y2 q2 ∆2q1 ∆4q0

∆q2 ∆3q1
x3 y3 q3 ∆2q2 ∆4q1

∆q3 ∆3q2
x4 y4 q4 ∆2q3

∆q4
x5 y5 q5

x6 y6

Íà÷àëî òàáëèöû � ÷àñòü òàáëèöû, çíà÷åíèÿ â ÿ÷åéêàõ êîòîðîé äîëæíû áûòü èçâåñòíû
äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýêñòðàïîëÿöèîííîãî ìåòîäà Àäàìñà.
Çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ íà÷àëà òàáëèöû ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèì ïî ïî-
ðÿäêó ìåòîäîì.
Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà Àäàìñà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû

• ýêîíîìè÷íîñòü;

• íàãëÿäíûé êîíòðîëü � ïî ïîñëåäíèì êîíå÷íûì ðàçíîñòÿì ìîæíî ñóäèòü î òî÷íîñòè
ðåçóëüòàòà.

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà Àäàìñà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû ÿâëÿåòñÿ åãî ìíîãî-
øàãîâîñòü, òî åñòü òî, ÷òî ðåøåíèå â ñëåäóþùåé òî÷êå çàâèñèò îò ðåøåíèÿ â íåñêîëüêèõ
ïðåäûäóùèõ òî÷êàõ, è îíè äîëæíû áûòü ðàâíîîòñòîÿùèìè.
Èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà èëè çàìåíÿÿ êîíå÷íûå ðàç-
íîñòè â (14) âûðàæåíèÿìè ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü áåçðàçíîñòíóþ ôîð-
ìóëó ýêñòðàïîëÿöèîííîãî ìåòîäà Àäàìñà

ym+1 ≈ ym +
k∑
j=0

bkj qm−j, (15)

bkj =
(−1)j

j!(k − j)!

1∫
0

t(t+ 1) · · · .(t+ k)

t+ j
dt, j = 0, 1, 2, . . . , k. (16)

×èñëà bkj íå çàâèñÿò îò m è îò h, íî çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ìåòîäà.
Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû áåçðàçíîñòíîãî ýêñòðàïîëÿöèîííîãî ìåòîäà Àäàìñà ðàçëè÷íûõ ïî-
ðÿäêîâ ïðèâåäåíû íèæå â òàáëèöå 2.
Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ïî áåçðàçíîñòíîé ôîðìóëå ðåàëèçóåòñÿ ïðî-
ùå, ÷åì ïî ðàçíîñòíîé ôîðìóëå, íî íàãëÿäíûé êîíòðîëü çäåñü îòñóòñòâóåò.
Íàïîìíèì, ÷òî ìåòîäû èìåþò ïîðÿäîê k+1.
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Òàáëèöà 2
k Ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà
0 ym+1 = ym + qm

1 ym+1 = ym +
1

2
(3 qm − qm−1)

2 ym+1 = ym +
1

12
(23 qm − 16 qm−1 + 5 qm−2)

3 ym+1 = ym +
1

24
(55 qm − 59 qm−1 + 37qm−2 − 9 qm−3)

4 ym+1 = ym +
1

720
(1901 qm − 2774 qm−1 + 2616 qm−2 − 1274 qm−3 + 251 qm−4)

11.5.2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà

Ïóñòü h = (b− x0)/N è xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , N .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ y(x) â òî÷êàõ x0, x1, . . . , xm,
y(xi) ≈yi, i = 0, 1, . . . ,m, k 6 m < N .
Îáîçíà÷èì qi = hf(xi, yi).
Çàìåíÿÿ ïðèáëèæåííî ôóíêöèþ f(x, y(x)) â âûðàæåíèè

ym+1 = ym +

xm+1∫
xm

f(x, y(x)) dx

èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì k-îé ñòåïåíè â ôîðìå Íüþòîíà äëÿ êîíöà òàáëèöû ïî
óçëàì xm+1, xm, . . . , xm+1−k è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó ìåòîäà

ym+1 = ym +
k∑
j=0

a∗j ∆jqm+1−j, (17)

ãäå

a∗j =
1

j!

0∫
−1

t(t+ 1) · · · (t+ j − 1) dt. (18)

Êàê âèäíî, â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (17) ïðèñóòñòâóåò qm+1 = hf(xm+1, ym+1), ò. å. ôîð-
ìóëà (17) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ym+1.
Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì ìåòîäîì.
Óðàâíåíèå (17) ðåêîìåíäóåòñÿ ðåøàòü ìåòîäîì èòåðàöèé.
Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âçÿòü ym+1, íàéäåííîå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìå-

òîäîì, îáîçíà÷èì åãî y
(0)
m+1.

Âû÷èñëèì

q
(0)
m+1 = hf(xm+1, y

(0)
m+1), ∆q(0)m = q

(0)
m+1 − q(0)m , ∆2q

(0)
m−1, . . . , ∆kq

(0)
m+1−k.

Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ, âû÷èñëÿåì, y
(1)
m+1 ïî ðàñ÷åòíîé ôîðìóëå (17).

Ñðàâíèâàåì |y(1)m+1 − y
(0)
m+1| < ε, ãäå ε � çàäàííàÿ òî÷íîñòü 2.

Åñëè óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî äåëàåì ïåðåðàñ÷åò äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî
óñëîâèå.

2Çàìåòèì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ â ïðåäûäóùèõ òî÷êàõ äîëæíû áûòü âû÷èñëåíû ñ ýòîé òî÷íîñòüþ.
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Ôîðìóëó (17) ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ m = k, k + 1, . . . , N − 1.
Åñëè ðåøåíèå y(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå k+1, òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà
äàåò òî÷íîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ.
Íà øàãå ïîãðåøíîñòü ìåòîäà O(hk+2), íà âñåì ïðîìåæóòêå � íå ëó÷øå O(hk+1) (ñì. ï.
11.2.1).
Ïðè k = 4 ïîëó÷àåì ôîðìóëó

ym+1 = ym + qm+1 −
1

2
∆qm −

1

12
∆2qm−1 −

1

24
∆3qm−2 −

19

720
∆4qm−3. (19)

Èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà, èëè çàìåíÿÿ êîíå÷íûå ðàç-
íîñòè â (19) âûðàæåíèÿìè ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü áåçðàçíîñòíóþ ôîð-
ìóëó èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà Àäàìñà

ym+1 = ym +
k−1∑
j=−1

b∗kj qm−j, (20)

b∗kj =
(−1)j+1

(j + 1)!(k − 1− j)!

1∫
0

(t− 1)t(t+ 1)...(t+ k − 1)

t+ j
dt, j = −1, 0, 1, 2, . . . , k − 1. (21)

×èñëà b∗kj íå çàâèñÿò îò m è îò h.
Ïðèâåäåì ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû áåçðàçíîñòíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà Àäàìñà ïðè k =
0, 1, 2, 3, 4 â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3
k Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà
0 ym+1 = ym + qm+1

1 ym+1 = ym +
1

2
(qm+1 + qm)

2 ym+1 = ym +
1

12
(5 qm+1 + 8 qm − qm−1)

3 ym+1 = ym +
1

24
(9 qm+1 + 19 qm − 5 qm−1 + qm−2)

4 ym+1 = ym +
1

720
(251 qm+1 + 646 qm − 264 qm−1 + 106 qm−2 − 19 qm−3)

11.6. Îáðàçåö çàäàíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ

Óêàçàíèÿ

1) Ïîñëå çíàêà ��� ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

2) Ïðîòåñòèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà óðàâíåíèÿõ âèäà y′ = Ps−1(x), ãäå Ps−1(x)
� ïîëèíîì ñòåïåíè s− 1, s � ïîðÿäîê ìåòîäà.

Ïóñòü äàíà çàäà÷à Êîøè
y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.1 íà [0, 1], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.
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2) Ìåòîäîì Ýéëåðà ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
c) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

Ðåçóëüòàòû îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû 4.

Òàáëèöà 4

x y_math yh yh/2 y_rev y_rev − y_math
0
0.1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0.5

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 1] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü,
íàïðèìåð, ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in. Ðåçóëüòàòû îôîðìèòü â
âèäå òàáëèöû 5.

Òàáëèöà 5
x y_math y_math− y_RK y_math− y_Ad_ex y_math− y_Ad_in
0.5
0.6
. . . . . . . . . . . . . . .
1

11.7. Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíò 1

y′ = cos(1.75x+ y) + 1.25 (x− y), y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.1 íà [0, 1], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.
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2) Ìåòîäîì Ýéëåðà ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
c) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 1] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 2

y′ = cos(2x+ y) + 1.5 (x− y), y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.05 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà óëó÷øåííûì (èñï. ôîðìóëà ñð. ïðÿì.) ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ
íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
c) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.000001 íà
[0, 0.5] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_in.
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8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 3

y′ = 1− sin(1.25x+ y)−
0.1 y

2 + x
, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.05 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
c) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 1] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [4h, 1] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [4h, 1] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 4

y′ =
cos(y)

1 + x
− 0.5 y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.05 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà óëó÷øåííûì (èñï. ôîðìóëà ñð. ïðÿì.) ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ
íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
c) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

104



3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.000001 íà
[0, 0.5] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 5

y′ = 1− sin(1.25x+ y)−
0.1 y

2 + x
, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.1 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà óëó÷øåííûì (èñï. ôîðìóëà òðàï.) ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà
[0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
c) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 0.5] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.
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Âàðèàíò 6

y′ = 1 + (0.5− x) sin(y)− (1 + x) y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.1 íà [0, 1], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 1] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 7

y′ = 1 + (0.75− x) sin(y)− (1.25 + x) y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.05 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà óëó÷øåííûì (èñï. ôîðìóëà ñð. ïðÿì.) ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ
íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

106



5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 0.5] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 8

y′ = 1 + (1− x) sin(y)− (1.5 + x) y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.05 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà óëó÷øåííûì (èñï. ôîðìóëà òðàï.) ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà
[0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 0.5] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 3-åãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [3h, 0.5] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 3-åãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h íà
ïðîìåæóòêå [3h, 0.5] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.
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Âàðèàíò 9

y′ = 1 + (1.25− x) sin(y)− (1.75 + x) y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.1 íà [0, 1], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 1] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 10

y′ = 1 + (1.5− x) sin(y)− (2 + x) y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.05 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà óëó÷øåííûì (èñï. ôîðìóëà ñð. ïðÿì.) ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ
íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.
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5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.000001 íà
[0, 0.5] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 11

y′ = (0.6− y2) cos(x) + 0.2 y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.1 íà [0, 1], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 1] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

109



Âàðèàíò 12

y′ = (0.7− y2) cos(x) + 0.3 y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.05 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà óëó÷øåííûì (èñï. ôîðìóëà ñð. ïðÿì.) ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ
íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 0.5] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 4-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [4h, 0.5] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 13

y′ = cos(1.75x+ y) + 1.25 (x− y), y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.1 íà [0, 1], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà [0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

110



5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 1] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 5-îãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h
íà ïðîìåæóòêå [5h, 1] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.

Âàðèàíò 14

y′ = 1 + (1− x) cos(y)− (2.5 + x) y, y(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ

1) Ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è c øàãîì h = 0.05 íà [0, 0.5], èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà � y_math.

2) Ìåòîäîì Ýéëåðà óëó÷øåííûì (èñï. ôîðìóëà òðàï.) ïîëó÷èòü òàáëèöó ðåøåíèÿ íà
[0, 0.5]
à) ñ øàãîì h � yh;
b) ñ øàãîì h/2 � yh/2;
ñ) óòî÷íèòü ðåøåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó � y_rev.

3) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé y_math, yh, yh/2, y_rev, y_rev − y_math â òî÷êàõ ñ
øàãîì h.

4) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàäàííûõ òàáëè÷íî ôóíêöèé â îäíèõ îñÿõ êîîðäèíàò.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ ε=0.00001 íà
[0, 0.5] � y_RK.

6) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 3-åãî ïîðÿäêà ñ øàãîì èç
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íà ïðîìåæóòêå [3h, 0.5] � y_Ad_ex. Íà÷àëî òàáëèöû ñòðîèòü
ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

7) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà 3-åãî ïîðÿäêà ñ øàãîì h íà
ïðîìåæóòêå [3h, 0.5] � y_Ad_in.

8) Íàïå÷àòàòü òàáëèöó çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y_math è ïîãðåøíîñòåé
y_math− y_RK, y_math− y_Ad_ex, y_math− y_Ad_in.
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12. Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì. Æåñòêèå

çàäà÷è

12.1. Æåñòêèå óðàâíåíèÿ

12.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óñòîé÷èâûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
y′ = f(t, y), y(t0) = y0. (1)

Ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü f(t, y) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = t0, îãðàíè÷èâàÿñü
ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè.
Ïîëó÷èì

f(t, y) ≈ f(t0, y0) + f ′t(t0, y0)(t− t0) + f ′y(t0, y0)(y − y0) = ay + g(t), (2)

ãäå

a = f ′y(t0, y0), g(t) = f(t0, y0) + f ′t(t0, y0)(t− t0)− f ′y(t0, y0)y0. (3)

Ðåøåíèå çàäà÷è y′ = g(t), y(t0) = 0 ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíî, à ðåøåíèå çàäà÷è

y′ = ay, y(t0) = y0, (4)

ãäå |a| � âåëèêî, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëüíóþ çàäà÷ó (4).
Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (4) èìååò âèä

y(t) = y0e
a(t−t0). (5)

Åñëè ðåàëüíî ðåøàåì çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t0) = y0 + ∆y0, (6)

òî å�å ðåøåíèå èìååò âèä
ỹ(t) = (y0 + ∆y0)e

a(t−t0) (7)

è

|y(t)− ỹ(t)| = |∆y0|ea(t−t0) −−−→
t→∞

∞ ïðè a > 0, (8)

|y(t)− ỹ(t)| −−−→
t→∞

0 ïðè a < 0. (9)

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (4) áóäåò óñòîé÷èâî ïðè a < 0, è äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïðèáëèæ�åííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèøü òàêèõ óðàâíåíèé.
Çàìåòèì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå y(t)→ 0 ïðè t→∞.
Çàäà÷à (4) ïðè a < 0, ãäå |a| � âåëèêî, íàçûâàåòñÿ æåñòêîé.
Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå òàáëèöû çíà÷åíèé ñ øàãîì h â òî÷êàõ

ti = t0 + i h, i = 0, 1, . . . .

Îáîçíà÷èì yi ≈ y(ti).
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12.1.2. Ìåòîä Ýéëåðà

Àïïðîêñèìèðóÿ ïðîèçâîäíóþ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) â òî÷êå ti ðàçíîñòüþ �âïåðåä�,
ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó ìåòîäà

yi+1 = yi + hayi = (1 + a h)yi = R(a h)yi, i = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (10)

ãäå R(a h) = 1 + a h.
Ïðèìåð
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

y′ = −11y, y(0) = 1.

Ïðèáëèæ�åííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Ýéëåðà, èìååò âèä

yi+1 = yi − 11hyi = (1− 11h)yi , R(ah) = 1− 11h.

Ïóñòü h = 0.2, òîãäà R(ah) = −1.2, yi+1 = (−1.2)i → ∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîâåäåíèþ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
Ïóñòü h = 0.1, òîãäà R(ah) = −0.1, yi+1 = (−0.1)i → 0.
Î÷åâèäíî, ïðîöåññ áóäåò óñòîé÷èâ, åñëè

|R(ah)| < 1.

Îáîçíà÷èì H = −a h.
Òîãäà ìíîæåñòâî òàêèõ H, ÷òî H ∈ (0, 2) îáðàçóþò îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè
ìåòîäà Ýéëåðà.
Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ýéëåðà óñëîâíî óñòîé÷èâ ïðè h < −2/a.

12.1.3. Îáðàòíûé ìåòîä Ýéëåðà

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà ïîëó÷àåòñÿ èç àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé â ëåâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (4) â òî÷êå ti+1 ðàçíîñòüþ �íàçàä� è èìååò âèä

yi+1 =
yi

1− ah
= R(ah) yi, i = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (11)

Çäåñü R(ah) = 1/(1−ah) < 1 ïðè ëþáûõ h, òàê êàê a < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíûé ìåòîä
Ýéëåðà óñòîé÷èâ ïðè ëþáûõ h.

12.1.4. Ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè

Àïïðîêñèìèðóÿ ïðîèçâîäíóþ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) â òî÷êå ti ñèììåòðè÷íîé ðàç-
íîñòüþ

yi+1 − yi−1
2h

= ayi, (12)

ïîëó÷àåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

yi+1 − 2ahyi − yi−1 = 0. (13)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòîäà íà óñòîé÷èâîñòü ïîäñòàâëÿåì â ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ÷àñòíîå
ðåøåíèå yi = µi.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è äëÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà òðåáó-
åòñÿ, ÷òîáû âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áûëè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.
Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
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µ2 − 2ahµ− 1 = 0. (14)

Åãî êîðíè
µ1,2 = ah±

√
a2h2 + 1.

Âèäíî, ÷òî îäèí èç êîðíåé |µ2|>1 ïðè a < 0, ÷òî ïîêàçûâàåò íåóñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ah.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè â äàííîì ñëó÷àå ïóñòî.

12.1.5. Ìåòîäû Àäàìñà

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ýêñòðàïîëÿöèîííîãî è èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäîâ Àäàìñà (k+1)-îãî
ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä

yi+1 = yi +
k∑
j=0

bjkqi−j, (15)

yi+1 = yi +
k−1∑
j=−1

b∗jkqi−j, (16)

i = k, k + 1, . . .
Êîýôôèöèåíòû bkj, b

∗
kj � èçâåñòíû, à qk â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (4) èìååò âèä qk = hayk.

Ïðèâåäåì ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäîâ íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ ïîãðåøíîñòè.

à) ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà)

yi+1 = yi + hayi = (1 + ha)yi, i = 0, 1, . . . . (17)

á) èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà ïåðâîãî ïîðÿäêà (íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà)

yi+1 = yi + hayi+1, yi+1 =
yi

1− ha
, i = 0, 1, . . . . (18)

â) ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà

yi+1 = yi +
ha

2
(3yi − yi−1) =

(
1 +

3ha

2

)
yi −

ha

2
yi−1, i = 1, 2, . . . . (19)

ã) èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà

yi+1 = yi +
ha

2
(yi+1 + yi) , (20)

îòêóäà

yi+1 =

(
1 +

ha

2

)
(

1−
ha

2

) yi, i = 0, 1, . . . . (21)
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ä) èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà òðåòüåãî ïîðÿäêà

yi+1 = yi +
ha

12
(5yi+1 + 8yi − yi−1), (22)

ñëåäîâàòåëüíî

yi+1 =

(
1 +

2ha

3

)
(

1−
5ha

12

) yi −

ha

12(
1−

5ha

12

) yi−1, i = 1, 2, . . . . (23)

12.1.6. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ Àäàìñà

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäîâ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì è óñëîâèÿì
óñòîé÷èâîñòè:

à) ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà)

yi+1 − (1 + ha)yi = 0, ìåòîä óñòîé÷èâ ïðè h < −
2

a
.

á) èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà ïåðâîãî ïîðÿäêà (íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà)

(1− ha)yi+1 − yi = 0, ìåòîä óñòîé÷èâ ïðè ëþáîì h.

â) ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà

yi+1 − (1 +
3ha

2
)yi +

ha

2
yi−1 = 0,

ìåòîä óñòîé÷èâ ïðè h < −
1

a
.

ã) èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà

(1− ha

2
)yi+1 − (1 +

ha

2
)yi = 0, ìåòîä óñòîé÷èâ ïðè ëþáîì h.

ä) èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà òðåòüåãî ïîðÿäêà

(1− ha

12
)yi+1 − (1 +

8ha

12
)yi +

ha

12
yi−1 = 0,

ìåòîä óñòîé÷èâ ïðè h < −
6

a
.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòîäà íà óñòîé÷èâîñòü, êàê è ðàíåå, ïîäñòàâëÿåì â ðàçíîñòíîå óðàâ-
íåíèå ÷àñòíîå ðåøåíèå yi = µi.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è äëÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà òðåáó-
åòñÿ, ÷òîáû âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áûëè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.
Çàìåòèì, ÷òî ìåòîäû à), á), ã) ÿâëÿþòñÿ îäíîøàãîâûìè è ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ëèíåéíîå
óðàâíåíèå, ìåòîäû â) è ä) � äâóõøàãîâûå è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâåí-
íî, êâàäðàòè÷íîå.
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12.2. Æåñòêèå ñèñòåìû

12.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà

Y ′ = AY, Y (t0) = Y0, Y = Y (t), (24)

Y (t) =

 y1(t)
. . .
yn(t)

 , A =

 a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

 . (25)

Ïóñòü λ1, λ2,. . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A è îíè ðàçëè÷íû,
U1, U2, . . . , Un � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, òàê ÷òî AUi = λiUi, i = 1, 2, . . . , n.
Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

Y (t) = C1U1e
λ1t + C2U2e

λ2t + · · ·+ CnUne
λnt, (26)

ãäå C1, C2, . . . , Cn � îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè Re(λi) < 0, i = 1, 2, . . . , n è max(−Re(λi))/min(−Re(λi)) � âå-
ëèêî, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ æåñòêîé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

Y (t) = GZ(t), G−1AG = diag[λ1, λ1, . . . , λn].

Òîãäà ïîëó÷èì òåñòîâóþ ñèñòåìó âèäà z′i = λizi, i = 1, 2, . . . , n.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Re(λi) < 0, i = 1, 2, . . . , n àíàëîãè÷íî óñëîâèþ a < 0 â ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ è îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû.
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A âåùåñòâåííû.
Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäîâ è ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
îäíîãî óðàâíåíèÿ, íî çäåñü âìåñòî ïàðàìåòðà a ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü ìàòðèöó A èëè λi(A)
ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæ�åííîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ñîñòàâëåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ λi(A), i =
1, 2, . . . , n, áûëè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.
Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè òàêæå âìåñòî ïàðàìåòðà a ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü
min(λi(A)).
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìåòîäû.

12.2.2. Ìåòîä Ýéëåðà

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è
èìååò âèä

Yi+1 = (E + Ah)Yi. (27)

Îáîçíà÷èì W = E +Ah. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ïåðåõîäà W áûëè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.
λ(W ) = 1 + hλ(A) è äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè h ñëåäóåò âûáèðàòü óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ h < 2/max |λi(A)|, i = 1, 2, . . . , n.
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12.2.3. Îáðàòíûé ìåòîä Ýéëåðà

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä

Yi+1 = (E − Ah)−1Yi. (28)

Îáîçíà÷èì W = (E − Ah)−1, ñëåäîâàòåëüíî

λi(W ) =
1

(1− hλi(A))
,

|λi(W )| < 1, i = 1, 2, . . . , n, ò. å. ïðè ëþáûõ h ìåòîä óñòîé÷èâ.

12.2.4. Ìåòîäû Àäàìñà

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ Àäàìñà äëÿ ñèñòåì âûïèñûâàþòñÿ
àíàëîãè÷íî ðàñ÷åòíûì ôîðìóëàì è óñëîâèÿì äëÿ óðàâíåíèé.
Äëÿ ïðèìåðà âûïèøåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà Àäàìñà òðåòüåãî
ïîðÿäêà

Yi+1 =

(
E − 5hA

12

)−1(
E +

2hA

3

)
Yi −

(
E − 5hA

12

)−1(
hA

12

)
Yi−1. (29)

Îáîçíà÷èì

W1 =

(
E − 5hA

12

)−1(
E +

2hA

3

)
, (30)

W2 =

(
E − 5hA

12

)−1(
hA

12

)
, (31)

òîãäà

λk(W1) =
1 +

2hλk(A)

3

1−
5hλk(A)

12

, λk(W2) =

hλk(A)

12

1−
5hλk(A)

12

.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

(µ(k))2 − λk(W1)µ
(k) + λk(W2) = 0, k = 1, 2, . . . , n.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îáà êîðíÿ âñåõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé áûëè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, è äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà
Àäàìñà òðåòüåãî ïîðÿäêà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàåò âèä

h < 6/max |λi(A)|, i = 1, 2, . . . , n.

Çàìå÷àíèå 1. Â äâóõøàãîâûõ ìåòîäàõ íåäîñòàþùåå ðåøåíèå ïðè t = h ìîæíî ïî-
ñòðîèòü îáðàòíûì ìåòîäîì Ýéëåðà èëè èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì Àäàìñà âòîðîãî
ïîðÿäêà (îíè îáà óñòîé÷èâû ïðè ëþáîì h) ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì â çàâèñèìîñòè
îò ïîðÿäêîâ èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ.
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12.2.5. Çàäàíèå

Äëÿ çàäà÷è Êîøè {
y′1 = a11y1 + a12y2,
y′2 = a21y1 + a22y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1

âûïîëíèòü ñëåäóþùåå:

1) Ïîñòðîèòü íà ïðîìåæóòêå [0, 0.5] òî÷íîå ðåøåíèå â òî÷êàõ

ti = ih, i = 1, 2, . . . , 5, h = 0.1.

2) Ïîñòðîèòü íà ïðîìåæóòêå [0, 0.5] ïðèáëèæ�åííîå ðåøåíèå â òåõ æå òî÷êàõ ñ øàãîì
h = 0.05
à) ÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà;
á) íåÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà;
â) îäíèì èç ìåòîäîâ Àäàìñà, óêàçàííûì â âàðèàíòå çàäàíèÿ.

3) Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü ýòè ìåòîäû.

4) Ïîâòîðèòü ï. 2 äëÿ h = 0.001.

Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû.
Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü â äâóõ òàáëèöàõ âèäà

h =

Ìåòîä
Õàðàêòåðèñò. t

÷èñëà 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Òî÷íîå y∗1 λ1() λ2()

y∗2 � �
Ì. Ýéëåðà y∗1 − y1

y∗2 − y2
Îáð. ì. Ý. y∗1 − y1

y∗2 − y2
Ì. Àäàìñà y∗1 − y1

y∗2 − y2

12.2.6. Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíò 1

{
y′1 = −125 y1 + 123.05 y2,
y′2 = 123.05 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 2

{
y′1 = −125 y1 + 123.1 y2,
y′2 = 123.1 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Âàðèàíò 3

{
y′1 = −125 y1 + 123.15 y2,
y′2 = 123.15 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 4

{
y′1 = −125 y1 + 123.2 y2,
y′2 = 123.2 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 5

{
y′1 = −125 y1 + 123.25 y2,
y′2 = 123.25 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 6

{
y′1 = −125 y1 + 123.3 y2,
y′2 = 123.3 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 7

{
y′1 = −125 y1 + 123.35 y2,
y′2 = 123.35 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Óñîâåðøåíñòâîâàííûé ìåòîä Ýéëåðà.

Âàðèàíò 8

{
y′1 = −125 y1 + 123.4 y2,
y′2 = 123.4 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 9

{
y′1 = −125 y1 + 123.45 y2,
y′2 = 123.45 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà òðåòüåãî ïîðÿäêà.
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Âàðèàíò 10

{
y′1 = −125 y1 + 123.5 y2,
y′2 = 123.5 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 11

{
y′1 = −125 y1 + 123.55 y2,
y′2 = 123.55 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 12

{
y′1 = −125 y1 + 123.6 y2,
y′2 = 123.6 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Óñîâåðøåíñòâîâàííûé ìåòîä Ýéëåðà.

Âàðèàíò 13

{
y′1 = −125 y1 + 123.65 y2,
y′2 = 123.65 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 14

{
y′1 = −125 y1 + 123.70 y2,
y′2 = 123.70 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò 15

{
y′1 = −125 y1 + 123.75 y2,
y′2 = 123.75 y1 − 123 y2,

y1(0) = 1, y2(0) = 1.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Àäàìñà òðåòüåãî ïîðÿäêà.
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13. Âåêòîðíûå è ìàòðè÷íûå íîðìû. Îáóñëîâëåííîñòü çà-

äà÷è ðåøåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

13.1. Âåêòîðíûå íîðìû

Âåêòîðó x = (x1, x2, . . . , xn)′ ∈ Cn ñîïîñòàâèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî

‖x‖p =

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

, p > 1.

Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ íîðìîé Ãåëüäåðà è óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì íîðìû

‖x‖p > 0, ‖x‖p = 0⇔ xi = 0, i = 1, 2, . . . , n.

‖αx‖p = |α| ‖x‖p , α ∈ C.
‖x+ y‖p 6 ‖x‖p + ‖y‖p .

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè íîðìû Ãåëüäåðà:

p = 1 : ‖x‖1 =
n∑
j=1

|xj|.

p = 2 : ‖x‖2 =

√
n∑
j=1

|xj|2 .

p =∞ : ‖x‖∞ = max
16j6n

|xj| .

Óïðàæíåíèå 1 . ||(1,-5,3)||=?

13.2. Ìàòðè÷íûå íîðìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn(C) ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïóñòü

A = [aij]
n
i,j=1 =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 , aij ∈ C.
Äëÿ ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ ýâêëèäîâà íîðìà Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì p = 2

N2(A) =

(
n∑

i,j=1

|aij|2
)1/2

.

Ýòà íîðìà íàçûâàåòñÿ íîðìîé Ôðîáåíèóñà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðè÷íàÿ íîðìà ||.||ñîãëàñîâàíà ñ âåêòîðíîé ||.||, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

||Ax|| 6 ||A||||x|| (1)

äëÿ ëþáûõ x ∈ Cn, A ∈Mn(C).

Åñòåñòâåííåå ïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðíîé íîðìîé ìàòðèöû.
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Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàòîðíîé íîðìîé ìàòðèöû, ïîðîæäåííîé âåêòîðíîé íîðìîé ||x||,
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖ . (2)

Îïåðàòîðíàÿ íîðìà ìàòðèöû, ïîðîæäåííàÿ íåêîòîðîé âåêòîðíîé íîðìîé, ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîé ñðåäè âñåõ ìàòðè÷íûõ íîðì, ñîãëàñîâàííûõ ñ ýòîé âåêòîðíîé íîðìîé.
Îïåðàòîðíóþ íîðìó íàçûâàþò òàêæå íîðìîé ìàòðèöû, ïîä÷èíåííîé çàäàííîé âåêòîðíîé
íîðìå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ(A) = max
16i6n

|λi| ,

ãäå λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

‖A‖∞ = max
16i6n

n∑
j=1

|aij|, (3)

‖A‖1 = max
16j6n

n∑
i=1

|aij|, (4)

‖A‖2 =
√
ρ(AA∗). (5)

Åñëè A = A∗, òî ‖A‖2 = ρ(A).
Óïðàæíåíèå 2 . Âû÷èñëèòü âñå íîðìû åäèíè÷íîé ìàòðèöû.
Óïðàæíåíèå 3 . Âû÷èñëèòü íîðìû Ôðîáåíèóñà, ||A||1, ||A||∞ ìàòðèöû

A =

 1 2 −3
4 −5 6
7 8 −9

 .
Îïðåäåëåíèå 4. Ìàòðè÷íàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè

||AB|| 6 ||A||||B||, A, B ∈Mn(C).

Îïåðàòîðíàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà è íîðìà Ôðîáåíèóñà ìóëüòèïëèêàòèâíû.

Òåîðåìà 1. ρ(A) 6 ||A||, ãäå ||A|| ñîãëàñîâàíà ñ âåêòîðíîé íîðìîé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
1

‖A−1‖
6 |λ| 6 ‖A‖ .

Ýòî íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò íàéòè îöåíêè ìîäóëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû.
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13.3. Îáóñëîâëåííîñòü çàäà÷è ðåøåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû

Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è, â êîòîðûõ ìàëûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ îòâå÷àþò áîëüøèå
èçìåíåíèÿ â ðåøåíèÿõ, íàçûâàþòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è ðåøåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
Ax = b.
Ïóñòü ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)′.

Äëÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
‖∆x‖
‖x∗‖

(A+ ∆A)(x∗ + ∆x) = b+ ∆b, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ||A−1||||∆A|| < 1,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖∆x‖
‖x∗‖

6
cond(A)

1− cond(A)
‖∆A‖
‖A‖

(
‖∆b‖
‖b‖

+
‖∆A‖
‖A‖

)
. (6)

Çäåñü cond(A) = ‖A−1‖ ‖A‖ � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû3. Î÷åâèäíî, ÷òî

cond(A) > 1, cond(αA) = cond(A).

Åñëè A = A∗, òî cond2(A) = |λ1|/|λn|, ãäå

|λ1| > |λ2| > . . . > |λn|

(λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A).

Óïðàæíåíèå 4

Ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ax = b, ãäå

A =

[
1 0.99
0.99 0.98

]
, b =

[
1.99
1.97

]
,

èìååò ðåøåíèå x∗ = (1, 1)′.
Îêðóãëèì ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû äî öåëûõ, îñòàâèâ ýëåìåíòû ìàòðèöû áåç èçìåíåíèé.
Ñèñòåìà

A(x+ ∆x) = b+ ∆b,

ãäå
∆b = (0.01, 0.03)′

èìååò ðåøåíèå
x+ ∆x = (200,−200)′.

Âû÷èñëèòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû, ôàêòè÷åñêóþ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü
ðåøåíèÿ è ïîëó÷èòü äëÿ íå�å îöåíêó.

3×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû çàâèñèò îò âûáðàííîé íîðìû.
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13.4. Çàäàíèå

Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A
à) ðåøèòü ñèñòåìó Ax = b, ãäå

b =

(
200
−600

)
,

á) ðåøèòü ñèñòåìó ñ èçìåíåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ Ax = b, ãäå

b =

(
199
−601

)
,

â) íàéòè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè cond(A),
ã) ôàêòè÷åñêóþ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü δx = ||x − x||/||x|| è îöåíêó äëÿ ýòîé ïî-
ãðåøíîñòè.

13.5. Âàðèàíòû ìàòðèö

1 2 3 4
-400.60 199.80 -401.52 200.16 -401.43 200.19 -401.98 200.34

1198.80 -600.40 1200.96 -601.68 1201.14 -601.62 1202.04 -602.32
5 6 7 8

-401.46 200.18 -402.50 200.50 -402.90 200.70 -402.94 200.02

1201.08 -601.64 1203.00 -603.00 1204.20 -603.60 1200.12 -600.96
9 10 11 12

-401.64 200.12 -403.15 200.95 -401.00 200.00 -400.94 200.02

1200.72 -601.76 1205.70 -604.10 1200.00 -601.00 1200.12 -600.96
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14. Ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

14.1. Ñõåìà Ãàóññà åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = a1n+1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = a2n+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = ann+1.

(1)

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ.
Ïðÿìîé õîä
Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé âèäà

x1 + a
(1)
12 x2 + . . .+ a

(1)
1nxn = a

(1)
1n+1,

x2 + . . .+ a
(2)
2nxn = a

(2)
2n+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = a
(n)
nn+1.

(2)

ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

a
(k)
kj =

a
(k−1)
kj

a
(k−1)
kk

, a
(k−1)
kk 6= 0, j = k, k + 1, . . . , n+ 1;

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij − a(k)kj a

(k−1)
ik ,

i = k + 1, k + 2, . . . , n, j = k, k + 1, . . . , n+ 1.

k = 1, 2, . . . , n.

(3)

Çäåñü a
(0)
ij = aij � ýëåìåíòû èñõîäíîé ìàòðèöû.

Îáðàòíûé õîä
Âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ïî ôîðìóëàì

xi = a
(i)
in+1 −

n∑
j=i+1

a
(i)
ij xj, i = n, n− 1, . . . , 1. (4)

Çàìå÷àíèÿ

1) Ïðè äåëåíèè ýëåìåíòîâ ñòðîêè íà âåäóùèé ýëåìåíò ðåêîìåíäóåòñÿ ñðàâíèâàòü åãî ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñ çàäàííûì çàðàíåå ε è âûäàâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå.

2) Ôîðìóëû ïðÿìîãî õîäà òàêîâû, ÷òî ëåãêî ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû âûïîëíÿòü ¾íà
ìåñòå¿, ò. å. â õîäå âñåãî àëãîðèòìà èñïîëüçîâàòü ëèøü îäèí ìàññèâ.
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Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì4:

tmp = akk, akj =
akj

tmp
, tmp 6= 0, j = k, k + 1, . . . , n+ 1.

tmp = aik, aij = aij − akj tmp,
i = k + 1, k + 2, . . . , n, j = k, k + 1, . . . , n+ 1.

k = 1, 2, . . . , n.

(5)

3) Ïðè âû÷èñëåíèè ðåøåíèÿ (îáðàòíûé õîä) èñïîëüçóþòñÿ ëèøü ýëåìåíòû ìàòðèöû
âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïîýòîìó ìîæíî íå âû÷èñëÿòü äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû è
ýëåìåíòû íèæå äèàãîíàëè, ÷òî ïðèâåäåò ê ýêîíîìèè âðåìåíè.
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî äåéñòâîâàòü ïî ôîðìóëàì

tmp = akk, akj =
akj

tmp
, tmp 6= 0, j = k + 1, . . . , n+ 1.

tmp = aik, aij = aij − akj tmp,
i = k + 1, k + 2, . . . , n, j = k + 1, . . . , n+ 1.

k = 1, 2, . . . , n.

(6)

4) Âåñü ïðîöåññ ðåøåíèÿ òðåáóåò ïîðÿäêà 2
3
n3 àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

5) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû òðåáóåòñÿ ðåøèòü n ñèñòåì, ïðàâûìè ÷àñòÿìè
êîòîðûõ áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî
ñàìà ìàòðèöà ñèñòåìû äîëæíà ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ îäèí ðàç, à ñòîëáöîâ ïðàâîé ÷àñòè
â ýòîì ñëó÷àå íå îäèí, à n, ïîýòîìó â ôîðìóëàõ (3) j = k, k+1, . . . , 2n, à â ôîðìóëàõ
îáðàòíîãî õîäà (4) ðåçóëüòàòîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé
áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñòîëáöàìè ïðàâîé ÷àñòè.

14.2. Ñõåìà Æîðäàíà åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ

Ñõåìà Æîðäàíà ïðèâîäèò ìàòðèöó ñèñòåìû ê åäèíè÷íîé, òàê ÷òî ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâ-
ëÿåòñÿ åå ïðàâàÿ ÷àñòü.
Àëãîðèòì ñõåìû Æîðäàíà îòëè÷àåòñÿ îò ñõåìû Ãàóññà òåì, ÷òî îáíóëÿþòñÿ ýëåìåíòû íå
òîëüêî íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè, íî è âûøå.
Ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëû òàêîâû

tmp = akk, akj =
akj

tmp
, tmp 6= 0, j = k, k + 1, . . . , n+ 1.

tmp = aik, aij = aij − akj tmp,
i = 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, k + 2, . . . , n, j = k, k + 1, . . . , n+ 1.

k = 1, 2, . . . , n.

(7)

4Äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè ïðèñâàèâàòü ýëåìåíòû ìàññèâà ïåðåìåííîé ïðè èñïîëüçîâàíèè èõ â äàëüíåé-
øåì â öèêëå ïîëåçíî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
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14.3. Ñõåìû ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà

Âî èçáåæàíèå äåëåíèÿ íà ìàëûé âåäóùèé ýëåìåíò ðåêîìåíäóåòñÿ îñóùåñòâëÿòü âûáîð
íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà è ñ÷èòàòü åãî âåäóùèì.
Ðàçëè÷àþò òðè âàðèàíòà.

1) Âûáîð ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó

Ïóñòü

|apk| > |aik|, i = k, k + 1, . . . , n.

Òîãäà ñëåäóåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè ýëåìåíòû p-îé è k-îé ñòðîê ìàòðèöû, ò. å åñòü apj ↔
akj, j = 1, 2, . . . , n+ 1.

2) Âûáîð ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå

Ïóñòü |akq| > |akj|, j = k, k + 1, . . . , n.

Òîãäà ñëåäóåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè ýëåìåíòû q-îãî è k-îãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû, ò. å. aiq ↔
aik, i = 1, 2, . . . , n.

Êðîìå òîãî, ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ ìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê íåèçâåñòíûõ, ïîýòîìó â
ýòîì ñëó÷àå íàäî çàïîìíèòü íîâûé ïîðÿäîê íåèçâåñòíûõ. Äëÿ ýòîãî íàäî ñôîðìè-
ðîâàòü ìàññèâ ñ ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîðÿäêó íåèçâåñòíûõ. Ñíà÷àëà òàì
äîëæåí áûòü îáåñïå÷åí ïîðÿäîê íåèçâåñòíûõ îò 1 äî n. Ïî ìåðå ïåðåñòàíîâêè ñòîëá-
öîâ ýëåìåíòû ýòîãî ìàññèâà ñ èíäåêñàìè q è k òîæå íàäî ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Ïðè
îáðàòíîì õîäå âìåñòî èíäåêñà ìàññèâà íåèçâåñòíûõ íàäî èñïîëüçîâàòü ýëåìåíò ýòî-
ãî ìàññèâà, íàïðèìåð, x[ordx[i]].

3) Âûáîð ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå è ïî ñòîëáöó

Ïóñòü |apq| > |aij|, i = k, k + 1, . . . , n; j = k, . . . , n. Òîãäà ñëåäóåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè
ýëåìåíòû q-îãî è k-îãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû, p-îé è k-îé ñòðîê ìàòðèöû, ò. å. aiq ↔
aik, i = 1, 2, . . . , n, apj ↔ akj, j = 1, 2, . . . , n+ 1.

Òàêæå ñëåäóåò çàïîìíèòü ïîðÿäîê íåèçâåñòíûõ.

14.4. LU-ðàçëîæåíèå

LU -ðàçëîæåíèå � ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäå LU , ãäå L � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàò-
ðèöà, à U � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ

L =


l11 0 . . . 0

l21 l22 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

ln1 ln2 . . . lnn

 , U =


1 u12 . . . u1n

0 1 . . . u2n

. . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

 .

Ïîñòðîèòü ìàòðèöû L è U ìîæíî ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:
Äëÿ i = 1, . . . , n âûïîëíÿòü ïîî÷åðåäíî ïóíêòû 1 è 2

1)

lji = aji −
i−1∑
k=1

ljk uki, j = i, . . . , n; (8)
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2)

uij =

aij −
i−1∑
k=1

lik ukj

lii
, j = i, . . . , n. (9)

LU -ðàçëîæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

1) Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b, ïðèâåäåííîé ê âèäó LUx = b â äâà
øàãà. Íà ïåðâîì øàãå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà Ly = b, íà âòîðîì ñèñòåìà Ux = y.

Ïðîìåæóòî÷íîå ðåøåíèå y âûãîäíî âû÷èñëÿòü âìåñòå ñ êîýôôèöèåíòàìè uij, âçÿâ
â êà÷åñòâå ìàòðèöû A ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñî ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, à U
äîëæíà áûòü ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé äëÿ ñòîëáöà âåêòîðà y. Òîãäà öèêë ïî j äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ uij ñëåäóåò âûïîëíÿòü äî n+ 1.

2) Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A

det(A) = det(LU) = det(L)det(U) = det(L) =
n∏
i=1

lii.

3) Íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû A−1. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ðåøèòü n ñèñòåì ñ ìàòðèöåé
LU , à ïðàâûìè ÷àñòÿìè áóäóò ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû.

14.5. Çàäàíèå

Äëÿ ìàòðèöû A, âûáðàííîé ñàìîñòîÿòåëüíî, íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1, ÷èñëî îáó-
ñëîâëåííîñòè è ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ïî ñõåìå Ãàóññà è LU -ðàçëîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ïðîãðàììó íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå.
Ïðîãðàììà äîëæíà ñîäåðæàòü

1) Ïîäïðîãðàììó ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñõåìå Ãàóññà åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ ñ âûäà÷åé
äèàãíîñòèêè â ñëó÷àå ñëèøêîì ìàëîãî âåäóùåãî ýëåìåíòà.

2) Ïîäïðîãðàììó ðåøåíèÿ ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ LU -ðàçëîæåíèå.

3) Ïîäïðîãðàììó ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñõåìå Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà (âà-
ðèàíò âûáîðà óêàçûâàåòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì).

4) Ïîäïðîãðàììó íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

Ïàðàìåòðàìè ïîäïðîãðàìì äîëæíû ÿâëÿòüñÿ ïîðÿäîê ñèñòåìû, ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà
ñèñòåìû èëè ìàòðèöà ñèñòåìû ïðè íàõîæäåíèè îáðàòíîé ìàòðèöû.
Íà ïå÷àòü ðåêîìåíäóåòñÿ âûâîäèòü ìàòðèöó ñèñòåìû, ðåøåíèå, êîìïîíåíòû âåêòîðà
íåâÿçêè R = b− Ax. Îòëàäêà ïðîãðàììû äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ïóíêòû:

• ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ïî ñõåìå åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ è ïî ñõåìå ñ âûáîðîì
ãëàâíîãî ýëåìåíòà. Î êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ñóäèì ïî íåâÿçêå;

• ðåøåíèå ñèñòåìû Cx = b ïî ñõåìå åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ è ïî ñõåìå ñ âûáîðîì
ãëàâíîãî ýëåìåíòà, ãäå ìàòðèöà Ñ îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû A, íàïðèìåð, ëèøü îäíèì
ýëåìåíòîì c11 = 10−8a11.

Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû.
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14.6. Âàðèàíòû ðàñøèðåííûõ ìàòðèö

Âàðèàíò 1

3.278164 1.046583 -1.378574 -0.527466

1.046583 2.975937 0.934251 2.526877

-1.378574 0.934251 4.836173 5.165441

Âàðèàíò 2

7.35272 0.88255 -2.270052 1

0.88255 5.58351 0.528167 0

-2.27005 0.528167 4.430329 0

Âàðèàíò 3

8.29381 0.995516 -0.560617 0.766522

0.995516 6.298198 0.595772 3.844422

-0.560617 0.595772 4.997407 5.239231

Âàðèàíò 4

8.29381 0.995516 -0.560617 1

0.995516 6.298198 0.595772 0

-0.560617 0.595772 4.997407 0

Âàðèàíò 5

8.673134 1.041039 -2.677712 -1.289879

1.041039 6.586211 0.623016 4.020225

-2.677712 0.623016 5.225935 5.269671

129



Âàðèàíò 6

9.016024 1.082197 -2.783575 -1.340873

1.082197 6.846595 0.647647 4.179164

-2.783575 0.647647 5.432541 5.478007

Âàðèàíò 7

9.331343 1.120045 -2.880925 7.570463

1.120045 7.086042 0.670297 8.876384

-2.880925 0.670297 5.622534 3.411906

Âàðèàíò 8

9.62483 1.15527 -2.97153 8.71670

1.15527 7.30891 0.69138 5.15541

-2.97153 0.69138 5.79937 0.27384

Âàðèàíò 9

12.785723 1.534675 -3.947418 9.60565

1.534675 9.709232 0.918435 7.30777

-3.947418 0.918435 7.703946 4.21575

Âàðèàíò 10

12.44310 1.493550 -3.841638 5.047556

1.493550 9.449050 0.893829 5.918212

-3.841638 0.893829 7.49750 2.274843

Âàðèàíò 11

6.687233 0.80267 -2.06459 0

0.80267 5.07816 0.48037 1

-2.06459 0.48037 4.02934 0
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Âàðèàíò 12

12.951443 1.554567 -3.998582 4.03171

1.554567 9.835076 0.930339 11.5427

-3.998582 0.930339 7.80380 6.73485

Âàðèàíò 13

5.673134 1.041039 -2.677712 0

1.041039 2.586211 0.623016 1

-2.677712 0.623016 4.225935 0

Âàðèàíò 14

9.017524 1.082197 -2.783575 -1.340873

1.082197 8.846595 0.647647 4.179164

-2.783575 0.647647 4.432541 5.478007

Âàðèàíò 15

9.331343 1.120045 -2.880925 7.570463

1.120045 7.086042 0.670297 8.876384

-2.880925 0.670297 5.622534 3.411906

Âàðèàíò 16

10.62483 1.15527 -2.97153 8.71670

1.15527 9.30891 0.69138 5.15541

-2.97153 0.69138 4.79937 0.27384
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15. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

15.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó n-îãî ïîðÿäêà

Ax = b. (1)

Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè åå íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ýêâè-
âàëåíòíî ê âèäó

x = Hx+ g. (2)

Âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x(0) (íàïðèìåð, âåêòîð ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè).

15.2. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

15.2.1. Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà èìååò âèä

x(k+1) = Hx(k) + g (3)

èëè ïîêîìïîíåíòíî

x
(k+1)
i =

n∑
j=1

hijx
(k)
j + gi, i = 1, 2, . . . , n. (4)

15.2.2. Óñëîâèå ñõîäèìîñòè

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè

ρ(H) < 1,

ãäå ρ(H) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû H.
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè

||H|| < 1,

ãäå ìàòðè÷íàÿ íîðìà ìóëüòèïëèêàòèâíà.

15.2.3. Ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

Ïóñòü x∗ � òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû,
x(k) � ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà k-îé èòåðàöèè.
Èç ðàñ÷åòíîé ôîðìóëû (3) ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

||x(k+1) − x∗|| 6 ||H||||x(k) − x∗||, (5)

íî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ íå íîðìîé ||H||, à ñïåê-
òðàëüíûì ðàäèóñîì ρ(H).
Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå x(k), ÷òîáû ||x(k) − x∗|| < ε (ôàêòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü x(k)).
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà àïðèîðíàÿ îöåíêà èëè àïî-
ñòåðèîðíàÿ.
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15.2.4. Àïðèîðíàÿ îöåíêà∥∥x(k) − x∗∥∥ 6 ||H||k||x(0)||+ ||H||k

1− ‖H‖
‖g‖ . (6)

Àïðèîðíàÿ îöåíêà ÷àñòî áûâàåò çàâûøåíà.

15.2.5. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà∥∥x(k) − x∗∥∥ 6
‖H‖

1− ‖H‖
∥∥x(k) − x(k−1)∥∥ . (7)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè

‖H‖ 6 1

2
,

òî ∥∥x(k) − x(k−1)∥∥ < ε ⇒
∥∥x(k) − x∗∥∥ < ε.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áëèçîñòü äâóõ ñîñåäíèõ ïðèáëèæåíèé ìîæåò ãîâîðèòü ëèøü î ìåä-
ëåííîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

15.3. Ìåòîä Çåéäåëÿ

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ïîêîìïîíåíòíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x
(k+1)
i =

i−1∑
j=1

hij x
(k+1)
j +

n∑
j=i

hij x
(k)
j + gi, i = 1, 2, . . . , n. (8)

Ïðåäñòàâèì ýòó ôîðìóëó â âåêòîðíîì âèäå.
Ìàòðèöó H ïðåäñòàâèì â âèäå H = HL +HR, ãäå

HL =


0 0 . . . 0

h21 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

hn1 hn2 . . . 0

 , HR =


h11 h12 . . . h1n

0 h22 . . . h2n

. . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . hnn

 . (9)

Òîãäà
x(k+1) = HLx

(k+1) +HR x
(k) + g. (10)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà Çåéäåëÿ â âåêòîðíîì âèäå òàêîâà

x(k+1) = (E −HL)−1HRx
(k) + (E −HL)−1g. (11)

Ìåòîä Çåéäåëÿ äëÿ ñèñòåìû x = Hx+ g ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû

x = Hseid x + gseid, ãäå Hseid = (E − HL)−1HR, gseid = (E − HL)−1g. (12)

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè
||H||∞ < 1

èëè
||H||1 < 1.

Îáëàñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ èòåðàöèè è Çåéäåëÿ ðàçëè÷íû.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì Çåéäåëÿ ýêîíîìè÷íåå ïîëüçîâàòüñÿ ðàñ-
÷åòíîé ôîðìóëîé (8), à ñòðîèòü ìàòðèöó Hseid ïîëåçíî ëèøü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ìåòîäà.
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15.4. Ïðèâåäåíèå ñèñòåìû âèäà Ax = b ê âèäó x = Hx+ g

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1) Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, ò. å.

|aii| >
∑
j 6=i

|aij|, i = 1, 2, . . . , n. (13)

Òîãäà H = E − D−1A, g = D−1b, ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà
äèàãîíàëè ñòîÿò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A.

Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ìàòðèöû H è ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ g âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

hij =


0, i = j,

−
aij

aii
, i 6= j,

gi =
bi

aii
. (14)

Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè, êîòîðûé
â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ßêîáè, áóäåò âûïîëíåíî.

Ïîñìîòðèì, êàêîé âèä â ýòîì ñëó÷àå áóäóò èìåòü Hseid è gseid.

Îáîçíà÷èì

L =


0 0 . . . 0

a21 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . 0

 , R =


0 a12 . . . a1n

0 0 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0

 , (15)

D =


a11 0 . . . 0

0 a22 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann

 . (16)

Òîãäà A = L+D+R, òàê ÷òî â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ HL = −D−1L, HR = −D−1R,

Hseid = (E −HL)−1HR = −(E +D−1L)−1D−1R =

= −(D + L)−1R, gseid = (D + L)−1b. (17)

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ìåòîä Çåéäåëÿ, íàçûâà-
åìûé â ýòîì ñëó÷àå ìåòîäîì Íåêðàñîâà, äëÿ ñèñòåìû Ax = b ñõîäèòñÿ.

Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ìåòîäà Çåéäåëÿ ñïðàâåäëèâà àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíî-
ñòè ∥∥x(k) − x∗∥∥ 6

‖HR‖
1− ‖H‖

∥∥x(k) − x(k−1)∥∥ , (18)

ãäå HR, H îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (9), (14).

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèö H è HR � íóëåâûå.
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2) Ïóñòü A ñàìîñîïðÿæåííàÿ (A = A∗) è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,

0 < m 6 λ(A) 6M, α = 2/(m+M),

òîãäà ìàòðèöó H è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ g ìîæíî ñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = E − αA, g = αb. (19)

Ïàðàìåòð α íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì, ìåòîä èòåðàöèè â ýòîì ñëó÷àå

íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì, ρ(H) =
M −m
M +m

.

Îöåíêè m, M äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó
î êðóãàõ Ãåðøãîðèíà.

Êðóãàìè Ãåðøãîðèíà ìàòðèöû A íàçûâàþòñÿ êðóãè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Λk = {λ
∣∣ λ− akk| 6∑

j 6=k

|akj| = Sk }.

Òåîðåìà 1. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ñîäåðæàòñÿ â îáúåäèíåíèè åå êðó-
ãîâ Ãåðøãîðèíà.

Êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû, òîãäà êðóãè Ãåðøãîðèíà ýòî ïðîñòî èí-
òåðâàëû è m, M ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m = min
16k6n

(akk − Sk), M = max
16k6n

{akk + Sk).

15.5. Ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà äëÿ ñèñòåìû Ax = b èìååò âèä

x
(k)
i = x

(k−1)
i +

+ q
bi − (ai1x

(k)
1 + . . .+ aii−1x

(k)
i−1 + aiix

(k−1)
i + ...+ ainx

(k−1)
n )

aii
, i = 1, 2, . . . , n. (20)

Ìåòîä áóäåò ñõîäèòüñÿ, åñëè ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííàÿ, ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ è
êðîìå òîãî 0 < q < 2.
Äëÿ ñèñòåìû x = Hx + g, ãäå H è g ñòðîÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (14), ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà,
î÷åâèäíî, ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

x
(k)
i = x

(k−1)
i + q

(
i−1∑
j=1

hijx
(k)
j +

n∑
j=i+1

hij x
(k−1)
j − x(k−1)i + gi

)
, i = 1, 2, . . . , n. (21)

Áûñòðîòà ñõîäèìîñòè ðåëàêñàöèîííîãî öèêëè÷åñêîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèì
ìîäóëåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

Sq = (D + qL)−1(D − qD − qR), (22)

ãäå D, L è R äèàãîíàëüíàÿ, ïîääèàãîíàëüíàÿ è íàääèàãîíàëüíàÿ ÷àñòè ìàòðèöû A.
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Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå q âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

qopt =
2

1 +
√

1− ρ2(H)
, (23)

çäåñü ρ(H) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû H.
Åñëè æå ρ(H) íåèçâåñòíî, åãî îïðåäåëÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ìåòî-
äîì ïðîñòîé èòåðàöèè.
Åñëè íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû H îòäåëåíî îò îñòàëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî îíî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èç îòíîøåíèé îäíîèìåííûõ êîìïîíåíò
âåêòîðîâ x(k+1) − x(k) è x(k) − x(k−1). Äåéñòâèòåëüíî, x(k+1) − x(k) = Hk(x(1) − x(0)), x(k) −
x(k−1) = Hk−1(x(1) − x(0)).
Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ρ(H) ìîæíî âçÿòü îòíîøåíèå íîðì âåêòîðîâ x(k+1) − x(k) è
x(k) − x(k−1) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k.
Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû ïåðåõîäà â ìåòîäå âåðõíåé ðåëàêñàöèè, îò
êîòîðîãî çàâèñèò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(Sq) = qopt − 1. (24)

Â ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ ñëåäóåò ïðèâåñòè çíà÷åíèå qopt è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì, òî åñòü ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì, íàïðèìåð, ñ q1 = qopt − 0.1 è q2 = qopt + 0.1.
Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû.
Ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì Çåéäåëÿ ïðè q = 1.

15.6. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ñ ÷åáûøåâñêèì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ

Ïóñòü 0 < m 6 λ(A) 6M.
Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà

x(k) = x(k−1) + τk(b− Ax(k−1)), k = 1, . . . , p, (25)

ãäå

τk =
2

M +m− (M −m) cos
2k − 1

2p
π

. (26)

Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí, åñëè ìàòðèöà A ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî-îï-
ðåäåëåííàÿ.
Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû äîëæíû áûòü óïîðÿäî÷åíû ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì. Äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ íàäî ïîñòðîèòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íå÷åòíûõ ÷èñåë θp = {θp(1), θp(2), . . . , θp(p)}, òàêèõ, ÷òî 1 6 θp(i) 6 2p − 1, è
ïàðàìåòðû τk âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

τk =
2

M +m− (M −m)tk
, tk = cos

θp(k)

2p
π, k = 1, 2, . . . , p. (27)

Ðàññìîòðèì ñïîñîá óïîðÿäî÷åíèÿ θp äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà p åñòü ñòåïåíü äâîéêè: p = 2l, l > 0.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî θ1 = {1}, ïîýòàïíî âû÷èñëÿþòñÿ θ2, θ4, . . . , θ2p ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ2l(2i− 1) = θl(i), θ2l(2i) = 4l − θ2l(2i− 1), i = 1, 2, . . . , 2p−1,
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òàê ÷òî

θ2 = {1, 3},
θ4 = {1, 7, 3, 5},

θ8 = {1, 15, 7, 9, 3, 13, 5, 11},
θ16 = {1, 31, 15, 17, 7, 25, 9, 23, 3, 29, 13, 19, 5, 27, 11, 21}.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà ñëåäóåò âûïîëíèòü èìåííî p èòå-
ðàöèé.
Åñëè ýòîãî îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, òî íàäî âûïîëíèòü
åùå p èòåðàöèé è ò. ä., ò. å. ïðîöåññ ñëåäóåò ïîâòîðÿòü ÷èñëî ðàç êðàòíîå ð.
×èñëî èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ε îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

n(ε) >
1

2

√
M

m
ln

2

ε
. (28)

Ïðè p = 1 ìåòîä ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì èòåðàöèé ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì.

15.7. Ìåòîä Ëþñòåðíèêà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Ìåòîä Ëþñòåðíèêà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ìîæåò áûòü ïðèìåíåí, åñëè ìàêñèìàëüíîå ïî
ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû ïåðåõîäà H, èìåþùåé ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ, åäèíñòâåííî, ò. å. 1 > ρ(H) = |λ1| > |λ2| > |λ3| > . . . > λn|.
Çíàÿ ρ(H), ìîæíî óòî÷íèòü ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ïî ïîñòðîåííûì ðàíåå ïðèáëèæåíèÿì
x(k−1) è x(k) ïî ôîðìóëå

xklust = x(k−1) +
1

1− ρ(H)
(x(k) − x(k−1)). (29)

Ìåòîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí, åñëè |λ1| ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì |λ2|.
Çàìå÷àíèå 1. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî çäåñü H � ìàòðèöà ïåðåõîäà â ìåòîäå ïðî-
ñòîé èòåðàöèè, ò. å. äëÿ ìåòîäà Çåéäåëÿ â ôîðìóëå (29) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñïåê-
òðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû Hseid.

15.8. Ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû ïðèâåñòè â âèäå òàáëèöû 1.

Òàáëèöà 1
ìåòîä ||H|| ρ(H) apr apost ||xk − x∗|| ||xk − xklust||
Ìåòîä èòåðàöèé
Ìåòîä Çåéäåëÿ
Ìåòîä ðåëàêñàöèé

Çàìå÷àíèå 2. Â òàáëèöå 1 ïðåäïîëàãàåòñÿ ñðàâíåíèå ïîãðåøíîñòåé â ðàçëè÷íûõ ìå-
òîäàõ ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî è òîãî æå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, óêàçàííîãî â âàðèàíòå
çàäàíèÿ.
Â âàðèàíòàõ, â êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ñëåäóåò
ïðèâåñòè â òàáëèöå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, òðåáóåìûõ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Çàìå÷àíèå 3. Õàðàêòåðèñòèêè, ïîëó÷åíèå êîòîðûõ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ â çàäàíèè, ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ âñòðîåííûõ ôóíêöèé èëè îïóùåíû.
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15.9. Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíò 1

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = HDx+gD , ãäå HD = E−D−1A,
gD = D−1b. Çäåñü D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Âû÷èñëèòü ||HD||∞.

3) Âû÷èñëèòü àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ||x(7) − x∗||∞.

4) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(7) ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü, àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðè-
áëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(7) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû x = HDx + gD ìåòîäîì Çåéäåëÿ.
Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì
ïðîñòîé èòåðàöèè.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.

7) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(7) ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè.

Ñðàâíèòü ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè x(7), ïîëó÷åííîãî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Âàðèàíò 2

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î êðóãàõ Ãåðøãîðèíà îïðåäåëèòü òàêèå m è M , ÷òî 0 < m 6
λi(A) 6M , âû÷èñëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð α = 2/(m+M).

3) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = Hαx + gα, ãäå Hα = E − αA,
gα = αb. Âû÷èñëèòü ||Hα||∞.

4) Âû÷èñëèòü àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ||x(9) − x∗||∞. Âû÷èñëèòü x(9) ìåòîäîì
èòåðàöèè ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü, àïî-
ñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñ-
òåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(9) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû x = Hαx + gα ìåòîäîì Çåéäåëÿ.
Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì
ïðîñòîé èòåðàöèè.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäè-
óñ ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü.
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7) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(9) ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè.

Ñðàâíèòü ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè x(9), ïîëó÷åííîãî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Âàðèàíò 3

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = HDx+ gD, ãäå HD = E−D−1A,
gD = D−1b. Çäåñü D - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Âû÷èñëèòü ||HD||∞.

3) Íàéòè àïðèîðíóþ îöåíêó òîãî k, ïðè êîòîðîì ||x∗ − xk||∞ < ε, ε = 0.001.

4) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.001. Ñðàâíèòü
òðåáóåìîå ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî èòåðàöèé ñ àïðèîðíûì çíà÷åíèåì k. Âûâåñòè ôàêòè-
÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü, àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå
ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ñèñòåìû x = HDx+ gD ìåòîäîì Çåéäåëÿ ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.001.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.
Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè.

7) Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.001. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ.

Âàðèàíò 4

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = f.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î êðóãàõ Ãåðøãîðèíà îïðåäåëèòü òàêèå m è M , ÷òî 0 < m 6
λi(A) 6M, âû÷èñëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð α = 2/(m+M).

3) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = Hαx + gα, ãäå Hα = E − αA,
gα = αf. Âû÷èñëèòü ||Hα||∞.

4) Âû÷èñëèòü x(8) ìåòîäîì èòåðàöèè ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì. Âû÷èñëèòü àïîñòå-
ðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ||x(8) − x∗||∞. Ñðàâíèòü àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó ñ ôàê-
òè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè
åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(8) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû x = Hαx + gα ìåòîäîì Çåéäåëÿ.
Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì
ïðîñòîé èòåðàöèè.
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6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäè-
óñ ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü.

7) Âû÷èñëèòü x(8) ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè.

8) *Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì ñ ÷åáûøåâñêèì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ
ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåø-
íîñòü.

Ñðàâíèòü ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè x(8), ïîëó÷åííîãî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Âàðèàíò 5

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = HDx+ gD, ãäå HD = E−D−1A,
gD = D−1b. Çäåñü D - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Âû÷èñëèòü ||HD||∞.

3) Íàéòè àïðèîðíóþ îöåíêó òîãî k, ïðè êîòîðîì ||x∗ − xk||∞ < ε, ε = 0.00001.

4) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì èòåðàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001, ñðàâíèòü òðåáóå-
ìîå ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî èòåðàöèé ñ àïðèîðíûì çíà÷åíèåì k. Âûâåñòè ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü xk, àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðè-
áëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ñèñòåìû x = HDx+gD ìåòîäîì Çåéäåëÿ ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001.
Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ñ êîëè÷åñòâîì èòåðàöèé, òðåáóåìûì â ìå-
òîäå ïðîñòîé èòåðàöèè.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäè-
óñ ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü.

7) Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.00001. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

8) *Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì ñ ÷åáûøåâñêèì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ñ
òî÷íîñòüþ ε = 0.00001.

Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ.

Âàðèàíò 6

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.
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2) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = HDx+ gD, ãäå HD = E−D−1A,
gD = D−1b. Çäåñü D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Âû÷èñëèòü ||HD||∞.

3) Âû÷èñëèòü x(10) ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè.

4) Âû÷èñëèòü àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ||x(10)−x∗||∞. Ñðàâíèòü àïîñòåðèîð-
íóþ îöåíêó ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ.

5) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(10) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû x = Hx + g ìåòîäîì Çåéäåëÿ.
Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì
ïðîñòîé èòåðàöèè.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäè-
óñ ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü.

7) Âû÷èñëèòü x(10) ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè.

Ñðàâíèòü ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè x(10), ïîëó÷åííîãî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Âàðèàíò 7

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = HDx+ gD, ãäå HD = E−D−1A,
gD = D−1b. Çäåñü D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Âû÷èñëèòü ||HD||∞.

3) Âû÷èñëèòü àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ||x(7) − x∗||∞.

4) Âû÷èñëèòü x(7) ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü,
àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþ-
ñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(7) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû x = HDx + gD ìåòîäîì Çåéäåëÿ.
Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì
ïðîñòîé èòåðàöèè.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.

7) Âû÷èñëèòü x(7) ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè.

Ñðàâíèòü ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè x(7), ïîëó÷åííîãî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Âàðèàíò 8

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.
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1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î êðóãàõ Ãåðøãîðèíà îïðåäåëèòü òàêèå m è M , ÷òî 0 < m 6
λi(A) 6M, âû÷èñëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð α = 2/(m+M).

3) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = Hαx + gα, ãäå Hα = E − αA,
gα = αb. Âû÷èñëèòü ||Hα||∞.

4) Âû÷èñëèòü àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ||x(9) − x∗||∞. Âû÷èñëèòü x(9) ìåòîäîì
èòåðàöèè ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü, àïî-
ñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñ-
òåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(9) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû x = Hαx + gα ìåòîäîì Çåéäåëÿ.
Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì
ïðîñòîé èòåðàöèè.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäè-
óñ ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü.

7) Âû÷èñëèòü x(9) ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåø-
íîñòü.

Ñðàâíèòü ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè x(9), ïîëó÷åííîãî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Âàðèàíò 9

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = HDx+ gD, ãäå HD = E−D−1A,
gD = D−1b. Çäåñü D - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Âû÷èñëèòü ||HD||∞.

3) Íàéòè àïðèîðíóþ îöåíêó òîãî k, ïðè êîòîðîì ||x∗ − xk||∞ < ε, ε = 0.001.

4) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.001. Ñðàâíèòü
òðåáóåìîå ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî èòåðàöèé ñ àïðèîðíûì çíà÷åíèåì k. Âûâåñòè ôàêòè-
÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü, àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå
ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ñèñòåìû x = HDx+ gD ìåòîäîì Çåéäåëÿ ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.001.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.
Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè.

7) Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.001. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.
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Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ.

Âàðèàíò 10

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = f.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î êðóãàõ Ãåðøãîðèíà îïðåäåëèòü òàêèå m è M, ÷òî 0 < m 6
λi(A) 6M, âû÷èñëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð α = 2/(m+M).

3) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = Hαx + gα, ãäå Hα = E − αA,
gα = αf. Âû÷èñëèòü ||Hα||∞.

4) Âû÷èñëèòü x(8) ìåòîäîì èòåðàöèè ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì. Âû÷èñëèòü àïîñòå-
ðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ||x(8) − x∗||∞. Ñðàâíèòü àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó ñ ôàê-
òè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè
åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå x(8) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû x = Hαx + gα ìåòîäîì Çåéäåëÿ.
Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì
ïðîñòîé èòåðàöèè.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäè-
óñ ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü.

7) Âû÷èñëèòü x(8) ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè.

8) *Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì ñ ÷åáûøåâñêèì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ
ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.00001. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåø-
íîñòü.

Ñðàâíèòü ôàêòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè x(8), ïîëó÷åííîãî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Âàðèàíò 11

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = HDx+ gD, ãäå HD = E−D−1A,
gD = D−1b. Çäåñü D - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Âû÷èñëèòü ||HD||∞.

3) Íàéòè àïðèîðíóþ îöåíêó òîãî k, ïðè êîòîðîì ||x∗ − xk||∞ < ε, ε = 0.0001.

4) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì èòåðàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε, ñðàâíèòü òðåáóåìîå ôàêòè÷å-
ñêîå ÷èñëî èòåðàöèé ñ àïðèîðíûì çíà÷åíèåì k. Âûâåñòè ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü
xk, àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî
Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.
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5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ñèñòåìû x = HDx+ gD ìåòîäîì Çåéäåëÿ ñ òî÷íîñòüþ ε.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäè-
óñ ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ
ïîãðåøíîñòü.

7) Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε. Â
êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

8) *Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì ñ ÷åáûøåâñêèì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ñ
òî÷íîñòüþ ε = 0.0001.

Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ.

Âàðèàíò 12

Äàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.

1) Íàéòè ðåøåíèå x∗ ìåòîäîì Ãàóññà.

2) Ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå âèäà x = HDx+ gD, ãäå HD = E−D−1A,
gD = D−1b. Çäåñü D - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Âû÷èñëèòü ||HD||∞.

3) Íàéòè àïðèîðíóþ îöåíêó òîãî k, ïðè êîòîðîì ||x∗ − xk||∞ < ε, ε = 0.001.

4) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.001. Ñðàâíèòü
òðåáóåìîå ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî èòåðàöèé ñ àïðèîðíûì çíà÷åíèåì k. Âûâåñòè ôàêòè-
÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü, àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó, àïðèîðíóþ îöåíêó. Óòî÷íèòü ïîñëåäíåå
ïðèáëèæåíèå ïî Ëþñòåðíèêó. Âûâåñòè åãî ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

5) Âû÷èñëèòü ðåøåíèå ñèñòåìû x = HDx+ gD ìåòîäîì Çåéäåëÿ ñ òî÷íîñòüþ ε = 0.001.

6) Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
ìàòðèöû ïåðåõîäà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.
Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè.

7) Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñ òî÷íîñòüþ ε =
0.001. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü.

Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ.
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16. Ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ ìàòðèöû A è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì ñîáñòâåííûå âåêòîðû x, òàê ÷òî

Ax = λx. (1)

16.1. Ìåòîä âðàùåíèé (ßêîáè) ðåøåíèÿ ïîëíîé ïðîáëåìû ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòîðîâ ìàòðèöû

Òåîðåìà 1. Åñëè A � ýðìèòîâà ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà
V , ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ñ ýòîé ìàòðèöåé ïðèâîäèò A ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ò. å.

V −1AV = Λ, (2)

ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A.

Äëÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû
V −1 = V ∗.

×àñòíûì ñëó÷àåì óíèòàðíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå:

n∑
i=1

V 2
ij = 1, j = 1, 2, . . . , n, (3)

n∑
i=1

VilVij = 0, j 6= l .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V T òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó. Òàê êàê V TV = E, òî V −1 = V T è
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ïðèíèìàåò âèä

V TAV = Λ. (4)

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òàêîé ìàòðèöû V ðåøàþò ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ
ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.
Äëÿ òàêîé ìàòðèöû ìåòîä âðàùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàò-
ðèö A(0) = A, A(1), . . . , A(k), . . . , òàê ÷òîáû Ak → Λ.
Çäåñü êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ìàòðèöà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàð-
íîãî øàãà, ñîñòîÿùåãî â ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ ïðåäûäóùåé ìàòðèöû ïîñðåäñòâîì íåêî-
òîðîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû âðàùåíèÿ

A(k+1) = V T
ikjk

(ϕk)A
(k)Vikjk(ϕk). (5)

Ó ìàòðèöû Vikjk(ϕk) íà äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû âñþäó, êðîìå ik-îé è jk-îé ñòðîê (ik < jk)
è íóëè âûøå è íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè, êðîìå äâóõ ýëåìåíòîâ, òàê ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû
V îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vii = 1, i 6= ik, i 6= jk,

vikik = c, vjkjk = c, c = cos(ϕk),

vij = 0, i 6= ik, i 6= jk, j 6= ik, j 6= jk,

vikjk = −s, vjkik = s, s = sin(ϕk).

(6)
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Ïðè n = 3, ik = 1, jk = 3 ìàòðèöà áóäåò èìåòü âèä

V13(ϕk) =

 cosϕk 0 − sinϕk

0 1 0

sinϕk 0 cosϕk

 . (7)

Ìàòðèöà A(k+1) ñòðîèòñÿ èç A(k) òàê, ÷òîáû t2(A(k+1)) < t2(A(k)), ãäå

t2(A(k)) =
n∑

i,j=1,i 6=j

(
a
(k)
ij

)2
. (8)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ik, jk, ϕk

t2(A(k+1)) 6 t2(A(k))

(
1− 2

n(n− 1)

)
(9)

è ñëåäîâàòåëüíî
t2(A(k))→ 0.

Äëÿ ýòîãî ik, jk âûáèðàþòñÿ êàê èíäåêñû ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ èç íàääèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ò. å.

|a(k)ikjk | = max
i,j=1..n
i<j

∣∣∣a(k)ij ∣∣∣ ,
à óãîë ϕk âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû

a
(k+1)
ikjk

=
a
(k)
jkjk
− a(k)ikik
2

sin(2ϕk) + a
(k)
ikjk

cos(2ϕk) = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

tg(2ϕk) =
2a

(k)
ikjk

a
(k)
ikik
− a(k)jkjk

, |ϕk| <
π

4
. (10)

Åñëè â (10) çíàìåíàòåëü íóëåâîé, òî

|ϕk| =
π

4
.

Çíà÷åíèÿ c = cos(ϕk) è s = sin(ϕk) ìîæíî âû÷èñëèòü è ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c =

√√√√1

2

(
1 +
|aikik − ajkjk |

d

)
,

s = sign(aikjk(aikik − ajkjk))

√√√√1

2

(
1−
|aikik − ajkjk |

d

)
,

ãäå d =
√

(aikik − ajkjk)2 + 4a2ikjk .

(11)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðîñòûå (λi 6= λj, i 6= j) è∣∣∣a(k)ij ∣∣∣ < ε, i 6= j,
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òî
λi = a

(k)
ii +O(ε2).

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìîæíî óòî÷íèòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

λ
(k)
i = a(k)

ii
+
∑
j 6=i

a
(k)
ij

a
(k)
ii − a(k)jj

, (12)

òîãäà
λi = λ

(k)
i +O(ε3).

Ðàññìîòðèì ôîðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(k+1).
Îáîçíà÷èì

B(k) = A(k)Vikjk(ϕk),

òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ó ìàòðèöû B(k) èçìåíÿòñÿ òîëüêî ik è jk ñòîëáöû, à ó ìàòðèöû A
(k+1) =

V T
ikjk

(ϕk)B
(k) èçìåíÿòñÿ òîëüêî ik è jk ñòðîêè, òàê ÷òî â èòîãå ïåðåñ÷èòûâàåì ýëåìåíòû

òîëüêî äâóõ ñòðîê èëè äâóõ ñòîëáöîâ5 ìàòðèöû ïî ôîðìóëàì:

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij i 6= ik, i 6= jk, j 6= ik, j 6= jk.

a
(k+1)
iik

= a
(k+1)
iki

= ca
(k)
iik

+ sa
(k)
ijk
, i 6= ik, i 6= jk,

a
(k+1)
ijk

= a
(k+1)
jki

= −sa(k)iik + ca
(k)
ijk
, i 6= ik, i 6= jk.

a
(k+1)
ikik

= c2a
(k)
ikik

+ 2csa
(k)
ikjk

+ s2a
(k)
jkjk

,

a
(k+1)
jkjk

= s2a
(k)
ikik
− 2csa

(k)
ikjk

+ c2a
(k)
jkjk

,

a
(k+1)
ikjk

= a
(k+1)
jkik

= (c2 − s2)a(k)ikjk + cs(a
(k)
jkjk
− a(k)ikik) = 0.

(13)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû áóäóò ñòîëáöàìè ìàòðèöû

X = Vi0j0Vi1j1 . . . Vikjk . (14)

Èòàê, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1) Ïîäãîòîâèòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (X = E).

2) Â ìàòðèöå A(k) (k = 0, 1, . . .) âûáðàòü ñðåäè âñåõ íàääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàêñè-

ìàëüíûé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ýëåìåíò a
(k)
ikjk

, ik < jk è çàïîìíèòü åãî èíäåêñû.

3) Ïðîâåðèòü óñëîâèå
∣∣∣a(k)ikjk∣∣∣ < ε.

Åñëè óñëîâèå íå âûïîëíåíî � ïåðåéòè ê ï. 4, åñëè âûïîëíåíî, çàâåðøèòü ïðîöåññ.

4) Íàéòè c = cos(ϕk), s = sin(ϕk).

5) Ïåðåñ÷èòàòü ýëåìåíòû ìàòðèöû A(k+1) ïî ôîðìóëàì (13), ïåðåñ÷èòàòü ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû X6.

6) Ïåðåéòè ê ï.2.

5Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåðàöèîíàëüíî ñòðîèòü ìàòðèöó A(k+1) ïî ôîðìóëå (5), èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íûå óìíî-
æåíèÿ.

6Î÷åâèäíî, ÷òî è äëÿ ïåðåñ÷åòà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû X íå òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòðèöû V è âûïîëíå-
íèå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, òàê êàê ïðè óìíîæåíèè íà îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó ìåíÿþòñÿ ëèøü ýëåìåíòû
äâóõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû X.
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16.2. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ñèì-
ìåòðè÷íûõ ìàòðèö

Ïóñòü λ̃ � ïðèáëèæåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A, Ỹ � íåíóëåâîé âåêòîð, ðàññìàò-
ðèâàåìûé êàê ïðèáëèæåíèå ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó Y , êîòîðûé îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó
÷èñëó λ.
Â [1] ïðèâåäåíà àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè λ̃

|λ− λ̃| 6 ||AỸ − λ̃Ỹ ||2
||Ỹ ||2

. (15)

16.3. ×àñòè÷íàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

16.3.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû λ1 âåùåñòâåííîå, ïðîñòîå è

|λ1| > |λ2| > |λ3| > . . . > |λn| . (16)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ λ1 âûáåðåì Y (0) � íà÷àëüíûé âåêòîð. Y (0) ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû
êîýôôèöèåíò α1 â ðàçëîæåíèè

Y (0) = α1x1 + α2x2 + . . . αnxn (17)

íå áûë áû ñëèøêîì ìàë.
Çäåñü x1, x2, . . . , xn � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, òàê ÷òî Axi = λi xi, i = 1, 2, . . . , n.
Y (0) âûáèðàåòñÿ îïûòíûì ïóòåì.
Äàëåå ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ Y (1), Y (2), . . . ïî ôîðìóëå

Y (k+1) = AY (k),

Y (k) = (y
(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y(k)n )′.

16.3.2. Ñòåïåííîé ìåòîä

Îáîçíà÷èì

(λ
(k,i)
1 )pow =

y
(k+1)
i

y
(k)
i

, (18)

òîãäà
λ1 = lim

k→∞
(λ

(k,i)
1 )pow, i = 1, 2, . . . , n,

λ1 = (λ
(k,i)
1 )pow +O

(
λ2
λ1

)k
. (19)

Õîðîøåå ñîâïàäåíèå òðåáóåìîãî ÷èñëà çíàêîâ â îòíîøåíèè

y
(k+1)
i

y
(k)
i

äëÿ íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ìîæåò ñëóæèòü ïðèçíàêîì äëÿ ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèé.
Âåêòîð Y (k) ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó
ïîãðåøíîñòè (15).
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16.3.3. Ìåòîä ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà âûïèøåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêàÿ.
Îáîçíà÷èì

(λ
(k)
1 )scal =

(Y (k+1), Y (k))

(Y (k), Y (k))
, (20)

òîãäà
λ1 = lim

k→∞
(λ

(k)
1 )scal, (21)

λ1 = (λ
(k)
1 )scal +O

(
λ2
λ1

)2k

. (22)

Õîðîøåå ñîâïàäåíèå òðåáóåìîãî ÷èñëà çíàêîâ (λ
(k)
1 )scal, (λ

(k+1)
1 )scal ìîæåò ñëóæèòü ïðè-

çíàêîì äëÿ ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèé (åñëè òîëüêî λ2/λ1 íå ñëèøêîì áëèçêî ê åäèíèöå è,
ñîîòâåòñòâåííî, ñõîäèìîñòü áóäåò î÷åíü ìåäëåííîé).
Ïðèçíàêîì äëÿ ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèé ìîæåò ñëóæèòü òàêæå àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïî-
ãðåøíîñòè (15).
Äëÿ ìåòîäà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé îíà ÷àñòî áûâàåò çàâûøåííîé.
Âåêòîð Y (k) ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó.

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè |λ1|>1 êîìïîíåíòû âåêòîðà Y (k) áûñòðî ðàñòóò ñ
âîçðàñòàíèåì k, à ïðè |λ1|<1 áûñòðî óáûâàþò.
×òîáû óñòðàíèòü ýòî íåæåëàòåëüíîå ïðè âû÷èñëåíèÿõ ÿâëåíèå, âåêòîðû Y (k) íîðìè-
ðóþò.
Ïóñòü ∣∣y(0)p

∣∣ = max
16i6n

∣∣∣y(0)i

∣∣∣ , (23)

Òîãäà íîðìèðóåì âåêòîð Y (k), íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y (k)
norm =

Y (k)

y
(k)
p

, (24)

òàê ÷òî
(y(k)norm)p = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà â ñòåïåííîì ìåòîäå ïðèìåò âèä

(λ
(k,p)
1 )pow = y(k+1)

p (25)

è äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè â ñëó÷àå λ2/λ1 6 1/2 ìîæíî ñëåäèòü çà ñîâ-

ïàäåíèåì òðåáóåìîãî ÷èñëà çíàêîâ ó ñîñåäíèõ ïðèáëèæåíèé ê ñîáñòâåííîìó ÷èñëó y
(k)
p è

y
(k+1)
p .
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü àïî-
ñòåðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè (15).
Àíàëîãè÷íî â ìåòîäå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ïðèìåò âèä:

(λ
(k)
1 )scal =

(AY
(k)
norm, Y

(k)
norm)

(Y
(k)
norm, Y

(k)
norm)

. (26)

Çàìå÷àíèå 2. Êàê ðàíåå óêàçûâàëîñü, ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëü-
íîãî âåêòîðà Y (0) è îòíîøåíèÿ λ2/λ1.
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16.3.4. Íàõîæäåíèå ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöû ñïåêòðà

Ïóñòü λ1(A) íàéäåíî. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà îäíà ãðàíèöà ñïåêòðà, ëèáî ìàêñèìàëüíîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ëèáî ìèíèìàëüíîå â çàâèñèìîñòè îò çíàêà λ1(A).
Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ íàéòè äðóãóþ (ïðîòèâîïîëîæíóþ) ãðàíèöó ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâåííî,
ëèáî ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ëèáî ìàêñèìàëüíîå â çàâèñèìîñòè îò çíàêà λ1(A).
Îáîçíà÷èì èñêîìîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(A).
Ïîñòðîèì ìàòðèöó B = A− λ1(A)E, òàê ÷òî λ(B) = λ(A)− λ1(A).
Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.
à) λ1(A) > 0, çíà÷èò λ1(A) = max

16i6n
λi(A) è òðåáóåòñÿ íàéòè

λ̄(A) = min
16i6n

λi(A). (27)

Â ýòîì ñëó÷àå λ(B) 6 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ñòåïåííîé ìåòîä èëè ìåòîä ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé, ìîæíî âû÷èñëèòü

λ̄(B) = min
16i6n

λi(B) (28)

è äàëåå íàõîäèì èñêîìîå
λ̄(A) = λ̄(B) + λ1(A). (29)

á) λ1(A) < 0, çíà÷èò λ1(A) = min λ(A) è òðåáóåòñÿ íàéòè

λ̄(A) = max
16i6n

λi(A).

Â ýòîì ñëó÷àå λ(B) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ñòåïåííîé ìåòîä èëè ìåòîä ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé, ìîæíî âû÷èñëèòü

λ̄(B) = max
16i6n

λi(B)

è äàëåå íàõîäèì èñêîìîå
λ̄(A) = λ̄(B) + λ1(A).

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî λ1(À)>0 è â çàäà÷å ðå÷ü ñðàçó èäåò î íàõîæäåíèè
ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, òî ìàòðèöó B ñòðîÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: B =
A− ||A||E.

Óïðàæíåíèå
Ïðîâåðèòü àíàëèòè÷åñêè, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû B, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåí-
íîìó ÷èñëó λ̄(B) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåí-
íîìó ÷èñëó λ̄(A)

16.3.5. Ìåòîä Âèëàíäòà óòî÷íåíèÿ èçîëèðîâàííîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà (ìåòîä
îáðàòíûõ èòåðàöèé)

Ïóñòü èçâåñòíî λ(0)(A) � ïðèáëèæåíèå ê èñêîìîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìàòðèöû A.
Òîãäà �ñäâèíóòàÿ� ìàòðèöà

W = A− λ(0)(A)E

áóäåò èìåòü îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ïî ìîäóëþ, ÷åì îñòàëüíûå è
èòåðàöèè ìàòðèöåé

W−1 = (A− λ(0)E)−1
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äàäóò áûñòðî ñõîäÿùèéñÿ ïðîöåññ.
Ïðèìåíÿÿ ñòåïåííîé ìåòîä èëè ìåòîä ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, íàõîäèì ñ çàäàííîé òî÷-
íîñòüþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(W−1) è ó÷èòûâàÿ ÷òî
λ(W−1) = 1/(λ(A)− λ(0)(A)), íàõîäèì

λ(A) = 1/λ(W−1) + λ(0)(A).

Çàìå÷àíèå 4. Ïðîöåññ áóäåò ñõîäèòüñÿ òåì áûñòðåå, ÷åì òî÷íåå ïîäîáðàíî λ(0)(A).

Çàìå÷àíèå 5. Ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ Y (1), Y (2), . . . , Y (k) âìåñòî
Y (k+1) = W−1Y (k) ýêîíîìè÷íåå ðåøàòü ñèñòåìó WY (k+1) = Y (k).

Çàìå÷àíèå 6. Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü ìåòîä Âèëàíäòà ñ
ïàðàìåòðîì, òî åñòü ñ ìàòðèöåé W−1 ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíÿòü ëèøü îäíó èòåðà-
öèþ è ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå ê ñîáñòâåííîìó ÷èñëó èñïîëüçîâàòü ñðàçó äëÿ óòî÷íå-
íèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìàòðèöû A, ò. å. íà êàæäîì øàãå âûïîëíÿòü
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1) Ïîñòðîèòü ìàòðèöó W ïî ôîðìóëå W = A− λ(k)E (íà÷èíàòü ñ k = 0).

2) Íàéòè Y (k+1) èç ñèñòåìû WY (k+1) = Y (k).

3) Âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé µk � ïðèáëèæåíèå ê ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó ìàòðèöû W−1

µk =
(Y (k+1), Y (k))

(Y (k), Y (k))
. (30)

4) Íàéòè λ(k+1)(A) = 1/µk + λ(k)(A) ïîâòîðÿòü, íà÷èíàÿ ñ ïóíêòà 1.

Èòåðàöèè ñëåäóåò âûïîëíÿòü äî ñîâïàäåíèÿ òðåáóåìîãî êîëè÷åñòâà çíàêîâ λ(k)(A) è
λ(k+1)(A).

16.3.6. Ìåòîä Ýéòêåíà óòî÷íåíèÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ýðìèòîâîé ìàòðèöû

Ìåòîä Ýéòêåíà ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ïðè óñëîâèè |λ1| > |λ2| > λ3|.
Ïóñòü λ(k−2), λ(k−1), λ(k) � âû÷èñëåííûå ðàíåå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1
ìàòðèöû, òîãäà óòî÷íåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

λ
(k)
Aitk =

λ(k) λ(k−2) − (λ(k−1))2

λ(k) − 2λ(k−1) + λ(k−2)
. (31)

Ìåòîä Ýéòêåíà ïðèìåíèì òàêæå è ê óòî÷íåíèþ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, òîãäà ðå÷ü èäåò î
ïîêîìïîíåíòíîì ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà.
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16.4. Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíò 1

1) Íàéòè ìåòîäîì ßêîáè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ ε=0.000001. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû äîëæíû èìåòü åäèíè÷íóþ äëè-
íó.
Çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ñîäåðæàùåé ïîäïðîãðàììó íàõîæ-
äåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû.

Ïàðàìåòðû: ïîðÿäîê ìàòðèöû, ìàòðèöà, çàäàííàÿ òî÷íîñòü. Ïîäïðîãðàììà äîëæíà
âîçâðàùàòü ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû.

2) Íàéòè ñòåïåííûì ìåòîäîì c çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî λ1 ìàòðèöû A è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð x(1), òàê
÷òîáû ||x(1)||2 = 1.

3) Íàéòè ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε2 ìàêñèìàëüíîå ïî
ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû λ1. Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ñ
ï. 2.

4) Íàéòè ñòåïåííûì ìåòîäîì c çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε ïðîòèâîïîëîæíóþ ê λ1 ãðàíèöó
ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð (||.||2=1).

5) Íàéòè ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ1 c çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð ìåòîäîì Âèëàíäòà, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Ïðèìåíèòü óòî÷íåíèå ïî Ýéòêåíó.

Âàðèàíò 2

1) Íàéòè ìåòîäîì ßêîáè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ ε = 0.000001. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû äîëæíû èìåòü åäèíè÷íóþ
äëèíó.
Çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ñîäåðæàùåé ïîäïðîãðàììó íàõîæ-
äåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû.

Ïàðàìåòðû: ïîðÿäîê ìàòðèöû, ìàòðèöà, çàäàííàÿ òî÷íîñòü.

Ïîäïðîãðàììà äîëæíà âîçâðàùàòü ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ìàññèâ,
ñîäåðæàùèé ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

2) Íàéòè ñòåïåííûì ìåòîäîì c òî÷íîñòüþ ε = 0.001 ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåí-
íîå ÷èñëî λ1 ìàòðèöû A è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð x(1), òàê ÷òîáû
||x(1)||2 = 1.

3) Íàéòè ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ òî÷íîñòüþ ε2 = 0.000001 ìàêñèìàëüíîå
ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû λ1. Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé
ñ ï.2.

4) Íàéòè ñòåïåííûì ìåòîäîì c òî÷íîñòüþ ε = 0.001 ïðîòèâîïîëîæíóþ ê λ1 ãðàíèöó
ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð (||.||2 = 1).
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5) Íàéòè ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ2 c òî÷íîñòüþ ε = 0.001 è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð ìåòîäîì Âèëàíäòà, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Ïðèìåíèòü óòî÷íåíèå ïî Ýéòêåíó.

Âàðèàíò 3

1) Íàéòè ìåòîäîì ßêîáè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ ε=0.000001. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû äîëæíû èìåòü åäèíè÷íóþ äëè-
íó.
Çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ñîäåðæàùåé ïîäïðîãðàììó íàõîæ-
äåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû.

Ïàðàìåòðû: ïîðÿäîê ìàòðèöû, ìàòðèöà, çàäàííàÿ òî÷íîñòü.

Ïîäïðîãðàììà äîëæíà âîçâðàùàòü ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ìàññèâ,
ñîäåðæàùèé ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

2) Íàéòè ñòåïåííûì ìåòîäîì c òî÷íîñòüþ ε=0.001 ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåí-
íîå ÷èñëî λ1 ìàòðèöû A è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð x(1), òàê ÷òîáû
||x(1)||2 = 1.

3) Íàéòè ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ òî÷íîñòüþ ε2 = 0.000001 ìàêñèìàëüíîå
ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû λ1. Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé
ñ ï.2.

4) Íàéòè, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé c òî÷íîñòüþ ε = 0.001 ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ê λ1 ãðàíèöó ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð (||.||2 = 1).

5) Íàéòè ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ1 c òî÷íîñòüþ ε = 0.001 è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð ìåòîäîì Âèëàíäòà, èñïîëüçóÿ ñòåïåííîé ìåòîä.

Ïðèìåíèòü óòî÷íåíèå ïî Ýéòêåíó.

Âàðèàíò 4

1) Íàéòè ìåòîäîì ßêîáè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ ε = 0.000001. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû äîëæíû èìåòü åäèíè÷íóþ
äëèíó.
Çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ñîäåðæàùåé ïîäïðîãðàììó íàõîæ-
äåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû.

Ïàðàìåòðû: ïîðÿäîê ìàòðèöû, ìàòðèöà, çàäàííàÿ òî÷íîñòü.

Ïîäïðîãðàììà äîëæíà âîçâðàùàòü ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ìàññèâ,
ñîäåðæàùèé ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

2) Íàéòè ñòåïåííûì ìåòîäîì c òî÷íîñòüþ ε = 0.001 ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåí-
íîå ÷èñëî λ1 ìàòðèöû A è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð x(1), òàê ÷òîáû
||x(1)||2 = 1.
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3) Íàéòè ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ òî÷íîñòüþ ε2 = 0.000001 ìàêñèìàëüíîå
ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû λ1. Ñðàâíèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé
ñ ï.2.

4) Íàéòè, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé c òî÷íîñòüþ ε = 0.001 ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ê λ1 ãðàíèöó ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð (||.||2 = 1).

5) Íàéòè ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ2 c òî÷íîñòüþ ε = 0.001 è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð ìåòîäîì Âèëàíäòà, èñïîëüçóÿ ñòåïåííîé ìåòîä.

Ïðèìåíèòü óòî÷íåíèå ïî Ýéòêåíó.

16.5. Ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ

Ïðè ïðèìåíåíèè ñòåïåííîãî ìåòîäà, ìåòîäà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé è ìåòîäà Âèëàíäòà
íà ïå÷àòü äîëæíû áûòü âûâåäåíû ñëåäóþùèå äàííûå:

1) Íîìåð âàðèàíòà.

2) Èñõîäíàÿ ìàòðèöà.

3) Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå âåêòîðû, íàéäåííûå ìåòîäîì âðàùåíèé.

4) λ∗1 � ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî.

5) λ∗2/λ
∗
1.

6) Íàçâàíèå ìåòîäà.

7) Ìàòðèöà, ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ äàííûì ìå-
òîäîì.

8) Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå âåêòîðû, íàéäåííûå âñòðîåííîé ôóíêöèåé.

9) λ∗1 ìàòðèöû, ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ äàííûì
ìåòîäîì.

10) λ∗2/λ
∗
1 ìàòðèöû, ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ äàí-

íûì ìåòîäîì.

11) ε.

12) Y 0.

13) Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû 1.

Òàáëèöà 1

k λk1 λk1 − λk−11 λk1 − λ∗1 ||Axk1 − λk1xk1|| errap λkA λkA − λ∗1
3
4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Çäåñü errap � àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè, ñì. (15),

λkA � óòî÷íåíèå ïî Ýéòêåíó.
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16.6. Âàðèàíòû ìàòðèö

ìàòðèöà 1 -0.81417 -0.01937 0.41372 ìàòðèöà 2 -0.82005 -0.13542 0.26948
-0.01937 0.54414 0.00590 -0.13542 0.51486 0.02706
0.41372 0.00590 -0.81445 0.26948 0.02706 -0.83365

ìàòðèöà 3 -1.48213 -0.03916 1.08254 ìàòðèöà 4 -1.53698 -0.19907 0.95855
-0.03916 1.13958 0.01617 -0.19907 1.17742 0.06992
1.08254 0.01617 -1.48271 0.95855 0.06992 -1.55151

ìàòðèöà 5 -1.14896 -0.53716 0.78959 ìàòðèöà 6 -0.95121 -0.09779 0.35843
-0.53716 0.88917 0.19536 -0.09779 0.61545 0.02229
0.78959 0.19536 -1.28186 0.35843 0.02229 -0.95729

ìàòðèöà 7 -1.00449 -0.38726 0.59047 ìàòðèöà 8 -1.47887 -0.09357 0.91259
-0.38726 0.73999 0.12519 -0.09357 1.10664 0.03298
0.59047 0.12519 -1.08660 0.91259 0.03298 -1.48225

ìàòðèöà 9 -0.90701 -0.27716 0.44570 ìàòðèöà 10 -0.88192 -0.04644 0.33422
-0.27716 0.63372 0.07774 -0.04644 0.56023 0.01075
0.44570 0.07774 -0.95535 0.33422 0.01075 -0.88342

ìàòðèöà 11 -0.93016 -0.25770 0.45255 ìàòðèöà 12 -1.71126 -0.07170 1.23615
-0.25770 0.65022 0.07193 -0.07170 1.34019 0.02903
0.45255 0.07193 -0.97112 1.23615 0.02903 -1.71295

ìàòðèöà 13 -1.00449 -0.38726 0.59047 ìàòðèöà 14 -1.47887 -0.09357 0.91259
-0.38726 0.73999 0.12519 -0.09357 1.10664 0.03298
0.59047 0.12519 -1.08660 0.91259 0.03298 -1.48225

ìàòðèöà 15 -1.48213 -0.05316 1.08254 ìàòðèöà 16 -1.51898 -0.19907 0.95855
-0.05316 1.13958 0.01617 -0.19907 1.17742 0.06992
1.08254 0.01617 -1.48271 0.95855 0.06992 -1.57151
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