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Рассматривается линейная задача фильтрации Калмана— Бьюси для системы, в ко-
торой сигнал и шум являются векторными независимыми стационарными процессами
авторегрессии, порядок которых больше единицы. Выводятся рекуррентные уравне-
ния для фильтрации и ошибки фильтрации. Предлагается оптимальный способ зада-
ния начальных данных. Описывается пример, в котором алгоритм приводит к стаци-
онарному режиму на бесконечности, а также пример, в котором фильтрация Калма-
на— Бьюси невозможна в связи со стремлением ошибки фильтрации к бесконечности.
Поведение сигнала и его фильтрации прослеживается при моделировании сигнала и
шума в виде векторных гауссовских стационарных процессов авторегрессии. Приве-
денные примеры подтверждают теоретические выводы.

Ключевые слова: фильтр Калмана— Бьюси, векторные стационарные процессы авто-
регрессии высокого порядка.

1. Введение. На выходе динамической системы наблюдается процесс, состоя-
щий из суммы сигнала и шума с известными характеристиками. Нужно найти опти-
мальную оценку сигнала, которая в этом случае называется фильтрацией. Методы
фильтрации, основанные на бесконечном интервале наблюдений, рассматриваются
в работах [1–4]. В фильтрации Калмана — Бьюси начальный момент фильтрации
совпадает с начальным моментом наблюдений. Первоначально этот вид фильтра-
ции для дискретного времени был предложен в [5], а для непрерывного времени —
в [6]. Различные обобщения задачи фильтрации и приложения для анализа динами-
ческих систем рассматриваются в работах [7–17]. Исследуются системы с дискрет-
ным и непрерывным временем, векторные системы, нелинейные задачи. Строятся
рекуррентные соотношения фильтрации и ее ошибки и в связи с этим рассматрива-
ются вопросы существования и устойчивости. В [11] применяются методы нелиней-
ной фильтрации в непрерывном случае с дискретными измерениями. В ряде работ
[12–14] в качестве сигнала рассматриваются нестационарные марковские векторные
процессы, а в качестве шума — независимый случайный вектор. В [15] в условиях су-
ществования фильтров Липцера — Ширяева находятся приближенные решения сто-
хастических уравнений фильтрации. В работах [16, 17] процессы авторегрессии n-го
порядка сводятся к векторным марковским процессам первого порядка. В работах
[18–20] задача Калмана — Бьюси рассмотрена для одномерных процессов авторегрес-
сии высокого порядка. Построены рекуррентные соотношения для фильтрации и ее
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ошибки. Кроме того, в работах [19, 20] предложен еще один алгоритм фильтрации,
не имеющий рекуррентного характера.

Данная работа является продолжением работы [18], в которой сигнал и шум —
это стационарные процессы авторегрессии высокого порядка.

2. Векторные стационарные процессы авторегрессии. Пусть наблюдае-
мый векторный процесс ζt является суммой двух независимых стационарных про-
цессов, представляющих сигнал θt и шум ηt, и заданных в дискретные моменты
времени

ζt = θt + ηt, t = 0, 1, 2, . . . . (1)

Не ограничивая общности, можно считать Eθt = θE = Eζt = 0.
Если θE 6= 0, то все случайные величины θt и ζt следует центрировать, и именно

для таких данных получена формула фильтрации µt. Если θE 6= 0, то окончательно
фильтрация в момент t будет определяться формулой µt + θE .

Процессы θt = (θt(1), . . . , θt(k))
∗ и ηt = (ηt(1), . . . , ηt(k))

∗ — независимые век-
торные процессы авторегрессии порядков n и m соответственно:

n∑

j=0

Ajθt−j = Jθε
(1)
t ,

m∑

j=0

Bjηt−j = Jηε
(2)
t , A0 = B0 = I. (2)

Здесь ∗ — знак транспонирования, а Aj , Bj , Jθ, Jη, I — квадратные матрицы по-
рядка k, I — единичная матрица. Не нарушая общности, матрицы Jθ и Jη можно

считать нижнетреугольными. Векторы ε
(1)
t и ε

(2)
s независимы и состоят из незави-

симых случайных величин, удовлетворяющих равенствам

Eε
(i)
t (q) = 0, E(ε

(i)
t (q))2 = 1, Eε

(i)
t (q)ε(j)s (r) = δijδqrδts, i, j = 1, 2; 1 ≤ q, r ≤ k,

(3)
где δij — символ Кронекера, t, s = 0, 1, 2, . . . .

Из (1)–(3) следует, что Eζt = Eθt = Eηt = 0.
Формулы (2) применимы в общем случае при t ≥ w = max(n,m). Начальный

этап фильтрации при t = 0, . . . , w − 1 рассмотрен в п. 5.
Обозначим ковариационные матрицы векторов θt и ηt соответственно

Rθ(t) = ||Eθt+s(i)θs(j)||(i,j)k1 , Rη(t) = ||Eηt+s(i)ηs(j)||(i,j)k1 . (4)

Связь между ковариациями (4) и коэффициентами авторегрессий (2) дается
уравнениями Юла — Уокера [21], которые, например, для процесса θt запишем в
виде

n∑

j=0

AjRθ(i− j) = δi0Gθ, Gθ = JθJ
∗
θ , i = 0, 1, . . . , n, Rθ(−i) = R∗

θ(i), (5)

n∑

j=0

AjRθ(i − j) = 0, i = n+ 1, n+ 2, . . . . (6)

Векторный процесс авторегрессии θt является стационарным, если выполнены
либо первые два из перечисленных ниже условий, либо третье условие.
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1o. Все корни zj многочлена det(
∑n

j=0 Ajz
n−j) порядка p = n k лежат внутри

единичного круга, то есть

det




n∑

j=0

Ajz
n−j


 =

p∏

j=1

(z − zj), |zj| < 1, 1 ≤ j ≤ p. (7)

2o. Матрица Ãθ =
∑n

j=0 AjRθ(j) должна быть положительно определенной, так

как она является ковариационной матрицей G = JθJ
∗
θ вектора Jθε

(1)
t .

3o. Матричная функция Rθ(t) является положительно определенной [3]. Для
процесса авторегрессии n-го порядка это условие сводится к положительной опре-

деленности корреляционной матрицы R̃
(n)
θ вектора (θ0, θ1, . . . , θn):

R̃
(n)
θ =




Rθ(0) R∗
θ(1) . . . R∗

θ(n)
Rθ(1) Rθ(0) . . . R∗

θ(n− 1)
. . . . . . . . . . . .

Rθ(n) Rθ(n− 1) . . . Rθ(0)


 . (8)

Ковариационные матрицы

Rθ(t), t = 0, 1, . . . , n, (9)

и матрицы коэффициентов авторегрессии

Ai, i = 1, . . . , n, Jθ (10)

с учетом уравнений Юла — Уокера (5) взаимно однозначно определяют друг друга.
Действительно, задавая матрицы (9), из уравнений (5) находим величины (10), и
наоборот. При этом нужно проследить за положительной определенностью матриц

Ãθ и R̃
(n)
θ . Задавая матрицы (10), нужно проверить выполнение условий 1o и 2o.

Аналогичными свойствами обладает процесс ηt.

Замечание. В книге Хеннана [22] утверждается, что если матрицы (10) вектор-
ного процесса авторегрессии θt удовлетворяют условию 1o, то вместе с любой поло-
жительно определенной матрицей G = JθJ

∗
θ они определяют стационарный вектор-

ный процесс авторегрессии. Однако ниже приводится пример, в котором выполнены
перечисленные выше условия, но они порождают нестационарный процесс, следова-
тельно, для стационарности процесса выполнение условия 2o также необходимо.

3. Алгоритм рекуррентных уравнений фильтрации Калмана —Бьюси
и ошибки фильтрации. Процессы θt и ζt = θt + ηt стационарно связанные, а так
как θt и ηt независимы, то

cov(θt, ζs) = Rθ(t− s), Rζ(t− s) = cov(ζt, ζs) = Rθ(t− s) +Rη(t− s). (11)

Пусть F ζ
t = σ{ω : ζ0, . . . , ζt} — наименьшая σ-алгебра, порожденная векторами

{ζ0, . . . , ζt}.
Задача фильтрации Калмана — Бьюси состоит в прогнозе процесса θt при t ≥ 0

по наблюдениям за процессом ζt, t ≥ 0.
В работе [8] рассмотрен случай m = n = 1, а в [18] рассматривается филь-

трация в предположении, что сигнал и шум являются одномерными процессами
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авторегрессии с произвольными m и n. Ниже исследуется более общий случай, в
котором сигнал θt и шум ηt — векторные процессы авторегрессии.

Введем следующие обозначения:

w = max{n,m}, Aj = 0, j > n, Bi = 0, i > m, (12)

которые дают возможность одновременно рассматривать случаи n ≥ m и n < m.
Исключив из представлений (1) и (2) процесс ηt, являющийся шумом, получим урав-
нения для частично наблюдаемой пары процессов

θt+1 = −
n∑

j=1

Ajθt+1−j + Jθε
(1)
t+1,

ζt+1 = −
m∑

j=1

Bjζt+1−j −
w∑

j=1

(Aj −Bj)θt+1−j + Jθε
(1)
t+1 + Jηε

(2)
t+1.

(13)

Оценку вектора θt относительно σ-алгебры F ζ
t и матрицу ошибок обозначим

соответственно

µt = E(θt|F ζ
t ), γt = E[(θt − µt)(θt − µt)

∗|F ζ
t ]. (14)

При w > 1 в рекуррентные уравнения, по которым вычисляются µt и γt, входят
взаимные условные ковариационные матрицы Kt[τ ] векторов θ̂t = θt − µt и θ̂t−τ :

Kt[τ ] = E[(θt − µt)(θt−τ − µt−τ )
∗|F ζ

t ], 1 ≤ τ ≤ w − 1, t > τ, Kt[0] = γt. (15)

Из (15) следует, что E[(θ̂sθ̂
∗
t )|F ζ

t ] = Kt[s− t] = K∗
t [t− s], 0 < s < t.

Введем случайные векторы

θ̃t+1 = θt+1 −E(θt+1|F ζ
t ),

ζ̃t+1 = ζt+1 −E(ζt+1|F ζ
t )

и их условные ковариации относительно σ-алгебры F ζ
t

C11(t) = cov(θ̃t+1, θ̃t+1|F ζ
t ) = E{θ̃t+1θ̃

∗
t+1|F ζ

t },

C12(t) = cov(θ̃t+1, ζ̃t+1|F ζ
t ) = E{θ̃t+1ζ̃

∗
t+1|F ζ

t }, C21(t) = C12(t)
∗,

C22(t) = cov(ζ̃t+1, ζ̃t+1|F ζ
t ) = E{ζ̃t+1ζ̃

∗
t+1|F ζ

t }.

(16)

Для гауссовских случайных процессов θt и ηt оптимальная фильтрация mt и
матрица ошибок оценивания γt находятся на основании теоремы о нормальной кор-
реляции [8] и имеют вид

µt+1 = E(θt+1|{F ζ
t , ζt+1}) = E(θt+1|F ζ

t ) + C12(t)C
−1
22 (t)[ζt+1 −E(ζt+1|F ζ

t )], (17)

γt+1 = cov(θt+1, θt+1|{F ζ
t , ζt+1}) = C11(t)− C12(t)C

−1
22 (t)C21(t). (18)

В [8] (теор. 2, § 7, гл. VI) доказывается, что если процессы θt и ηt негауссовские,
но не коррелированны, а вторые моменты процессов (13) ограничены, то оптималь-
ная (в среднеквадратическом смысле) линейная оценка θt относительно ζs, 0 ≤ s ≤ t,
имеет вид (17), а ее матрица ошибок удовлетворяет равенству (18).
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Из (13) следует

E(θt+1|F ζ
t ) = −

n∑

i=1

Aiµt+1−i,

E(ζt+1|F ζ
t ) = −

m∑

i=1

Biζt+1−i −
w∑

i=1

(Ai −Bi)µt+1−i.

(19)

Для вычисления ковариаций (16) находим соответствующие составляющие:

θ̃t+1 = −∑n
i=1 Aiθ̂t+1−i + Jθε

(1)
t+1,

ζ̃t+1 = −
w∑

i=1

(Ai −Bi)θ̂t+1−i + Jθε
(1)
t+1 + Jηε

(2)
t+1.

(20)

Вычисление ковариаций случайных величин (20) приводит к равенствам

C11(t)=

n∑

i=1

Aiγt+1−iA
∗
i +

n−1∑

i=1

n∑

r=i+1

(AiKt+1−i[r−i]A∗
r+ArK

∗
t+1−i[r−i]A∗

i )+JθJ
∗
θ ,

C12(t) =

n∑

i=1

Aiγt+1−i(Ai −Bi)
∗ +

w−1∑

i=1

w∑

r=i+1

(AiKt+1−i[r − i](Ar −Br)
∗+

+ArK
∗
t+1−i[r − i](Ai −Bi)

∗) + JθJ
∗
θ ,

C22(t)=
w∑

i=1

(Ai−Bi)γt+1−i(Ai−Bi)
∗+

w−1∑

i=1

w∑

r=i+1

((Ai−Bi)Kt+1−i[r−i](Ar−Br)
∗+

+(Ar −Br)K
∗
t+1−i[r − i](Ai −Bi)

∗) + JθJ
∗
θ + JηJ

∗
η .

(21)
Теорема 1. Пусть (ζ, θ) — частично наблюдаемая последовательность, удо-

влетворяющая уравнениям (13). Тогда при выполнении равенств (12) оптимальные
линейные фильтрации µt+1, матрицы ошибок γt+1 и условных ковариаций Kt+1[τ ]
при t ≥ w−1, w = max{n,m}, подчиняются следующим рекуррентным уравнениям:

µt+1=−
n∑

k=1

Akµt+1−k + C12(t)C
−1
22 (t)

[
ζt+1 +

m∑

k=1

Bkζt+1−k +

w∑

k=1

(Ak −Bk)µt+1−k

]
,

(22)
γt+1 = C11(t)− C12(t)C

−1
22 (t)C21(t), (23)

Kt+1[τ ] = −
w∑

i=1

(Ai−C12(t)C
−1
22 (t)(Ai−Bi))Kt+1−min(i,τ)[τ − i], 1 ≤ τ ≤ w−1, (24)

условные корреляции Kt+1[τ ] определены в (15), a корреляции Cij(t) находятся по
формулам (21).

Доказательство. Из формул (17) и (19) следует (22). Используя (17) и (20),
получаем

θ̂t+1 = −
w∑

j=1

(Aj − C12(t)C
−1
22 (t)(Aj −Bj))θ̂t+1−j+

+ (I − C12(t)C
−1
22 (t))Jθε

(1)
t+1 − C12(t)C

−1
22 (t)Jηε

(2)
t+1. (25)
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Умножив обе части равенства (25) на θ̂∗t+1−τ и взяв математическое ожидание

относительно F ζ
t+1 от обеих частей равенства, получаем (24). Теорема доказана. �

Из уравнения (25) делаем вывод, что процесс θ̂t+1 является процессом авто-
регрессии порядка w с нелинейными коэффициентами.

В случае фильтра Калмана — Бьюси, как видно из уравнений (23) и (24), услов-
ная матрица ошибок γt и условные матрицы ковариаций Kt[τ ] не содержат случай-
ных составляющих и совпадают с безусловными [8].

Теорема 1 является обобщением аналогичной теоремы [18] на случай векторных
стационарных процессов.

4. Предельная ошибка фильтрации. Предположим, что при t → ∞ суще-
ствуют пределы величин (21) и

lim
t→∞

Cij(t) = Cij(∞), i, j = 1, 2, (26)

тогда предельные ошибка фильтрации γ∞ и ковариации K∞[τ ], 1 ≤ τ ≤ w − 1,
удовлетворяют равенствам (24), в которых сделаны соответствующие замены

γ∞ = K∞[0] = C11(∞)− C12(∞)C−1
22 (∞)C21(∞), (27)

K∞[τ ] = −
w∑

i=1

(Ai − C12(∞)C−1
22 (∞)(Ai −Bi))K∞[τ − i], 1 ≤ τ ≤ w − 1. (28)

Если пределы (26) существуют и единственны, то ковариационная матрица вида
(8), составленная из блоков K∞[τ ], 0 ≤ τ ≤ w − 1, является положительно опреде-
ленной.

5. Задание начальных данных. Рекуррентные формулы (22)–(24), вычис-
ляющие фильтрацию µt и ее ошибку γt, действуют при t ≥ w, поэтому их нужно
дополнить начальными данными при 0 ≤ t ≤ w − 1.

При t = 0, согласно теореме о нормальной корреляции в гауссовском случае и
с учетом метода наименьших квадратов в негаусовском, получаем

µ0 = cov(θ0, ζ0)cov
−1(ζ0, ζ0)ζ0,

γ0 = cov(θ0, θ0)− cov(θ0, ζ0)cov
−1(ζ0, ζ0)cov(ζ0, θ0),

(29)

что в соответствии с равенствами (11) дает

µ0 = Rθ(0)R
−1
ζ (0)ζ0, γ0 = Rθ(0)−Rθ(0)R

−1
ζ (0)Rθ(0). (30)

Начальные величины µt, γt,Kt[τ ] при t, τ = 1, . . . ,≤ w−1 вычисляем рекуррент-
ным способом, пользуясь формулами (21)–(24), в которых процессы θt и ηt заменя-

ем на процессы авторегрессии θ
(t)
t и η

(t)
t , порядки которых равны соответственно

n0 = min(n, t),m0 = min(m, t):

θ
(t)
t = −

n0∑

k=1

A
(t)
k θ

(t)
t−k + J

(t)
θ ε

(1)
t , n0 = min(t, n), 1 ≤ t ≤ w − 1,

η
(t)
t = −

m0∑

k=1

B
(t)
k η

(t)
t−k + J (t)

η ε
(2)
t , m0 = min(t,m).

(31)
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При каждом t = 1, . . . , w−1 первые t корреляций у каждого из процессов (31) берем

равными корреляциям исходных процессов (2), поэтому на примере процесса θ
(t)
t

матрицы

J
(t)
θ , A

(t)
i , i = 1, . . . , n0, (32)

находим из уравнений Юла — Уокера (5), в которых матрицы (10) заменены на (32).

Аналогично поступаем с процессом η
(t)
t .

Чтобы найти рекуррентные уравнения для фильтрации µt и ее ошибки γt при
t = 1, . . . , w − 1, нужно в формулах (21)–(24) произвести замену, которая соответ-
ствует замене процессов (2) на процессы (31).

Однако при каждом t = 1, . . . , w− 1 взаимные ковариации Kt[τ ] вычисляем при
τ в пределах 1 ≤ τ ≤ t, 1 ≤ τ ≤ w − 1, в отличие от формул (24), в которых t ≥ w.

6. Примеры. В примерах 1 и 2 сигнал θt и шум ηt являются векторными
процессами авторегрессий размерности k = 2 и порядков n = 3, m = 2 (при этом
w = 3)

3∑

j=0

Ajθt−j = Jθε
(1)
t ,

2∑

j=0

Bjηt−j = Jηε
(2)
t , A0 = B0 = I. (33)

Для обоих примеров матрицы (8) R̃
(3)
θ и R̃

(2)
η являются положительно определенны-

ми и, следовательно, процессы авторегрессии (33) стационарны.

Пример 1. Ниже приведены ковариационные матрицы процессов θt и ηt:

Rθ(0) =

(
2.25 1.2
1.2 4

)
, Rθ(1) =

(
1.6875 0.9
0.9 2.4

)
,

Rθ(2) =

(
0.675 0.3
0.3 1.6

)
, Rθ(3) =

(
−0.45 −0.3
−0.3 −0.4

)
,

Rη(0) =

(
1 0.4
0.4 1

)
, Rη(1) =

(
0.8 0.3
0.3 0.75

)
, Rη(2) =

(
0.7 0.4
0.4 0.5

)

и вычисленные по уравнениям (5) коэффициенты авторегрессий

A1 =

(
−0.964 −0.002
−0.247 −0.571

)
, A2 =

(
0.116 0.027
0.377 −0.416

)
,

A3 =

(
0.399 −0.014

−0.126 0.550

)
, Jθ =

(
0.729 0.000
0.398 1.230

)
,

B1 =

(
−0.839 0.335
0.559 −1.081

)
, B2 =

(
0.036 −0.414

−0.691 0.419

)
, Jη =

(
0.538 0.000
0.385 0.377

)
.

В рассматриваемом примере максимумы модулей корней уравнения (7) соответ-
ственно равны maxi=1,6 zi = 0.904 и maxi=1,4 xi = 0.894, предельные матрицы (27) и
(28) существуют и равны:

γ∞ = K∞[0] =

(
0.486 0.136
0.136 0.644

)
,

K∞[1] =

(
0.361 0.082
0.077 0.468

)
, K∞[2] =

(
0.247 0.113
0.108 0.254

)
.

Заметим, что матрица γ∞ симметрична.
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Рис. 1. Компоненты процесса θt(i) и сходящейся фильтрации µt(i), i = 1, 2.

Были промоделированы гауссовские векторные процессы авторегрессии θt и ηt
с приведенными выше коэффициентами. На рис. 1 слева приводятся графики θt(1)
первой компоненты процесса θt и его фильтрации µt(1), а справа — второй компо-
ненты θt(2) и µt(2).

Матрицы второго порядка γt, Kt[1], Kt[2] с ростом t быстро стабилизируются и
при t = 20 принимают приведенные выше предельные значения.

Пример 2. Как и в примере 1, здесь приводятся ковариационные матрицы
Rθ(i) и Rη(i) процессов θt и ηt и вычисленные по этим корреляциям коэффициенты
авторегрессий Ai, Jθ, Bi, Jη:

Rθ(0) =

(
36 4.8
4.8 1

)
, Rθ(1) =

(
27 3.6
3.6 2.4

)
,

Rθ(2) =

(
10.8 1.2
1.2 1.6

)
, Rθ(3) =

(
−7.2 −3.6
−3.6 −0.4

)
,

Rη(0) =

(
4 0.8
0.8 1

)
, Rη(1) =

(
−2 0.6
0.6 0.6

)
, Rη(2) =

(
1.2 0.4
0.4 0.256

)
;

A1 =

(
−0.917 −0.190
−0.0.72 −0.524

)
, A2 =

(
0.159 0.413

−0.196 −0.366

)
,

A3 =

(
0.265 1.037
0.244 0.415

)
, Jθ =

(
2.478 0.000

−0.321 1.052

)
,

B1 =

(
1.360 −1.648
−0.164 −0.555

)
, B2 =

(
0.801 −0.868

−0.159 0.303

)
, Jη =

(
0.951 0.000
0.763 0.019

)
.

К стационарным процессам θt и ηt, параметры которых приведены выше, нель-
зя применять алгоритм фильтрации Калмана — Бьюси. Ошибки фильтрации γt и
условные ковариации Kt[1],Kt[2] с ростом времени стремятся к бесконечности.

Поведение отдельных компонент промоделированного векторного процесса θt и
его фильтрации µt при 0 ≤ t ≤ 40 можно проследить на рис. 2, где приняты те же
обозначения, что и на рис. 1.

Примеры показывают, что если существуют пределы (26)–(28), то именно к ним
приводят уравнения (22)–(24).
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Рис. 2. Компоненты процесса θt(i) и расходящейся фильтрации µt(i), i = 1, 2.

Пример 3. Рассмотрим процесс ηt, у которого заданы корреляционные матри-
цы Rη(0), Rη(1), Rη(2). По этим корреляциям найдены приведенные ниже коэффи-
циенты авторегрессии второго порядка B1, B2, G = J J∗:

Rη(0) =

(
4 0.8
0.8 1

)
, Rη(1) =

(
−2 0.6
0.6 0.6

)
, Rη(2) =

(
1.2 0.4
0.4 0.2

)
,

B1 =

(
1.360 −1.648

−0.193 −0.581

)
, B2 =

(
0.801 −0.868

−0.193 0.419

)
, G =

(
0.904 0.774
0.774 0.542

)
.

Корни полинома (7)

det




2∑

j=0

Bjz
n−j


 = z4 + 0.7796z3 + 0.1115z2 − 0.3816z + 0.1678 (34)

равны z1,2 = 0.343± i0.247, z3,4 = −0.733± i0.633, а их модули |z1,2| = 0.423, |z3,4| =
0.969 меньше единицы. Легко убедиться, что матрица G не является положительно
определенной и, следовательно, нельзя найти вещественную матрицу Jη такую, что
JηJ

∗
η = G и, как следствие, процесс не является стационарным.
Теперь рассмотрим векторный процесс авторегрессии второго порядка, у кото-

рого матрицы авторегрессии B1 и B2 взяты из данного примера, а положительно
определенная матрица G̃ = JηJ

∗
η , например, такова: G̃ = I (единичная матрица).

Так как для матриц B1 и B2 корни полинома (34) по модулю меньше единицы,
а G̃ — положительно определенная матрица, то согласно утверждению Хеннана [22]
такой набор определяет стационарный процесс. Однако корреляционные матрицы
R̃η(0), R̃η(1), R̃η(2), полученные из уравнений Юла — Уокера (5), приводят к матрице

(8) R̃
(3)
η , не являющейся положительно определенной. Действительно, матрица R̃

(3)
η

составлена из блоков

R̃η(0) =

(
−14.183 21.737
3.120 −2.612

)
, R̃η(1) =

(
14.183 −19.154
1.276 −0.716

)
,

R̃η(2) =

(
−3.120 5.195
−0.567 1.179

)
.

Матрица R̃η(0) не является положительно определенной и, следовательно, процесс
не является стационарным.
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Если вместо единичной матрицы рассмотреть любую положительно опреде-

ленную матрицу ˜̃G, то новые корреляционные матрицы получаем по формулам
˜̃Rη(i) = R̃η(i)

˜̃G, а коэффициенты авторегрессии останутся прежними.

Действительно, пусть существует обратная матрица R̃−1
η (0) и ρ(i) =

R̃η(i)R̃
−1
η (0). Тогда уравнение Юла — Уокера при G̃ = I принимает вид

∑
Biρ(i)R̃(0) = I. Если умножить обе части равенства справа на матрицу ˜̃G, то

нетрудно получить, что ˜̃Rη(i) = ρ(i)R̃η(0)
˜̃G = R̃η(i)

˜̃G, 1 ≤ i ≤ m.
Такое преобразование не влияет на положительную определенность матриц

˜̃Rη(i), так что результат будет прежним, процесс будет нестационарным.
Примеры показывают, что если процесс стационарный, то корни полинома (7)

по модулю меньше единицы, а обратное утверждение неверно.
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