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Рассматривается линейная механическая система с большим параметром при векторе
скоростных сил и распределенным запаздыванием в позиционных силах. С помощью
метода декомпозиции получены условия, при выполнении которых задача анализа
устойчивости исходной системы дифференциальных уравнений второго порядка может
быть сведена к исследованию устойчивости двух вспомогательных подсистем первого
порядка. Следует отметить, что одна из вспомогательных подсистем не содержит запаз-
дывания, а для второй подсистемы, содержащей распределенное запаздывание, условия
устойчивости формулируются в терминах разрешимости систем линейных матричных
неравенств. Для обоснования указанной декомпозиции используется прямой метод Ля-
пунова. Предложены специальные конструкции функционалов Ляпунова—Красовского.
Разработанный подход применяется в задаче одноосной стабилизации твердого тела.
Приводятся результаты численного моделирования, которые подтверждают выводы,
полученные аналитически.
Ключевые слова: механическая система, устойчивость, распределенное запаздывание,
декомпозиция, твердое тело, функционал Ляпунова—Красовского.

1. Введение. Для исследования устойчивости движений механических систем
широко и эффективно используется метод декомпозиции [1–3]. Следует заметить, что
существуют различные подходы к применению данного метода (см., например, [1–10]
и цитируемую там литературу). Один из таких подходов был предложен В. И. Зубо-
вым в монографии [4]. С его помощью задача устойчивости механической системы,
описываемой линейными стационарными дифференциальными уравнениями второго
порядка, при определенных условиях может быть сведена к анализу устойчивости
двух изолированных подсистем первого порядка. В работе [11] подход В. И. Зубова
был распространен на линейные механические системы с постоянным запаздыванием
в позиционных силах. Для получения указанных результатов в [4] и [11] применялся
первый метод Ляпунова.

А. А. Косовым был разработан другой способ обоснования предложенного
В. И. Зубовым подхода, базирующийся на методе функций Ляпунова [12]. Этот спо-
соб получил дальнейшее развитие в статьях [13–16], в которых были найдены новые
условия декомпозиции линейных нестационарных механических систем, механиче-
ских систем с нелинейными позиционными силами, а также систем с переменным
запаздыванием в позиционных силах.
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дований (грант № 19-01-00146-a).
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Цель настоящей работы — исследование устойчивости линейных механических
систем с распределенным запаздыванием. С одной стороны, такое запаздывание мо-
жет присутствовать в управляемых механических системах в качестве интегральной
части ПИД-регулятора [17, 18]. С другой стороны, члены с распределенным запаз-
дыванием могут представлять собой возмущения, обусловленные эффектом памяти
формы материала или наличием гистерезиса [19].

Некоторые условия устойчивости механических систем с распределенным запаз-
дыванием были получены в работах [17–21]. В [17, 18] для анализа устойчивости
использовались функционалы Ляпунова—Красовского с отрицательно определенны-
ми производными и специальные оценки решений. Результаты [20, 21] установлены
с помощью метода предельных уравнений и функционалов Ляпунова—Красовского
со знакопостоянными производными.

В данной работе для изучения устойчивости применяется метод декомпозиции.
Проводится распространение подхода В. И. Зубова на системы с распределенным за-
паздыванием. Вместо исходной системы дифференциальных уравнений второго по-
рядка предлагается рассматривать две вспомогательные изолированные подсистемы
первого порядка, одна из которых не содержит запаздывания, а для второй подси-
стемы, содержащей распределенное запаздывание, условия устойчивости формули-
руются в терминах разрешимости систем линейных матричных неравенств. Разрабо-
танный подход используется в задаче одноосной стабилизации твердого тела.

2. Постановка задачи. Пусть движения механической системы описываются
уравнениями

Aq̈(t) + hBq̇(t) + Cq(t) +D

t∫
t−τ

q(s)ds = 0. (1)

Здесь q(t) и q̇(t) — n-мерные векторы обобщенных координат и обобщенных скоростей,
A, B, C, D — постоянные матрицы, h — положительный параметр, τ — постоянное
положительное запаздывание. Будем предполагать, что матрицы A и B являются
неособыми.

Каждое решение q(t, t0, ϕ) системы (1) при t � t0 определяется начальным мо-
ментом времени t0 и начальной функцией ϕ(θ), где t0 � 0, ϕ(θ) принадлежит про-
странству C1([−τ, 0],Rn) непрерывно дифференцируемых функций с равномерной
нормой

‖ϕ‖τ = max
θ∈[−τ,0]

(‖ϕ(θ)‖ + ‖ϕ̇(θ)‖) ,

а ‖·‖— евклидова норма вектора. Через qt(t0, ϕ) обозначим отрезок решения: qt(t0, ϕ) :
θ → q(t+ θ, t0, ϕ), θ ∈ [−τ, 0].

Для анализа устойчивости системы (1) воспользуемся методом декомпозиции.
Строим вспомогательные изолированные подсистемы

ẋ(t) = −A−1Bx(t), (2)

ẏ(t) = Py(t) +Q

t∫
t−τ

y(s)ds, (3)

в которых P = −B−1C, Q = −B−1D.
Требуется определить условия, при выполнении которых из устойчивости подси-

стем (2) и (3) следует устойчивость исходной системы (1).

14 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2021. Т. 17. Вып. 1



Заметим, что в работе [15] для обоснования декомпозиции механических систем
с переменным запаздыванием применялись функции Ляпунова и метод Разумихина.
В настоящей статье будем использовать функционалы Ляпунова—Красовского.

3. Достаточные условия асимптотической устойчивости. Правые части
уравнений (2) не содержат запаздывания. Будем считать, что справедливы следую-
щие предположения.

Предположение 1. Подсистема (2) асимптотически устойчива.
Известно (см. [22, 23]), что функционал Ляпунова—Красовского для подсистемы

(3) можно строить в виде

V (yt) = y�(t)Ly(t) +

0∫
−τ

t∫
t+s

y�(u)Ry(u)duds, (4)

где L,R — постоянные положительно определенные матрицы.
Предположение 2. Существуют постоянные положительно определенные мат-

рицы L и R, при которых матрица(
1
τ (P�L+ LP ) +R LQ

Q�L −R
)

отрицательно определена.
З а м е ч а н и е 1. Если справедливо предположение 2, то подсистема (3) асимп-

тотически устойчива, а для производной функционала (4) на решениях этой подси-
стемы имеет место оценка

V̇ (yt) � −c1‖y(t)‖2 − c2

t∫
t−τ

‖y(s)‖2ds,

здесь c1, c2 — положительные постоянные [22].
З а м е ч а н и е 2. Для выполнения предположения 2 необходимо, чтобы матри-

ца P была гурвицевой.
Теорема 1. Пусть выполнены предположения 1 и 2. Тогда существует число

h0 > 0 такое, что при всех h � h0 система (1) асимптотически устойчива.
Д о к а з а т е л ь с т в о. С помощью замены переменных

x(t) = q̇(t), y(t) = q(t) − 1
h
B−1Aq̇(t) (5)

перейдем от уравнений (1) к системе

Aẋ(t) = −hBx(t) − Cy(t) +
1
h
CB−1Ax(t) −D

t∫
t−τ

y(s)ds+
1
h
DB−1A

t∫
t−τ

x(s)ds,

hBẏ(t) = −Cy(t) +
1
h
CB−1Ax(t) −D

t∫
t−τ

y(s)ds+
1
h
DB−1A

t∫
t−τ

x(s)ds.

(6)

Из асимптотической устойчивости подсистемы (2) следует существование по-
стоянной положительно определенной матрицы M такой, что матрица

N = MA−1B +
(
A−1B

)�
M (7)

положительно определена.
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Функционал Ляпунова—Красовского для системы (6) выбираем в виде

Ṽ (xt, yt) =
1
2
x�(t)Mx(t)+hy�(t)Ly(t)+

0∫
−τ

t∫
t+s

y�(u)Ry(u)duds+ε

t∫
t−τ

(s+τ−t)‖x(s)‖2ds,

(8)
где ε — положительный параметр, а матрицы L и R обладают свойствами, указан-
ными в предположении 2. Тогда выполнены неравенства

a1‖x(t)‖2 + ha2‖y(t)‖2 � Ṽ (xt, yt) � a3‖x(t)‖2 + ha4‖y(t)‖2+

+ a5

0∫
−τ

t∫
t+s

‖y(u)‖2duds + ετ

t∫
t−τ

‖x(s)‖2ds.

Здесь a1, a2, a3, a4, a5 — положительные постоянные.
Дифференцируя функционал (8) в силу системы (6), имеем соотношения

˙̃
V= x�(t)MA−1

⎛⎝−hBx(t) − Cy(t)+
1
h
CB−1Ax(t) −D

t∫
t−τ

y(s)ds+
1
h
DB−1A

t∫
t−τ

x(s)ds

⎞⎠+

+ 2y�(t)LB−1

⎛⎝−Cy(t) +
1
h
CB−1Ax(t) −D

t∫
t−τ

y(s)ds+
1
h
DB−1A

t∫
t−τ

x(s)ds

⎞⎠+

+ τy�(t)Ry(t) −
t∫

t−τ

y�(s)Ry(s)ds− ε

t∫
t−τ

‖x(s)‖2ds+ ετ‖x(t)‖2 =

= −h
2
x�(t)Nx(t) +

t∫
t−τ

(
y(t)
y(s)

)�(
1
τ (P�L+ LP ) +R LQ

Q�L −R
)(

y(t)
y(s)

)
ds+

+ x�(t)MA−1

⎛⎝−Cy(t) +
1
h
CB−1Ax(t) −D

t∫
t−τ

y(s)ds+
1
h
DB−1A

t∫
t−τ

x(s)ds

⎞⎠+

+
2
h
y�(t)LB−1

⎛⎝CB−1Ax(t) +DB−1A

t∫
t−τ

x(s)ds

⎞⎠− ε

t∫
t−τ

‖x(s)‖2ds+ ετ‖x(t)‖2 �

� (−hb1 + ετ)‖x(t)‖2 − b2‖y(t)‖2 − b3

t∫
t−τ

‖y(s)‖2ds− ε

t∫
t−τ

‖x(s)‖2ds+
b4
h
‖x(t)‖2+

+
(
b5 +

b6
h

)
‖x(t)‖‖y(t)‖ + b7‖x(t)‖

t∫
t−τ

‖y(s)‖ds+
1
h

(b8‖x(t)‖ + b9‖y(t)‖)
t∫

t−τ

‖x(s)‖ds,

где bi > 0, i = 1, . . . , 9.
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Нетрудно проверить: при любом ε > 0 можно указать такое h0 > 0, что при всех
h � h0 будет справедлива оценка

˙̃
V � −1

2

⎛⎝hb1‖x(t)‖2 + b2‖y(t)‖2 + b3

t∫
t−τ

‖y(s)‖2ds+ ε

t∫
t−τ

‖x(s)‖2ds

⎞⎠ .

Значит [23], система (6) будет асимптотически устойчива. Учитывая вид преобра-
зования (5), получаем, что тогда асимптотически устойчивой будет и система (1).
Теорема 1 доказана.

Далее рассмотрим другой способ построения функционала Ляпунова—Красов-
ского для изолированной подсистемы (3). В работе [22] была предложена следующая
конструкция функционала:

V (yt) = y�(t)Ly(t) + τ

0∫
−τ

t∫
t+s

y�(u)Ry(u)duds+

0∫
−τ

0∫
s

t∫
t+θ

ẏ�(u)Wẏ(u)dudθds, (9)

в которой L,R,W — постоянные положительно определенные матрицы.
Предположение 3. Существуют постоянные положительно определенные мат-

рицы L, R и W , при которых матрица⎛⎜⎝P
�L+ LP + τ2R− 2W LQ+ 2

τW P�W

Q�L+ 2
τW −R− 2

τ2W Q�W

WP WQ − 2
τ2W

⎞⎟⎠
отрицательно определена.

З а м е ч а н и е 3. Если справедливо предположение 3, то подсистема (3) асимп-
тотически устойчива, а для производной функционала (9) на решениях этой подси-
стемы имеет место оценка

V̇ (yt) � −c3‖y(t)‖2 − c4

t∫
t−τ

‖y(s)‖2ds− c5‖ẏ(t)‖2,

где c3, c4, c5 — положительные постоянные [22].
З а м е ч а н и е 4. Для выполнения предположения 3 необходимо, чтобы матри-

ца P + τQ была гурвицевой [22].
Теорема 2. Пусть выполнены предположения 1 и 3. Тогда существует число

h0 > 0 такое, что при всех h � h0 система (1) асимптотически устойчива.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Снова с помощью преобразования (5) переходим

от уравнений (1) к системе (6), для которой функционал Ляпунова—Красовского
выбираем в виде

Ṽ (xt, yt) =
1
2
x�(t)Mx(t) + hy�(t)Ly(t) + τ

0∫
−τ

t∫
t+s

y�(u)Ry(u)duds+

+

0∫
−τ

0∫
s

t∫
t+θ

ẏ�(u)Wẏ(u)dudθds+ ε

t∫
t−τ

(s+ τ − t)‖x(s)‖2ds,
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здесь ε — положительный параметр, матрицы L, R, W обладают свойствами, ука-
занными в предположении 3, M — постоянная положительно определенная матрица,
для которой матрица (7) положительно определена.

С использованием этого функционала дальнейшее доказательство проводится
аналогично доказательству теоремы 1.

З а м е ч а н и е 5. По сравнению с теоремой 1 преимущество теоремы 2 заклю-
чается в том, что в ней не требуется гурвицевость матрицы P . Стабилизация систе-
мы (1) может обеспечиваться за счет выбора матрицы D в интегральном слагаемом.

4. Задача одноосной стабилизации твердого тела. Пусть задано твердое
тело, вращающееся вокруг своего центра масс (точки O) с угловой скоростью ω.
Предположим, что с телом связаны главные центральные оси инерции Oxyz. Урав-
нения вращательного движения тела под действием управляющего моментаM имеют
вид

Θω̇(t) + ω(t) × Θω(t) = M, (10)

где Θ = diag{A1, A2, A3} — тензор инерции тела в осях Oxyz.
Рассмотрим два единичных вектора. Орт ξ неподвижен в инерциальном про-

странстве, а орт r неподвижен в системе координат Oxyz. Вектор ξ вращается по
отношению к системе координат Oxyz с угловой скоростью −ω. Следовательно,

ξ̇(t) = −ω(t) × ξ(t). (11)

В результате получаем систему, состоящую из динамических уравнений Эйлера
(10) и кинематических уравнений Пуассона (11).

Рассмотрим задачу об одноосной стабилизации тела [24]. Нужно выбрать управ-
ляющий момент M так, чтобы обеспечить для системы (10), (11) существование
и асимптотическую устойчивость положения равновесия:

ω = 0, ξ = r. (12)

В работе [24] доказано, что указанная задача может быть решена с помощью
управляющего момента вида M = −Fω(t)− aξ(t) × r, представляющего собой сумму
момента диссипативных сил и восстанавливающего момента. Здесь F — постоянная
положительно определенная матрица, a — положительный коэффициент.

В настоящей статье изучим случай, когда на тело, наряду с моментом M , дей-
ствует моментMτ = b

∫ t

t−τ
ξ(s)×rds, где b = const �= 0, τ — постоянное положительное

запаздывание. Кроме того, будем предполагать, что при векторе диссипативного мо-
мента имеется множитель h > 0. Тогда уравнения Эйлера принимают вид

Θω̇(t) + ω(t) × Θω(t) = −hFω(t) − aξ(t) × r + b

t∫
t−τ

ξ(s) × rds. (13)

Для анализа устойчивости положения равновесия (12) системы (11), (13) вос-
пользуемся подходом, разработанном в п. 3.

Теорема 3. Если выполнено неравенство

a > τ |b|, (14)

то существует число h0 > 0 такое, что при всех h � h0 положение равновесия (12)
системы (11), (13) асимптотически устойчиво.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

y(t) = ξ(t) − r − 1
h

(
F−1Θω(t)

)× r.

Получим систему

Θω̇(t) + ω(t) × Θω(t) = −hFω(t) − ay(t) × r − a

h

((
F−1Θω(t)

)× r
)× r+

+ b

t∫
t−τ

y(s) × rds+
b

h

t∫
t−τ

((
F−1Θω(s)

)× r
) × rds,

ẏ(t) = −ω(t) × y(t) − 1
h
ω(t) × ((

F−1Θω(t)
)× r

)
+

1
h

(
F−1 (ω(t) × Θω(t))

)× r+

+
a

h

(
F−1

(
y(t) × r +

1
h

((
F−1Θω(t)

)× r
)× r

))
× r−

− b

h

⎛⎝F−1

t∫
t−τ

(
y(s) +

1
h
F−1Θω

)
× rds

⎞⎠× r. (15)

При этом положению равновесия (12) системы (11), (13) соответствует нулевое реше-
ние системы (15).

Изолированные подсистемы для (15) строим в виде

Θω̇(t) + ω(t) × Θω(t) = −hFω(t), (16)

ẏ(t) =
a

h

(
F−1 (y(t) × r)

)× r − b

h

⎛⎝F−1

t∫
t−τ

y(s) × rds

⎞⎠× r. (17)

Матрица F положительно определена. Значит, нулевое решение подсистемы (16)
асимптотически устойчиво, а в качестве функции Ляпунова для нее можно выбрать
функцию

V1(ω) =
1
2
ω�Θω.

Далее рассмотрим функционал

V2(yt) = h‖y(t)‖2 +

0∫
−τ

t∫
t+s

(y(u) × r)�R(y(u) × r)duds,

где R — постоянная положительно определенная матрица. Дифференцируя его в силу
подсистемы (17), получаем, что

V̇2 =

t∫
t−τ

(
y(t) × r
y(s) × r

)�(− 2a
τ F

−1 +R bF−1

bF−1 −R
)(

y(t) × r
y(s) × r

)
ds =

=

t∫
t−τ

(
z(t)
z(s)

)�(
− 2a

τ I + R̃ bI

bI −R̃

)(
z(t)
z(s)

)
ds.

Здесь z(t) = F− 1
2 (y(t) × r), R̃ = F

1
2RF

1
2 , I — единичная матрица.
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С использованием результатов работы [25] нетрудно показать, что для существо-
вания положительно определенной матрицы R̃, при которой матрица(

− 2a
τ I + R̃ bI

bI −R̃

)

отрицательно определена, необходимо и достаточно, чтобы имело место неравенство
(14), причем в случае его выполнения в качестве R̃ можно взять матрицу |b|I. Тогда
R = |b|F−1.

Функционал Ляпунова—Красовского для системы (15) определим по формуле

Ṽ (ωt, yt) =
1
2
ω�(t)Θω(t) + h‖y(t)‖2 + |b|

0∫
−τ

t∫
t+s

(y(u) × r)�F−1(y(u) × r)duds+

+

t∫
t−τ

(s+ τ − t)‖ω(s)‖2ds.

Для этого функционала и его производной в силу системы (15) справедливы оценки

c1‖ω(t)‖2 + h‖y(t)‖2 � Ṽ (ωt, yt) � c2‖ω(t)‖2 + h‖y(t)‖2+

+ c3

0∫
−τ

t∫
t+s

‖y(u) × r‖2duds+ τ

t∫
t−τ

‖ω(s)‖2ds,

˙̃
V �−

(
hc4 − c5

h
− c6‖y(t)‖ − τ

)
‖ω(t)‖2−

t∫
t−τ

‖ω(s)‖2ds−c7
t∫

t−τ

‖y(s)×r‖2ds−c8‖y(t)×r‖2+

+ c9‖ω(t)‖‖y(t)× r‖ + c10‖ω(t)‖
t∫

t−τ

‖y(s) × r‖ds+
c11
h

‖ω(t)‖
t∫

t−τ

‖ω(s)‖ds+

+
c12
h

‖ω(t)‖‖y(t)‖ +
c13
h

‖y(t)‖
t∫

t−τ

‖ω(s)‖ds,

где ci > 0, i = 1, . . . , 13.
При достаточно больших значениях h имеем неравенство

˙̃
V � −

(
1
2
hc4 − c6‖y(t)‖

)
‖ω(t)‖2 − 1

2

t∫
t−τ

‖ω(s)‖2ds− 1
2
c7

t∫
t−τ

‖y(s) × r‖2ds−

− 1
2
c8‖y(t) × r‖2 +

c12
h

‖ω(t)‖‖y(t)‖ +
c13
h

‖y(t)‖
t∫

t−τ

‖ω(s)‖ds.
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Нетрудно проверить, что положительные числа μ, δ, c̃ можно выбрать так, чтобы
при ‖y(t)‖ + ‖ω(t)‖ < δ выполнялось неравенство

‖y(t) × r‖2 � μ‖y(t)‖2 − c̃

h
‖ω(t)‖2.

Значит, если h достаточно велико, а δ достаточно мало, то

˙̃
V � −1

4
hc4‖ω(t)‖2 − 1

4

t∫
t−τ

‖ω(s)‖2ds− 1
2
c7

t∫
t−τ

‖y(s) × r‖2ds− 1
4
μc8‖y(t)‖2

при ‖y(t)‖ + ‖ω(t)‖ < δ. Теорема 3 доказана.
З а м е ч а н и е 6. Теорема 3 представляет собой распространение теоремы 1 на

задачу одноосной стабилизации твердого тела. Аналогичным образом на эту задачу
можно распространить и теорему 2.

5. Результаты численного моделирования. Рассмотрим твердое тело с мо-
ментами инерции A1 = 5, A2 = 6, A3 = 4. Здесь и далее все физические ве-
личины имеют размерности в системе СИ. Ставится задача одноосной стабилиза-
ции тела в базовой системе координат в положении равновесия (12), при котором
r = (γ1, γ2, γ3)

� =
(
1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3
)�

. Задача решается с использованием диссипа-
тивного, восстанавливающего и интегрального моментов в соответствии с уравнения-
ми (11), (13).

Пусть F = diag{1, 1, 1}, a = 2, b = 1, h = 0.7, τ = 0.9. Тогда неравенство (14)
выполнено. Предположим, что тело в начальный момент времени было отклонено
от положения равновесия так, что углы крена, тангажа и рыскания («самолетные»
углы) соответственно имели значения ϕ(0) = 0.5, θ(0) = 0.6, ψ(0) = −0.8, а проекции
угловой скорости тела на главные центральные оси инерции были равны ωx(0) =
ωy(0) = ωz(0) = 1.

Процесс стабилизации тела показан на рис. 1, 2. Видно, что результаты числен-
ного моделирования согласуются с утверждением, доказанным в теореме 3.

Рис. 1. Направляющие косинусы стабилизируемой оси, b = 1

Для сравнения было выполнено численное моделирование процесса стабилизации
того же тела в том же положении при тех же начальных условиях, но при отсутствии
интегральных составляющих в управляющем моменте (b = 0). Результаты приведены
на рис. 3, 4.
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Рис. 2. Проекции угловой скорости тела, b = 1

Рис. 3. Направляющие косинусы стабилизируемой оси, b = 0

Рис. 4. Проекции угловой скорости тела, b = 0

Практическое значение теоремы 3 наглядно подтверждается сравнением рис. 1
и рис. 3, а также рис. 2 и рис. 4, из которого следует, что введение в систему управ-
ления интегральных составляющих позволяет существенно снизить колебательность
процесса управления и ускорить его сходимость к асимптотически устойчивому ре-
шению.

6. Заключение. Рассматриваемая задача стабилизации тела относится к ка-
тегории нелинейных задач динамики [26–28]. Поэтому обеспечение более высокой
гладкости процесса управления может быть принципиально важным при управлении
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большой конструкцией, имеющей в своем составе недостаточно жесткие элементы,
особенно в условиях близости собственных частот системы к резонансным соотноше-
ниям [29, 30].
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