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Исследуется задача получения оптимальной по стоимости затрат на строительство
траектории дороги. С помощью аппарата математического моделирования опреде-
ляется интегральный функционал стоимости, в котором аргументом выступает функ-
ция, описывающая траекторию пути. Этот функционал после некоторых дополнитель-
ных преобразований переписывается в более простой форме. Для полученной таким об-
разом задачи вариационного исчисления выводится условие оптимальности, учитываю-
щее специфику данного функционала. В отличие от классического условия Эйлера—
Лагранжа оно приводит не к дифференциальному, а к интегродифференциальному
уравнению. Рассмотрен пример численного решения выведенного уравнения с привле-
чением методов вычислительной математики.
Ключевые слова: вариационное исчисление, оптимизация, интегродифференциальные
уравнения.

1. Обзор проблемы и постановка задачи. Проблема поиска оптимальной
в смысле затрат на строительство траектории дороги, соединяющей два заданных
пункта, естественным образом возникающая перед различными частными организа-
циями, государственными органами и военными структурами, является предметом
изучения для многих исследователей. Одним из наиболее популярных подходов к
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решению такой задачи, которым пользуются инженеры и который в англоязычных
источниках называется Cost Path Analysis, базируется на построении и анализе ре-
шетки стоимости (см. [1–3]). В данной работе предлагается иной подход, основанный
на вариационных принципах.

Пусть на карте рельефа местности заданы координаты начальной и конечной
точек O и A, которые нужно связать дорогой, затратив минимальное количество
средств на строительство. Естественно предполагать, что общая цена строительства
складывается из двух компонент:

• цены доставки строительных материалов;
• цены укладки дорожного покрытия.
Будем считать, что подвоз строительных материалов осуществляется из пункта

O, выполняющего роль материальной базы. При этом их транспортировка к теку-
щему расположению строительной площадки производится исключительно по уже
готовому участку дороги, т. е. проходит в одних и тех же условиях на протяжении
всего процесса строительства. Очевидно, цена доставки зависит от удаленности от
базы и объема перевозимого материала. Так как технология укладки дороги едина
в любой точке траектории, количество материалов, требующихся для строительства
единицы длины пути, постоянное. Поэтому можно ввести постоянную α, равную цене
доставки, приходящейся на единицу длины пути (от базы), объема строительных ма-
териалов, необходимых для укладки единицы длины дороги.

В каждой точке свои условия строительства, обусловленные, например, релье-
фом, ландшафтом и другими факторами. Потому цена укладки β в каждой точке
траектории своя.

Введем прямоугольную систему координат с началом в точке O. Пусть (xa, ya) —
координаты точки A, а y : R → R — произвольная непрерывно дифференцируемая
функция, удовлетворяющая условиям

y(0) = 0, y(xa) = ya.

Любую такую кривую будем называть допустимой. Цену строительства дороги, опре-
деляемую функцией y(x), представим следующим образом:

J(y) =

xa∫
0

α

√
1 + y′2(x)

x∫
0

√
1 + y′2(ξ) dξ dx+

xa∫
0

β(x, y)
√

1 + y′2(x) dx. (1)

Здесь β : R
2 → R — непрерывно дифференцируемая функция. Будем далее предпола-

гать, что дважды непрерывно дифференцируемая допустимая кривая y∗(x) достав-
ляет минимум функционалу (1). Она и обусловливает оптимальную по стоимости
строительства траекторию дороги.

Таким образом, получаем задачу вариационного исчисления с закрепленными
концами.

2. Необходимые условия минимума. Вначале сформулируем и докажем
вспомогательный результат.

Лемма 1. Для произвольной функции f(x) ∈ C[0, a] справедливо равенство

a∫
0

f(x)

x∫
0

f(ξ) dξ dx =
1
2

⎛⎝ a∫
0

f(x) dx

⎞⎠2

. (2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Левая часть равенства (2) представляет из себя двойной
интеграл

a∫
0

x∫
0

f(ξ)f(x) dξ dx =
�
G1

f(ξ)f(x) dξ dx,

где область G1 изображена вертикальной штриховкой на рис. 1. Меняя порядок ин-
тегрирования, находим, что

�
G1

f(ξ)f(x) dξ dx =

a∫
0

a∫
ξ

f(ξ)f(x) dx dξ.

Воспользовавшись тем, что переменные x и ξ симметрично входят в подинтегральное
выражение в правой части, меняем их местами:

a∫
0

a∫
ξ

f(ξ)f(x) dx dξ =

a∫
0

a∫
x

f(ξ)f(x) dξ dx =
�
G2

f(ξ)f(x) dξ dx.

Рис. 1. Иллюстрация областей, по которым ведется интегрирование

Таким образом, интеграл по области G2, изображенной на рис. 1 горизонтальной
штриховкой, равен интегралу по области G1:�

G1

f(ξ)f(x) dξ dx =
�
G2

f(ξ)f(x) dξ dx.

Поэтому интеграл можно записать в виде

�
G1

f(ξ)f(x) dξ dx =
1
2

�
G1

⋃
G2

f(ξ)f(x) dξ dx =

a∫
0

a∫
0

f(ξ)f(x) dξ dx =

=
1
2

a∫
0

f(x) dx

a∫
0

f(ξ) dξ =
1
2

⎛⎝ a∫
0

f(x) dx

⎞⎠2

,

что и завершает доказательство.
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Воспользовавшись доказанным результатом, перепишем функционал (1) следую-
щим образом:

J(y) =
α

2

⎛⎝ xa∫
0

√
1 + y′2(x)dx

⎞⎠2

+

xa∫
0

β(x, y)
√

1 + y′2(x) dx. (3)

Теорема. Для того чтобы допустимая кривая y∗(x) ∈ C2[0, xa] доставляла ми-
нимум функционалу (3), необходимо, чтобы она удовлетворяла равенству

y′′∗ (x)
1 + y′∗

2(x)

(
α

xa∫
0

√
1 + y′∗

2(x)dx+ β(x, y∗(x))
)

+

+ y′∗(x)
∂β(x, y∗(x))

∂x
− ∂β(x, y∗(x))

∂y
= 0.

(4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для удобства введем обозначение F (y′) =
√

1 + y′2.
Тогда функционал равен

J(y) =
α

2

⎛⎝ xa∫
0

F (y′(x))dx

⎞⎠2

+

xa∫
0

β(x, y)F (y′(x)) dx.

Пусть δ(x) — непрерывная, финитная на [0, xa] функция, а ε — скалярная величина.
Выпишем (см. [4]) вариацию функционала

δJ(y∗) =
d

dε
J(y∗ + εδ)|ε=0.

Для того чтобы допустимая кривая y∗ доставляла минимум функционалу J ,
необходимо [4–7], чтобы выполнялось равенство

δJ(y∗) = 0.

Имеем

δJ(y∗) =
d

dε

⎡⎢⎣α2
⎛⎝ xa∫

0

F (y′∗ + εδ′)dx

⎞⎠2

+

xa∫
0

β(x, y∗ + εδ)F (y′∗ + εδ′) dx

⎤⎥⎦ ∣∣∣∣∣
ε=0

=

=α

xa∫
0

∂F

∂y′
δ′ dx

xa∫
0

F (y′∗) dx+

xa∫
0

∂β

∂y
F (y′∗)δ dx+

xa∫
0

β
∂F

∂y′
δ′ dx.

(5)

Воспользовавшись формулой интегрирования по частям, рассмотрим отдельно выра-
жения в слагаемых, входящих в правую часть равенства (5):

xa∫
0

∂F

∂y′
δ′ dx =

∂F

∂y′
δ

∣∣∣∣xa

0

−
xa∫
0

d

dx

(
∂F

∂y′

)
δ dx = −

xa∫
0

d

dx

(
∂F

∂y′

)
δ dx,
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xa∫
0

β
∂F

∂y′
δ′ dx = β

∂F

∂y′
δ

∣∣∣∣xa

0

−
xa∫
0

d

dx

(
β
∂F

∂y′

)
δ dx = −

xa∫
0

d

dx

(
β
∂F

∂y′

)
δ dx.

С учетом полученного необходимое условие минимума можно записать в виде

δJ(y∗) =

xa∫
0

⎛⎝−α d

dx

(
∂F

∂y′

) xa∫
0

F (y′∗) dx +
∂β

∂y
F (y′∗) −

d

dx

(
β
∂F

∂y′

)⎞⎠ δ dx = 0.

Функция, находящаяся под интегралом и являющаяся сомножителем δ, принад-
лежит C[0, xa]. Так как C[0, xa] ⊂ L̃2[0, xa], а множество непрерывных на [0, xa] фи-
нитных функций всюду плотно в L̃2[0, xa] (см. [8]), из последнего равенства следует,
что

−α d

dx

(
∂F

∂y′

) xa∫
0

F (y′∗) dx+
∂β

∂y
F (y′∗) −

d

dx

(
β
∂F

∂y′

)
= 0.

Подставляя в это равенство F (y′)=
√

1 + y′2, ∂F
∂y′ =y′′∗ (1+y′∗

2)−
3
2 , получаем уравнение

y′′∗ (x)
1 + y′∗

2(x)

(
α

xa∫
0

√
1 + y′∗

2(x)dx+ β(x, y∗(x))
)

+

+ y′∗(x)
∂β(x, y∗(x))

∂x
− ∂β(x, y∗(x))

∂y
= 0,

что и завершает доказательство.
З а м е ч а н и е. Отметим, что можно получить то же условие (4) и с по-

мощью классических результатов вариационного исчисления. Для этого нужно пред-
ставить функционал (3) в виде, пригодном для непосредственного применения усло-
вий Эйлера—Лагранжа.

3. Пример и численная реализация. Таким образом, для получения допу-
стимой кривой, удовлетворяющей необходимому условию минимума, нужно решить
интегродифференциальное уравнение

y′′

1 + y′2

⎛⎝α xa∫
0

√
1 + y′2dx + β

⎞⎠+ y′βx − βy = 0, (6)

численное решение которого является предметом отдельного детального исследо-
вания.

Опишем адаптированный с учетом задаваемого в рассмотренном случае типа
начальных условий метод, разработанный в [9], который позволил решить конкрет-
ную задачу.

На отрезке [0, xa] введем равномерную сетку, содержащую n+ 1 узел. Зная зна-
чения вторых производных искомой функции в узлах сетки, можно построить интер-
поляционный полином для y′′(x) степени n. Интегрируя его и используя величины
функции в первом и последнем узлах сетки (концах отрезка [0, xa]), определим ин-
терполяционные многочлены степени n+ 1 и n+ 2 для функций y′(x) и y(x) соответ-
ственно. Применяя какую-либо квадратурную формулу для вычисления интеграла
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xa∫
0

√
1 + y′(x)2dx, сводим уравнение (6) к задаче решения системы нелинейных урав-

нений относительно значений вторых производных в узлах сетки.
Обозначим через p = (p1, . . . , pn)T вектор коэффициентов интерполяционного

многочлена для y′′(x). Пусть y(2) =
(
y
(2)
1 , . . . , y

(2)
n

)T

— вектор, компоненты которого
равны значению функции y′′(x) в узлах сетки, т. е.

y
(2)
i = y′′ (xi) , xi = (i− 1)

xa

n
, i = 1, . . . , n+ 1.

Рассмотрим матрицу Вандермонда

Z =

⎛⎜⎜⎝
1 x1 x2

1 . . . xn
1

1 x2 x2
2 . . . xn

2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn+1 x2

n+1 . . . xn
n+1

⎞⎟⎟⎠ .

Имеем y(2) = Zp, откуда в силу невырожденности Z (см., например, [10]) получаем
p = Z−1y(2). Отсюда

y′′(x) = XZ−1y(2),

где X = (1, x, . . . , xn). Интегрируя последнее равенство в пределах от x1 до xi для
каждого из i = 1, . . . , n+ 1, находим, что

y(1) = Iy′(x1) + Sy(2),

здесь I = (1, . . . , 1)T — n-мерный единичный вектор, y(1) — вектор, компоненты кото-
рого равны значению функции y′(x) в узлах сетки, S = BZ−1, а матрица предстает
в виде

B =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 . . . 0

x2 − x1
x2
2−x2

1
2

x3
2−x3

1
3 . . .

xn+1
2 −xn+1

1
n+1

. . . . . . . . . . . . . . .

xn+1 − x1
x2

n+1−x2
1

2

x3
n+1−x3

1
3 . . .

xn+1
n+1−xn+1

1
n+1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Обозначая y через вектор, компоненты которого равны величине функции y(x) в уз-
лах сетки, аналогично приходим к равенству

y = Iy(x1) + SIy′(x1) + S2y(2). (7)

Учитывая, что в рассматриваемой задаче известно значение искомой функции y(x)
в точке xn (на правом конце отрезка) yn = y(xn), а не y′(x1), из (7) определяем
нужную нам величину

y′(x1) =
y(xn) − y(x1) −

[
S2y(2)

]
n

[SI]n
,

где
[
S2y(2)

]
n
и [SI]n обозначают n-е компоненты векторов S2y(2) и SI соответственно.

Считая n четным, вычисляем интеграл с помощью формулы Симпсона
xa∫
0

√
1 + y′2dx ≈

xa∫
0

F (y′(x))dx =
xa

3n

n/2∑
i=1

(
F (y(1)

2i−1) + 4F (y(1)
2i ) + F (y(1)

2i+1)
)
.
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Таким образом, окончательно приходим к нелинейной системе из n уравнений отно-
сительно n переменных y(2)

1 , . . . , y
(2)
n⎧⎨⎩

y
(2)
j

1+
(

y
(1)
j

)2

[
αΦ(y(1)) + β(xj , yj)

]
+ y

(1)
j βx(xj , yj) − βy(xj , yj) = 0,

j = 1, . . . , n,

где

y′(x1) =
y(xn) − y(x1) −

[
S2y(2)

]
n

[SI]n
,

y(1) = Iy′(x1) + Sy(2),

y = Iy(x1) + SIy′(x1) + S2y(2),

Φ(y(1)) =
xa

3n

n/2∑
i=1

(
F (y(1)

2i−1) + 4F (y(1)
2i ) + F (y(1)

2i+1)
)
.

Рассмотрим задачу, в которой α = 0.1, xa = ya = 1, а функция β(x, y) = 1 +
sin 5x · sin y. Для удобства интерпретации можно считать, что эта функция задает
уравнение поверхности местности, т. е. стоимость укладки дорожного покрытия тем
больше, чем выше точка располагается над плоскостью Oxy.

Найдем с помощью описанного выше подхода с применением математического
пакета MatLab∗) оптимальную по затратам траекторию, соединяющую точки O и A.
Принимая n = 26 (при этом, очевидно, искомая кривая y аппроксимируется много-
членом 28-й степени), получаем следующие результаты:

x 0 0.0385 0.0769 0.1154 0.1538 0.1923 0.2308 0.2692 0.3077
y 0 0.0110 0.0218 0.0333 0.0453 0.0588 0.0728 0.0880 0.1058
x 0.3462 0.3846 0.4231 0.4615 0.5000 0.5385 0.5769 0.6154 0.6538
y 0.1228 0.1424 0.1635 0.1859 0.2103 0.2363 0.2645 0.2956 0.3282
x 0.6923 0.7308 0.7692 0.8077 0.8462 0.8846 0.9231 0.9615 1.0000
y 0.3668 0.4061 0.4532 0.5087 0.5739 0.6533 0.7500 0.8526 1.0000

На рис. 2 полученная траектория изображена на поверхности z = β(x, y). Кривая
ожидаемо «обходит» возвышенности.

Рис. 2. Виды с разных точек на полученную траекторию

∗) Была использована функция fsolve с параметрами по умолчанию.
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4. Заключение. Отметим, что к аналогичным математическим формулировкам
могут приводить проблемы и из других областей, таких, например, как робототехни-
ка [11, 12]. Поэтому полученные в настоящей работе результаты могут применяться
не только в рамках дорожного строительства, но и для более широкого круга задач.
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The article analyzes the problem of obtaining the cost-optimal trajectory for building a road.
Using the apparatus of mathematical modelling, the authors derive the cost functional,
the argument of which is the function that describes the path trajectory. The resulting
functional after some additional transformations is written in a simpler form. For the problem
of the calculus of variations obtained in this manner, an optimality condition is derived. This
condition takes into account the specifics of the constructed functional. Unlike the classical
Euler—Lagrange condition, it leads not to a differential, but to an integro-differential equa-
tion. An illustrative example of the numerical solution of the obtained equation using the
methods of computational mathematics is provided.
Keywords: calculus of variations, optimization, integro-differential equations.
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