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1 Ââåäåíèå

LL(k)-àíàëèç � îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, ðàáîòàþùèõ çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Â ýòîì ìåòîäå äåðåâî ðàçáîðà ïî-
ñëåäîâàòåëüíî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñâåðõó âíèç, ïî ìåðå ÷òåíèÿ ñòðîêè
ñëåâà íàïðàâî. Ïðè ýòîì íóæíîå ïðàâèëî âûâîäà ñèíòàêñè÷åñêèé àíà-
ëèçàòîð âûáèðàåò, çàãëÿäûâàÿ âïåð¼ä íå áîëåå, ÷åì íà k ñèìâîëîâ. Êëàññ
LL(k) ãðàììàòèê, ê êîòîðîìó îí ïðèìåíèì, áûë èçó÷åí â ðàáîòàõ Êíó-
òà [1971], Ëüþèñà è Ñòèðíñà [1968], Ðîçåíêðàíöà è Ñòèðíñà [1970]. Ïðè
ýòîì Ðîçåíêðàíö è Ñòèðíñ, à òàêæå Êóðêè-Ñóîíèî [1969] óñòàíîâèëè,
÷òî, äëÿ âñÿêîãî k, ãðàììàòèêè èç êëàññà LL(k + 1) ïîðîæäàþò áîëüøå
ÿçûêîâ, ÷åì ãðàììàòèêè èç êëàññà LL(k), è òàêèì îáðàçîì ïîÿâëÿåòñÿ
èåðàðõèÿ êëàññîâ LL ãðàììàòèê.

Âàæíûé ïîäêëàññ ëèíåéíûõ LL(k) ãðàììàòèê âïåðâûå èçó÷àëñÿ
Èáàððîé è äð. [1988] è Õîëüöåðîì è Ëàíãå [1993], ïîëó÷èâøèõ ðÿä
ðåçóëüòàòîâ î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ÿçûêîâ, çàäàâàåìûõ òàêèìè
ãðàììàòèêàìè. Îäíàêî î÷åâèäíûé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè èåðàðõèè
êëàññîâ LL(k)-ëèíåéíûõ ãðàììàòèê îñòàëñÿ íåðàññìîòðåííûì.

Â äàííîé ðàáîòå äà¼òñÿ îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ: îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî â ëèíåéíîì ñëó÷àå èåðàðõèÿ ïî k îáðóøèâàåòñÿ, òî åñòü âñå
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ÿçûêè, çàäàâàåìûå ãðàììàòèêàìè èç êëàññà LL(k)-ëèíåéíûõ äëÿ íåêî-
òîðîãî k, çàäàþòñÿ è ãðàììàòèêàìè èç êëàññà LL(1)-ëèíåéíûõ. Äîêàçà-
òåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ñîñòîÿùåì èç äâóõ
ýòàïîâ è îïèñàííîì â ðàçäåëàõ 3�5: íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîëüíàÿ LL(k)-
ëèíåéíàÿ ãðàììàòèêà ïðåîáðàçóåòñÿ ê íåêîòîðîìó íîðìàëüíîìó âèäó, à
íà âòîðîì ýòàïå � äàëåå ê LL(1)-ëèíåéíîé.

Ïîëó÷åííîå ïîñòðîåíèå ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó ðîñòó ÷èñëà íåòåðìè-
íàëüíûõ ñèìâîëîâ ãðàììàòèêè: èõ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ïðèìåðíî â |Σ|2k
ðàç, ãäå Σ � àëôàâèò ÿçûêà. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè ïðèâåä¼ííîãî ïîñòðîåíèÿ è î íèæíåé îöåí-
êå êîëè÷åñòâà íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ LL(1)-ëèíåéíîé ãðàììàòèêè,
çàäàþùåé òîò æå ÿçûê, ÷òî è äàííàÿ LL(k)-ëèíåéíàÿ. Íåëüçÿ ëè ðàç-
ðàáîòàòü äðóãîå, óëó÷øåííîå ïîñòðîåíèå, êîòîðîå íå áóäåò ïðèâîäèòü ê
ñòîëü çíà÷èòåëüíîìó ðîñòó?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò. Â ðàçäåëå 6 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî òàêîé ðîñò
êîëè÷åñòâà íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ íåèçáåæåí, è ïðèâîäèìîå ïîñòðî-
åíèå íà ñàìîì äåëå áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó: ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû LL(k)-
ëèíåéíûõ ãðàììàòèê ñ n íåòåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè, äëÿ êîòîðûõ
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ LL(1)-ëèíåéíàÿ ãðàììàòèêà, çàäàþùàÿ òîò æå
ÿçûê, äîëæíà èìåòü íå ìåíåå ÷åì n · |Σ|2k−O(log k) íåòåðìèíàëüíûõ ñèì-
âîëîâ.

Òðåòèé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû ïîñâÿù¼í áîëåå ìîùíîìó êëàññó ôîð-
ìàëüíûõ ãðàììàòèê � êîíúþíêòèâíûì ãðàììàòèêàì. Êîíúþíêòèâ-
íûå ãðàììàòèêè, ââåä¼ííûå Îõîòèíûì [2001], îáîáùàþò îáûêíîâåííûå
ãðàììàòèêè ââåäåíèåì îïåðàöèè êîíúþíêöèè â ïðàâèëà. Äëÿ íèõ òàê-
æå îïðåäåëåíû LL(k)-ïîäêëàññ è ëèíåéíûé ïîäêëàññ, è, òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü LL(k)-ëèíåéíûå êîíúþíêòèâíûå ãðàììàòèêè; èõ
îïðåäåëåíèå ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 7. Ðàíåå Îõîòèí [2011] îïðåäåëèë ïðî-
ñòåéøèå îãðàíè÷åíèÿ âûðàçèòåëüíîé ìîùíîñòè ýòîãî ïîäêëàññà, íî â
öåëîì êëàññ îñòà¼òñÿ ìàëîèçó÷åííûì. Â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè èåðàðõèè ïî k íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

Â ðàçäåëàõ 8�9 ýòîé ðàáîòû óñòàíîâëåíî, ÷òî LL(k)-ëèíåéíûå
êîíúíêòèâíûå ãðàììàòèêè ìîæíî ïåðåâåñòè â LL(1)-ëèíåéíûå êîíú-
þíêòèâíûå. Ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèåì ïîñòðîåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ
îáûêíîâåííûõ ãðàììàòèê.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 3�6 äàííîé ðàáîòû ïðåäñòàâëåíû â äâóõ ñòà-
òüÿõ, îïóáëèêîâàííûõ â ñáîðíèêàõ äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé RuFiDiM
2019 è CSR 2020.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíîé (ôîðìàëüíîé) ãðàììàòèêîé íàçûâà-

åòñÿ ÷åòâ¼ðêà G = (Σ, N,R, S), ñîñòîÿùàÿ èç ñëåäóþùèõ êîìïîíåíòîâ:
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1. Σ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íàçûâàåìîå àëôàâèòîì.

2. N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ. Êàæäûé íåòåðìèíàë

îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ñâîéñòâî, êîòîðûì ñòðîêà èç Σ∗ ìîæåò

îáëàäàòü èëè íå îáëàäàòü.

3. R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðàâèë ãðàììàòèêè, êàæäîå èç êî-

òîðûõ îïèñûâàåò âîçìîæíóþ ñòðóêòóðó ñòðîê ñî ñâîéñòâîì

A ∈ N . Êàæäîå ïðàâèëî èìååò âèä A → w1Bw2, ãäå B ∈ N �

íåòåðìèíàë, à w1, w2 ∈ Σ∗ � ñòðîêè, èëè âèä A→ x, ãäå x ∈ Σ∗.

Ïðàâèëî A→ x îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîêà x îáëàäàåò ñâîéñòâîì A, à
íàëè÷èå ïðàâèëà A → w1Bw2 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñòðîêà s îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì B, òî ñòðîêà w1sw2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì A.

4. S ∈ N � âûäåëåííûé íà÷àëüíûé íåòåðìèíàë.

Îïðåäåëåíèå 2. Äåðåâîì ðàçáîðà ëèíåéíîé ãðàììàòèêè G =
(Σ, N,R, S) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîå êîðíåâîå äåðåâî, ëèñòüÿ êîòîðî-
ãî ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè àëôàâèòà Σ, à âíóòðåííèå âåðøèíû � íåòåð-

ìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè èç N . Åñëè âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ïîìå÷åííà

íåòåðìèíàëîì A ∈ N , à å¼ ïîòîìêè � ñèìâîëàìè X1, . . . , Xl ∈ Σ ∪N ,

òî â ãðàììàòèêå äîëæíî ïðèñóòñòâîâàòü ïðàâèëî A→ X1 . . . Xl. Òàê

êàê ñðåäè ïîòîìêîâ X1 . . . Xl íå áîëåå îäíîãî ÿâëÿåòñÿ íåòåðìèíàëîì,

òî äåðåâî ðàçáîðà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïóòü èç íåòåðìèíàëüíûõ âåð-

øèí, îò êîòîðûõ âëåâî è âïðàâî îòõîäÿò ëèñòüÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðè-

ñóíêå 1(ñëåâà).

Ïóñòü w � ñòðîêà èç ñèìâîëîâ âñåõ ëèñòüåâ, à A ∈ N � íåòåðìè-

íàë, êîòîðûì ïîìå÷åí êîðåíü. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî ðàçáîðà

íàçûâàþò äåðåâîì ðàçáîðà w èç A.
ßçûê, çàäàâàåìûé íåòåðìèíàëîì A, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæå-

ñòâî âñåõ ñòðîê w, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà w èç A. Ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü åãî LG(A) èëè L(A), åñëè ÿñíî, î êàêîé ãðàììàòèêå

èä¼ò ðå÷ü.

ßçûê, çàäàâàåìûé ãðàììàòèêîé, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÿçûê, çàäà-

âàåìûé å¼ íà÷àëüíûì íåòåðìèíàëîì S. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî L(G).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè íåòåðìèíàë, êîòîðûì ïîìå÷åí êîðåíü äåðåâà ðàç-

áîðà, íå óêàçàí ÿâíî, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èì ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûé

íåòåðìèíàë S.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü â äåðåâå ðàçáîðà w èç A ê êîðíþ ïðèìåíÿåòñÿ

ïðàâèëî A → α. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîì äåðåâå ðàçáîðà A
çàäà¼ò w ïî ïðàâèëó A→ α.

Çàìå÷àíèå 3. Ìû áóäåì äîïóñêàòü íåêóþ âîëüíîñòü ðå÷è è ïèñàòü

"ïîääåðåâî, ïîìå÷åííîå A"èëè ïðîñòî "ïîääåðåâî A èìåÿ â âèäó "ïîääå-

ðåâî, êîðåíü êîòîðîãî ïîìå÷åí íåòåðìèíàëîì A".
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Ðèñ. 1: Ñëåâà íàïðàâî: äåðåâî ðàçáîðà ëèíåéíîé ãðàììàòèêè, èëëþñòðà-
öèÿ ê îïðåäåëåíèþ Follow(A), èëëþñòðàöèÿ ê îïðåäåëåíèþ LL-òàáëèöû

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü G = (Σ, N,R, S) � ôîðìàëüíàÿ ãðàììàòèêà.

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå äåðåâî ðàçáîðà G è ïîääåðåâî â í¼ì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêà y ∈ Σ∗ ñëåäóåò çà ýòèì ïîääåðåâîì,

åñëè âñå ëèñòüÿ ñïðàâà îò ïîääåðåâà îáðàçóþò ñòðîêó y.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî y ñëåäóåò çà íåòåðìèíàëîì A ∈ N , åñëè

ñóùåñòâóåò ïîääåðåâî íåêîòîðîãî äåðåâà ðàçáîðà, ïîìå÷åííîå ñèìâîëîì

A, çà êîòîðûì ñëåäóåò y, êàê íà ðèñóíêå 1(â ñåðåäèíå).
Îáîçíà÷èì:

Follow(A) = { v | v ñëåäóåò çà A }

Ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëèçîì ñòðîêè íàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå äåðåâà ðàç-
áîðà ýòîé ñòðîêè. Êëàññ ãðàììàòèê LL(k), ðàññìàòðèâàåìûé â ýòîé ðà-
áîòå, äîïóñêàåò ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç çà ëèíåéíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ
ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà.

Ñíà÷àëà áóäåò îïèñàí ýòîò àëãîðèòì, à ïîòîì óæå òî÷íî îïðåäåë¼í
êëàññ LL(k).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëèçàòîðîì äëÿ ëèíåéíîé

LL(k) ãðàììàòèêè G = (Σ, N,R, S) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé ïî

äàííîé ñòðîêå w ñòðîèò å¼ äåðåâî ðàçáîðà.

Ñòðîêà w ïðè ýòîì ÷èòàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî, à äåðåâî ðàçáîðà ñòðî-

èòñÿ ñâåðõó âíèç.

Íà êàæäîì øàãå ñîñòîÿíèåì (èëè êîíôèãóðàöèåé) àëãîðèòìà

ÿâëÿåòñÿ ïàðà (uAv, x), ãäå x ∈ Σ∗ � åù¼ íå ðàçîáðàííûé ñóôôèêñ ñòðî-
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êè w, à uAv, ãäå A ∈ N, u, v ∈ Σ∗, � ñîäåðæèìîå ñòåêà ñèíòàêñè÷å-

ñêîãî àíàëèçàòîðà.

Èíâàðèàíòîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñòðîêà w çàäà¼òñÿ

ãðàììàòèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðîêà x ïðåäñòàâèìà â âè-

äå êîíêàòåíàöèè uyv, ãäå y ∈ L(A).
Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòì íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (S,w).
Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòì âèäèò ñèìâîë íà âåðøèíå ñòåêà è ïåð-

âûå k ñèìâîëîâ ñòðîêè x.
Åñëè íà âåðøèíå ñòåêà íàõîäèòñÿ ñèìâîë àëôàâèòà a ∈ Σ, è êîíôè-

ãóðàöèÿ àíàëèçàòîðà èìååò âèä (auAv, x), ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð

ïðîâåðÿåò, ÷òî ñòðîêà x íà÷èíàåòñÿ ñ a, è åñëè òàê è åñòü, òî ïå-

ðåõîäèò â êîíôèãóðàöèþ (auAv, x′), ãäå ax′ = x, à åñëè x ïóñòî èëè

íà÷èíàåòñÿ ñ äðóãîãî ñèìâîëà, òî âûäà¼ò îøèáêó.

Åñëè æå íà âåðøèíå ñòåêà íàõîäèòñÿ íåòåðìèíàë A ∈ N , è êîíôè-

ãóðàöèÿ àíàëèçàòîðà èìååò âèä (Av, x), ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð

íåêèì ñïîñîáîì, ñâÿçàííûì ñî ñïåöèôèêîé êëàññà LL(k), îïðåäåëÿåò
ïðàâèëî A → sBt, êîòîðîå ñëåäóåò ïðèìåíèòü ê íåòåðìèíàëó A, è
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå (sBtv, x).

Ïðèíàäëåæíîñòü ãðàììàòèêè G ê êëàññó LL(k) ïîçâîëÿåò îïèñàí-
íîìó âûøå ñèíòàêñè÷åñêîìó àíàëèçàòîðó îïðåäåëÿòü ïðàâèëî, êîòîðîå
ñëåäóåò ïðèìåíèòü ê íåòåðìèíàëó íà âåðøèíå ñòåêà, ïóò¼ì îáðàùåíèÿ
ê ñïåöèàëüíîé òàáëèöå:

Îïðåäåëåíèå 5. LL(k)-òàáëèöåé äëÿ ãðàììàòèêè G = (Σ, N,R, S) íà-
çûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ T : N×Σ6k → R, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ. T (A, x) = (A → α), ãäå A ∈ N, x ∈ Σ6k,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîääåðåâî íåêîòîðîãî äåðåâà

ðàçáîðà, ïîìå÷åííîå íåòåðìèíàëîì A, òàêîå ÷òî ïåðâûå k ëèñòüåâ âñå-
ãî äåðåâà, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ëåâîãî ëèñòà ïîääåðåâà, îáðàçóþò ñòðîêó

x, è ê êîðíþ ïîääåðåâà ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî A → α, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 1(ñïðàâà).

Åñëè äëÿ ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò LL(k)-òàáëèöà, è êàæäûé

íåòåðìèíàë G âñòðå÷àåòñÿ â íåêîòîðîì äåðåâå ðàçáîðà, òî ãîâîðÿò,

÷òî G ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè G ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k), òî äëÿ ëþáîãî
ïîääåðåâà äåðåâà ðàçáîðà G ïðàâèëî, ïðèìåíÿåìîå ê êîðíþ ýòîãî ïîääå-
ðåâà, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðîêîé, ñîñòàâëåííîé èç ñèìâîëîâ ïåð-
âûõ k ëèñòüåâ, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ëåâîãî ëèñòà ïîääåðåâà.

Òðåáîâàíèå, òîãî ÷òîáû êàæäûé íåòåðìèíàë ãðàììàòèêè âñòðå÷àë-
ñÿ â íåêîòîðîì äåðåâå ðàçáîðà íóæíî ÷òîáû èñêëþ÷èòü "âûðîæäåííûå
ãðàììàòèêè". Åñëè ãðàììàòèêà çàäà¼ò õîòÿ áû îäíó ñòðîêó, åãî ëåãêî
óäîâëåòâîðèâ, ïðîñòî óáðàâ èç ãðàììàòèêè âñå íåòåðìèíàëû, êîòîðûå
íå âñòðå÷àþòñÿ íè â îäíîì äåðåâå ðàçáîðà.
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Ñëåäîâàòåëüíî, êîãäà ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð íàõîäèòñÿ â ñîñòî-
ÿíèè (Av, x), îí ïîíèìàåò, ÷òî ê A ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðàâèëî T (A, x′),
ãäå x′ � ïåðâûå k ñèìâîëîâ ñòðîêè x.

Åñëè T (A, x′) íå îïðåäåëåíî, òî àíàëèçàòîð âûäà¼ò îøèáêó.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü w ∈ Σ∗. Îáîçíà÷èì çà Firstk(w) ïðåôèêñ w
äëèíû k. Åñëè |w| < k, òî Firstk(w) = w.

Ýòî îáîçíà÷åíèå îáîáùàåòñÿ íà ÿçûêè. Ïóñòü L ⊆ Σ∗. Òîãäà

Firstk(L) = {Firstk(w) | w ∈ L }

Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâàõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå èçâåñòíîå
óòâåðæäåíèå.

Ôàêò 1. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ãðàììàòèêà G = (Σ, N,R, S) ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k).

2. Äëÿ ëþáîãî íåòåðìèíàëà A ∈ N è äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ

ïðàâèë A → α1 è A → α2 ìíîæåñòâà Firstk(LG(α1)Follow(A))
è Firstk(LG(α2)Follow(A)) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

3 Ïëàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíîé LL(k) ãðàììà-
òèêè ê âèäó LL(1)

Ïåðâûé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ïðîèçâîëüíîé
ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêå G ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ LL(1) ãðàì-
ìàòèêó G′, çàäàþùóþ òîò æå ÿçûê.

Åñòåñòâåííî ïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü G′ òàê, ÷òîáû âûâîä êàæäîé ñòðî-
êè w â G′ êàêèì-íèáóäü îáðàçîì ïîâòîðÿë âûâîä òîé æå ñòðîêè w â G,
è, ñîîòâåòñòâåííî, êàæäîå âû÷èñëåíèå ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà G′

òàêæå êàêèì-íèáóäü îáðàçîì ïîâòîðÿëî àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå ñèí-
òàêñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà G.

Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð äëÿ èñõîäíîé ãðàììàòèêè G îïðåäåëÿë
ïðàâèëî, êîòîðîå íóæíî ïðèìåíèòü íà î÷åðåäíîì øàãå, èñõîäÿ èç ïåðâûõ
k ñèìâîëîâ åù¼ íå ïðî÷èòàííîé ÷àñòè âõîäíîé ñòðîêè.

×òîáû ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèå àíàëèçàòîðà G, àíàëèçàòîðó G′ òîæå
íåîáõîäèìî êàêèì-òî îáðàçîì óçíàòü ñëåäóþùèå k ñèìâîëîâ âõîäíîé
ñòðîêè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè áóôåðà
äëÿ íå áîëåå, ÷åì k − 1 ñèìâîëîâ: áóäó÷è íå â ñèëàõ ñðàçó îïðåäåëèòü
ïðàâèëî, êîòîðîå ñëåäóåò ïðèìåíèòü äëÿ íåòåðìèíàëà íà âåðøèíå ñòåêà,
àíàëèçàòîð ïðîäîëæàåò ÷èòàòü ñèìâîëû âõîäíîé ñòðîêè, çàíîñÿ èõ â
áóôåð, ïîêà èõ íå íàáåð¼òñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü òî ñàìîå
ïðàâèëî.
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Ðåàëèçóåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ íîâûõ íåòåðìèíàëîâ uA, ãäå
A ∈ N � íåòåðìèíàë èñõîäíîé ãðàììàòèêè, à ñòðîêà u ∈ Σ6k−1 âû-
ïîëíÿåò ðîëü áóôåðà. Êàæäûé íåòåðìèíàë uA çàäà¼ò ÿçûê LG′(uA) =
{w | uw ∈ LG(A)}.

Êàæäîìó ïðàâèëó A→ sBt ãðàììàòèêè G, òàêîìó, ÷òî îäíà èç ñòðîê
u, s ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì äðóãîé, â ãðàììàòèêå G′ ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êà
èç k ïðàâèë:

A→ u1 u1A

u1A → u2 u1u2A

...

u1...uk−2
A → uk−1 uA

uA → α

Ïåðâûå k − 1 ïðàâèë íàðàùèâàþò áóôåð, è êîãäà áóôåð äîñòèãàåò ðàç-
ìåðà k − 1, ÷òî, âìåñòå ñ îäíèì ñèìâîëîâ, äîñòóïíûì àíàëèçàòîðó G′

íàïðÿìóþ, äà¼ò íåîáõîäèìûå åìó k ñèìâîëîâ, ïðèìåíÿåòñÿ íóæíîå ïðà-
âèëî α. Ïîñëåäíåå ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì óæå ïðî÷ò¼ííîé ñòðîêè u
èç íà÷àëà ïðàâèëà A → sBt: îáùèå ïðåôèêñû u è s ñîêðàùàþòñÿ, è
îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû u, åñëè îíè åñòü, óõîäÿò â áóôåð íåòåðìèíàëà B.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè u = sv, òî α = vBt, à åñëè s = us′, òî α = s′ εBt.
Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñóíêàõ 5 è 6.

Îäíàêî ó òàêîãî ïëàíà åñòü ñóùåñòâåííûé èçúÿí. Åñëè â èñõîäíîé
ãðàììàòèêå åñòü êîðîòêîå ïðàâèëî A → s, ãäå s ∈ Σ<k−1, òî ñèíòàêñè-
÷åñêîìó àíàëèçàòîðó G′, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòî ïðàâèëî, ìîæåò ïîíàäî-
áèòüñÿ çàíåñòè â áóôåð íå òîëüêî âñþ ñòðîêó s, íî è íåêîòîðûå ñèìâîëû,
èäóùèå ïîñëå íå¼, íå ïîðîæä¼ííûå íåòåðìèíàëîì A.

Â òàêîì ñëó÷àå â ìîìåíò, êîãäà àíàëèçàòîð ïîéì¼ò, ÷òî íàäî ïðèìå-
íèòü ïðàâèëî A→ s, íà âåðøèíå åãî ñòåêà áóäåò íàõîäèòñÿ íåòåðìèíàë

sxA, ãäå |x| > 0, è óäàëèòü áóôåð sx èç ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà A → s
áóäåò, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ LL(3) ãðàììàòèêó.

S → aabSaa

S → a (êîðîòêîå ïðàâèëî)

×òîáû ïîíÿòü, êàêîå èç ýòèõ ïðàâèë ñëåäóåò ïðèìåíèòü, ãèïîòåòè-

÷åñêèé LL(1) àíàëèçàòîð çàíîñèò â áóôåð äî äâóõ ïåðâûõ ñèìâîëîâ ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðàâèë.

εS → a aS

aS → a aaS
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Ðèñ. 2: Òðåòüå ïðàâèëî êîðîòêîå, à ïåðâûå äâà � íåò.

Êîãäà â áóôåðå íàõîäèòñÿ ñòðîêà aa, è àíàëèçàòîð âèäèò, ÷òî ñëå-

äóþùèé ñèìâîë � b, îí ïîíèìàåò, ÷òî ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðàâèëî

S → aabSaa, è ïðèìåíÿåò åãî, ïðåäâàðèòåëüíî óäàëèâ èç íà÷àëà óæå

ïðî÷ò¼ííûå ñèìâîëû aa.

aaS → b εSaa

Îäíàêî åñëè àíàëèçàòîð âèäèò, ÷òî ñëåäóþùèé ñèìâîë � a, îí ïîíè-

ìàåò, ÷òî ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðàâèëî S → a, íî ñîâåðøåííî íå ÿñíî,
÷åìó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óæå ïðî÷ò¼ííûå ñèìâîëû aa.

Êîðåíü ïðîáëåìû êðîåòñÿ â íàëè÷èè êîðîòêîãî ïðàâèëà, ïîðîæäàþ-
ùåãî ïîäñòðîêó äëèíû ìåíåå, ÷åì k − 1, ãäå-òî â ñåðåäèíå ñòðîêè.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â ãðàììàòèêå êîðîò-
êèõ ïðàâèë íàìå÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ áóäåò ðàáîòàòü.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûì øàãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ëèíåé-
íîé LL(k) ãðàììàòèêè ê âèäó LL(1) áóäåò óñòðàíåíèå êîðîòêèõ ïðàâèë.

4 Óñòðàíåíèå ¾êîðîòêèõ¿ ïðàâèë

Îïðåäåëåíèå 7. Êîðîòêèì ïðàâèëîì áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëî âèäà

A → w, ãäå w ∈ Σ∗, |w| < k − 1 è Follow(A) 6= {ε}, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 2 (ñïðàâà).

Ëåììà 1. Äëÿ êàæäîé ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêè G = (Σ, N,R, S)
ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ LL(k) ãðàììàòèêà G′ áåç êîðîòêèõ ïðàâèë, çà-

äàþùàÿ òîò æå ÿçûê. Êîëè÷åñòâî íåòåðìèíàëîâ G′ íå ïðåâîñõîäèò

|Σ6k−1| · |N |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì ñòðóêòóðó íîâîé ãðàììàòèêè G′ =
(Σ, N ′, R′, Sε). Íåòåðìèíàëû G′ èìåþò âèä Au, ãäå A ∈ N è u ∈ Σ6k−1.

Ãðàììàòèêà G′ áóäåò îïðåäåëåíà òàê, ÷òî êàæäûé íåòåðìèíàë Au

áóäåò çàäàâàòü âñå ñòðîêè, çàäàâàåìûå A â G, ñ ïðèïèñàííûì â êîíöå
ñóôôèêñîì u: LG′(Au) = {wu | w ∈ LG(A)}.

Äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà Au è äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà A→ w1Bw2 ∈
R, â íîâîé ãðàììàòèêå áóäåò ïðàâèëî Au → α, îïðåäåë¼ííîå íèæå.

8



S

A

B

w2 uw1

Sε

A

B

w2 u

Bs

Au

s t

w1

Ðèñ. 3: Ïîëó÷åíèå ïðàâèëà Au → w1Bst â G
′ èç ïðàâèëà A → w1Bw2 â

G

Ïóñòü s îáîçíà÷àåò ïåðâûå k − 1 ñèìâîëîâ ñòðîêè w2u, à t � îñòàâ-
øèéñÿ ñóôôèêñ w2u, òàê ÷òî s = Firstk−1(w2u) è st = w2u.

Ïðàâèëî Au → α, ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâèëà A → w1Bw2 ∈ R ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: ñòðîêà u äîïèñûâàåòñÿ â êîíåö ïðàâèëà, òàê ÷òî ïîëó÷à-
åòñÿ ïðàâèëî Au → w1Bw2u, à çàòåì ïåðâûå k − 1 ñèìâîëîâ ñòðîêè w2u
ïðèêðåïëÿþòñÿ ê íåòåðìèíàëó B â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà.

Au → w1Bst

Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 3.
Äëÿ ïðàâèë âèäà A → x, ãäå x ∈ Σ∗, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà äëÿ

íåòåðìèíàëîâ Au íîâîé ãðàììàòèêè ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî ïðèïèñûâàíèåì
ñòðîêè u â êîíåö.

Au → xu

Çàìåòèì, ÷òî ïî êàæäîìó ïðàâèëó Au → α íîâîé ãðàììàòèêè âñåãäà
ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïðàâèëî A → γ èñõîäíîé ãðàììàòèêè,
èç êîòîðîãî îíî ïîëó÷åíî: åñëè α ∈ Σ∗, òî γ ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíè-
åì ó α ñóôôèêñà u, à åñëè α = w1Bst, òî γ ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì
ñóôôèêñà u ó ñòðîêè w1Bst.

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè îïèñàííîãî ïîñòðîåíèÿ åñòåñòâåííî
ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî îòäåëüíûõ óòâåðæäåíèé: à èìåííî, ÷òî G′ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêîé, çàäà¼ò òîò æå ÿçûê, ÷òî è G, è íå
ñîäåðæèò êîðîòêèõ ïðàâèë.

Íà÷í¼ì ñ äîêàçàòåëüñòâà óæå óïîìÿíóòîãî ôàêòà: LG′(Au) =
{xu | x ∈ LG(A)}.

Êàê îáû÷íî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ, ïðîâåðèì äâà
âêëþ÷åíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ñòðîêà w çàäà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì Au â íîâîé

ãðàììàòèêå, òî w = xu, ãäå x çàäà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì A â èñõîäíîé

ãðàììàòèêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûñîòå äåðåâà ðàçáîðà ñòðîêè w èç
íåòåðìèíàëà Au.

Áàçîâûé ñëó÷àé. Ïóñòü Au çàäà¼ò w ïî ïðàâèëó Au → w.

Ïî ïîñòðîåíèþ ïðàâèëî Au → w ïîëó÷åíî èç íåêîòîðîãî ïðàâèëà
A→ x èñõîäíîé ãðàììàòèêè è èìååò âèä Au → xu.

Òàêèì îáðàçîì x ∈ LG(A).

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü Au çàäà¼ò w ïî ïðàâèëó Au → w1Bst,
ïîëó÷åííîìó èç ïðàâèëà A → w1Bw2 èñõîäíîé ãðàììàòèêè, ãäå
w2u = st.

Òîãäà w = w1yt, ãäå y ∈ LG′(Bs), è âûñîòà äåðåâà ðàçáîðà y èç
íåòåðìèíàëà Bs ìåíüøå, ÷åì ó äåðåâà ðàçáîðà w.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, y = zs, ãäå z ∈ LG(B).

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì w = w1zst = w1zw2u, è òàê êàê ñòðîêà
w1zw2 çàäà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì A ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà A→ w1Bw2,
çíà÷èò w ∈ LG(A)u.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ñòðîêà x çàäà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì A èñõîäíîé

ãðàììàòèêè, òî â íîâîé ãðàììàòèêå Au çàäà¼ò xu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûñîòå äåðåâà ðàçáîðà ñòðîêè x èç A.

Áàçîâûé ñëó÷àé. Ïóñòü A çàäà¼ò x ïî ïðàâèëó A→ x.

Ïî ïîñòðîåíèþ, â ãðàììàòèêå G′ åñòü ïðàâèëî Au → xu, çíà÷èò
xu ∈ LG′(Au).

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü A çàäà¼ò x ïî ïðàâèëó A → w1Bw2.
Òîãäà x = w1yw2, ãäå y ∈ LG(B).

Ïîëîæèì s = Firstk−1(w2u).

Âûñîòà äåðåâà ðàçáîðà y èç B ìåíüøå, ÷åì ó äåðåâà ðàçáîðà x,
çíà÷èò ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ys ∈ LG′(Bs).

Ãðàììàòèêà G′ ñîäåðæèò ïðàâèëî Au → w1Bst, ïîëó÷åííîå èç ïðà-
âèëà A→ w1Bw2 èñõîäíîé ãðàììàòèêè, ïîýòîìó w1yst ∈ LG′(Au).

Òàê êàê w1yst = w1yw2u = xu, òî ñòðîêà xu ëåæèò â ÿçûêå LG′(Au).
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Èòàê, èç ïîñëåäíèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
íåòåðìèíàëà Au ∈ N ′ âûïîëíÿåòñÿ LG′(Au) = LG(A)u. Â ÷àñòíîñòè
L(G′) = LG′(Sε) = LG(S) = L(G), òî åñòü G′ çàäà¼ò òîò æå ÿçûê, ÷òî è
G.

Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèë.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà Au → α, α ∈ (Σ ∪ N ′)∗ íîâîé
ãðàììàòèêè, ïîëó÷åííîãî èç ïðàâèëà A→ γ èñõîäíîé ãðàììàòèêè, âû-

ïîëíÿåòñÿ LG′(α) = LG(γ)u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðàâèëî G′ èìååò âèä Au → w1Bst è ïîëó÷åíî
èç ïðàâèëà A→ w1Bw2 èñõîäíîé ãðàììàòèêè G.

Ïî ïîñòðîåíèþ, st = w2u, è ïî ïðåäûäóùèì äâóì óòâåðæäåíèÿì
LG′(Bs) = LG(B)s.

Òàêèì îáðàçîì, LG′(w1Bst) = w1LG(B)st = LG(w1Bw2)u.
Åñëè æå ïðàâèëî G′ èìååò âèä Au → xu, òî îíî ïîëó÷åíî èç ïðàâèëà

A→ x, è óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî â G′ íåò êîðîòêèõ ïðàâèë.
Óæå èçâåñòíî, ÷òî LG′(Au) = LG(A)u, ïîýòîìó, åñëè |u| = k − 1,

òî Au íå çàäà¼ò ñòðîê äëèíû ìåíåå k − 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ
íåòåðìèíàëîâ êîðîòêèõ ïðàâèë íåò.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåò êîðîòêèõ ïðàâèë è äëÿ íåòåðìèíàëîâ Au ∈
N ′ ñ |u| < k − 1, ïîòðåáóåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ, êàê óñòðîåíû ìíîæåñòâà
Follow(Au).

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì åù¼ ïàðó íåñëîæíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-
æäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà Au → w1Bst â G
′ âåðíî

• |s| > |u|

• Åñëè |t| > 0, òî |s| = k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðàâèëî Au → w1Bst áûëî ïîëó÷åíî
èç íåêîòîðîãî ïðàâèëà A→ w1Bw2, ïðè÷¼ì s = Firstk−1(w2u) è st = w2u.

Ïîñêîëüêó |u| 6 k − 1, òî |u| = |Firstk−1(u)| 6 |Firstk−1(w2u)| = |s|, è
òåì ñàìûì ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàíà.

Åñëè |t| > 0, òî, |Firstk−1(w2u)| < |w2u|, è çíà÷èò |s| =
|Firstk−1(w2u)| = k − 1.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü A ∈ N, v ∈ Follow(A), è â ãðàììàòèêå åñòü

ïðàâèëî A→ w1Bw2. Òîãäà w2v ∈ Follow(B).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ Follow(A), ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå äå-
ðåâî ðàçáîðà ñ ïîääåðåâîì A, çà êîòîðûì ñëåäóåò ñòðîêà v. Îáîçíà÷èì
ýòî ïîääåðåâî êàê TA.

Ïóñòü x � ëþáàÿ ñòðîêà èç LG(B). Òîãäà A çàäà¼ò w1xw2 ïî ïðàâèëó
A → w1Bw2. Åñëè âñòàâèòü íà ìåñòî TA ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî âûâî-
äà w1xw2 èç A, ïîëó÷èòñÿ äåðåâî ðàçáîðà ñ ïîääåðåâîì B, çà êîòîðûì
ñëåäóåò ñòðîêà w2v. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ w2v ∈ Follow(B).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîëèâàåò ñâåò íà óñòðîéñòâî ìíîæåñòâ
Follow(Au).

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà Bs ∈ N ′, åñëè y ∈
Follow(Bs), òî sy ∈ Follow(B). Êðîìå òîãî, åñëè |s| < k − 1, òî y = ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Follow(Bs). Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò
ïîääåðåâî Bs äåðåâà ðàçáîðà, çà êîòîðûì ñëåäóåò ñòðîêà y.

Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ãëóáèíå ýòîãî ïîääåðåâà â äåðåâå ðàçáîðà.

Áàçîâûé ñëó÷àé. Ïóñòü Bs ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âñåãî äåðåâà ðàçáîðà, òî
åñòü Bs = Sε. Òàê êàê ïðàâåå âñåãî äåðåâà ðàçáîðà ëèñòüåâ íåò, òî
y = ε è çíà÷èò sy = ε ∈ Follow(S).

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü Au � ðîäèòåëü Bs â äåðåâå ðàçáîðà.
Ê Au ïðèìåíÿåòñÿ íåêîòîðîå ïðàâèëî Au → w1Bst, ïîëó÷åííîå èç
ïðàâèëà A→ w1Bw2 èñõîäíîé ãðàììàòèêè, ãäå w2u = st.

Îáîçíà÷èì çà y′ ñòðîêó, êîòîðàÿ ñëåäóåò çà ïîääåðåâîì Au, òàê ÷òî
y = ty′ è y′ ∈ Follow(Au) (ñì. ðèñóíîê 3).

Òàê êàê ãëóáèíà Bs ñòðîãî áîëüøå ãëóáèíû Au â äåðåâå ðàçáîðà,
òî ê Au ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, è òåì ñàìûì
uy′ ∈ Follow(A).

Ïî óòâåðæäåíèþ 5 w2uy
′ = sty′ = sy ∈ Follow(B), è ïåðâàÿ ÷àñòü

óòâåðæäåíèÿ 6 äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü |s| < k − 1. Ïî óòâåðæäåíèþ 4 |s| > |u|, ïðè÷¼ì åñëè
|t| > 0, òî |s| = k − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî |u| < k − 1 è t = ε. Ê Au ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå, è çíà÷èò èç |u| < k − 1 ñëåäóåò y′ = ε. Òàêèì
îáðàçîì y = ty′ = ε, è âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ äëÿ íåòåðìèíàëîâ Au ñ |u| < k−1 âû-
ïîëíÿåòñÿ Follow(Au) = {ε}, è òåì ñàìûì â ãðàììàòèêå G′ îòñóòñòâóþò
êîðîòêèå ïðàâèëà.
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Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî G′ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêîé.
Ëèíåéíîñòü G′ âèäíà èç ïîñòðîåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè G ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k), òî G′ � òîæå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Au � íåòåðìèíàë G′ ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëà-
ìè.

Au → α1

Au → α2

...

Au → αn

Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðàììàòèêà G′ îáëàäàåò ñâîéñòâîì LL(k) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà Au, ìíîæåñòâà
Firstk(L(αj)Follow(Au)) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïî ïîñòðîåíèþ, êàæäîìó ïðàâèëó Au → αj îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
ïðàâèëî A → γj èñõîäíîé ãðàììàòèêè G. Òàê G ïðèíàäëåæèò êëàññó
LL(k), òî ìíîæåñòâà Firstk(L(γj)Follow(A)) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî G′ òîæå ïðèíàäëåæèò
êëàññó LL(k), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Firstk(L(αj)Follow(Au)) ⊆
Firstk(L(γj)Follow(A)) äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà αj .

Ïî óòâåðæäåíèþ 3 LG′(αj) = LG(γj)u äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà Au → αj ,
è ïî óòâåðæäåíèþ 6 uFollow(Au) ⊆ Follow(A).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Firstk(L(αj)Follow(Au)) = Firstk(L(γj)uFollow(Au)) ⊆ Firstk(L(γj)Follow(A))

Òàêèì îáðàçîì ãðàììàòèêà G′ ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k), ÷òî çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïîñòðîåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ïðèìåíèì îïèñàííîå ïîñòðîåíèå ê ãðàììàòèêå èç ïðèìåðà

1.

S → aabSaa

S → a (êîðîòêîå ïðàâèëî)

Ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ãðàììàòèêà áåç êîðîòêèõ ïðàâèë.

Sε → aabSa a

Sε → a

Sa → aabSa aa

Sa → aa
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Çàìåòèì, ÷òî Follow(Sε) = {ε}, è ïîýòîìó ïðàâèëî Sε → a íå êî-

ðîòêîå.

5 Ïðèâåäåíèå ê âèäó LL(1)

Ïîñëå òîãî, êàê èç ãðàììàòèêè óäàëåíû âñå êîðîòêèå ïðàâèëà, å¼ ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó LL(1) ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè, êðàòêî íàìå÷åííîé
â íà÷àëå.

Îäíàêî, ïåðåä ýòèì óäîáíî çàðàíåå èçáàâèòüñÿ îò ïðàâèë âèäà A →
B, ÷òîáû èçáåæàòü íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì.

Ëåììà 2. Äëÿ êàæäîé ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêè G = (Σ, N,R, S)
áåç êîðîòêèõ ïðàâèë ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ LL(k) ãðàììàòèêà G′ =
(Σ, N,R′, S) áåç êîðîòêèõ ïðàâèë, çàäàþùàÿ òîò æå ÿçûê è íå ñîäåð-

æàùàÿ ïðàâèë âèäà A → B. Êîëè÷åñòâî íåòåðìèíàëîâ G′ òàêîå æå,

êàê ó ãðàììàòèêè G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâèëà âèäà A → B åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàþò
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà ìíîæåñòâå N : â ãðàôå åñòü ðåáðî èç A â B
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G åñòü ïðàâèëî A→ B.

Îáîçíà÷èì c(A) çà ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç íåòåð-
ìèíàëà A.

Ïðàâèëà ãðàììàòèêè G′ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ïóñòü
RA � ìíîæåñòâî ïðàâèë ãðàììàòèêè G äëÿ íåòåðìèíàëà A, êðîìå ïðà-
âèë âèäà A→ B.

Ïîëîæèì R′A =
⋃

B∈(A){A → α | (B → α) ∈ RB}. Òîãäà R′ =⋃
A∈N R′A.
×òîáû äîêàçàòü ëåììó, íóæíî ïðîâåðèòü ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ.

1. LG′(A) = LG(A).

2. G′ íå ñîäåðæèò êîðîòêèõ ïðàâèë.

3. G′ � ëèíåéíàÿ LL(k) ãðàììàòèêà.

4. G′ íå ñîäåðæèò ïðàâèë âèäà A→ B.

Ïðèâåä¼ííîå ïîñòðîåíèå êëàññè÷åñêîå, è õîòü îòñóòñòâèå êîðîòêèõ ïðà-
âèë è ñîõðàíåíèå ñâîéñòâà LL(k) è òðåáóþò íåêîòîðûõ ïîÿñíåíèé, ÷èòà-
òåëü, çíàêîìûé ñ íèì, âðÿä ëè íàéä¼ò çäåñü äëÿ ñåáÿ ÷òî-òî íîâîå.

Ïîêàæåì, ÷òî äåðåâüÿ ðàçáîðà ãðàììàòèê G è G′ íàõîäÿòñÿ â åñòå-
ñòâåííîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè.

Ëþáîå äåðåâî ðàçáîðà G ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïóòü ïî âåðøèíàì,
ïîìå÷åííûì íåòåðìèíàëàìè, îò êîòîðûõ âëåâî è âïðàâî îòõîäÿò ëèñòüÿ,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1(ñëåâà). Ïóñòü A1 → A2 → A3 → . . . → An �
ýòîò ïóòü, è ê An ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî An → x, ãäå x ∈ Σ∗.
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Òîãäà ñîîòâåòñòâóùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèë âûãëÿäèò òàê:

A1 = An0 → An0+1, An0+1 → An0+2, · · · , An1−1 → u1An1v1,

An1 → An1+1, An1+1 → An1+2, · · · , An2−1 → u2An2v2,

...

Ank−1
→ Ank−1+1, Ank−1+1 → Ank−1+2, · · · , Ank−1 = An → x

Â ãðàììàòèêå G′ êàæäàÿ ñòðî÷êà ñæèìàåòñÿ â îäíî ïðàâèëî, ÷åìó
ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèë

A0 = An0 → u1An1v1,

An1 → u2An2v2,

...

Ank−1
→ x

Àíàëîãè÷íî, ïî ëþáîìó äåðåâó ðàçáîðà G′ ìîæíî âîññòàíîâèòü äå-
ðåâî ðàçáîðà G. Ïóñòü B1 → B2 → . . . → Bm � ïóòü èç íåòåðìèíà-
ëîâ â äåðåâå ðàçáîðà G′. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü â äåðåâå ðàçáîðà G
ïîëó÷àåòñÿ âñòàâêîé íåêîòîðûõ ïðàâèë âèäà A → B: ïóñòü ïîääåðå-
âî Bj çàäà¼ò ñòðîêó xj , è çà ýòèì ïîääåðåâîì ñëåäóåò ñòðîêà yj . Òî-
ãäà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïóòü â äåðåâå ðàçáîðà G, íàäî íà ìåñòî êàæäî-
ãî ïðàâèëà Bj → w1Bj+1w2 âñòàâèòü öåïî÷êó ïðàâèë Bj = Bj1 →
Bj2 , · · · , Bjk−1

→ Bjk = Bj+1, ãäå

T (Bj1 ,Firstk(xjyj)) = Bj1 → Bj2

...

T (Bjk−2
,Firstk(xjyj)) = Bjk−2

→ Bjk−1

T (Bjk−1
,Firstk(xjyj)) = Bjk−1

→ w1Bjkw2

Èç îïèñàííîãî ñîîòâåòñòâèÿ äåðåâüåâ ðàçáîðà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
LG(A) = LG′(A) äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà A ∈ N . Òàêæå íåñëîæíî
çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñòðîêà y ñëåäóåò çà íåòåðìèíàëîì A â ãðàììàòèêå
G′, òî â ñîîòâåòñòâóþùåì äåðåâå ðàçáîðà y ñëåäóåò çà A â ãðàììàòèêå
G, è òàêèì îáðàçîì Follow(A)G′ ⊆ Follow(A)G.

Çíà÷èò, åñëè â ãðàììàòèêå G′ íåòåðìèíàë A çàäà¼ò ñòðîêó äëèíû
ìåíåå k − 1, è Follow(A)G′ 6= {ε}, òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò è â ãðàììà-
òèêå G. Ïîýòîìó èç îòñóòñòâèÿ â G êîðîòêèõ ïðàâèë ñëåäóåò îòñóòñâèå
êîðîòêèõ ïðàâèë â G′.

Ëèíåéíîñòü G′ è îòñóòñòâèå â íå¼ ïðàâèë âèäà A → B âèäíû èç
ïîñòðîåíèÿ, à LL(k) òàáëèöà äëÿ G′ ïîëó÷àåòñÿ èç LL(k) òàáëèöû G
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü TG(A1, u) = A1 → A2, TG(A2, u) = A2 →
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Ðèñ. 4: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 8.

A3, . . . , TG(Ak−1, u) = Ak−1 → w1Akw2. Òîãäà TG′(A1, u) = w1Akw2. Åñëè
TG(A1, u) íå îïðåäåëåíî, òî íå îïðåäåëåíî è TG′(A1, u).

Ïîñëå òîãî, êàê ïðàâèëà âèäà A → B óñòðàíåíû, ó ãðàììàòèêè ïî-
ÿâëÿåòñÿ õîðîøåå ñâîéñòâî, êîòîðîå íàì ïîòîì ïîíàäîáèòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü G = (Σ, N,R, S) � ëèíåéíàÿ LL(k) ãðàììàòè-
êà áåç êîðîòêèõ ïðàâèë è ïðàâèë âèäà A→ B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåòåð-

ìèíàëà A ∈ N åñëè x ∈ L(A) è |x| = k − 1, òî ëèáî Follow(A) = {ε},
ëèáî â R åñòü ïðàâèëî A→ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ L(A), Follow(A) 6= {ε} è A → α � ïðà-
âèëî, ïî êîòîðîìó A çàäà¼ò x. Ïóñòü c ∈ Σ � ëþáîé ñèìâîë èç
First1(Follow(A)).

Òîãäà T (A, xc) = A→ α. Åñëè α ∈ Σ∗, òî α = x è âñ¼ äîêàçàíî.
Ïðåäïîëîæèì, α = sBt äëÿ íåêîòîðûõ s, t ∈ Σ∗. Òîãäà x = syt, ãäå

y ∈ L(B). Òàê êàê â G íåò ïðàâèë âèäà A→ B, òî |s|+ |t| > 0, è çíà÷èò
|y| < |x| = k − 1.

Ðàññìîòðèì äåðåâî ðàçáîðà y èç B. Ïîñëåäíåå ïðàâèëî â í¼ì èìååò
âèä C → z, ãäå |z| 6 |y| < k − 1.

Òàê êàê Follow(A) 6= ε, òî è Follow(B) 6= ε, è Follow(C) 6= ε (ñì.
ðèñóíîê 4).

Çíà÷èò ïðàâèëî C → y′ êîðîòêîå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îòñóòñòâèþ â G
êîðîòêèõ ïðàâèë.

Èòàê, íàêîíåö, ïðèøëà ïîðà îïèñàòü îñíîâíîå ïîñòðîåíèå.
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Ëåììà 3. Äëÿ êàæäîé ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêè G = (Σ, N,R, S)
áåç êîðîòêèõ ïðàâèë è ïðàâèë âèäà A→ B ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ LL(1)

ãðàììàòèêà G′, çàäàþùàÿ òîò æå ÿçûê. Êîëè÷åñòâî íåòåðìèíàëîâ G′

íå ïðåâîñõîäèò |Σ6k−1| · |N |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòåðìèíàëû íîâîé ãðàììàòèêè G′ = (Σ, N ′, R′, εS),
èìåþò âèä uA, ãäå A ∈ N è u ∈ Σ6k−1.

Ëåâûé íèæíèé èíäåêñ u íåòåðìèíàëà uA âûïîëíÿåò ðîëü áóôåðà, â
êîòîðîì õðàíèòñÿ äî k − 1 ïîñëåäíèõ ñèìâîëîâ, ïðî÷ò¼ííûõ ñèíòàêñè-
÷åñêèì àíàëèçàòîðîì.

Íà÷àëüíûì ñèìâîëîì G′ ÿâëÿåòñÿ εS, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò S ñ ïóñòûì
áóôåðîì.

Ãðàììàòèêà G′ áóäåò îïðåäåëåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî LG′(uA) =
{w | uw ∈ LG(A)}.

Äî òåõ ïîð, ïîêà áóôåð íå çàïîëíåí, àíàëèçàòîð ÷èòàåò ñèìâîëû
âõîäíîé ñòðîêè è çàíîñèò èõ â áóôåð. Êîãäà â áóôåðå íàêîïèòñÿ k − 1
ñèìâîëîâ, íà âåðøèíå ñòåêà àíàëèçàòîðà áóäåò íåêèé íåòåðìèíàë uA,
ãäå u ∈ Σk−1. Ñòðîêà u è ñëåäóþùèé ñèìâîë a âõîäíîé ñòðîêè, äîñòóï-
íûé àíàëèçàòîðó íàïðÿìóþ, âìåñòå îáðàçóþò k ñèìâîëîâ, íåîáõîäèìûå,
÷òîáû îïðåäåëèòü íóæíîå ïðàâèëî äëÿ íåòåðìèíàëà A. Ýòî ïðàâèëî
íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàùåíèÿ ê ýëåìåíòó T (A, ua) â LL(k) òàáëèöå
ãðàììàòèêè G.

Èòàê, N ′ = {uA | A ∈ N u ∈ Σ6k−1}. Ïðàâèëà ãðàììàòèêè G′ ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì òð¼õ ìíîæåñòâ R1,R2 è R3.

Ìíîæåñòâî ïðàâèë R1 ðåàëèçóþò çàïîëíåíèå áóôåðà. Äëÿ êàæäîãî
íåòåðìèíàëà uA ñ |u| < k − 1, è äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà a ∈ Σ, â G′ åñòü
ïðàâèëî, çàíîñÿùåå ýòîò ñèìâîë â áóôåð.

uA → a uaA

Ïðàâèëà R2 èñïîëüçóþòñÿ, êîãäà áóôåð óæå çàïîëíåí, è ñèíòàêñè÷åñêèé
àíàëèçàòîðG′ ìîæåò ïîíÿòü, êàêîå ïðàâèëî èñõîäíîé ãðàììàòèêè ñëåäó-
åò ïðèìåíèòü. Äëÿ êàæäîãî uA ∈ N ′ è a ∈ Σ, ãäå |u| = k − 1 è çíà÷åíèå
T (A, ua) îïðåäåëåíî, â G′ åñòü ïðàâèëî, ïîëó÷àþùååñÿ îòêóñûâàíèåì

ñòðîêè u èç ïðàâèëà (A→ α) = T (A, ua). Åñëè α ∈ Σ∗, òîãäà α = us, ãäå
s ∈ Σ∗, è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî â G′ èìååò âèä

uA → s

Åñëè α ñîäåðæèò íåòåðìèíàë â ïðàâîé ÷àñòè, òî åñòü α = sBt, ãäå s, t ∈
Σ∗, B ∈ N , òî îäíà èç ñòðîê u è s ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì äðóãîé, è èìååì
äâà ñëó÷àÿ:

uA → s′εBt, åñëè s = us′, s′ ∈ Σ∗

uA → vBt, åñëè u = sv, v ∈ Σ+
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Ðèñ. 5: Îòêóñûâàíèå ñòðîêè u èç íà÷àëà ïðàâèëà A → sBt ãðàììàòèêè
G: ñëó÷àé |u| 6 |s|.
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Ðèñ. 6: Îòêóñûâàíèå ñòðîêè u èç íà÷àëà ïðàâèëà A → sBt ãðàììàòèêè
G: ñëó÷àé |u| > |s|.

Ïîñëåäíèå äâà ïðàâèëà ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 5 è 6. Íàêîíåö, ïðàâèëà
R3 íóæíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñÿ ñòðîêà óæå ïðî÷èòàíà àíàëèçàòîðîì,
è åìó íå÷åãî çàíîñèòü â áóôåð. À èìåííî, äëÿ êàæäîãî uA ∈ N ′, ãäå
|u| 6 k − 1 è çíà÷åíèå T (A, u) îïðåäåëåíî, ãðàììàòèêà G′ ñîäåðæèò
ïóñòîå ïðàâèëî.

uA → ε

Çàìåòèì, ÷òî R1 ∩ (R2 ∪ R3) = ∅, îäíàêî ìíîæåñòâà R2 è R3 ìîãóò
ïåðåñåêàòüñÿ ïî íåêîòîðûì ïðàâèëàì âèäà uA → ε, |u| = k − 1. Åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ïðàâèëî uA → α ëåæèò â R2, òî âñåãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü ïðàâèëî A → γ èñõîäíîé ãðàììàòèêè, èç êîòîðîãî îíî
ïîëó÷åíî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îòêóñûâàíèÿ u. Åñëè α ∈ Σ∗, òî γ = uα,
åñëè α = s′εBt, òî γ = us′Bt, è, íàêîíåö, åñëè α = vBt, òî èìååì u = sv,
è γ = sBt.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî G′ îáëàäàåò ñâîéñòâîì LL(1) è çàäà¼ò òîò
æå ÿçûê, ÷òî è G, äà¼òñÿ â ñåðèè óòâåðæäåíèé.

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì çàÿâëåííîå ðàâåíñòâî LG′(uA) = {w | uw ∈
LG(A)}. Êàê îáû÷íî, äîêàæåì äâà âêëþ÷åíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 9. Åñëè x ∈ LG′(uA), òî ux ∈ LG(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî âûñîòå äå-
ðåâà ðàçáîðà x èç uA.

Áàçîâûé ñëó÷àé: x çàäà¼òñÿ îäíèì ïðàâèëîì uA → x. Âñå ïðàâè-
ëà R1 ñîäåðæàò íåòåðìèíàë, ïîýòîìó uA → x ìîæåò áûòü ëèáî èç
R2, ëèáî èç R3.

Â ïåðâîì ñëó÷àå uA → x, ïîëó÷åíî èç ïðàâèëà A→ ux â G. Òîãäà,
î÷åâèäíî, ux ∈ LG(A).

Âî âòîðîì ñëó÷àå T (A, u) îïðåäåëåíî è x = ε. Òàê êàê T (A, u)
îïðåäåëåíî è u < k, òî u � ñóôôèêñ âõîäíîé ñòðîêè.

Çíà÷èò u = x′t, ãäå x′ ∈ LG(A) è t ∈ Follow(A).

Åñëè |x′| = k − 1, òî, ïîñêîëüêó |u| 6 k − 1, òî x′ = u. Åñëè æå
|x′| < k − 1, òî èç îòñóòñòâèÿ â G êîðîòêèõ ïðàâèë, ñëåäóåò, ÷òî
t = ε è òåì ñàìûì ñíîâà x′ = x′t = u.

Òàê èëè èíà÷å, ïîëó÷àåì ux = u = x′ ∈ LG(A)

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü uA çàäà¼ò x ïî ïðàâèëó uA → γ, è γ
ñîäåðæèò íåòåðìèíàë.

Ïðàâèëî uA → γ ëåæèò ëèáî â R1, ëèáî â R2, ñîîòâåòñòâåííî èìååì
äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü uA → γ ëåæèò â R2 è ïîëó÷åíî îòêóñûâàíèåì u èç ïðàâèëà
A→ sBt ãðàììàòèêè G. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì R2, èìååì
äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èç ñòðîê u è s äëèííåå.

• Åñëè |u| > |s|, òî γ = vBt, ãäå u = sv. Òîãäà x = yt äëÿ
íåêîòîðîãî y ∈ LG′(vB). Âûñîòà äåðåâà ðàçáîðà y èç vB ìåíü-
øå âûñîòû äåðåâà ðàçáîðà x èç uA. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè, vy ∈ LG(B). Ñëåäîâàòåëüíî, ux = uyt = svyt ∈
LG(sBt) ∈ LG(A).

• Åñëè |u| 6 |s|, òî γ = s′εBt ãäå us
′ = s. Òîãäà x = s′yt, ãäå

y ∈ LG′(εB).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, y ∈ LG(B). Çíà÷èò ux =
us′yt = syt ∈ LG(sBt) ∈ LG(A).

Ïóñòü (uA → γ) ∈ R1 � ïðàâèëî, íàðàùèâàþùåå áóôåð.

Òîãäà γ = auaA äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Σ. Çíà÷èò x = ay, ãäå y ∈
LG′(uaA).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, uay = ux ∈ LG(A).
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Ìîæíî äîêàçàòü ïîõîæåå âêëþ÷åíèå è äëÿ ïðàâèë.

Óòâåðæäåíèå 10. Ïóñòü ïðàâèëî (uA → γ) ∈ R2 ïîëó÷åíî èç ïðàâèëà

A→ α. Òîãäà, åñëè x ∈ LG′(γ), òî ux ∈ LG(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α ∈ Σ∗, òî ïî ïîñòðîåíèþ γ = x è α = ux. Ïóñòü
òåïåðü α = sBt, ãäå s, t ∈ Σ∗ è B ∈ N .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì R2 èìååì äâà ñëó÷àÿ.
Åñëè |u| 6 |s|, òî γ = s′εBt, ãäå us

′ = s. Òîãäà x = s′yt, ãäå y ∈
LG′(εB). Ïî óòâåðæäåíèþ 9 y ∈ LG(B), è çíà÷èò ux = us′yt = syt ∈
LG(sBt).

Åñëè |u| > |s|, òî γ = vBt ãäå u = sv. Òîãäà x = yt, ãäå y ∈ LG′(vB),
è ïî óòâåðæäåíèþ 9 vy ∈ LG(B). Çíà÷èò ux = svyt ∈ LG(sBt).

Óòâåðæäåíèå 11. Åñëè ux ∈ LG(A), òî x ∈ LG′(uA).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàçáåð¼ì ñëó÷àé, êîãäà |ux| < k è T (A, ux)
îïðåäåëåíî. Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ G′ ñîäåðæèò ïðàâèëî uxA → ε.

Ïóñòü x = x1 . . . xm. Áóôåð u íåòåðìèíàëà uA ìîæåò áûòü ðàñøèðåí
äî ux ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðàâèë.

uA → x1 ux1A

ux1A → x2 ux1x2A

ux1...xm−1A → xm uxA

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ïðàâèë, âìåñòå ñ ïðàâèëîì uxA → ε ñî-
ñòàâëÿþò âûâîä x èç uA. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ LG′(uA).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî |ux| > k, ëèáî |ux| = k−1, íî çíà÷åíèå
T (A, ux) íå îïðåäåëåíî.

Åñëè |ux| = k − 1, òî èç òîãî, ÷òî T (A, ux) íå îïðåäåëåíî, ñëåäóåò,
÷òî Follow(A) 6= {ε}, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåêèé ñèìâîë c ∈ Follow1(A).

Ïîëîæèì n = k−|u|−1 è ïóñòü a áóäåò ëèáî xn+1, â ñëó÷àå |ux| > k,
ëèáî c, â ñëó÷àå |ux| = k − 1.

Îáîçíà÷èì çà u′ ñòðîêó ux1 . . . xn.
Òîãäà |u′| = k − 1 è T (A, u′a) = A → γ, ãäå A → γ � ïðàâèëî, ïî

êîòîðîìó A çàäà¼ò ux.
Áóôåð uA ìîæåò áûòü ïîïîëíåí äî u′ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðàâèë.

uA → x1 ux1A

ux1A → x2 ux1x2A

ux1...xn−1A → xn u′A
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Òîãäà, òàê êàê T (A, u′a) = A→ γ, ãðàììàòèêà G′ ñîäåðæèò ïðàâèëî

u′A → α, ãäå α ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì u èç γ.
Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî α çàäà¼ò ñòðîêó xn+1 . . . xm. Âîñïîëüçóåìñÿ

èíäóêöèåé ïî âûñîòå äåðåâà ðàçáîðà ux èç A.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè α çàäà¼ò ñòðîêó xn+1 . . . xm, òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïðàâèë âûøå, âìåñòå ñ ïðàâèëîì u′A → α, ñîñòàâëÿåò âûâîä ñòðî-
êè x1 . . . xm = x èç uA, è äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îêîí÷åíî. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè ñëóæèò âñ¼ äîêàçûâàåìîå óòâåð-
æäåíèå ux ∈ LG(A)⇒ x ∈ LG′(uA).

Áàçîâûé ñëó÷àé: ux çàäà¼òñÿ ïî ïðàâèëó A→ ux. Òîãäà
γ = T (A, u′a) = A→ ux, è α = xn+1 . . . xm.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: ux çàäà¼òñÿ ïî ïðàâèëó A→ sBt.
Òîãäà ux = syt, ãäå y ∈ LG(B). è α ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì u′ èç
ñòðîêè sBt.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì R2 èìååì äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, êàêàÿ èç ñòðîê u′ è s äëèííåå.

Åñëè |s| > |u′|, òî α = s′εBt, ãäå u
′s′ = s.

Âûñîòà äåðåâà ðàçáîðà y èç B ìåíüøå âûñîòû äåðåâà ðàçáîðà ux
èç A. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè y ∈ LG′(εB).

Ñëåäîâàòåëüíî, u′s′yt = syt = ux, è çíà÷èò s′yt = xn+1 . . . xm ∈
LG′(α), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Åñëè æå |s| < |u′|, òî α = vBt, ãäå sv = u′.

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè äëÿ íåòåðìè-
íàëîâ B è vB è ñòðîêè y, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ
ïðåôèêñîì y.

Òàê êàê â G íåò êîðîòêèõ ïðàâèë, òî ëèáî |y| > k − 1, ëèáî t = ε.

Åñëè t = ε, òî ux = sy, è ïîñêîëüêó sv = u′ ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì
ux, òî v ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì y.

Åñëè æå |y| = k − 1, òî è |sy| > k − 1. Ïîñêîëüêó u′ � ýòî ïðåôèêñ
ux = syt, è |u′| 6 k − 1, òî ñòðîêà u′ = sv ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì sy,
è ñëåäîâàòåëüíî v � ïðåôèêñ y.

Òàêèì îáðàçîì, y = vy′ äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè y′ ∈ Σ∗, è ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè y′ ∈ LG′(vB).

Ïîëó÷àåì u′y′t = u′syt = ux, è çíà÷èò y′t = xn+1 . . . xm ∈ LG′(α),
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò âêëþ÷åíèå Follow(uA) ⊆
Follow(A).
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Óòâåðæäåíèå 12. Åñëè y ∈ Follow(uA), òî y ∈ Follow(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ Follow(uA) ñóùåñòâóåò ïîääåðåâî uA
íåêîòîðîãî äåðåâà ðàçáîðà, çà êîòîðûì ñëåäóåò ñòðîêà y. Äîêàçàòåëüñòâî
òîãî, ÷òî y ∈ Follow(A) ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå ïîääåðåâà.

Áàçîâûé ñëó÷àé. Ïóñòü uA ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âñåãî äåðåâà ðàçáîðà, òî
åñòü uA = εS.

Â ýòîì ñëó÷àå y = ε, ïîñêîëüêó ñïðàâà îò âñåãî äåðåâà ðàçáîðà
ëèñòüåâ íåò. Òàêèì îáðàçîì, y = ε ∈ Follow(S).

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü vB � ðîäèòåëü uA â äåðåâå ðàçáîðà,
ïóñòü vB → γ � ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî, è çà ïîääåðåâîì vB
ñëåäóåò ñòðîêà y′.

Ãëóáèíà ïîääåðåâà ñ êîðíåì vB ìåíüøå ãëóáèíû ïîääåðåâà ñ êîð-
íåì uA, è òàê êàê y′ ∈ Follow(vB), òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ y′ ∈ Follow(B)

Ïîñêîëüêó γ ñîäåðæèò íåòåðìèíàë uA, ïðàâèëî vB → γ ëåæèò
ëèáî â R1, ëèáî â R2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðàâèëî vB → γ íàðàùèâàåò áóôåð, è ñëåäîâà-
òåëüíî B = A è u = va äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Σ. Ñîîòâåòñòâåííî,

vB→γ = vA → a vaA. Ïîýòîìó y
′ = y, è çíà÷èò y ∈ Follow(A).

Âî âòîðîì ñëó÷àå γ ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì u èç w1Aw2, ãäå B →
w1Aw2 � ïðàâèëî èñõîäíîé ãðàììàòèêè. Ïîýòîìó y = w2y

′. Òàê
êàê y′ ∈ Follow(B), òî ïî óòâåðæäåíèþ 5 w2y

′ = y ∈ Follow(A).

Ãðàììàòèêà G′ ëèíåéíà ïî ïîñòðîåíèþ è ïî óòâåðæäåíèÿì 9 è 11
L(G′) = LG′(εS) = LG(S) = L(G). Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî G′ ïðèíàäëå-
æèò êëàññó LL(1).

Óòâåðæäåíèå 13. Ãðàììàòèêà G′ ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(1).

Ðàññìîòðèì ëþáûå äâà ïðàâèëà uA → γ1 è uA → γ2 è ïîêàæåì,
åñëè ìíîæåñòâà First1(L(γ1)Follow(uA)) è First1(L(γ2)Follow(uA)) ïåðå-
ñåêàþòñÿ, òî γ1 = γ2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ |u| < k − 1 è |u| =
k − 1. Ïóñòü ñíà÷àëà |u| < k − 1.

Òîãäà êàæäîå èç ïðàâèë uA → γ1 è uA → γ2 ëåæèò â R1 èëè R3.
Ðàçáåð¼ì ñëó÷àè.

• Åñëè îáà ïðàâèëà ëåæàò â R3, òî γ1 = γ2 = ε.
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• Åñëè îáà ïðàâèëà ëåæàò â R1, òî γ1 = a uaA è γ2 = b ubA äëÿ
íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ a è b. Òîãäà First1(L(γ1)Follow(uA)) = {a}
è First1(L(γ2)Follow(uA)) = {b}, è î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïîñëåäíèå
ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ, òî γ1 = γ2

• Ïóñòü îäíî èç ïðàâèë ëåæèò â R1, à äðóãîå � â R3. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, γ1 = a uaA äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Σ, à γ2 = ε. Òîãäà ε ∈
LG′(uA), è u ∈ LG(A) ïî óòâåðæäåíèþ 9. Ïîñêîëüêó â G íåò êîðîò-
êèõ ïðàâèë, è |u| < k−1, òî Follow(A) = {ε}, à çíà÷èò Follow(uA) =
{ε} ïî óòâåðæäåíèþ 12. Òîãäà First1(L(γ2)Follow(uA)) = {ε}, è òàê
êàê First1(L(γ1)Follow(uA)) = {a}, òî ïîñëåäíèå ìíîæåñòâà ñíîâà
íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü |u| = k− 1. Òîãäà, êàæäîå èç ïðàâèë uA → γ1, uA → γ2

ëåæèò â R2 èëè â R3. Ñíîâà ðàçáåð¼ì ñëó÷àè.

• Åñëè îáà ïðàâèëà ëåæàò â R3, òî γ1 = γ2 = ε.

• Ïóñòü, ñêàæåì, uA → γ1, ëåæèò â R2 è ïîëó÷åíî èç ïðàâè-
ëà A → α, à uA → γ2 ëåæèò â R3. Òîãäà γ2 = ε, è çíà÷èò,
âî-ïåðâûõ, u ∈ LG(A), è âî-âòîðûõ, First1(LG′(γ2)Follow(uA)) =
First1(Follow(uA)).

Ïðåäïîëîæèì, γ1 çàäà¼ò ïóñòóþ ñòðîêó. Òîãäà α çàäà¼ò u ïî óòâåð-
æäåíèþ 10. Ïî îïðåäåëåíèþ R2 èìååì (A → α) = T (A, ua) äëÿ
íåêîòîðîãî a ∈ Σ, è ïîýòîìó Follow(A) 6= {ε}. Òîãäà α = u ïî
óòâåðæäåíèþ 8, è òàê êàê γ1 ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì u èç α, òî
γ1 = ε = γ2.

Ïóñòü òåïåðü γ1 íå çàäà¼ò ïóñòîé ñòðîêè, è òåì ñàìûì
First1(LG′(γ1)Follow(uA)) = First1(LG′(γ1)).

Òî, ÷òî ε /∈ First1(LG′(γ1)) óæå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïóñòü c ∈
First1(LG′(γ1)), ãäå c ∈ Σ. Òîãäà T (A, uc) = (A→ α).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c ∈ First1(LG′(γ2)Follow(uA)) =
First1(Follow(uA)) Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 12 ñëåäóåò, ÷òî
c ∈ First1(Follow(A)). Ðàññìîòðèì äåðåâî ðàçáîðà ñ ïîääåðå-
âîì A, çà êîòîðûì ñëåäóåò ñòðîêà, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ñèìâîëà
c.

Òàê êàê u ∈ LG(A), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïîääåðåâî çàäà¼ò
ñòðîêó u, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 7.

Òàê êàê |u| = k−1 è Follow(A) 6= {ε}, òî èç óòâåðæäåíèÿ 8 ñëåäóåò,
÷òî A çàäà¼ò u ïî ïðàâèëó A→ u.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ LL(k)-òàáëèöû èìååì T (A, uc) = (A → u).
Ïîýòîìó α = u, è ñíîâà γ1 = ε = γ2.
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Ðèñ. 7: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî G′ ïðèíàäëåæèò êëàññó
LL(1)

• Ïóñòü òåïåðü îáà ïðàâèëà uA → γ1 è uA → γ2 ëåæàò â R2 è ïîëó-
÷åíû èç ïðàâèë A→ α1 è A→ α2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü x ∈ First1(L(γ1)Follow(uA)) ∩ First1(L(γ2)Follow(uA)), ãäå
x ∈ Σ èëè x = ε.

Èç óòâåðæäåíèé 10 è 12 ïîëó÷àåì ux ∈ Firstk(L(α1)Follow(A)) ∩
Firstk(L(α2)Follow(A)).

Òîãäà, òàê êàê G ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k), òî α1 = α2, è çíà÷èò
ñíîâà èìååì γ1 = γ2.

Ïîñòðîåíèÿ â óòâåðæäåíèÿõ 1 è 3 ïðèâîäÿò ê óâåëè÷åíèþ êîëè÷å-
ñòâà íåòåðìèíàëîâ â |Σ6k−1| ðàç, à ïîñòðîåíèå ëåììû 2 íå ìåíÿåò ÷èñëà
íåòåðìèíàëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòå óïîìÿíóòûå ëåììû âëåêóò çàÿâëåííûé ðå-
çóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîé ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêè G = (Σ, N,R, S)
ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ LL(1) ãðàììàòèêà ñ |N | · |Σ6k−1|2 íåòåðìèíàëü-
íûìè ñèìâîëàìè, êîòîðàÿ çàäà¼ò òîò æå ÿçûê.

6 Íèæíÿÿ îöåíêà

Ðàíåå ïîêàçûâàëîñü, êàê ïî ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêå G ñ ìíîæåñòâîì
íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ N ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ LL(1) ãðàììàòèêó ñ
|N | · |Σ6k−1|2 íåòåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè, çàäàþùóþ òîò æå ÿçûê.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðèâåä¼ííîå ïîñòðîåíèå áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó, è â
õóäøåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïî÷òè ñòîëüêî æå íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êàæäûõ íàòóðàëüíûõ m > 3, k > 4 è n > 1 ñóùåñòâó-

åò ÿçûê íàä m-ñèìâîëüíûì àëôàâèòîì, çàäàâàåìûé ëèíåéíîé LL(k)
ãðàììàòèêîé G ñ n íåòåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè, òàêîé ÷òî êàæäàÿ

ëèíåéíàÿ LL(1) ãðàììàòèêà, çàäàþùàÿ òîò æå ÿçûê, èìååò íå ìåíåå

n · (m− 1)2k−3−dlogm−1 ke íåòåðìèíàëîâ.
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Ëèíåéíàÿ LL(k) ãðàììàòèêà G, çàäàþùàÿ èñêîìûé ÿçûê áóäåò îïðå-
äåëåíà íàä m-ñèìâîëüíûì àëôàâèòîì Σ ∪ {#}, ãäå # � ñïåöèàëüíûé
ñèìâîë, íå ëåæàùèé â Σ.

Ãðàììàòèêà áóäåò ñîäåðæàòü ïðàâèëà âèäà A → xAf(x), ãäå x ∈
Σk−1#, à f : Σk−1# → Σ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäå-
ëåíà ïîçæå, à òàêæå ïðàâèëà A→ ε.

Ôóíêöèÿ f áóäåò óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëþáîìó ñèíòàêñè÷å-
ñêîìó àíàëèçàòîðó äëÿ ëèíåéíîé LL(1) ãðàììàòèêè, çàäàþùåé òîò æå
ÿçûê, ÷òî è G, áûëî íåîáõîäèìî õðàíèòü ìíîãî èíôîðìàöèè â ñâî¼ì
ñòåêå.

Ïóñòü 1 6 C 6 k − 1 � ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà.
Ðàññìîòðèì ìîìåíò, êîãäà LL(1) àíàëèçàòîð ïðî÷¼ë ïåðâûå k − C

ñèìâîëîâ c1 . . . ck−C î÷åðåäíîãî áëîêà x ∈ Σk−1# âõîäíîé ñòðîêè, è äî
êîíöà áëîêà åìó îñòàëîñü ïðî÷åñòü åù¼ C ñèìâîëîâ dk−C+1 . . . dk−1#.

×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå f(x) ïîñëå ïðî÷òåíèÿ áëîêà x, â óêàçàí-
íûé ìîìåíò LL(1) àíàëèçàòîðó íåîáõîäèìî ïîìíèòü ïðîåêöèþ ôóíêöèè
f íà ñâîè ïîñëåäíèå C àðãóìåíòîâ dk−C+1 . . . dk−1#

Îáîçíà÷èì ïîñëåäíþþ ïðîåêöèþ çà g, òî åñòü g(dk−C+1 . . . dk−1#) =
f(c1 . . . ck−Cdk−C+1 . . . dk−1#).

Ïîñòàðàåìñÿ âûáðàòü ôóíêöèþ f è êîíñòàíòó C òàê, ÷òîáû êîëè÷å-
ñòâî âîçìîæíûõ å¼ âîçìîæíûõ ïðîåêöèé g : ΣC−1#→ Σ áûëî êàê ìîæíî
á�îëüøèì

Ëåììà 4. Äëÿ C = dlog|Σ| ke + 1 ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ

f : Σk−1#→ Σ, äëÿ êîòîðîé âñå ïðîåêöèè gs, ïîëó÷àåìûå ïîäñòàíîâêîé
íà ìåñòî ïåðâûõ k−C àðãóìåíòîâ f ñèìâîëîâ s (òî åñòü gs(t) = f(st)),
ãäå s ∈ Σk−C , ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî ñóùåñòâóåò |Σ||Σ|C−1
âîçìîæíûõ ôóíêöèé

g : ΣC−1#→ Σ.
×òîáû ðàçëè÷íûì ñòðîêàì s ∈ |Σ|k−C ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðàç-

ëè÷íûå ôóíêöèè gs, êîëè÷åñòâî ñòðîê íå äîëæíî ïðåâûøàòü êîëè÷åñòâî
âîçìîæíûõ ôóíêöèé.

|Σ|k−C 6 |Σ||Σ|C−1

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê C = dlog|Σ|ek + 1 âëå÷¼ò k − C 6

|Σ|C−1.
Òîãäà ñòðîêè s ∈ Σk−C âîçìîæíî èíúåêòèâíî îòîáðàçèòü â ôóíêöèè

gs : ΣC−1# → Σ, è èñêîìàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ êàê f(st) = gs(t),
äëÿ âñåõ s ∈ Σk−C è t ∈ ΣC−1#.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ f íå ñþðú-
åêòèâíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ {a1, . . . , ar} ⊂ Σ, ãäå
r > 1, òàêîå ÷òî íè îäíà èç ñòðîê Σk−1# íå îòîáðàæàåòñÿ f íè â îäèí
èç ýòèõ ñèìâîëîâ.
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Ðàññìîòðèì ïðîîáðàç f−1(b) êàæäîãî ñèìâîëà b ∈ Σ. Ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí ïðîîáðàç f−1(b) ñîäåðæèò íå ìåíåå |Σ
k−1#|
|Σ| > |Σ| > r ñòðîê.

Ïóñòü x1, . . . , xr � ëþáûå r ðàçëè÷íûõ ñòðîê èç f−1(b). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ f ′ : Σk−1# → Σ îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x 6=
x1, . . . , xr, òî f

′(x) = f(x), è f(xj) = aj .
Êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ôóíêöèÿ f ′ ñþðúåêòèâíà: äëÿ ñèìâîëîâ

a ∈ Σ \ {a1, . . . , ar, b} èìååì f ′−1(a) = f−1(a) 6= ∅, f ′−1(b) = f−1(b) \
{x1, . . . , xr} 6= ∅ è f ′−1(aj) = xj .

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ïðîåêöèè g′s(t) = f ′(st) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ðàñ-
ñìîòðèì ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ñòðîêè s1, s2 ∈ Σk−C . Ïî ïîñòðîåíèþ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèé gs1 è gs2 ðàçëè÷àþòñÿ íà íåêîòîðîé ñòðîêå t è, ñîîò-
âåòñòâåííî, èìååì òðè ñëó÷àÿ:

1. Íè îäíà èç ñòðîê s1t è s2t íå ñîâïàäàåò ñ êàêîé-òî èç x1, . . . , xr.
Òîãäà g′s1(t) = f ′(s1t) = f(s1t) = gs1(t) è g′s2(t) = f ′(s2t) = f(s2t) =
gs2(t), çíà÷èò g′s1(t) 6= g′s2(t).

2. Òîëüêî îäíà èç ñòðîê s1t, s2t, ñêàæåì s1t, ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé
ñòðîêîé xj . Òîãäà f

′(s1t) = aj è f
′(s2t) = f(s2t). Òàê êàê f(s2t) /∈

{a1, . . . , ar}, òî f ′(s1t) 6= f ′(s2t) è çíà÷èò g′s1(t) 6= g′s2(t).

3. Ïóñòü s1t = xi è s2t = xj äëÿ íåêîòîðûõ i, j ∈ {1, . . . , r}. Òàê êàê
ñòðîêè s1t and s2t ðàçëè÷íû, òî xi 6= xj , è çíà÷èò f ′(s1t) = ai 6=
aj = f ′(s2t).

Ïóñòü äàëåå f � íåêàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ èç ëåììû 4. Çàÿâëåí-
íàÿ ãðàììàòèêà G = (Σ ∪ {#}, N,R, S) èìååò ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ
N = {A1, . . . , An}, ãäå S = A1.

Êàæäûé íåòåðìèíàë Ai ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå áëîêàì x ∈ Σk−1# â
íà÷àëå ñòðîêè ñèìâîëû f(x) â êîíöå ñòðîêè.

Ai → xAif(x) (1 6 i 6 n, x ∈ Σk−1#)

Âíèçó äåðåâà ðàçáîðà åñòü äâå âîçìîæíîñòè. Âî-ïåðâûõ, íåòåðìèíàë ìî-
æåò çàäàâàòü ïóñòóþ ñòðîêó.

Ai → ε (1 6 i 6 n)

Òî, ÷òî áëîêè âèäà Σk−1# çàêîí÷èëèñü, LL(1) àíàëèçàòîð ñìîæåò ïîíÿòü
ëèøü ñïóñòÿ k ñèìâîëîâ, êîãäà â êîíöå î÷åðåäíîãî ïðåäïîëàãàåìîãî áëî-
êà íå îêàæåòñÿ ñèìâîëà #. Âî-âòîðûõ, ìîæåò áûòü ÿâíî âûïèñàí íîìåð
íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà.

Ai → b#i (1 6 i 6 n)
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Ïîñëåäíèå ïðàâèëà íóæíû, ÷òîáû íåòåðìèíàëû LL(1) ãðàììàòèêè òàê
èëè èíà÷å õðàíèëè èíôîðìàöèþ î íîìåðå i. Íàêîíåö, íîìåð íåòåðìè-
íàëüíîãî ñèìâîëà ìîæåò áûòü èçìåí¼í ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà

Ai → #Ai+1 (1 6 i < n)

Òàê îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ LL(k) ãðàììàòèêà G, çàÿâëåííàÿ â Òåî-
ðåìå 2.

Îïèøåì å¼ LL òàáëèöó. Ïóñòü Ai � íåòåðìèíàë íà âåðøèíå ñòåêà
LL(k) àíàëèçàòîðà.

• Åñëè àíàëèçàòîð âèäèò â íà÷àëå íåïðî÷ò¼ííîãî ñóôôèêñà ñòðîêè
#, òî îí ïîíèìàåò, ÷òî äîëæíî áûòü ïðèìåíåíî ïðàâèëî Ai →
#Ai+1, ïîýòîìó T (Ai,#w) = (Ai → #Ai+1) äëÿ âñåõ ñòðîê w ∈ (Σ∪
{#})∗, òàêèõ ÷òî #w ∈ Firstk(LG(Ai)Follow(Ai)) (äëÿ îñòàëüíûõ w
çíà÷åíèÿ T (Ai,#w) íå îïðåäåëåíû).

• Åñëè àíàëèçàòîð ïåðåä ñîáîé b#, òî îí ïîíèìàåò, ÷òî äîëæíî áûòü
ïðèìåíåíî ïðàâèëî Ai → b#i, ïîýòîìó T (Ai, b#

iw) = (Ai → b#i)
äëÿ âñåõ ñòðîê w ∈ Σ6k−i−1.

• Åñëè àíàëèçàòîð âèäèò ïåðåä ñîáîé áëîê x ∈ Σk−1#, òî íóæíîå
ïðàâèëî � Ai → xAif(x), è ïîýòîìó T (Ai, x) = (Ai → xAif(x))
äëÿ âñåõ x ∈ Σk−1#.

• Íàêîíåö, åñëè àíàëèçàòîð íå âèäèò âïåðåäè íè îäíîãî ñèìâîëà #,
òî íóæíîå ïðàâèëî Ai → ε, è òåì ñàìûì T (Ai, w) = (Ai → ε) äëÿ
âñåõ w ∈ Σ6k.

Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ LL(1) ãðàììàòèêà G′ = (Σ ∪
{#}, N ′, R′, S′), çàäàþùàÿ òîò æå ÿçûê, ÷òî è G, äîëæíà èìåòü ïî êðàé-
íåé ìåðå ñòîëüêî íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, ñêîëüêî óêàçàíî â òåîðåìå.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ñòðîêè èç ÿçûêà L(G) (ãðàì-
ìàòèêà G ïîðîæäàåò è äðóãèå ñòðîêè).

#i−1x1 . . . x`f(x`) . . . f(x1), ãäå i, ` > 1, x1, . . . , x` ∈ Σk−1#

#i−1x1 . . . x`b#
if(x`) . . . f(x1), ãäå i, ` > 1, x1, . . . , x` ∈ Σk−1#

Ðàññìîòðèì ïðåôèêñ ñòðîêè óêàçàííîãî âûøå âèäà.
Ïóñòü i ∈ {1, . . . , n}, x1, . . . , xk ∈ Σk−1#, è a1, . . . , ak−C ∈ Σ.
Ïîëîæèì

u = #i−1x1 . . . xka1 . . . ak−C

Òàê êàê â ñòðîêàõ èç L(G) ïîñëå ïðåôèêñà u ìîæåò èäòè ëþáîé ñèì-
âîë Σ, òî ïîñëå ïðî÷òåíèÿ LL(1) àíàëèçàòîðîì äëÿ G′ ñòðîêè u ñîäåð-
æèìîå åãî ñòåêà íà÷èíàåòñÿ ñ íåòåðìèíàëà, è çíà÷èò èìååò âèä Av, ãäå
A ∈ N ′, à v ∈ (Σ ∪ {#})∗.
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w2

...
x1
##i–1 f(xk+1) ... f(x3)

xk
#

Ðèñ. 8: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5

Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ìíîæåñòâà ñòðîê u óêàçàííîãî âèäà
ñîîòâåòñòâóþùèå íåòåðìèíàëû A íà âåðøèíå ñòåêà äîëæíû áûòü ïîïàð-
íî ðàçëè÷íû.

Ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî ñòðîêà v êîðîòêàÿ, è òàêèì îáðàçîì á�îëüøàÿ
÷àñòü èíôîðìàöèè, íàõîäÿùåéñÿ â ñòåêå àíàëèçàòîðà, çàêîäèðîâàíà â
íåòåðìèíàëå A.

Ëåììà 5. Ïóñòü ëèíåéíàÿ LL(1) ãðàììàòèêà G′ = (Σ∪{#}, N ′, R′, S′)
çàäà¼ò ÿçûê L(G), è ïóñòü â ñòåêå ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà äëÿ

G′ ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ñòðîêè âèäà u = #i−1x1 . . . xka1 . . . ak−C , ãäå i ∈
{1, . . . , n}, x1, . . . , xk ∈ Σk−1#, è a1, . . . , ak−C ∈ Σ, íàõîäèòñÿ Av. Òîãäà
|v| 6 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ak−C+1, . . . , ak−1 ∈ Σ ëþáûå ñèìâîëû. Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùèå äâà áëîêà èç Σk−1#.

xk+1 = a1 . . . ak−1#

xk+2 = f(xk+1)f(xk) . . . f(x3)#

Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëî xk+2 âûãëÿäèò òàê, áóäòî â èñõîäíîé ãðàììàòèêå
áûëî ïðèìåíåíî ïðàâèëî Ai → ε.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå ñòðîêè, ïîëó÷àþùèåñÿ äîïèñûâàíèåì â
êîíåö u ñíà÷àëà, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîãî áëîêà xk+1 è äâóõ áëîêîâ xk+1

è xk+2, à çàòåì � îáðàçîâ âñåõ áëîêîâ ïîä äåéñòâèåì f (ñì. ðèñóíîê 8).

w1 = #i−1x1 . . . xkxk+1f(xk+1)f(xk) . . . f(x3)f(x2)f(x1)

w2 = #i−1x1 . . . xkxk+1xk+2f(xk+2)f(xk+1)f(xk) . . . f(x3)f(x2)f(x1)

Îáå ñòðîêè íà÷èíàþòñÿ ñ u, ëåæàò â L(G) è èìåþò îáùèé ïðåôèêñ

w = #i−1x1 . . . xkxk+1f(xk+1)f(xk) . . . f(x4)f(x3)

Òàê êàê ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñòðîêè èç L(G), à èìåííî, w1 è w2, íà-
÷èíàþòñÿ ñ w, òî â ñòåêå LL(1) àíàëèçàòîðà ïîñëå ïðî÷òåíèÿ w åñòü
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Ðèñ. 9: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6

íåòåðìèíàë, òî åñòü òàì ëåæèò ñòðîêà âèäà sA′v′, ãäå v′ çàêàí÷èâàåòñÿ
íà v.

Òîãäà ñóôôèêñ f(x2)f(x1) ñòðîêè w1 äîëæåí ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå
syv′, ãäå y ∈ LG′(A

′).
Çíà÷èò |s|+ |v′| 6 2, è òàê êàê v � ñóôôèêñ v′, òî ïîëó÷àåì |v| 6 2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå ðàçëè÷íûå ñòðîêè òîãî æå âèäà, ÷òî è ñòðîêà
u èç ëåììû 5

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ýòè ñòðîêè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ, òî è íåòåð-
ìèíàëû, íàõîäÿùèåñÿ íà âåðøèíå ñòåêà àíàëèçàòîðà ïîñëå ïðî÷òåíèÿ
èì ýòèõ ñòðîê, äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû.

Ëåììà 6. Ïóñòü G′ = (Σ ∪ {#}, N ′, R′, S′) � ëèíåéíàÿ LL(1) ãðàììà-

òèêà, çàäàþùàÿ ÿçûê L(G). Ðàññìîòðèì äâå ñòðîêè ñëåäóþùåãî âèäà.

u1 = #i−1x1 . . . xka1 . . . ak−C (Ai ∈ N, x1, . . . , xk ∈ Σk−1#, a1, . . . , ak−C ∈ Σ)

u2 = #j−1y1 . . . ykb1 . . . bk−C (Aj ∈ N, y1, . . . , yk ∈ Σk−1#, b1, . . . , bk−C ∈ Σ)

Ïóñòü ëèáî i 6= j, ëèáî f(x3) . . . f(xk) 6= f(y3) . . . f(yk), ëèáî

a1 . . . ak−C 6= b1 . . . bk−C , è ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ñòðîê u1 è u2 íà â ñòåêå

àíàëèçàòîðà ëåæàò ñòðîêè Av è Bv′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà A 6= B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = B, è çíà÷èò ïîñëå ïðî÷òåíèÿ
u1 è u2 â ñòåêå ëåæèò Av è Av

′ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëîæèì ã = a1 . . . ak−C è b̃ = b1 . . . bk−C � ïîñëåäíèå íåçàâåðøåííûå

áëîêè ñòðîê u1 è u2.
Åñëè ã 6= b̃, òî ïî ïîñòðîåíèþ f áëîêè ã è b̃ ìîæíî ïðîäîëæèòü

íåêîòîðîé ñòðîêîé z = dk−C+1 . . . dk−1# äëèíû C, ãäå dk−C+1, . . . , dk−1 ∈
Σ, òàê ÷òî f(ãz) 6= f (̃bz).
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Åñëè æå ã = b̃, òî ïðîäîëæèì áëîêè ã è b̃ ëþáîé ñòðîêîé z =
dk−C+1 . . . dk−1#, ãäå dk−C+1, . . . , dk−1 ∈ Σ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå ñòðîêè èç L(G).

u1zf(ãz)f(xk) . . . f(x1)

u1zb#
if(ãz)f(xk) . . . f(x1)

Òàê êàê ïîñëå ïðî÷òåíèÿ àíàëèçàòîðîì èõ îáùåãî ïðåôèêñà u1, â ñòåêå
ëåæèò Av, òî îáà îñòàâøèõñÿ ñóôôèêñà äîëæíû ëåæàòü â LG′(Av) (ñì.
ðèñóíîê 9).

Òîãäà ïðåôèêñû ýòèõ ñóôôèêñîâ, ñîäåðæàùèå âñå ñèìâîëû, êðîìå
ïîñëåäíèõ |v|, ëåæàò â LG′(A). Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèå ñòðîêè çà w1 è w2

ñîîòâåòñòâåííî.

w1 = zf(ãz)f(xk) . . . f(x|v|+1)

w2 = zb#if(ãz)f(xk) . . . f(x|v|+1)

(çàìåòèì, ÷òî |v| 6 2 ïî ëåììå 5 ).
Ïî óñëîâèþ ëåììû, u1 è u2 äîëæíû ðàçëè÷àòüñÿ ëèáî â êîëè÷åñòâå

çíàêîâ # â íà÷àëå (i 6= j), ëèáî â êàêîì-òî èç îáðàçîâ ïîñëåäíèõ k − 2
çàâåðøåííûõ áëîêîâ (f(x3) . . . f(xk) 6= f(y3) . . . f(yk)), ëèáî â êàêîì-òî
èç ñèìâîëîâ ïîñëåäíåãî íåçàâåðøåííîãî áëîêà (ã 6= b̃). Ñîîòâåòñòâåííî,
íóæíî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ.

• Ïóñòü i 6= j. Òàê êàê â ñòåêå àíàëèçàòîðà ïîñëå ïðî÷òåíèÿ èì u2

ëåæèò ñòðîêà Av′, òî ñòðîêà u2w2v
′ äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ÿçûêó

L(G).

u2w2v
′ = #j−1y1 . . . yk b̃zb#

if(ãz)f(xk) . . . f(x|v|+1)v′

Ïðåäïîëàãàåìîå äåðåâî ðàçáîðà u2w2v
′ íåñëîæíî âîññòàíîâèòü,

ïîëüçóÿñü LL(k) òàáëèöåé G: ñíà÷àëà ïðèìåíÿåòñÿ j − 1 ïðàâèë
A1 → #A2, . . . , Aj−1 → #Aj , óâåëè÷èâàþùèõ íîìåð íåòåðìèíà-
ëà, çàòåì k + 1 ïðàâèë Aj → y1Ajf(y1), . . . , Aj → ykAjf(yk), Aj →
b̃zAjf (̃bz), ñîïîñòàâëÿþùèõ áëîêàì y1, . . . , yk, b̃z ∈ Σk−1# ñèìâîëû

f(y1), . . . , f(yk), f (̃bz), è, íàêîíåö, ïðàâèëî Aj → b#j .

Òàêèì îáðàçîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ i = j, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäå-
ëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

• Â ñëó÷àå, êîãäà f(x3) . . . f(xk) 6= f(y3) . . . f(yk), àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ïóíêòó ïîëó÷àåì, ÷òî ñòðîêà u2w1v

′ ëåæèò â L(G).

u2w1v
′ = #j−1y1 . . . ykb1 . . . bk−Czf(ãz)f(xk) . . . f(x|v|+1)v′

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæíî ÿâíî ðàññìîòðåòü ïðåäïî-
ëàãàåìîå äåðåâî ðàçáîðà u2w1v

′ è ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì,
÷òîf(x3) . . . f(xk) 6= f(y3) . . . f(yk),
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• Ïóñòü ã 6= b̃. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
ñòðîêà u2w1v

′ ëåæèò â L(G), íî ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî âûáîðó z
èìååì f(ãz) 6= f (̃bz), è ìîæíî ñíîâà ðàññìîòðåòü ïðåäïîëàãàåìîå
äåðåâî ðàçáîðà u2w1v

′ è ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òåîðåìû 2. Ïóñòü i ∈ {1, . . . , n}, d3, . . . , dk ∈ Σ, a1, . . . , ak−C ∈ Σ. Òàê
êàê f ñþðúåêòèâíà, ñóùåñòâóþò ñòðîêè x1, . . . , xk ∈ Σk−1#, òàêèå ÷òî
f(xj) = dj äëÿ âñåõ j ∈ {3, . . . , n}.

Îïðåäåëèì ñòðîêè ui;d3,...,dk;a1,...,ak−C
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ui;d3,...,dk;a1,...,ak−C
= #i−1x1 . . . xka1 . . . ak−C

Ïî ëåììå 6, ïîñëå ïðî÷òåíèÿ LL(1) àíàëèçàòîðîì ðàçëè÷íûõ ñòðîê
óêàçàííîãî âèäà, íà âåðøèíå åãî ñòåêà äîëæíû íàõîäèòüñÿ ðàçëè÷íûå
íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàììàòèêå G′ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå íåòåð-
ìèíàëîâ, ÷åì ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñòðîê ui;d3,...,dk;a1,...,ak−C

, òî åñòü
|N ′| > n · (m− 1)2k−C−2, êàê è çàÿâëåíî.

7 Êîíúþíêòèâíûå ëèíåéíûå LL(k) ãðàììàòèêè

ßçûêè, çàäàâàåìûå íåòåðìèíàëàìè ôîðìàëüíîé ãðàììàòèêè, ìîæíî
îïðåäåëÿòü êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ÿçûêîâûõ óðàâíåíèé.

Òàê, êàæäîå ïðàâèëî A → uBv îçíà÷àåò, ÷òî L(A) ⊇ L(uBv), è
åñëè A → u1B1v1, . . . , A → ukBkvk � âñå ïðàâèëà äëÿ íåòåðìèíàëà
A, òî ÿçûê, çàäàâàåìûé A, îïðåäåëÿåòñÿ êàê L(A) = L(u1B1v1) ∪ · · · ∪
L(ukBkvk).

Ïåðåìåííûìè â òàêèõ óðàâíåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ÿçûêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
íåòåðìèíàëàì ãðàììàòèêè, à òàêæå êîíñòàíòíûå ÿçûêè {s}, s ∈ Σ∗, à
äîïóñòèìûìè îïåðàöèÿìè � êîíêàòåíàöèÿ è îáúåäèíåíèå.

Êîíúþíêòèâíûå ãðàììàòèêè îáîáùàþò îáû÷íûå ãðàììàòèêè ïóò¼ì
äîáàâëåíèÿ îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ. Ïðàâèëà êîíúþíêòèâíîé ãðàììàòè-
êè èìåþò âèä A → u1B1v1 & . . . &ukBkvk è îçíà÷àþò, ÷òî L(A) ⊇
L(u1B1v1) ∩ · · · ∩ L(ukBkvk). Êàê è ïðåæäå, åñëè A → γ1, . . . , A → γk
� âñå ïðàâèëà äëÿ íåòåðìèíàëà A, òî ÿçûê, çàäàâàåìûé A, îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê L(A) = L(γ1) ∪ · · · ∪ L(γk).

Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8. Êîíúþíêòèâíîé ëèíåéíîé (ôîðìàëüíîé) ãðàì-

ìàòèêîé íàçûâàåòñÿ ÷åòâ¼ðêà G = (Σ, N,R, S), ñîñòîÿùàÿ èç ñëåäó-

þùèõ êîìïîíåíòîâ:

1. Σ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íàçûâàåìîå àëôàâèòîì.
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2. N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ. Êàæäûé íåòåðìèíàë

îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ñâîéñòâî, êîòîðûì ñòðîêà èç Σ∗ ìîæåò

îáëàäàòü èëè íå îáëàäàòü.

3. R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðàâèë ãðàììàòèêè, êàæ-

äîå èç êîòîðûõ îïèñûâàåò âîçìîæíóþ ñòðóêòóðó ñòðîê

ñî ñâîéñòâîì A ∈ N . Êàæäîå ïðàâèëî èìååò âèä

A → u1B1v1 & u2B2v2 & · · · & urBrvr, ãäå B1, . . . , Br ∈ N �

íåòåðìèíàëû, à u1, v1, . . . , ur, vr ∈ Σ∗ � ñòðîêè èëè âèä A → x,
ãäå x ∈ Σ∗. Ñòðîêè âèäà uBv, âõîäÿùèå â ïðàâèëà, íàçûâàþòñÿ

êîíúþíêòàìè.

Íàëè÷èå ïðàâèëà A→ u1B1v1 & u2B2v2 & · · · & urBrvr îçíà÷àåò,
÷òî åñëè ñòðîêó w ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíêàòåíàöèè w =
uisivi, ãäå si îáëàäàåò ñâîéñòâîì Bi, äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r, òî
ñòðîêà w îáëàäàåò ñâîéñòâîì A. Ïðàâèëà âèäà A→ x, ãäå x ∈ Σ∗,
êàê è ñòîèò îæèäàòü, îçíà÷àþò, ÷òî x îáëàäàåò ñâîéñòâîì A.

4. S ∈ N � âûäåëåííûé íà÷àëüíûé íåòåðìèíàë.

Ñòîëü æå âàæíûì, ñêîëü è â íåêîíúþíêòèâíîì ñëó÷àå, ÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå äåðåâà ðàçáîðà. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî äåðåâüÿ ðàçáîðà êîíúþíêòèâ-
íîé ãðàììàòèêè ïîëó÷àþòñÿ ñêëåèâàíèåì íåêîòîðûõ ëèñòüåâ óïîðÿäî-
÷åííîãî êîðíåâîãî äåðåâà, è òåì ñàìûì ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ãðàôû, â
ñòðîãîì ñìûñëå äåðåâüÿìè íå ÿâëÿþùèåñÿ. Îäíàêî ìû âñ¼ ðàâíî áóäåì
íàçûâàòü èõ äåðåâüÿìè, èõ ñàìûå íèæíèå âåðøèíû � ëèñòüÿìè, à òàêæå
èñïîëüçîâàòü è äðóãóþ ¾äðåâåñíóþ¿ òåðìèíîëîãèþ.

Îïðåäåëåíèå 9. Äåðåâüÿ ðàçáîðà êîíúþíêòèâíîé ãðàììàòèêè ïðîùå

âñåãî îïðåäåëèòü èíäóêòèâíî. Êàæäîìó ïðàâèëó âèäà A → w, w ∈ Σ∗

ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà w èç A âûñîòû 1, òàêîå æå, êàê è â

íåêîíúþíêòèâíîì ñëó÷àå: âåðøèíà, ïîìå÷åííàÿ A, ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, è

îò íå¼ îòõîäÿò ëèñòüÿ, îáðàçóþùèå ñòðîêó w.
Ïóñòü òåïåðü â G åñòü ïðàâèëî A→ u1B1v1 & · · · &urBrvr, íåòåð-

ìèíàëû B1, . . . , Br çàäàþò ñòðîêè s1, . . . , sr, è ñîîòâåòñòâóþùèå äå-

ðåâüÿ ðàçáîðà èìåþò âûñîòó íå áîëåå n − 1, ïðè÷¼ì u1s1v1 = · · · =
ursrvr = w. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A çàäà¼ò w ïî ïðàâèëó A →
u1B1v1 & · · · &ukBkvk, è ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî ðàçáîðà èìååò âûñî-

òó n è ïîëó÷àåòñÿ èç äåðåâüåâ ðàçáîðà sj èç Bj ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Êàæäîìó äåðåâó ðàçáîðà sj èç Bj ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ¾äå-

ðåâî ðàçáîðà¿ w èç A ïî ¾ïðàâèëó¿ A → ujBjvj, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 10. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëà A → ujBjvj â ãðàììàòèêå

íåò, ïîýòîìó äàííîå äåðåâî ðàçáîðà ñóãóáî ïðîìåæóòî÷íîå è íå

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì äåðåâîì ðàçáîðà w èç A.
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Ðèñ. 10: Ïðîìåæóòî÷íûå äåðåâüÿ ðàçáîðà

2. Êîðíè è ëèñòüÿ âñåõ ýòèõ äåðåâüåâ ñêëåèâàþòñÿ, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 11. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî, A çàäà¼ò w ïî âñåì

êîíúþíêòàì ujBjvj ñðàçó.

ßçûê çàäàâàåìûé íåòåðìèíàëîì A îáîçíà÷àåòñÿ L(A) è îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê w, çàäàâàåìûõ A çà íåêîòîðîå ÷èñëî

øàãîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿ ðàçáîðà íàçûâàþòñÿ äåðåâüÿìè ðàç-

áîðà w èç A.
ßçûê çàäàâàåìûé ãðàììàòèêîé îáîçíà÷àåòñÿ LG è îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ÿçûê, çàäàâàåìûé å¼ íà÷àëüíûì íåòåðìèíàëîì S.
ßçûê, çàäàâàåìûé êîíúþíêöèåé ϕ = α1 & . . . &αr, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L(ϕ) = L(α1) ∩ · · · ∩ L(αr).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü G = (Σ, N,R, S) � êîíúþíêòèâíàÿ ôîðìàëü-

íàÿ ãðàììàòèêà.

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå äåðåâî ðàçáîðà G è ïîääåðåâî â í¼ì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêà y ∈ Σ∗ ñëåäóåò çà ýòèì ïîääåðåâîì,

åñëè âñå ëèñòüÿ ñïðàâà îò ïîääåðåâà îáðàçóþò ñòðîêó y, êàê íà ðèñóí-
êå 1(â ñåðåäèíå).

Òàê æå, êàê è â íåêîíúþíêòèâíîì ñëó÷àå, îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ LL(k).

Îïðåäåëåíèå 11. LL(k)-òàáëèöåé äëÿ êîíúþíêòèâíîé ãðàììàòèêè

G = (Σ, N,R, S) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ T : N ×
Σ6k → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ. T (A, x) = (A → α),
ãäå A ∈ N, x ∈ Σ6k, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîääåðå-

âî íåêîòîðîãî äåðåâà ðàçáîðà, ïîìå÷åííîå íåòåðìèíàëîì A, òàêîå ÷òî
ïåðâûå k ëèñòüåâ âñåãî äåðåâà, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ëåâîãî ëèñòà ïîääåðåâà,
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Ðèñ. 11: Äåðåâî ðàçáîðà w èç A

îáðàçóþò ñòðîêó x, è ê êîðíþ ïîääåðåâà ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî A→ α,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1(ñïðàâà).

Åñëè äëÿ ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò LL(k)-òàáëèöà, òî ãîâîðÿò,

÷òî G ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k).

Èçâåñòíî, ÷òî âûðàçèòåëüíûå ñïîñîáíîñòè êîíúþíêòèâíûõ LL-
ëèíåéíûõ ãðàììàòèê ñèëüíî îãðàíè÷åíû: êàê óñòàíîâëåíî Îõîòèíûì [],
îíè íå ìîãóò çàäàòü íèêàêîé ÿçûê âèäà L · {a, b}, ãäå L � íåðåãóëÿðíûé.
Ïîýòîìó ñëåäóþùèé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî ÿçûêà, çàäàâàåìîãî òàêèìè
ãðàììàòèêàìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåáåçûíòåðåñíûì.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü Σ = {a, b, c,#}, è ïóñòü h : Σ∗ → {a, b}∗ � ãîìîìîð-

ôèçì, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèÿìè h(a) = aa, h(#) = ab, h(c) = ba,
h(b) = bb. Òîãäà ñëåäóþùàÿ êîíúþíêòèâíàÿ LL(1)-ëèíåéíàÿ ãðàììà-

òèêà çàäà¼ò ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñòðîê wi, ãäå w0 = c, wi+1 =
h(wR

i )#wi.

S → X&R | c
X → h(s)Xs (s ∈ Σ)

X → #

R→ aR | bR | #S

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ
êîíúþíêòèâíûõ ãðàììàòèê âåðåí àíàëîã òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîé êîíúþíêòèâíîé ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêè
G = (Σ, N,R, S) ñóùåñòâóåò êîíúþíêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ LL(1) ãðàììà-

òèêà, êîòîðàÿ çàäà¼ò òîò æå ÿçûê.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò àíàëî-
ãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåêîíúþíêòèâíîãî ñëó÷àÿ, è ïîýòîìó íåêî-
òîðûå äåòàëè áóäóò îïóñêàòüñÿ. ×èòàòåëü áåç òðóäà ñìîæåò èõ âîññòà-
íîâèòü, îáðàòèâøèñü ê ñîîòâåòñòâóþùèì ìåñòàì äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 1.

Ñïåðâà èç ãðàììàòèêè G óäàëÿþòñÿ ¾êîðîòêèå ïðàâèëà¿, çàòåì óäà-
ëÿþòñÿ ïðàâèëà âèäà A→ B è, íàêîíåö, ãðàììàòèêà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
LL(1) ñ ïîìîùüþ ïðèêðåïëåíèÿ ê êàæäîìó íåòåðìèíàëó ñïåöèàëüíîãî
áóôåðà.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êîíúþíêòèâíûõ ãðàììàòèê íå âåðåí àíà-
ëîã ôàêòà 1, ïîýòîìó ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó LL(k) áóäåò ïðîâåðÿòü-
ñÿ íàïðÿìóþ ïî îïðåäåëåíèþ, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìíîæåñòâ Firstk(A) è
Follow(A) íåòåðìèíàëîâ A ∈ N .

8 Êîíúþíêòèâíûå ãðàììàòèêè: óñòðàíåíèå ¾êî-
ðîòêèõ¿ ïðàâèë

Îïðåäåëåíèå 12. Êîðîòêèì ïðàâèëîì áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëî âè-

äà A→ w, òàêîå ÷òî w ∈ Σ∗, |w| < k − 1 è ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà

ñ ïîääåðåâîì A, çà êîòîðûì ñëåäóåò íåêàÿ íåïóñòàÿ ñòðîêà, êàê ïîêà-

çàíî íà ðèñóíêå 2 (ñïðàâà).

Ëåììà 7. Äëÿ êàæäîé êîíúþíêòèâíîé ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêè
G = (Σ, N,R, S) ñóùåñòâóåò êîíúþíêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ LL(k) ãðàììà-
òèêà G′ áåç êîðîòêèõ ïðàâèë, çàäàþùàÿ òîò æå ÿçûê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ëåììå 1, íåòåðìèíàëû ãðàììàòèêè G′ =
(Σ, N ′, R′, Sε) èìåþò âèä Au, ãäå A ∈ N è u ∈ Σ6k−1.

Äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà Au è äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà A →
γ1 & . . . & γr ∈ R, â íîâîé ãðàììàòèêå áóäåò ïðàâèëî Au → α1 & . . . &αr,
ãäå êàæäûé êîíúþíêò αj ïîëó÷àåòñÿ èç êîíúþíêòà γj ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Ïóñòü γj = w1Bw2. Îáîçíà÷èì çà s ïåðâûå k − 1 ñèìâîëîâ ñòðîêè
w2u, à çà t � îñòàâøèéñÿ ñóôôèêñ w2u, òàê ÷òî s = Firstk−1(w2u) è
st = w2u. Òîãäà ïîëîæèì αj = w1Bst.

Äëÿ ïðàâèë âèäà A → x, ãäå x ∈ Σ∗, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà äëÿ
íåòåðìèíàëîâ Au íîâîé ãðàììàòèêè ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî ïðèïèñûâàíèåì
ñòðîêè u â êîíåö.

Au → xu

Çàìåòèì, ÷òî ïî êàæäîìó ïðàâèëó Au → α1 & . . . &αk íîâîé ãðàììà-
òèêè âñåãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïðàâèëî A → γ1 & . . . & γk
èñõîäíîé ãðàììàòèêè, èç êîòîðîãî îíî ïîëó÷åíî: åñëè αj ∈ Σ∗, òî γj
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ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì ó αj ñóôôèêñà u, à åñëè αj = w1Bst, òî γj
ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì ñóôôèêñà u ó ñòðîêè w1Bst.

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè îïèñàííîãî ïîñòðîåíèÿ åñòåñòâåííî
ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî îòäåëüíûõ óòâåðæäåíèé: à èìåííî, ÷òî G′

ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíîé ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêîé, çàäà¼ò òîò æå
ÿçûê, ÷òî è G, è íå ñîäåðæèò êîðîòêèõ ïðàâèë.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî LG′(Au) = {xu | x ∈ LG(A)}.

Óòâåðæäåíèå 14. Åñëè ñòðîêà w çàäà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì Au â íîâîé

ãðàììàòèêå, òî w = xu, ãäå x çàäà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì A â èñõîäíîé

ãðàììàòèêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûñîòå äåðåâà ðàçáîðà ñòðîêè w èç
íåòåðìèíàëà Au.

Áàçîâûé ñëó÷àé. Ïóñòü Au çàäà¼ò w ïî ïðàâèëó Au → w.

Ïî ïîñòðîåíèþ ïðàâèëî Au → w ïîëó÷åíî èç íåêîòîðîãî ïðàâèëà
A→ x èñõîäíîé ãðàììàòèêè è èìååò âèä Au → xu.

Òàêèì îáðàçîì x ∈ LG(A).

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü Au çàäà¼ò w ïî ïðàâèëó Au →
α1 & . . . &αr, ïîëó÷åííîìó èç ïðàâèëà A→ γ1 & . . . & γr.

Çàôèêñèðóåì j ∈ {1, . . . , r}. Ïóñòü αj = w1Bst. Òîãäà γj = w1Bw2,
ãäå w2u = st.

Çíà÷èò w = w1yt, ãäå y ∈ LG′(Bs), è âûñîòà äåðåâà ðàçáîðà y èç
íåòåðìèíàëà Bs ìåíüøå, ÷åì ó äåðåâà ðàçáîðà w èç Au.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, y = zs, ãäå z ∈ LG(B).

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì w = w1zst = w1zw2u. Çíà÷èò ñòðî-
êà w èìååò âèä xu, ãäå x = w1zw2 ëåæèò â LG(γ). Òàê êàê
j âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíûì, òî x ëåæèò â êàæäîì èç ÿçûêîâ
LG(γ1), . . . , LG(γr), è çíà÷èò çàäà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì A ñ ïîìîùüþ
ïðàâèëà A→ γ1 & . . . & γr. Â ÷àñòíîñòè w ∈ LG(A)u.

Óòâåðæäåíèå 15. Åñëè ñòðîêà x çàäà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì A èñõîäíîé

ãðàììàòèêè, òî â íîâîé ãðàììàòèêå Au çàäà¼ò xu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûñîòå äåðåâà ðàçáîðà ñòðîêè x èç A.

Áàçîâûé ñëó÷àé. Ïóñòü A çàäà¼ò x ïî ïðàâèëó A→ x.

Ïî ïîñòðîåíèþ, â ãðàììàòèêå G′ åñòü ïðàâèëî Au → xu, çíà÷èò
xu ∈ LG′(Au).
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Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü A çàäà¼ò x ïî ïðàâèëó A →
γ1 & . . . & γr. Çàôèêñèðóåì j ∈ {1, . . . , r}. Ïóñòü γj = w1Bw2. Òîãäà
x = w1yw2, ãäå y ∈ LG(B).

Ïîëîæèì s = Firstk(w2u).

Âûñîòà äåðåâà ðàçáîðà y èç B ìåíüøå, ÷åì ó äåðåâà ðàçáîðà x,
çíà÷èò ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ys ∈ LG′(Bs).

Ãðàììàòèêà G′ ñîäåðæèò ïðàâèëî Au → α1 & . . . &αr, ãäå êàæäûé
êîíúþíêò αi ïîëó÷åí èç ñîîòâóòñòâóþùåãî êîíúþíêòà γi, òàê ÷òî
αj = w1Bst, ãäå st = w2u. Çíà÷èò w1yst ∈ LG′(αj), è òàê êàê Òàê
êàê w1yst = w1yw2u = xu, òî ñòðîêà xu ëåæèò â ÿçûêå LG′(αj).

Ïîñêîëüêó j âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, òî xu ∈ LG′(α1) ∩ · · · ∩
LG′(αr), è òåì ñàìûì Au çàäà¼ò xu ïî ïðàâèëó Au → α1 & . . . &αr.

Èòàê, èç ïîñëåäíèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
íåòåðìèíàëà Au ∈ N ′ âûïîëíÿåòñÿ LG′(Au) = LG(A)u. Â ÷àñòíîñòè
L(G′) = LG′(Sε) = LG(S) = L(G), òî åñòü G′ çàäà¼ò òîò æå ÿçûê, ÷òî è
G.

Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèë.

Óòâåðæäåíèå 16. Äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà Au → ϕ íîâîé ãðàììàòèêè,

ïîëó÷åííîãî èç ïðàâèëà A → ϕ′ èñõîäíîé ãðàììàòèêè, âûïîëíÿåòñÿ

LG′(ϕ) = LG(ϕ′)u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ = α1 & . . . &αr, è ϕ
′ = γ1 & . . . & γr. Çàôèê-

ñèðóåì j ∈ {1, . . . , r}. Ïóñòü αj = w1Bst. Êîíúþíêò αj ïîëó÷åí èç êîíú-
þíêòà γj = w1Bw2 ïðàâèëà èñõîäíîé ãðàììàòèêè G.

Ïî ïîñòðîåíèþ, st = w2u, è ïî ïðåäûäóùèì äâóì óòâåðæäåíèÿì
LG′(Bs) = LG(B)s.

Òàêèì îáðàçîì, LG′(αj) = LG′(w1Bst) = w1LG(B)st =
LG(w1Bw2)u = LG(γj)u.

Òàê êàê òàêîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ j, òî ïîëó÷àåì

LG′(α1) ∩ · · · ∩ LG′(αr) = LG(γ1)u ∩ · · · ∩ LG(γr)u

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Åñëè æå ϕ = xu, òî ϕ′ = x, è óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî â G′ íåò êîðîòêèõ ïðàâèë.
Óæå èçâåñòíî, ÷òî LG′(Au) = LG(A)u, ïîýòîìó, åñëè |u| = k − 1,

òî Au íå çàäà¼ò ñòðîê äëèíû ìåíåå k − 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ
íåòåðìèíàëîâ êîðîòêèõ ïðàâèë íåò.

Ïîêàæåì, ÷òî íåò êîðîòêèõ ïðàâèë è äëÿ íåòåðìèíàëîâ Au ∈ N ′ ñ
|u| < k − 1.
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Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì åù¼ ïàðó íåñëîæíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-
æäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 17. Äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòà αj = w1Bst ïðàâèëà Au →
α1 & . . . &αr â G

′ âåðíî

• |s| > |u|

• Åñëè |t| > 0, òî |s| = k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ êîíúþíêò αj = w1Bst áûë ïîëó÷åí èç
êîíúþíêòà γj = w1Bw2 íåêîòîðîãî ïðàâèëà A → γ1 & . . . & γr, ïðè÷¼ì
s = Firstk−1(w2u) è st = w2u.

Ïîñêîëüêó |u| 6 k − 1, òî |u| = |Firstk−1(u)| 6 |Firstk−1(w2u)| = |s|, è
òåì ñàìûì ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàíà.

Åñëè |t| > 0, òî, |Firstk−1(w2u)| < |w2u|, è çíà÷èò |s| =
|Firstk−1(w2u)| = k − 1.

Óòâåðæäåíèå 18. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà G′, â êîòîðîì Bs

çàäà¼ò xs ïî ïðàâèëó Bs → ϕ, ïîëó÷åííîìó èç ïðàâèëà B → ϕ′ èñõîäíîé
ãðàììàòèêè, è çà ïîääåðåâîì Bs ñëåäóåò ñòðîêà y.

Òîãäà ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà G, â êîòîðîì B çàäà¼ò x ïî ïðà-

âèëó B → ϕ′, è çà ïîääåðåâîì B ñëåäóåò ñòðîêà sy.
Êðîìå òîãî, åñëè |s| < k − 1, òî y = ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ãëóáèíå ïîääåðåâà Bs â äå-
ðåâå ðàçáîðà.

Áàçîâûé ñëó÷àé. Ïóñòü Bs ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âñåãî äåðåâà ðàçáîðà, òî
åñòü Bs = Sε. Òàê êàê ïðàâåå âñåãî äåðåâà ðàçáîðà ëèñòüåâ íåò, òî
y = ε.

Òàê êàê xs ∈ LG′(ϕ), òî èç óòâåðæäåíèÿ 16 ñëåäóåò, ÷òî x ∈ LG(ϕ′),
è òåì ñàìûì S çàäà¼ò x ïî ïðàâèëó ϕ′.

Â ñîîòâåòñòâóþùåì äåðåâå ðàçáîðà S ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, è ïîýòîìó
çà íèì ñëåäóåò ñòðîêà ε = sy, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü Au � ðîäèòåëü Bs â äåðåâå ðàçáîðà.
Ê Au ïðèìåíÿåòñÿ íåêîòîðîå ïðàâèëî Au → w1Bst&α1 & · · · &αr,
ïîëó÷åííîå èç ïðàâèëà A → w1Bw2 & γ1 & · · · & γr èñõîäíîé ãðàì-
ìàòèêè, ãäå st = w2u.

Îáîçíà÷èì çà y′ ñòðîêó, êîòîðàÿ ñëåäóåò çà ïîääåðåâîì Au, òàê ÷òî
y = ty′.

Òàê êàê ãëóáèíà Bs ñòðîãî áîëüøå ãëóáèíû Au â äåðåâå ðàçáîðà, òî
ê Au ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, è òåì ñàìûì ñóùå-
ñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà ñ ïîääåðåâîì A, òàêîå ÷òî A çàäà¼ò w1xw2

38



Sε

x

Au→φ

u y1

A

x

Au→ψ

u y2

A

Sε

x

Au→φ

u y1

A

Sε

x

Au→ψ

u y2

A

Ðèñ. 12: Äåðåâüÿ D1 è D2 èç óòâåðæäåíèÿ 19

ïî ïðàâèëó A → w1Bw2 & γ1 & · · · & γr, è çà ïîääåðåâîì ñëåäóåò
ñòðîêà uy′ ∈ Follow(A).

Â ýòîì äåðåâå ðàçáîðà ïîääåðåâî B çàäà¼ò ñòðîêó x, è çà ïîääåðå-
âîì B ñëåäóåò ñòðîêà w2uy

′ = sty′ = sy, è ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäå-
íèÿ 18 äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü |s| < k − 1. Èç óòâåðæäåíèÿ 17 ñëåäóåò, ÷òî |s| > |u|,
ïðè÷¼ì åñëè |t| > 0, òî |s| = k − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî |u| < k − 1 è t = ε. Ê Au ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå, è çíà÷èò èç |u| < k − 1 ñëåäóåò y′ = ε. Òàêèì
îáðàçîì y = ty′ = ε, è âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ â äåðåâüÿõ ðàçáîðà G′ çà ïîääåðåâüÿ-
ìè Au ñ |u| < k − 1 íå ìîæåò ñëåäîâàòü íåïóñòûõ ñòðîê, è òåì ñàìûì â
ãðàììàòèêå G′ îòñóòñòâóþò êîðîòêèå ïðàâèëà.

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî G′ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêîé.
Ëèíåéíîñòü G′ âèäíà èç ïîñòðîåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 19. Åñëè G ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k), òî G′ � òîæå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà äåðåâà ðàçáîðà D1 è D2 ãðàììàòèêè
G′, òàêèå ÷òî â êàæäîì èç íèõ åñòü ïîääåðåâüÿ Au, è îáîèõ äåðåâüÿõ ïåð-
âûå k ëèñòüåâ, íà÷èíàÿ ñ ñàìûõ ëåâûõ ëèñòüåâ ïîääåðåâüåâ Au îáðàçóþò
îäíó è òó æå ñòðîêó x.

Ïóñòü â äåðåâåD1 ïîääåðåâî Au çàäà¼ò ñòðîêó pu ïî ïðàâèëó Au → ϕ,
è çà ïîääåðåâîì Au ñëåäóåò ñòðîêà y1, à â äåðåâå D2 ïîääåðåâî Au çàäà¼ò
ñòðîêó qu ïî ïðàâèëó Au → ψ, è çà ïîääåðåâîì Au ñëåäóåò ñòðîêà y2,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 12. Ïîêàæåì, ÷òî ϕ = ψ.
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Ïðàâèëà Au → ϕ è Au → ψ áûëè ïîëó÷åíû èç ïðàâèë èñõîäíîé
ãðàììàòèêè A → ϕ′ è A → ψ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óòâåðæäåíèþ 18 ñó-
ùåñòâóþò äåðåâüÿ ðàçáîðà D′1 è D′2, òàêèå ÷òî â êàæäîì èç íèõ åñòü
ïîääåðåâî A, â D′1 ïîääåðåâî A çàäà¼ò p ïî ïðàâèëó A → ϕ′, è çà ïîä-
äåðåâîì A ñëåäóåò ñòðîêà uy1, à â D

′
2 ïîääåðåâî A çàäà¼ò q ïî ïðàâèëó

A→ ψ′, è çà ïîääåðåâîì A ñëåäóåò ñòðîêà uy2.
Òîãäà ïåðâûå k ëèñòüåâ ýòèõ äåðåâüåâ ðàçáîðà, íà÷èíàÿ ñ ñàìûõ

ëåâûõ ëèñòüåâ ïîääåðåâüåâ A â äåðåâüÿõ D′1 è D′2 îáðàçóþò ñòðîêè
Firstk(puy1) è Firstk(quy2) ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê Firstk(puy1) = Firstk(quy2) = x, è ãðàììàòèêà G ïðèíàäëå-
æèò êëàññó LL(k), òî ϕ′ = ψ′, à çíà÷èò è ϕ = ψ.

Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü TG′(Au, x) = Au → ϕ, è ïîñòðîåííàÿ òàêèì
îáðàçîì ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ áóäåò êîððåêòíîé LL(k) òàáëèöåé äëÿ ãðàì-
ìàòèêè G′.

Òàêèì îáðàçîì ãðàììàòèêà G′ ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(k), ÷òî çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïîñòðîåíèÿ.

9 Êîíúþíêòèâíûå ãðàììàòèêè: ïðèâåäåíèå ê
âèäó LL(1)

Ïîñëå òîãî, êàê èç ãðàììàòèêè óäàëåíû âñå êîðîòêèå ïðàâèëà, å¼ ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó LL(1) òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü â íåêîíúþíêòèâíîì
ñëó÷àå.

Ñïåðâà ñíîâà èçáàâèìñÿ îò òàê íàçûâàåìûõ öåïíûõ ïðàâèë.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïðàâèëî A→ α1 & . . . &αr êîíúþíêòèâíîé ãðàììà-

òèêè G = (Σ, N,R, S) íàçûâàåòñÿ öåïíûì, åñëè êàæäûé êîíúþíêò

αj , j ∈ {1, . . . , r} ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî íåòåðìèíàëà, òî åñòü

αj = B, B ∈ N .

Ëåììà 8. Äëÿ êàæäîé êîíúþíêòèâíûõ ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêè
G = (Σ, N,R, S) áåç êîðîòêèõ ïðàâèë ñóùåñòâóåò êîíúþíêòèâíàÿ ëè-

íåéíàÿ LL(k) ãðàììàòèêà G′ = (Σ, N,R′, S) áåç êîðîòêèõ ïðàâèë, çàäà-

þùàÿ òîò æå ÿçûê è íå ñîäåðæàùàÿ öåïíûõ ïðàâèë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåò àíàëîãè÷-
íîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.

Äîêàæåì òåïåðü àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 8.

Óòâåðæäåíèå 20. Ïóñòü G = (Σ, N,R, S) � êîíúþíêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ

LL(k) ãðàììàòèêà áåç êîðîòêèõ è öåïíûõ ïðàâèë. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

íåòåðìèíàëà A ∈ N åñëè x ∈ L(A) è |x| = k − 1, òî ëèáî â G íå

ñóùåñòâóåò äåðåâüåâ ðàçáîðà, â êîòîðûõ åñòü ïîääåðåâî A, çàäàþùåå
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ñòðîêó x, è çà ïîääåðåâîì A ñëåäóåò íåïóñòàÿ ñòðîêà, ëèáî â R åñòü

ïðàâèëî A→ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äåðåâî
ðàçáîðà ñ ïîääåðåâîì A, òàêîå ÷òî A çàäà¼ò x ïî íåêîòîðîìó ïðàâè-
ëó A → ϕ, |x| = k − 1, è çà ïîääåðåâîì A ñëåäóåò íåêîòîðàÿ íåïóñòàÿ
ñòðîêà. Îáîçíà÷èì çà c ïåðâûé ñèìâîë ýòîé ñòðîêè.

Òîãäà T (A, xc) = A→ ϕ. Åñëè ϕ ∈ Σ∗, òî α = x è âñ¼ äîêàçàíî.
Ïðåäïîëîæèì, ϕ = α1 & . . . &αr. Òàê êàê â G îòñóòñòâóþò öåïíûå

ïðàâèëà, òî äëÿ íåêîòîðîãî êîíúþíêòà αj = sBt âûïîëíÿåòñÿ |s|+|t| > 0.
Òîãäà x = syt, ãäå y ∈ L(B), è çíà÷èò |y| < |x| = k − 1.

Ðàññìîòðèì äåðåâî ðàçáîðà y èç B. Ëþáîå ñàìîå íèæíåå ïðàâèëî â
í¼ì èìååò âèä C → z, ãäå |z| 6 |y| < k − 1.

Òàê êàê âåðøèíà C � ïîòîìîê A â äåðåâå ðàçáîðà, è çà A ñëåäóåò
íåïóñòàÿ ñòðîêà, òî çà ïîääåðåâîì C òàêæå ñëåäóåò íåïóñòàÿ ñòðîêà.

Òåì ñàìûì ïðàâèëî C → z êîðîòêîå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îòñóòñòâèþ
â G êîðîòêèõ ïðàâèë.

Îïèøåì òåïåðü îñíîâíîå ïîñòðîåíèå.

Ëåììà 9. Äëÿ êàæäîé êîíúþíêòèâíîé ëèíåéíîé LL(k) ãðàììàòèêè
G = (Σ, N,R, S) áåç êîðîòêèõ è öåïíûõ ïðàâèë ñóùåñòâóåò êîíúþíê-

òèâíàÿ ëèíåéíàÿ LL(1) ãðàììàòèêà G′, çàäàþùàÿ òîò æå ÿçûê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ëåììå 3, íåòåðìèíàëû íîâîé ãðàììàòèêèG′ =
(Σ, N ′, R′, εS), èìåþò âèä uA, ãäå A ∈ N è u ∈ Σ6k−1.

Àíàëîãè÷íî íåêîíúþíêòèâíîìó ñëó÷àþ ìîæíî îïðåäåëèòü ñèíòàê-
ñè÷åñêèé àíàëèçàòîð, êîòîðûé ñòðîèò äåðåâî ðàçáîðà ñòðîêè ïî ìåðå
ïðî÷òåíèÿ å¼ ñëåâà íàïðàâî, îïðåäåëÿÿ íóæíûå ïðàâèëà ïî î÷åðåäíûì
k ñèìâîëàì ñòðîêè ñ ïîìîùüþ LL(k) òàáëèöû.

Ëåâûé íèæíèé èíäåêñ u íåòåðìèíàëà uA áóäåò âûïîëíÿòü ðîëü áó-
ôåðà, â êîòîðîì õðàíèòñÿ äî k − 1 ïîñëåäíèõ ñèìâîëîâ, ïðî÷ò¼ííûõ
ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëèçàòîðîì.

Íà÷àëüíûì ñèìâîëîì G′ ÿâëÿåòñÿ εS, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò S ñ ïóñòûì
áóôåðîì.

Èòàê, N ′ = {uA | A ∈ N u ∈ Σ6k−1}. Ïðàâèëà ãðàììàòèêè G′ ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì òð¼õ ìíîæåñòâ R1,R2 è R3.

Ìíîæåñòâî ïðàâèë R1 ðåàëèçóþò çàïîëíåíèå áóôåðà. Äëÿ êàæäîãî
íåòåðìèíàëà uA ñ |u| < k − 1, è äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà a ∈ Σ, â G′ åñòü
ïðàâèëî, çàíîñÿùåå ýòîò ñèìâîë â áóôåð.

uA → a uaA
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Ïðàâèëà R2 èñïîëüçóþòñÿ, êîãäà áóôåð óæå çàïîëíåí, è ñèíòàêñè÷åñêèé
àíàëèçàòîðG′ ìîæåò ïîíÿòü, êàêîå ïðàâèëî èñõîäíîé ãðàììàòèêè ñëåäó-
åò ïðèìåíèòü. Äëÿ êàæäîãî uA ∈ N ′ è a ∈ Σ, ãäå |u| = k − 1 è çíà÷åíèå
T (A, ua) îïðåäåëåíî, â G′ åñòü ïðàâèëî, ïîëó÷àþùååñÿ îòêóñûâàíèåì

ñòðîêè u èç ïðàâèëà (A→ ϕ) = T (A, ua). Åñëè ϕ ∈ Σ∗, òîãäà ϕ = us, ãäå
s ∈ Σ∗, è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî â G′ èìååò âèä

uA → s

Åñëè ϕ èìååò âèä A → γ1 & . . . & γr, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî G′

èìååò âèä uA → α1 & . . . &αr, ãäå êàæäûé êîíúþíêò αj ïîëó÷àåòñÿ îò-
êóñûâàíèåì u èç íà÷àëà êîíúþíêòà γj , êàê ýòî áûëî â ëåììå 3. Åñëè
γj = sBt, ãäå s, t ∈ Σ∗, B ∈ N , òî îäíà èç ñòðîê u è s ÿâëÿåòñÿ ïðåôèê-
ñîì äðóãîé, è èìååì äâà ñëó÷àÿ:

αj = s′εBt, åñëè s = us′, s′ ∈ Σ∗

αj = vBt, åñëè u = sv, v ∈ Σ+

Íàêîíåö, ïðàâèëàR3 íóæíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñÿ ñòðîêà óæå ïðî÷èòàíà
àíàëèçàòîðîì, è åìó íå÷åãî çàíîñèòü â áóôåð. À èìåííî, äëÿ êàæäîãî

uA ∈ N ′, ãäå |u| 6 k − 1 è çíà÷åíèå T (A, u) îïðåäåëåíî, ãðàììàòèêà G′

ñîäåðæèò ïóñòîå ïðàâèëî.

uA → ε

Çàìåòèì, ÷òî R1 ∩ (R2 ∪ R3) = ∅, îäíàêî ìíîæåñòâà R2 è R3 ìîãóò
ïåðåñåêàòüñÿ ïî íåêîòîðûì ïðàâèëàì âèäà uA → ε, |u| = k − 1. Åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ïðàâèëî uA → ϕ ëåæèò â R2, òî âñåãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü ïðàâèëî A → ϕ′ èñõîäíîé ãðàììàòèêè, èç êîòîðîãî îíî
ïîëó÷åíî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ. Åñëè ϕ ∈ Σ∗, òî ϕ′ = uα, åñëè ϕ =
α& . . . &αr, òî ϕ

′ = γ1 & . . . & γr, ãäå êàæäûé êîíúþíêò γj ïîëó÷àåòñÿ
èç êîíúþíêòà αj ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè αj = s′εBt, òî γj = us′Bt, è
åñëè αj = vBt, òî èìååì u = sv, è γj = sBt.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî G′ îáëàäàåò ñâîéñòâîì LL(1) è çàäà¼ò òîò
æå ÿçûê, ÷òî è G, äà¼òñÿ â ñåðèè óòâåðæäåíèé.

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ÿçûêàìè LG(A) è LG′(uA). Â êîíú-
þíêòèâíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî LG′(uA) = {w | uw ∈ LG(A) }, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî êðîåòñÿ â òîì, ÷òî, â îòëè÷èå îò
íåêîíúþíêòèâíîãî ñëó÷àÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòðîêà w çà-
äà¼òñÿ íåòåðìèíàëîì A, îäíàêî äåðåâà ðàçáîðà ñ êîðíåì S è ïîääåðåâîì
A, çàäàþùèì w íå ñóùåñòâóåò.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó
ñîáîé ìíîæåñòâà LG′(uA) è LG(A).

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äåðåâüÿìè ðàçáîðà G′ è äå-
ðåâüÿìè ðàçáîðà G.
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Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü D è D′ � äåðåâüÿ ðàçáîðà G è G′ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êîðíè D è D′ íå îáÿçàòåëüíî ïîìå÷åíû íà÷àëüíûìè ñèìâî-

ëàìè ãðàììàòèê. Ïóñòü V è V ′ � ìíîæåñòâà âåðøèí D è D′ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Îòîáðàæåíèå f : V ′ → V íàçîâ¼ì íàçîâ¼ì ãîìîìîðôèçìîì äåðå-

âüåâ D è D′, åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ïóñòü âåðøèíà

v′ ∈ V ′ ïîìå÷åíà íåòåðìèíàëîì uA ∈ N ′, è å¼ ïîääåðåâî çàäà¼ò ñòðîêó

x. Òîãäà:

1. Âåðøèíà v = f(v′) ïîìå÷åíà íåòåðìèíàëîì A ∈ N è ïîääåðåâî v
çàäà¼ò ñòðîêó ux.

2. Ïóñòü ïóòü îò âåðøèíû v′ ∈ V ′, ïîìå÷åííîé íåòåðìèíàëîì

uA ∈ N ′, ê íåêîòîðîìó ëèñòó íà÷èíàåòñÿ ñ íåñêîëüêèõ (âîç-

ìîæíî, íóëÿ) ïðàâèë, íàðàùèâàþùèõ áóôåð, à çàòåì � ïðàâèëà

u′A → ϕ, ïîëó÷åííîãî èç ïðàâèëà A → ϕ′ èñõîäíîé ãðàììàòèêè

(ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà âûïèñàíû íèæå).

uA → a1 ua1A

ua1A → a2 ua1a2A

...

ua1...am−1A → am u′A

u′A → ϕ

Òîãäà ê âåðøèíå f(v) ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî A→ ϕ′.

Åñëè òàêîå îòîáðàæåíèå f ñóùåñòâóåò, òî äåðåâüÿ D è D′ áóäåì íà-

çûâàòü ãîìîìîðôíûìè.

Óòâåðæäåíèå 21. Åñëè ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà D′ ñòðîêè x èç

íåòåðìèíàëà uA ∈ N ′, òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôíîå åìó äåðåâî ðàçáîðà

D ñòðîêè ux èç íåòåðìèíàëà A ∈ N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî âûñîòå äå-
ðåâà ðàçáîðà x èç uA.

Áàçîâûé ñëó÷àé: x çàäà¼òñÿ îäíèì ïðàâèëîì uA → x. Âñå ïðàâè-
ëà R1 ñîäåðæàò íåòåðìèíàë, ïîýòîìó uA → x ìîæåò áûòü ëèáî èç
R2, ëèáî èç R3.

Â ïåðâîì ñëó÷àå uA → x, ïîëó÷åíî èç ïðàâèëà A → ux â G, è
íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîääåðåâüÿ âûñîòû 1
ãîìîìîðôíû.

Âî âòîðîì ñëó÷àå T (A, u) îïðåäåëåíî è x = ε. Òàê êàê T (A, u)
îïðåäåëåíî è u < k, òî u � ñóôôèêñ âõîäíîé ñòðîêè.
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Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ LL-òàáëèöû ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà ñ
ïîääåðåâîì A, òàêîå ÷òî A çàäà¼ò íåêîòîðóþ ñòðîêó x′, è çà ïîä-
äåðåâîì ñëåäóåò ñòðîêà t, òàê ÷òî x′t = u.

Åñëè |x′| = k − 1, òî, ïîñêîëüêó |u| 6 k − 1, òî x′ = u. Åñëè æå
|x′| < k − 1, òî èç îòñóòñòâèÿ â G êîðîòêèõ ïðàâèë, ñëåäóåò, ÷òî
t = ε è òåì ñàìûì ñíîâà x′ = x′t = u.

Òàê èëè èíà÷å, ïîëó÷àåì, ÷òî ux = u = x′ çàäà¼òñÿ A, è îòîáðà-
æåíèå, ïåðåâîäÿùåå âåðøèíó uA â êîðåíü ïîääåðåâà A, çàäàþùåãî
ux, åñòü òðåáóåìûé ãîìîìîðôèçì äåðåâüåâ. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå âòîðîå óñëîâèå èç îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîðôèçìà âûïîëíÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì îáðàçîì, òàê êàê â äåðåâå uA ïðîñòî íåò ïðàâèë èç
R2.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü uA çàäà¼ò x ïî ïðàâèëó uA → ϕ, è ϕ
ñîäåðæèò íåòåðìèíàë.

Ïðàâèëî uA → ϕ ëåæèò ëèáî â R1, ëèáî â R2, ñîîòâåòñòâåííî íóæ-
íî ðàçîáðàòü äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü uA → ϕ ëåæèò â R2, òî åñòü uA → α1 & . . . &αr, ãäå êàæ-
äûé êîíúþíêò αj ïîëó÷åí îòêóñûâàíèåì u èç íà÷àëà êîíúþíêòà
γj ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâèëà A→ γ1 & . . . & γr ãðàììàòèêè G.

Çàôèêñèðóåì j ∈ {1, . . . , r}. Ïóñòü γj = sBt. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðå-
äåëåíèåìR2, åñòü äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èç ñòðîê
u è s äëèííåå.

• Åñëè |u| > |s|, òî αj = vBt, ãäå u = sv. Òîãäà x = yt äëÿ íåêî-
òîðîãî y ∈ LG′(vB). Âûñîòà äåðåâà ðàçáîðà y èç vB ìåíüøå
âûñîòû äåðåâà ðàçáîðà x èç uA.

Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàç-
áîðà vy èç B, ãîìîìîðôíîå ïîääåðåâó vB, è â ÷àñòíîñòè
ux = uyt = svyt ∈ LG(sBt) = LG(γj).

• Åñëè |u| 6 |s|, òî αj = s′εBt ãäå us
′ = s. Òîãäà x = s′yt, ãäå

y ∈ LG′(εB).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà y
èç B, ãîìîìîðôíîå ïîääåðåâó εB, è â ÷àñòíîñòè ux = us′yt =
syt ∈ LG(sBt) ∈ LG(γj).

Ïóñòü Dj îáîçíà÷àåò äåðåâî ðàçáîðà ñ êîðíåì B, ãîìîìîðôíîå ïîä-
äåðåâó D′j ñ êîðíåì vB èëè εB, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç
ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî.

Ðàññìîòðèì äåðåâî ðàçáîðà D ñ êîðíåì A, òàêîå ÷òî ê A ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðàâèëî A → γ1 & . . . & γr, è íåòåðìèíàëó èç êàæäîãî êîíú-
þíêòà γj ñîîòâåòñòâóåò ïîääåðåâî Dj .
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Òîãäà âñå êîíúþíêòû γj çàäàþò îäíó è òó æå ñòðîêó ux, è òåì
ñàìûì D ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì äåðåâîì ðàçáîðà ux èç A.

Ãîìîìîðôèçì ìåæäó äåðåâüÿìè D′ è D ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: êîðåíü D′ îòîáðàæàåòñÿ â êîðåíü D, à âñå îñòàëüíûå âåð-
øèíû � ñîãëàñíî ãîìîìîðôèçìàì ìåæäó D′j è Dj .

Ïóñòü òåïåðü (uA → ϕ) ∈ R1 � ïðàâèëî, íàðàùèâàþùåå áóôåð.

Òîãäà ϕ = auaA äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Σ. Çíà÷èò x = ay, ãäå y ∈
LG′(uaA).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò ãîìî-
ìîðôèçì ìåæäó ïîääåðåâîì uaA è íåêîòîðûì äåðåâîì ðàçáîðà
uay = ux èç A. Ýòîò ãîìîìîðôèçì ìîæíî ïðîäîëæèòü íà êîðåíü

uA, îòîáðàçèâ åãî â êîðåíü äåðåâà ðàçáîðà ux èç A.

Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò ïîëåçíîå ñëåäñòâèå:

Óòâåðæäåíèå 22. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà G′, â êîòîðîì

vB çàäà¼ò x ïî ïðàâèëó vB → ϕ, è çà ïîääåðåâîì vB ñëåäóåò ñòðîêà y.

1. Òîãäà ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà G, â êîòîðîì B çàäà¼ò vx è çà

ïîääåðåâîì B ñëåäóåò ñòðîêà y.

2. Åñëè, ê òîìó æå, ïðàâèëî vB → ϕ ïîëó÷åíî èç ïðàâèëà èñõîäíîé

ãðàììàòèêè B → ϕ′, òî ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà G, â êîòîðîì
A çàäà¼ò ux ïî ïðàâèëó A→ ϕ′ è çà ïîääåðåâîì A ñëåäóåò ñòðîêà

y.

Óòâåðæäåíèå 23. Åñëè ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà G ñ ïîääåðåâîì A,
çàäàþùèì ñòðîêó ux, òî x ∈ LG′(uA).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàçáåð¼ì ñëó÷àé, êîãäà |ux| < k è T (A, ux)
îïðåäåëåíî. Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ G′ ñîäåðæèò ïðàâèëî uxA → ε.

Ïóñòü x = x1 . . . xm. Áóôåð u íåòåðìèíàëà uA ìîæåò áûòü ðàñøèðåí
äî ux ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðàâèë.

uA → x1 ux1A

ux1A → x2 ux1x2A

ux1...xm−1A → xm uxA

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèë, âìåñòå ñ ïðàâèëîì uxA → ε ñîñòàâ-
ëÿþò âûâîä x èç uA. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ LG′(uA).
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî |ux| > k, ëèáî |ux| = k−1, íî çíà÷åíèå
T (A, ux) íå îïðåäåëåíî.

Åñëè |ux| = k − 1, òî èç òîãî, ÷òî T (A, ux) íå îïðåäåëåíî, ñëåäóåò,
÷òî çà ïîääåðåâîì A, çàäàþùèì ux, ñëåäóåò íåêîòîðàÿ íåïóñòàÿ ñòðîêà.
Îïðåäåëèì c êàê ïåðâûé ñèìâîë ýòîé ñòðîêè.

Ïîëîæèì n = k−|u|−1 è ïóñòü a áóäåò ëèáî xn+1, â ñëó÷àå |ux| > k,
ëèáî c, â ñëó÷àå |ux| = k − 1.

Îáîçíà÷èì çà u′ ñòðîêó ux1 . . . xn.
Òîãäà |u′| = k − 1 è T (A, u′a) = A → ϕ′, ãäå A → ϕ′ � ïðàâèëî, ïî

êîòîðîìó A çàäà¼ò ux.
Áóôåð uA ìîæåò áûòü ïîïîëíåí äî u′ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðàâèë.

uA → x1 ux1A

ux1A → x2 ux1x2A

ux1...xn−1A → xn u′A

Òîãäà, òàê êàê T (A, u′a) = A → ϕ′, ãðàììàòèêà G′ ñîäåðæèò ïðà-
âèëî u′A → ϕ, ãäå êàæäûé êîíúþíêò ϕ ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì u èç
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíúþíêòà ϕ′.

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ϕ′ çàäà¼ò ñòðîêó xn+1 . . . xm. Âîñïîëüçóåìñÿ
èíäóêöèåé ïî âûñîòå äåðåâà ðàçáîðà ux èç A.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ϕ çàäà¼ò ñòðîêó xn+1 . . . xm, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðàâèë âûøå, âìåñòå ñ ïðàâèëîì u′A → ϕ, ñîñòàâëÿåò âûâîä ñòðî-
êè x1 . . . xm = x èç uA, è äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îêîí÷åíî. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè ñëóæèò âñ¼ äîêàçûâàåìîå óòâåð-
æäåíèå.

Áàçîâûé ñëó÷àé: ux çàäà¼òñÿ ïî ïðàâèëó A→ ux. Òîãäà
ϕ′ = T (A, u′a) = A→ ux, è ϕ = xn+1 . . . xm.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: ux çàäà¼òñÿ ïî ïðàâèëó A→ γ1 & . . . & γr.
Òîãäà ϕ = α1 & . . . &αr, ãäå êàæäûé êîíúþíêò αj ïîëó÷àåòñÿ
îòêóñûâàíèåì u′ èç êîíúþíêòà γj .

Çàôèêñèðóåì j ∈ {1, . . . , r}. Ïóñòü γj = sBt.

Òîãäà ux = syt, ãäå y ∈ LG(B). è αj ïîëó÷àåòñÿ îòêóñûâàíèåì u′

èç ñòðîêè sBt.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì R2 èìååì äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, êàêàÿ èç ñòðîê u′ è s äëèííåå.

Åñëè |s| > |u′|, òî αj = s′εBt, ãäå u
′s′ = s.

Âûñîòà äåðåâà ðàçáîðà y èç B ìåíüøå âûñîòû äåðåâà ðàçáîðà ux
èç A. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè y ∈ LG′(εB).
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Ñëåäîâàòåëüíî, u′s′yt = syt = ux, è çíà÷èò s′yt = xn+1 . . . xm ∈
LG′(αj).

Åñëè æå |s| < |u′|, òî αj = vBt, ãäå sv = u′.

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè äëÿ íåòåðìè-
íàëîâ B è vB è ñòðîêè y, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ
ïðåôèêñîì y.

Òàê êàê â G íåò êîðîòêèõ ïðàâèë, òî ëèáî |y| > k − 1, ëèáî t = ε.

Åñëè t = ε, òî ux = sy, è ïîñêîëüêó sv = u′ ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì
ux, òî v ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì y.

Åñëè æå |y| = k − 1, òî è |sy| > k − 1. Ïîñêîëüêó u′ � ýòî ïðåôèêñ
ux = syt, è |u′| 6 k − 1, òî ñòðîêà u′ = sv ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì sy,
è ñëåäîâàòåëüíî v � ïðåôèêñ y.

Òàêèì îáðàçîì, y = vy′ äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè y′ ∈ Σ∗, è ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè y′ ∈ LG′(vB).

Ïîëó÷àåì u′y′t = u′syt = ux, è çíà÷èò y′t = xn+1 . . . xm ∈ LG′(αj).

Ñëåäîâàòåëüíî xn+1 . . . xm ∈ LG′(αj) äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , r}.
Çíà÷èò u′A çàäà¼ò xn+1 . . . xm ïî ïðàâèëó u′A → α1 & . . . &αr = ϕ,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ãðàììàòèêà G′ ëèíåéíà ïî ïîñòðîåíèþ è ïî óòâåðæäåíèÿì 21 è 23
L(G′) = LG′(εS) = LG(S) = L(G). Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî G′ ïðèíàäëå-
æèò êëàññó LL(1).

Óòâåðæäåíèå 24. Ãðàììàòèêà G′ ïðèíàäëåæèò êëàññó LL(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà äåðåâà ðàçáîðà D1 è D2 ãðàììàòèêè
G′, â êàæäîì èç êîòîðûõ åñòü ïîääåðåâî uA, è ïóñòü ñòðîêè, íà÷èíàþ-
ùèåñÿ ñ ñàìûõ ëåâûõ ëèñòüåâ ýòèõ ïîääåðåâüåâ, íà÷èíàþòñÿ íà îäíó è
òó æå áóêâó èëè îáå ïóñòû. Îáîçíà÷èì ýòó áóêâó çà x (åñëè îáå ñòðîêè
ïóñòû, òî x = ε).

Ïóñòü â D1 ïîääåðåâî uA çàäà¼ò ñòðîêó p ïî ïðàâèëó uA → ϕ, è çà
ïîääåðåâîì uA ñëåäóåò ñòðîêà y1, à â D2 ïîääåðåâî uA çàäà¼ò ñòðîêó q
ïî ïðàâèëó uA → ψ, è çà ïîääåðåâîì uA ñëåäóåò ñòðîêà y2. Ïîêàæåì,
÷òî ϕ = ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ |u| < k − 1 è |u| =
k − 1. Ïóñòü ñíà÷àëà |u| < k − 1.

Òîãäà êàæäîå èç ïðàâèë uA → ϕ è uA → ψ ëåæèò â R1 èëè R3.
Ðàçáåð¼ì ñëó÷àè.

• Åñëè îáà ïðàâèëà ëåæàò â R3, òî ϕ = ψ = ε.
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• Åñëè îáà ïðàâèëà ëåæàò â R1, òî ϕ = a uaA è ψ = b ubA äëÿ íåêî-
òîðûõ ñèìâîëîâ a è b. Òîãäà x = a = b, è çíà÷èò ϕ = ψ.

• Ïóñòü îäíî èç ïðàâèë ëåæèò â R1, à äðóãîå � â R3. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ϕ = a uaA äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Σ, à ψ = ε.

Òîãäà ε ∈ LG′(uA), è u ∈ LG(A) ïî óòâåðæäåíèþ 21. Ïîñêîëüêó
â G íåò êîðîòêèõ ïðàâèë, è |u| < k − 1, òî y2 = ε, è òàê êàê
x ∈ Firstk(LG′(ψ)y2), òî x = ε. Â òî æå âðåìÿ èç òîãî, ÷òî ϕ = a uaA
ñëåäóåò, ÷òî x = a. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò
ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ïóñòü òåïåðü |u| = k − 1. Òîãäà, êàæäîå èç ïðàâèë uA → ϕ, uA → ψ
ëåæèò â R2 èëè â R3. Ñíîâà ðàçáåð¼ì ñëó÷àè.

• Åñëè îáà ïðàâèëà ëåæàò â R3, òî ϕ = ψ = ε.

• Ïóñòü, ñêàæåì, uA → ϕ, ëåæèò â R2 è ïîëó÷åíî èç ïðàâèëà A →
ϕ′,à uA → ψ ëåæèò â R3. Òîãäà ψ = ε, è çíà÷èò, âî-ïåðâûõ, u ∈
LG(A), è âî-âòîðûõ, x = First1(y2).

Ïðåäïîëîæèì, ϕ çàäà¼ò ïóñòóþ ñòðîêó. Òîãäà ϕ′ çàäà¼ò u ïî óòâåð-
æäåíèþ 10. Ïî îïðåäåëåíèþ R2 èìååì (A → ϕ′) = T (A, ua) äëÿ
íåêîòîðîãî a ∈ Σ, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà ñ ïîääåðå-
âîì A, òàêîå ÷òî A çàäà¼ò u ïî ïðàâèëó A→ ϕ′, è ñòðîêà, êîòîðàÿ
ñëåäóåò çà ïîääåðåâîì A, íà÷èíàåòñÿ ñ ñèìâîëà a.

Òîãäà α = u ïî óòâåðæäåíèþ 20, è òàê êàê ϕ ïîëó÷àåòñÿ îòêóñû-
âàíèåì u èç ϕ′, òî ϕ = ε = ψ.

Ïóñòü òåïåðü ϕ íå çàäà¼ò ïóñòîé ñòðîêè, è òåì ñàìûì x =
First1(LG′(ϕ)).

Òî, ÷òî ε /∈ First1(LG′(ϕ)) óæå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïóñòü c ∈
First1(LG′(γ1)), ãäå c ∈ Σ. Òîãäà T (A, uc) = (A→ ϕ′).

Èç óòâåðæäåíèÿ 22 ñëåäóåò, ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçáîðà ñ ïîääåðå-
âîì A, òàêîå ÷òî A çàäà¼ò u, è çà ïîääåðåâîì A ñëåäóåò ñòðîêà
y2.

Òàê êàê |u| = k − 1 è y2 6= ε, òî èç óòâåðæäåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî A
çàäà¼ò u ïî ïðàâèëó A→ u.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî First1(y2) = c. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ LL(k)-
òàáëèöû èìååì T (A, uc) = (A → u). Ïîýòîìó ϕ′ = u, è ñíîâà ϕ =
ε = ψ.

• Ïóñòü òåïåðü ïðàâèëà A → ϕ è A → ψ áûëè ïîëó÷åíû èç ïðàâèë
èñõîäíîé ãðàììàòèêè A → ϕ′ è A → ψ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óòâåð-
æäåíèþ 22 ñóùåñòâóþò äåðåâüÿ ðàçáîðà D′1 è D

′
2, òàêèå ÷òî â îáîèõ

äåðåâüÿõ åñòü ïîääåðåâî A, â D1 ïîääåðåâî A çàäà¼ò up ïî ïðàâèëó
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A → ϕ′, è çà ïîääåðåâîì A ñëåäóåò ñòðîêà y1, à â D2 ïîääåðåâî A
çàäà¼ò uq ïî ïðàâèëó A → ψ′, è çà ïîääåðåâîì A ñëåäóåò ñòðîêà
y2.

Òîãäà ïåðâûå k ëèñòüåâ ýòèõ äåðåâüåâ ðàçáîðà, íà÷èíàÿ ñ ñàìûõ
ëåâûõ ëèñòüåâ ïîääåðåâüåâ A è A îáðàçóþò ñòðîêè Firstk(py1) è
Firstk(qy2) ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê Firstk(py1) = Firstk(qy2), è ãðàììàòèêà G ïðèíàäëåæèò
êëàññó LL(k), òî ϕ′ = ψ′, à çíà÷èò è ϕ = ψ.

Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü TG′(uA, x) = uA → ϕ, è ïîñòðîåííàÿ òàêèì
îáðàçîì ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ áóäåò êîððåêòíîé LL(k) òàáëèöåé äëÿ
ãðàììàòèêè G′.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9.

Âìåñòå ëåììû 7, 8 è 9 ñîñòàâëÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

10 Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû çàñòàâëÿþò çàäóìàòüñÿ î íåñêîëüêèõ áëèçêèõ
âîïðîñàõ. Íåèçáåæåí ëè ðîñò ðàçìåðà ãðàììàòèêè ïè ïðåîáðàçîâàíèè
LL(k)-ëèíåéíûõ êîíúíêòèâíûõ ãðàììàòèê â LL(1)-ëèíåéíûå êîíúþíê-
òèâíûå? Ñóùåñòâóåò ëè èåðàðõèÿ LL(k)-êîíúþíêòèâíûõ ãðàììàòèê (áåç
ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè) ïî k? Âîîáùå, î êëàññå LL(k)-êîíúþíêòèâíûõ
ãðàììàòèê èçâåñòíî î÷åíü ìàëî, è îí æä¼ò ñâîåãî èññëåäîâàòåëÿ.
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