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1 Îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà Áåðíóëëè � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ (i.i.d) ïî ìåðå Ëåáåãà m íà îòðåçêå [0, 1]. Ïðîñòðàíñòâî ðåàëèçàöèé ýòîé

ñõåìû åñòü áåñêîíå÷íîìåðíûé êóá ñ ìåðîé Ëåáåãà µ = mN: X = ([0, 1]N, µ). Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ

(ñì. òåîðåìà 1.1), ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà RSK ê X ñ ëþáîé âåðîÿòíîñòüþ ìåíüøåé 1 êîëè÷åñòâî

âñòàâîê, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ êîîðäèíàòå äëÿ ïîïàäàíèÿ â ïåðâûé ñòîëáåö, ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó è

ñíèçó êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè îò íîìåðà êîîðäèíàòû. Äàííàÿ ðàáîòà ÷àñòè÷íî (ïàðàãðàôû 1, 2, 3,

4) ñîäåðæèòñÿ â çàìåòêå [1], íàïèñàííîé àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ È. Àçàíãóëîâûì.

Êîíå÷íàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà RSK (ñì. [2], [3], [4]) áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ âåëè÷èí â ðàáîòå [5] À.Ì. Âåðøèêà è Ñ.Â. Êåðîâà.

À èìåííî, äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåàëèçàöèé ñõåìû Áåðíóëëè X ïåðåâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè íóìåðóþùèõ òàáëèö (Q-òàáëèö) â ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà,

ïðè ýòîì ìåðà Ëåáåãà ïåðåõîäèò â ìåðó Ïëàíøåðåëÿ. Â íåäàâíåé ðàáîòå [6] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòîò

ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ñòàòèñòèêó è

àñèìïòîòèêó P -òàáëèö â ïðîöåññå îáîáùåííîãî RSK. Ïî ëþáîé ðåàëèçàöèè {xn}n ∈ X ñòðîèòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ çàïèñûâàþùèõ òàáëèö {Pn}n (P -òàáëèö), ïîëó÷àþùèõñÿ èç íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ

ðåàëèçàöèè: xn = {x1, . . . , xn}, ñ ïîìîùüþ âñòàâîê àëãîðèòìà RSK (ñì. îáîçíà÷åíèÿ â [4])

Pn = ∅← x1 ← . . .← xn.

Â ýòîì ïðîöåññå êîîðäèíàòû ðåàëèçàöèé ìåíÿþò ñâîå ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîëîæåíèå â P -òàáëèöå, ïðè ýòîì

íîìåð ñòîëáöà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ êîîðäèíàòà, óáûâàåò (íåñòðîãî). Çàìåòèì, ÷òî âñå êîîðäèíàòû

ïî÷òè âñåõ ðåàëèçàöèé ñõåìû Áåðíóëëè ðàçëè÷íû, è áóäåì ïðåäïîëîãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ñîñòîèò

òîëüêî èç òàêèõ ðåàëèçàöèé. Òåì ñàìûì, êîîðäèíàòà ïî÷òè ëþáîé ðåàëèçàöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ñâîèì çíà÷åíèåì.

À.Ì. Âåðøèê äîêàçàë (ñì. [7]), ÷òî ëþáàÿ êîîðäèíàòà xn µ-ïî÷òè âñÿêîé ðåàëèçàöèè x ∈ X ïîïàäàåò â

íåêîòîðûé ìîìåíò N(x, n) â ïåðâûé ñòîëáåö P -òàáëèöû, è ïîñòàâèë çàäà÷ó îá îöåíêå âåëè÷èíû N(x, n).

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 cóùåñòâóþò êîíñòàíòû k = k(ε), K = K(ε) è ÷èñëî n0 ∈ N òàêèå,

÷òî îöåíêà kn2 ≤ N(x, n) ≤ Kn2 âåðíà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > n0 è ëþáîé ðåàëèçàöèè

x èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé Xn,ε ⊂ X, µ(Xn,ε) ≥ 1 − ε. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîëîæèòü

k(ε) = cε5, K(ε) = Cε−5 äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c, C > 0.
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2 Ðàçáèåíèå P -òàáëèö íà óðîâíè

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé "ñðåçîê" P -òàáëèö

Þíãà è îöåíêè çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîñëåäíåé êëåòêå ïåðâîãî ñòîëáöà. Îáîçíà÷èì

÷åðåç {Xn}n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî ìåðå

Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1], à åå ðàëèçàöèè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x = {xn}n èëè, åñëè ýòî ñóùåñòâåííî,

{Xn(x)}n. Ïóñòü {Pn(x)}n � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P -òàáëèö Þíãà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà

RSK èç ðåàëèçàöèè x. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà c ∈ (0, 1] è ðåàëèçàöèè x ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

"óñå÷åííûõ" òàáëèö {P cn(x)}n, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç òåõ êîîðäèíàò, êîòîðûå íå áîëüøå c:

P cn(x) = ∅← xi1 ← xi2 ← . . .← xis ,

ãäå {i1, . . . , is} = {i ≤ n : xi ≤ c}.
Çàìåòèì, ÷òî âñòàâêè ìåæäó ðàçëè÷íûìè óñå÷åíèÿìè òàáëèö ñîãëàñîâàíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñòü

êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

T
ix //

(−)c

��

T

(−)c

��
T

ix // T
(−)c // T,

ãäå T � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ òàáëèö Þíãà ñî ýëåìåíòàìè èç îòðåçêà [0, 1], ix � îïåðàöèÿ âñàòâêè ÷èñëà

x, à (−)c � îïåðàöèÿ óñå÷åíèÿ.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, 1] òàáëèöà P cn åñòü ïîäòàáëèöà òàáëèöû Pn, è åñëè c ≤ c′,

òî P cn åñòü ïîäòàáëèöà òàáëèöû P c
′

n . Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ïðèìåð ñðåçîê P -òàáëèöû äëÿ ïàðàìåòðîâ

0 < c < c′ < 1.

×åðíûì öâåòîì îòìå÷åíû êëåòêè, â

êîòîðûõ ñòîÿò ýëåìåíòû x, x ≤ c.
Ñåðûì öâåòîì îòìå÷åíû êëåòêè, â

êîòîðûõ ñòîÿò ýëåìåíòû x, c < x ≤
c′.

Â îñòàâøèõñÿ êëåòêàõ ñòîÿò

ýëåìåíòû ñòðîãî áîëüøå, ÷åì c′.

Ðèñ. 1. Ðàçáèåíèå P -òàáëèöû íà 3 óðîâíÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c ∈ (0, 1] îáîçíà÷èì ÷åðåç Xc,n ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó max
1≤i≤n,Xi<c

Xi. Ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíóþ ðåàëèçàöèþ x è ïîëîæèì α = xn, β = Xα,n(x). Òîãäà èíòåðåñóþùèå íàñ ñðåçêè � ýòî

ñðåçêè ïî ïàðàìåòðàì α è β (β < α). Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî íà äèíàìèêó êîîðäèíàòû α íå

âëèÿåò òà ÷àñòü òàáëèöû, â êîòîðîé ñòîÿò êîîðäèíàòû áîëüøèå α. Â ñëåäóþùåé ëåììå îïèñûâàþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîëîæåíèÿ êîîðäèíàòû â çàâèñèìîñòè îò åå çíà÷åíèÿ.
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Ëåììà 2.1. Çàôèêñèðóåì ðåàëèçàöèþ x è îáîçíà÷èì α = xn, β = Xα,n(x). Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ≥ n â

êîñîé òàáëèöå Pαm\P βm ñàìàÿ íèæíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò α (ñì. ðèñ. 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m.

Áàçà: m = n. Êîñàÿ òàáëèöà Pαn (x)\P βn (x) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò α.

Ïåðåõîä: m 7→ m+1. Ïóñòü äëÿm óòâåðæäåíèå âåðíî. Îáîçíà÷èì íîìåð ñòðîêè, ñîäåðæàùåé ýëåìåíò

α, â òàáëèöå Pαm ÷åðåç l. Ðàññìîòðèì m + 1-óþ âñòàâêó Øåíñòåäà. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìîæíî

íå îáðàùàòü âíèìàíèå íà âñòàâêè êîîðäèíàò áîëüøèõ α, ïîòîìó êàê îíè íå ìåíÿþò òàáëèöó Pαm. Åñëè

ïðîöåññ âûáèâàíèÿ (ñì. òåðìèíîëîãèþ â [4]) îñòàíîâèëñÿ äî l-îé ñòðîêè, òî ýëåìåíòû â êëåòêàõ, ñòîÿùèõ

â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè íå ìåíüøå l, íå ïîìåíÿëèñü. Çíà÷èò, óòâåðæäåíèå ëåììû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ

Pαm+1. Ïóñòü òåïåðü ïðîöåññ âûáèâàíèÿ äîøåë äî ñòðîêè ñ íîìåðîì l. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: â l-îé

ñòðîêå âûáèëè ýëåìåíò α è â l-îé ñòðîêå âûáèëè ýëåìåíò ìåíüøèé, ÷åì α. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýëåìåíò α

ïåðåøåë â l+1-óþ ñòðîêó, ïðè ýòîì â ñòðî÷êàõ îò l+1-îé äî ïîñëåäíåé îñòàëüíûå ýëåìåíòû íå ïîìåíÿëèñü

è áûëè ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìåíüøå, ÷åì β. Âî âòîðîì ñëó÷àå âûáèëñÿ ýëåìåíò íå áîëüøåå, ÷åì β, íî

åãî ìîã âûáèòü òîëüêî ýëåìåíò ìåíüøèé åãî, çíà÷èò åäèíñòâåííûé íîâûé ýëåìåíò â ñòðîêàõ îò l-îé äî

ïîñëåäíåé ìåíüøå, ÷åì β. �

α Ñåðûì öâåòîì âûäåëåíà êîñàÿ

òàáëèöà Pαm(x)\P βm(x).

Ðèñ. 2. Ïîçèöèÿ ýëåìåíòà α â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ P -òàáëèöû.

Â òåðìèíàõ äîêàçàííîé ëåììû ìîæíî äàòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîïàäàíèÿ êîîðäèíàòû â ïåðâûé

ñòîëáåö.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ýëåìåíò α ëåæèò â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû PαN , a çíà÷èò, è òàáëèöû PN , òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû PαN åñòü ýëåìåíò áîëüøèé β.

3 Îöåíêà ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà â ïåðâîì

ñòîëáöå

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå íà÷àëüíûå îòðåçêè ðåàëèçàöèé xn = {xi}n1 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íåçâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîëîæèì P (xn) = Pn(x). Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå

çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû, íàõîäÿùåéñÿ â ïîñëåäíåé êëåòêå ïåðâîãî ñòîëáöà òàáëèöû P (xn). Äëÿ åå îöåíêè

ñíà÷àëà îöåíèâàåòñÿ åå ïîðÿäêîâûé íîìåð (ò.å. ìåñòî, íà êîòîðîì îíà áû ñòîÿëà, åñëè áû ìû îòñîðòèðîâàëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî âîçðàñòàíèþ) â ÷àñòè ðåàëèçàöèè xn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σn îòîáðàæåíèå, ñîïîñòîâëÿþùåå

ðåàëèçàöèè x ïåðåñòàíîâêó èç ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ åå ïåðâûõ n êîîðäèíàò. Èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ î

çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò ÿñíî, ÷òî, σ = Σn(X) åñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåñòàíîâêà, ðàñ-

ïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà Sn. Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî îòîæäåñòâèòü ïåðåñòàíîâêè ñ ýëåìåíòàìè ãðóïïû

Sn, êîòîðûå îíè çàäàþò.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç [n] ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , n}. Äèàãðàììó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òàáëèöå, îáîçíà÷èì ÷åðåç

sh(.). À ÷åðåç dim(.) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ñòàíäàðòíûõ òàáëèö äàííîé äèàãðàììû. Ïóñòü t� ïðîèçâîëüíàÿ

òàáëèöà ñ äèàãðàììîé λ (t ` λ). Òîãäà #{σ ∈ Sn|P (σ) = t} = dim(λ). Çíà÷èò, ðàâíîìåðíàÿ ìåðà íà Sn

ïåðåõîäèò â íåêîòîðóþ ìåðó νn íà P -òàáëèöàõ, çàäàâàåìóþ ïî ôîðìóëå νn(P ) = dim(λ)/(n!). Íàïîìíèì,

÷òî ýòî åñòü ìåðà Ïëàíøåðåëÿ íà òàáëèöàõ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn−1 îáîçíà÷èì ÷åðåç P (σ) è f(σ) åå P -òàáëèöó è ïîñëåäíèé

ýëåìåíò â ïåðâîé ñòðîêå ýòîé òàáëèöå, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèàãðàììû λ ` (n − 1)

îáîçíà÷èì ÷åðåç λ̂ äèàãðàììó Þíãà èç n êëåòîê, îòëè÷àþùóþñÿ îò äèàãðàììû λ ðîâíî íà îäíó êëåòêó

â ïåðâîé ñòðîêå.

Ëåììà 3.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýëåìåíòà f(σ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Eνn−1
(f(σ)) = n− 1

(n− 1)!

∑
λ`(n−1)

dim(λ) · dim(λ̂). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååì

n!− (n− 1)!Eνn−1
(f) =

∑
σ

(n− f(σ)). (2)

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ∑
σ

(n− f(σ)) =
∑

λ`(n−1)

dim(λ) · dim(λ̂). (3)

Ýòî ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ áèåêöèþ ìåæäó ñëåäóþùèìè ìíîæåñòâàìè:

(i) Ìíîæåñòâî H1 ïàð (σ, k + 1/2), ãäå σ ∈ Sn−1, à k + 1/2 > f(σ) è k ∈ [n− 1],

(ii) Ìíîæåñòâî H2 ïàð ñòàíäàðòíûõ òàáëèö þíãà (P,Q) îäèíàêîâîé ôîðìû, ãäå òàáëèöà P ñîñòîèò

â òî÷íîñòè èç ýëåìåíòîâ 1, 2, . . . , n− 1, k + 1/2, ãäå k ∈ [n − 1], ïðè÷åì ýëåìåíò k + 1/2 ñòîèò íà

ïîñëåäíåì ìåñòå ïåðâîé ñòðîêè, à òàáëèöà Q ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ [n], ïðè÷åì ýëåìåíò n ñòîèò â

ïåðâîé ñòðîêå.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå H1 → H2. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò σ çàäàåò ïàðó òàáëèö (P (σ), Q(σ)), ýëåìåíò

k+ 1/2 ïîñëå âñòàâêè Øåíñòåäà îáÿçàòåëüíî âñòàíåò â êîíåö ïåðâîé ñòðîêè íà ñâîáîäíîå ìåñòî. Çíà÷èò,

Q-òàáëèöà òåïåðü áóäåò ñîäåðæàòü ýëåìåíò n â ïåðâîé ñòðîêå. Ïåðåñòàíîâêà ïðè îáðàòíîì îòîáðàæåíèè

ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì êîìïîçèöèè óäàëåíèé ýëåìåíòà k+1/2 èç P -òàáëèöû è ýëåìåíòà n èç Q-òàáëèöû,

à òàêæå îáðàòíîãî àëãîðèòìà RSK. Ýëåìåíò k + 1/2 âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Íåñëîæíî âèäåòü,

÷òî ýòî âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Êàæäîìó σ ∈ Sn−1 ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî n − x(σ) ïàð èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà. À çíà÷èò ìîùíîñòü

ïåðâîãî ìíîæåñòâà ðàâíà
∑
σ(n− x(σ)). Ïîíÿòíî, ÷òî ñòàíäàðòíûå P -òàáëèöû è P -òàáëèöû èç âòîðîãî

ìíîæåñòâà ñîñòîÿò â åñòåñòâåííîé áèåêöèè, ñîõðàíÿþùåé ïîðÿäîê ìåæäó ýëåìåíòàìè. Ïîýòîìó ìîùíîñòü

âòîðîãî ìíîæåñòâà ðàâíà êîëè÷åñòâó ïàð ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà èç n êëåòîê îäèíàêîâîé ôîðìû, ãäå

Q-òàáëèöà ñîäåðæèò ýëåìåíò n â ïåðâîé ñòðîêå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð ðàâíî
∑
λ`(n−1) dim(λ) · dim(λ̂).

Ïðèðàâíÿâ ìîùíîñòè, ïîëó÷èì ∑
λ`(n−1)

dim(λ) · dim(λ̂) =
∑
σ

(n− f(σ)).
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Âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (2) ýòî äàåò äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (1). �

Îöåíêè àñèìïòîòèêè äðóãèõ ìîìåíòîâ ïðèâåäåì íèæå (ñì. ïàðàãðàô 5).

Èç ëåììû íåñëîæíî âûâåñòè îöåíêè íà Eνn(f(σ)). Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì aλ = dim(λ), bλ = dim(λ̂).

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî( ∑
λ`(n−1)

aλbλ
(n− 1)!

)2 ≤ (
∑

λ`(n−1)

a2λ
(n− 1)!

) · (
∑

λ`(n−1)

b2λ
(n− 1)!

) = n ·
∑

λ`(n−1)

b2λ
n!
≤ n.

Íåñëîæíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 3.2. Äëÿ ëþáîãî n > 1 âåðíî, ÷òî 1√
n

(n−Eνn−1
f(σ)) ≤ 1.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å, ïîñòàâëåííóþ â íà÷àëå ïàðàãðàôà. Îáîçíà÷èì ÷åðåçW (x, n−1) çíà÷åíèå, ñòîÿùåå

â ïîñëåäíåé êëåòêè ïåðâîãî ñòîëáöà P (xn−1), è ïóñòü σ = Σn−1(x). Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäêîâûå íîìåðà

ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ â ïîñëåäíåé êëåòêå ïåðâîãî ñòîëáöà è ïîñëåäíåé êëåòêå ïåðâîé ñòðîêè, ðàñïðåäåëåíû

îäèíàêîâî. Ïîëîæèì, l
d
= f(σ) åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíàÿ ïîðÿäêîâîìó íîìåðó W , ãäå W =

W (x, n− 1). Òîãäà

EW = EX(l) =
∑
i

P{l = i}EX(i) =
∑
i

P{l = i} · i
n

=
El

n
,

ãäå X(i) îáîçíà÷àåò i-óþ ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó â êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xj}n−11 . Ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.3. Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W (W = W (x, n− 1)).

P{W > 1− t√
n
} ≥ 1− 1

t
. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà è ñëåäñòâèÿ 3.2

P{W > 1− t√
n
} = P{(1−W )

√
n < t} ≥ 1− E(1−W )

√
n

t
≥ 1− 1

t
. �

4 Îöåíêà ñâåðõó

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñâåðõó íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó N(X,n).

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è n ∈ N cóùåñòâóþò êîíñòàíòà K̃ = K̃(ε) è ïîäìíîæåñòâî

ðåàëèçàöèé Xn,ε ⊂ X, µ(Xn,ε) ≥ 1 − ε, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè x ∈ Xn,ε èìååò ìåñòî îöåíêà

N(x, n) ≤ K̃n2.
Íàïîìíèì, ÷òî {Xn}n åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ ïî ìåðå Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1]. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íå áîëüøèõ c â êîíå÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xn}N1 ÷åðåç qc(N). Äîêàæåì äâå òåõíè÷åñêèå ëåììû î ðàñïðåäåëåíèÿõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí Xc,n è qc(N).

Ëåììà 4.2. Åñëè 0 < ε ≤ 1
3 , òî äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1] âåðíî, ÷òî P{Xα,n ≤ α(1− ε

2n )
∣∣Xn = α} ≥ 1− ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè 0 < ε ≤ 1
3 , òî 1 − ε

2n ≥
n
√

1− ε. Ïîëüçóÿñü íåçàâèñèìîñòüþ â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xi}, ïîëó÷àåì

P{Xα,n ≤ α(1− ε

2n
)
∣∣Xn = α} ≥ P{Xα,n ≤ α n

√
1− ε

∣∣Xn = α} =

= P{∀1 ≤ i ≤ n Xi < α⇒ Xi ≤ α n
√

1− ε} =
∏
Xi<α

P{Xi ≤ α n
√

1− ε
∣∣Xi < α} =

= (1− ε)q
α(n−1)/n ≥ (1− ε). �
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Ëåììà 4.3. Ïóñòü α ∈ (0, 1], ε ∈ (0, 1) è n ≤ N . Åñëè N ≥ 1
4ε3 , òî P{|q

α(N) −Nα| ≤ Nε
∣∣Xn = α} ≥

1− ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìàÿ îöåíêà ñðàçó âûòåêàåò èç íåçàâèñèìîñòè {Xi}N1 , íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà è
óñëîâèÿ íà N . �

Äàëåå âûâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B åñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî A = Xn, à B = XA,n, ãäå XA,n åñòü

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíàÿ max
1≤i≤n,Xi<A

Xi.

Ïîëîæèì ε′ = ε
5 . Ïî ëåììå 4.1 P{

B
A ≤ 1− ε′

2n} =
∫
P{Bα ≤ 1− ε′

2n

∣∣A = α}dα ≥ 1− ε′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó W (x) ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ â ïîñëåäíåé êëåòêå ïåðâîãî ñòîëáöà òàáëèöû PAN (x).

Ïîëó÷àåì, ÷òî

P{W > B} = P{W
A

>
B

A
} ≥ P{

(W
A

> 1− ε′

2n

)
&
(
1− ε′

2n
≥ B

A

)
} ≥

≥ P{W
A

> 1− ε′

2n
}+P{1− ε′

2n
≥ B

A
} − 1 ≥ P{W

A
> 1− ε′

2n
} − ε′. (5)

Äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè xN îñòàâèì òîëüêî êîîðäèíàòû íå áîëüøèå A(x), òàêèõ áóäåò qA(N)(x) øòóê,

è îòíîðìèðóåì èõ, ïîäåëèâ íà A(x). Ïðè ôèêñèðîâàííîì qA(N), ïåðåõîäÿ ê óñëîâíîé ìåðå, ìû îïÿòü

ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé äëÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ïî ìåðå Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1]. Çíà÷èò, ê íåé ïðèìåíèìû óòâåðæäåíèÿ èç ïàðàãðàôà 3.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (4), ìîæíî ïðîäîëæèòü öåïî÷êó íåðàâåíñòâ (5)

P{W
A

> 1− ε′

2n
} ≥

∑
i

P{W
A

> 1− ε′

2n

∣∣qA(N) = i} ·P{qA(N) = i} ≥

≥
∑

i≥4n2/ε′4

(1− 2n

ε′
√
qA(N) + 1

) ·P{qA(N) = i} ≥ (1− ε′) ·P{qA(N) ≥ 4n2

ε′4
}. (6)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.2, ïîëó÷àåì, ÷òî

P{qA(N) ≥ ε′N} ≥
∫
α>2ε′

P{qα(N) ≥ ε′N
∣∣A = α}dα ≥

≥
∫
α>2ε′

P{qα(N) ≥ (A− ε′)N
∣∣A = α}dα ≥ (1− ε′)(1− 2ε′) ≥ 1− 3ε′. (7)

Òîãäà åñëè N ≥ 4n2

ε′5 , òî ïî íåðàâåíñòâàì (5), (6) è (7)

P{W > B} ≥ (1− ε′) ·P{qA(N) ≥ 4n2

ε′4
} − ε′ ≥ (1− ε′)(1− 3ε′)− ε′ ≥ 1− 5ε′ = 1− ε.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 2.2, è ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ K̃(ε) = 5522

ε5 âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ n-îé

êîîðäèíàòû â ïåðâûé ñòîëáåö çà K̃(ε)n2 âñòàâîê íå ìåíüøå, ÷åì 1− ε. �

5 Îöåíêà ñíèçó è âûâîä òåîðåìû 1.1

Â äàííîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà ñíèçó èç òåîðåìû 1.1.
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Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòû k̃ è n0 òàêèå, ÷òî îöåíêà N(x, n) ≥ k̃n2 âåðíà
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > n0 è ëþáîé ðåàëèçàöèè x èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé

Xn,ε ⊂ X, µ(Xn,ε) ≥ 1− ε.
Íàïîìíèì, ÷òî f(σ) åñòü ïîñëåäíèé ýëåìåíò â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû P (σ). È. Àçàíãóëîâ èçó÷àë

ìîìåíòû òàêîé âåëè÷èíû è ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó äëÿ ôëóêòóàöèé ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà (ñì.

ðàáîòó [8]), êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ íèæå. Åñëè σ ∈ SN åñòü ñëó÷àéíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñ ðàâíîìåðíûì

ðàñïðåäåëåíèåì, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

lim
N→∞

E
(N − f(σ)√

N

)k
= k!.

Íàïîìíèì, ÷òî {Xn}n åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàñïðåäåëåííûõ ïî

ìåðå Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1], W (x,N) (äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü ïðîñòî W ) åñòü ïîñëåäíèé ýëåìåíò â

ïåðâîì ñòîëáöå P -òàáëèöû, ïîëó÷èâøåéñÿ èç íà÷àëüíîãî îòðåçêà {xn}N1 ðåàëèçàöèè x, à l = l(N) � íîìåð

W ïîñëå óïîðÿäî÷èâàíèÿ íà÷àëüíîãî îòðåçêà {xi}N1 ïî âîçðàñòàíèþ. Çàìåòèì, ÷òî l è f(σ) ðàâíû ïî

ðàñïðåäåëåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (N − l)/
√
N è (N − f(σ))/

√
N ñîâïàäàþò ìîìåíòû.

Èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî (8)) ìåæäó ýòèìè ìîìåíòàìè è ìîìåíòàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
√
N(1−

W ). Îáîçíà÷èì ïóøôîðâàðä ìåðû Ëåáåãà µ ïðè îòîáðàæåíèè W ÷åðåç µ̃, à ïóøôîðâàðä óñëîâíîé ìåðû

µ(X|ΣN (X) = σ) (ΣN (X) ñîïîñòàâëÿåò íà÷àëüíîìó îòðåçêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X ñîîòâåòñòâóþùóþ

ïåðåñòàíîâêó) ïðè òîì æå îòîáðàæåíèè ÷åðåç µ̃σ. Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç βa,b ìåðó ñîîòâåòñòâóþùóþ

áåòà-ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ xa(1− x)b/B(a, b).

E(
√
N(1−W ))k = Nk/2

∫ 1

0

(1− x)kdµ̃ = Nk/2
∑
σ∈SN

1

N !

∫ 1

0

(1− x)kdµ̃σ

= Nk/2
∑
σ∈SN

1

N !

∫ 1

0

(1− x)kdβf(σ),N+1−f(σ)

= Nk/2
N∑
s=1

P{f(σ) = s}
∫ 1

0

xkdβN+1−s,s

= Nk/2
N∑
s=1

P{f(σ) = s} (N + 1− s)k

(N + 1)k

=
Nk/2

(N + 1)k

N∑
s=1

k∑
m=1

P{f(σ) = l}c(k,m)(N + 1− s)m

=
Nk/2

(N + 1)k

k∑
m=1

c(k,m)E(N + 1− f(σ))m

=

k∑
m=1

Nk/2+m/2

(N + 1)k
c(k,m)E

(N + 1− f(σ)√
N

)m
=

k∑
m=1

m∑
i=0

c(k,m)

(
m

i

)
Nk/2+m/2

(N + 1)kN (m−i)/2E
(N − f(σ)√

N

)i
, (8)

ãäå c(k,m) � áåççíàêîâûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà.

Óñòðåìëÿÿ, N ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå, êðîìå îäíîãî, ãäå i = m = k, óñòðåìÿòñÿ

8



ê 0, çíà÷èò,

lim
N→∞

E(
√
N(1−W (x,N))k = E

(N − f(σ)√
N

)k
= k!.

Òàêèå ìîìåíòû èìååò ðàñïðåäåëåíèå exp(1), îíî åäèíñòâåííî, òàê êàê ýòè ìîìåíòû óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ Êàðëåìàíà. Èç ñõîäèìîñòè ìîìåíòîâ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî t > 0 ñóùåñòâóåò N0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî N > N0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P{W < 1− ε√
2N
} = P{

√
N(1−W ) >

ε

2
} ≥ e−ε > 1− ε (9)

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ε′ = ε/6. Ïóñòü A è B � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òàêèå, ÷òî A = Xn, à

B = XA,n, ãäå XA,n = max1≤i≤n,Xi<AXi. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñå÷åííûõ òàáëèö

{Pαm}m è îáîçíà÷èì ÷åðåç W ïîñëåäíèé ýëåìåíò â ïåðâîì ñòîëáöå óñå÷åííîé òàáëèöû PαN . Êàê èçâåñòíî

èç ñëåäñòâèÿ 2.2, äëÿ òîãî, ÷òîáû êîîðäèíàòà xn íå ëåæàëà â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû PN äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî B ≥W (N). Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü q âìåñòî qα(n). Ïîëîæèì ïîêà,

÷òî A = α, è íå áóäåì ïèñàòü ýòî óñëîâèå â âåðîÿòíîñòÿõ. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

P{B
α
>

αn

αn+ 2
− s} ≥ P{B

α
>

q

q + 1
− s& q ≥ αn

2
}

=
∑
i

P{B
α
>

q

q + 1
− s& q ≥ αn

2

∣∣q = i} ·P{q = i}

≥
∑

i≥αn/2

(1− q

(q + 1)2(q + 2)s2
) ·P{q = i}

≥ (1− αn/2

(αn/2 + 1)2(αn/2 + 2)s2
)(1− 4α(1− α)

n
)

Ïðè ïîäñòàíîâêå s = 2/(nα
√
ε′) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

P{B
α
> 1− 4

α
√
ε′
· 1
n
} ≥ P{B

α
>

αn

αn+ 2
− 2

nα
√
ε′
} ≥ (1− α3n3ε′

(αn+ 2)2(αn+ 4)
)(1− 4α(1− α)

n
) ≥ 1−ε′− 1

n

Òåïåðü îöåíèì îáùóþ âåðîÿòíîñòü, ò.å. áåç óñëîâèÿ A = α.

P{B
A
> 1− 4

ε′
√
ε′
· 1

n
} ≥

∫ ′1
ε

P{B
α
>

4

ε′
√
ε′
· 1

n

∣∣A = α}dα ≥ (1− ε′ − 1

n
)(1− ε′) ≥ 1− 2ε′ − 1

n
(10)

Äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè xN îñòàâèì òîëüêî êîîðäèíàòû íå áîëüøèå A(x), òàêèõ áóäåò qA(N)(x)

øòóê, è îòíîðìèðóåì èõ, ïîäåëèâ íà A(x). Ïðè ôèêñèðîâàííîì qA(N), ïåðåõîäÿ ê óñëîâíîé ìåðå,

ìû îïÿòü ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé äëÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ðàñïðåäåëåííûõ ïî ìåðå Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1]. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (9), îöåíèì

çíà÷åíèÿ W/A. Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì, ÷òî q = qα(N).

P{W
A

< 1− ε′

2
√
N
} =

∫ 1

0

∑
i

P{W
α
< 1− ε′

2
√
N

∣∣A = α, q = i} ·P{q = i}dα

≥
∫ 1

ε′

∑
i≥αN/2

P{W
α
< 1− ε′

2
√
q

∣∣A = α, q = i} ·P{q = i}dα

≥
∫ 1

ε′

∑
i≥αN/2

(1− ε′)P{q = i}dα ≥ 1− 2ε′ − 1

N
(11)
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Çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà âåðíà, åñëè αN/2 > N0, ãäå N0 èç óñëîâèÿ íåðàâåíñòâà (9). Òåïåðü, åñëè ìû

ïîëîæèì N = bε′5n2/64c+ 1, òî ïî íåðàâåíñòâàì (10) è (11) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî

P{W ≤ B} = P{W
A
≤ B

A
} ≥ P{W

A
≤ 1− ε′

2
√
N

& 1− 4

ε′
√
ε′n
≤ B

A
}

≥ P{W
A
≤ 1− ε′

2
√
N
}+P{1− 4

ε′
√
ε′n
≤ B

A
} − 1 ≥ 1− 6ε′ = 1− ε (12)

Ïîä ñëîâàìè "äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n" èìååòñÿ ââèäó äëÿ òåõ n, äëÿ êîòîðûõ n > 1/ε′ = 6/ε è N =

bε5n2/(2933)c + 1 ≥ max(6/ε, 2N0/α). Èç íåðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äîëÿ

òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûõ n-àÿ êîîðäèíàòà íå ïîïàëà â ïåðâûé ñòîëáåö çà N = bε5n2/(2933)c+1

âñòàâîê, íå ìåíüøå, ÷åì 1−ε, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ ìåíüøèõ N ýòî òîæå âåðíî, òàê êàê ñâîéñòâî áûòü

â ïåðâîì ñòîëáöå ìîíîòîííîå, ò.å. êîîðäèíàòà, îäíàæäû îêàçàâøèñü â ïåðâîì ñòîëáöå, îñòàíåòñÿ òàì

íàâñåãäà. �

Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî íåñëîæíî âûâîäèòñÿ òåîðåìà 1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì 4.1 è 5.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû

k̃(ε/2), K̃(ε/2), n0, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > n0 ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé

X1
n,ε,X

2
n,ε ⊂ X, µ(X1

n,ε) > 1−ε/2, µ(X2
n,ε) > 1−ε/2, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè x ∈ X1

n,ε âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî N(x, n) ≥ k̃(ε/2)n2, à äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè x ∈ X2
n,ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî N(x, n) ≤

K̃(ε/2)n2. Òîãäà, ïîëàãàÿ k(ε) = k̃(ε/2), K(ε) = K̃(ε/2), Xn,ε = X1
n,ε ∩X2

n,ε, ïîëó÷àåì, ÷òî µ(Xn,ε) > 1− ε,
è äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè x ∈ Xn,ε âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà k(ε)n2 ≤ N(x, n) ≤ K(ε)n2. Óòâåðæäåíèå

î òîì, ÷òî k(ε), K(ε) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè cε5 è Cε−5, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóåò èç çàìå÷àíèé

ñäåëàííûõ â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 4.1 è 5.1. �
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