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1 Ââåäåíèå

Îáîáùåííûé àëãîðèòì RSK, ââåäåííûé â ðàáîòå [12], îñóùåñòâëÿåò êîäèðîâàíèå ñõåìû Áåðíóëè

ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð òàáëèö Þíãà îäèíàêîâîé ôîðìû. Ïðè äàííîì êîäèðîâàíèè

êàæäîìó ýëåìåíòó x = {xn}n∈N áåñêîíå÷íîìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà [0, 1]N ñ ìåðîé Áåðíóëëè µ

ñïåöèàëüíîãî âèäà ñîïîñòàâëÿåòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Qn(x)}n∈N, {Pn(x)}n∈N � íóìåðóþùèõ

è çàïèñûâàþùèõ òàáëèö ñîîòâåòñòâåííî. Èíäóöèðóåìûå ïðè ýòîì êîäèðîâàíèè ìåðû íà áåñêîíå÷-

íûõ òàáëèöàõ Þíãà, â ïîñëåäñòâèè íàçâàííûå ìåðàìè Âåðøèêà-Êåðîâà, â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñî

ìíîæåñòâîì âñåõ ýðãîäè÷åñêèõ öåíòðàëüíûõ ìåð íà ãðàôå Þíãà (ñì. [12], [2], [18], [17]). Â äàëü-

íåéøåì â ðàáîòàõ [17] è [18] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîåêöèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Qn} ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé ìåæäó ([0, 1]N, µ) è ïðîñòðàíñòâîì áåñêîíå÷íûõ ñòàíäàðòíûõ

òàáëèö Þíãà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðå µ ìåðîé Âåðøèêà-Êåðîâà. Â ýòîé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èì-

ñÿ íà ìàëîèññëåäîâàííîì âîïðîñå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîåêöèè íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pn}
ïîñòàâëåííîì â [3]. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà µ � ðàâíîìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1].

Êàê áûëî äîêàçàíî À.Ì. Âåðøèêîì è Ñ.Â. Êåðîâûì [4], à òàêæå íåçàâèñèìî Á. Ëîãàíîì.

è Ë. Øåïïîì [14], ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì ôîðìû {Pn} ïîñëå åñòåñòâåííîé íîðìèðîâèêè ñõî-
äèòñÿ ê ïðåäåëüíîé ôîðìå. Â äàëüíåéøåì Ãðèáîâ À.Á. [5] äîêàçàë ñôîðìóëèðîâàííîå À.Ì. Âåð-

øèêîì ïðåäëîæåíèå, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôîðìà åñòü è ó ñàìèõ òàáëèö. À.Ì. Âåðøèêîì àâòîðó áûë

ïîñòàâëåí âîïðîñ î ïðåäåëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ ñîäåðæèìîãî êëåòîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pn}.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî íîðìèðîâàííîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ïåðâîé ñòðîêè ñõîäèòñÿ ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ln(x) ðàâíî çíà÷åíèþ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ïåðâîé ñòðîêè P -òàáëèöû Pn(x) äëÿ

ðåàëèçàöèè x = (x1, x2, . . .). Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 âåðíî, ÷òî

lim
n→+∞

P(
√
n(1− ln(x)) ≤ α) = e−α

Óæå ïîñëå ïîëó÷åíèÿ äàííîãî ðåçóëüòàòà âûøåë áëèçêèé ïî òåìàòèêå ïðåïðèíò (cì. ñëåäñòâèå

1.2 è 1.3 â [15]) P. �Sniady, â ñîîàâòîðñòâå ñ  L. Ma�slanka, M. Marciniak, ÷òî ïîä÷åðêèâàåò àêòóàëüíîñòü

ðåçóëüòàòà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàí ìåòîä ìîìåíòîâ. Äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà íàéäåíî êîìáèíàòîðíîå

âûðàæåíèå, ïîçâîëÿþùåå ñâåñòè âû÷èñëåíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè,

èñïîëüçóÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Ñ.Â. Êåðîâûì [11].

Èäåè äàííîé ðàáîòû ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàëèñü â îáùåé ñ Ã. Îâå÷êèíûì ðàáîòå [1] î âåðõíåé

îöåíêå âðåìåíè ïîïàäàíèÿ êîîðäèíàòû â ïåðâûé ñòîëáåö òàáëèöû Þíãà ïðè RSK êîäèðîâàíèè. Â

÷àñòíîñòè, ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè, â íåé ñîäåðæèòñÿ ïàðàãðàô 3.1.

Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ îñíîâíîé òåîðåìû äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà

Ã. Îâå÷êèíà [6]. Îí â ñâîåé ðàáîòå óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò çàìåòêè [1]. Èñïîëüçóÿ îñíîâíóþ òåîðåìû

ýòîé ðàáîòû, Ã. Îâå÷êèí ïîëó÷àåò íèæíþþ îöåíêó âðåìåíè ïîïàäàíèÿ êîîðäèíàòû â ïåðâûé ñòîëáåö

òàáëèöû Þíãà ïðè RSK êîäèðîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùóþ ñ âåðõíåé.

Tàêæå îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà ln(x) èãðàåò îñîáóþ ðîëü â ïðîáëåìå Óëàìà. Äàííàÿ âåëè÷èíà

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íàèìåíüøèì

3



ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ñôîðìèðîâàííîé ïåðâûìè n êîîðäèíàòà-

ìè x.

2 Îïðåäåëåíèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì îáçîð àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òàáëèö Þíãà, à òàêæå ïðîÿñíèì

ñâÿçü ìåæäó çàäà÷åé î íàõîæäåíèè íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïåðâîé

ñòðîêîé òàáëèöû Þíãà.

2.1 Äèàãðàììû Þíãà

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàçáèåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàåòåëüíîñòü λ = (λ1, λ2, . . .)

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî λ1 ≥ λ2 ≥ . . . è |λ| := λ1 + λ2 + . . . = n (çàïèñûâàåòñÿ êàê λ ` n).

Îïðåäåëåíèå 2. Äèàãðàììà Þíãà � ýòî êîíå÷íûé íàáîð êëåòîê, âûðîâíåííûõ ïî ëåâîé ãðàíèöå,

â êîòîðîì äëèíû ñòðîê îáðàçóþò íåâîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Êàæäîå ðàçáèåíèå λ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äèàãðàììîé Þíãà, äëèíû ñòðîê êî-

òîðîé ðàâíû λ1, λ2, . . .. Íàïðèìåð, ðàçáèåíèþ (5, 4, 1) ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììà

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîëóñòàíäàðòíîé òàáëèöåé Þíãà ôîðìû λ íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèå äèàãðàììû λ

âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷èñëà íåñòðîãî âîçðàñòàþò â êàæäîé ñòðî÷êå è ñòðîãî

â êàæäîì ñòîëáöå. Ïîëóñòàíäàðòíàÿ òàáëèöà Þíãà íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé, åñëè îíà çàïîëíåíà

íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî |λ| áåç ïîâòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. ×åðåç dimλ îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà ôîðìû λ.

Ñóùåñòâóåò êîìáèíàòîðíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ dimλ. Äëÿ êëåòêè (i, j) ∈ λ, íàõîäÿùåéñÿ íà ïåðå-

ñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-îãî ñòîëáöà, êðþêîì H(i, j) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êëåòîê (a, b) ∈ λ òàêèõ,

÷òî a = i è b ≥ j èëè a ≥ i è b = j. Äëèíà êðþêà h(i, j) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê êîëè÷åñòâî êëåòîê â

H(i, j).

Òåîðåìà 1 (Ôîðìóëà Êðþêîâ[19]).

dimλ =
|λ|!∏

(i,j)∈λ h(i, j)

Ñóùåñòâóåò ñïîñîá ïîäñ÷åòà dimλ ÷åðåç êîîðäèíàòû Ôðîáåíèóñà.

Îïðåäåëåíèå 5. Êîîðäèíàòàìè Ôðîáåíèóñà äèàãðàììû λ íàçûâàåòñÿ íàáîð (q1, . . . , qd|p1, . . . , pd),

ãäå pi = λi − i, qi = λ′i − i, à d � êîëè÷åñòâî êëåòîê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè òàáëèöû λ.
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Ðèñ. 1: Ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ è òèïè÷íàÿ äèàãðàììà Þíãà.

Òåîðåìà 2 (Ôîðìóëà Êðþêîâ â êîîðäèíàòàõ Ôðîáåíèóñà [16], [19]). Ïóñòü λ � äèàãðàììà Þíãà èç

n êëåòîê, è å¼ êîîðäèíàòû Ôðîáåíèóñà ðàâíû (q1, . . . , qd|p1, . . . , pd), òîãäà

dimλ

n!
=

∏
1≤i<j≤d(pi − pj)(qi − qj)∏

1≤i,j≤d(pi + qj + 1)
∏

1≤i≤d(pi!qi!)

Êëþ÷åâîé êîìáèíàòîðíîé îïåðàöèåé, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ íàì íåîäíîêðàòíî, ÿâëÿåòñÿ âñòàâêà

Øåíñòåäà, îïðåäåëåííàÿ íèæå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü T � òàáëèöà Þíãà, à x � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òàáëèöà T ← x

ïîëó÷àåòñÿ èç òàáëèöû T âñòàâêîé x ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Çàâåäåì ïåðåìåííóþ y, èçíà÷àëüíî ðàâíóþ x, è îáúÿâèì ïåðâóþ ñòðî÷êó òåêóùåé. Âñòàâêà îïèñû-

âàåòñÿ ñëåäóþùèì ïñåâäîêîäîì:

1. Åñëè òåêóùàÿ ñòðîêà ïóñòàÿ èëè âñå å¼ ýëåìåíòû ìåíüøå ÷åì y, òî y ïðèïèñûâàåòñÿ â êîíåö

ñòðîêè è íà ýòîì âñòàâêà çàâåðøàåòñÿ. Èíà÷å àëãîðèòì ïåðåõîäèò ê øàãó 2.

2. Ñðåäè âñåõ êëåòîê òåêóùåé ñòðîêè èùåòñÿ êëåòêà ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì òàêàÿ, ÷òî â íåé

íàõîäèòñÿ ÷èñëî áîëüøåå ÷åì y. Îáìåíèâàåòñÿ çíà÷åíèå y è ñîäåðæèìîå íàéäåííîé êëåòêè.

Àëãîðèòì âîçâðàùàåòÿ ê øàãó 1, ñ÷èòàÿ òåêóùåé ñòðîêîé ñëåäóþùóþ.

Àëãîðèòì RSK[19] îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ ìåæäó Rn è ìíîæåñòâîì ïàð (P,Q) � òàáëèö ðàçìåðà

n îäèíàêîâîé ôîðìû, ãäå Q ñòàíäàðòíàÿ, à P ïðîèçâîëüíàÿ. Â ÷àñòíîñòè, Sn � ìíîæåñòâî ïå-

ðåñòàíîâîê, ïðè RSK-ñîîòâåòñòâèè îêàçûâàåòñÿ â áèåêöèè ñ ïàðàìè ñòàíäàðòíûõ òàáëèö ðàçìå-

ðà n îäèíàêîâîé ôîðìû. Ñîïîñòàâèâ êàæäîé ïåðåñòàíîâêå ôîðìó òàáëèö, ïîëó÷åííûõ ïðè RSK-

ñîîòâåòñòâèè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìåðà Ïëàíøåðåëÿ Mn íà òàáëèöàõ ðàçìåðà n, çàäàííàÿ ïî ôîðìóëå

Mn(λ) = (dimλ)2

n! , ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äèàãðàìì Þíãà àêòèâíî èçó÷àåòñÿ ïîñëåäíèå 60 ëåò. Äàëåå áóäóò ïðè-

âåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áóäóò àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Ñîïîñòàâèì êàæäîé äèàãðàììå Þíãà λ êðèâóþ φλ(u). Ñîæì¼ì äèàãðàììó â
√
|λ| ðàç â êàæäîì

èç íàïðàâëåíèé, à òàêæå ïîâåðí¼ì å¼ íà 135◦. Îãðàíè÷èâàþùàÿ êðèâàÿ ïðîäîëæåííàÿ ãðàôèêîì

ìîäóëÿ |u| çà îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ áóäåò èñêîìîé φλ(u). (ñì. Ðèñ. 1)

Îïðåäåëèì êðèâóþ Ω(u) ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Ω(u) =

 2
π (u sin−1( u√

2
) +
√

2− u2) |u|,≤
√

2;

|u|, |u| ≥
√

2.
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Òåîðåìà 3 (Kerov-Vershik-Logan-Shepp). Ïóñòü λ � ñëó÷àéíàÿ äèàãðàììà ïî ìåðå Mn. Òîãäà, äëÿ

ëþáîãî ε > 0 âåðíî, ÷òî

lim
n→∞

P

(
(1− ε)Ω < φλ < (1 + ε)Ω

)
= 1

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå p′i := n1/3( pi√
n
− 2)

Òåîðåìà 4 (Baik-Deift-Johanssson[8],[9]). Ïóñòü λ � ñëó÷àéíàÿ ïî Mn äèàãðàììà Þíãà, òîãäà äëÿ

ëþáîãî k ∈ N ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (p′1, p
′
2, . . . , p

′
k) ñòðåìèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ïåðâûõ k ýëå-

ìåíòîâ àíñàìáëÿ Ýéðè.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà î÷åâèäíûõ ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû:

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0, P(2− ε < p1√
n
< 2 + ε)→ 1 ïðè n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî N > 0

lim
n→∞

P(p1 − p2 > N) = 1

2.2 Çàäà÷à î íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óñòðîéñòâà àëãîðèòìà RSK è îïèñûâàåò

ïåðâóþ ñòðîêó P -òàáëèöû ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è î íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü x ∈ Rn è (P (x), Q(x)) � ïàðà òàáëèö, ñîîòâåòñòâóþùàÿ x ïðè RSK-ñîîòâåòñòâèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ ôîðìó P (x), òîãäà äëÿ ëþáîãî k ≤ λ1 â êëåòêå (1, k) òàáëèöû P (x) íàõîäèòñÿ

íàèìåíüøåå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ êîíöîì âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè x äëèíû k.

3 Îöåíêà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ïåðâîé ñòðîêè

ñëó÷àéíîé ñòàíäàðòíîé òàáëèöû

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü σ ∈ Sn ïåðåñòàíîâêà äëèíû n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln(σ) ïîñëåäíèé ýëåìåíò

òàáëèöû P (σ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σn ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó, ðàñïðåäåëåííóþ ðàâíîìåðíî íà Sn, à µn îáîçíà÷àåò

ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû σn.

Öåëüþ ïîñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû
n−Ln(σ)√

n
. Â òåîðåìå 6 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ñ

èíòåíñèâíîñòüþ 1.

3.1 Êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü λ ` n, îáîçíà÷èì ÷åðåç gr1(λ) äèàãðàììó Þíãà èç n+ 1 êëåòêè, îòëè÷àþ-

ùóþñÿ îò äèàãðàììû λ ðîâíî íà îäíó êëåòêó â ïåðâîé ñòðîêå.

Ëåììà 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû Ln(σ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Eµn(Ln) = n+ 1− 1

n!

∑
λ`n

dimλ dim gr1(λ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìåðû µn

(n+ 1)!− n!Eµn(Ln) =
∑
σ

n+ 1− Ln(σ).

À çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∑
σ

n+ 1− Ln(σ) =
∑
λ`n

dimλ dim gr1(λ).

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùèå òðè ìíîæåñòâà íàõîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè:

1. Ïàðû (σ, k + 1/2), ãäå σ ∈ Sn, à k ∈ [n] è k + 1/2 > Ln(σ).

2. Ïàðû òàáëèö Þíãà (P,Q), ãäå òàáëèöà P ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ýëåìåíòîâ {1, 2, . . . , n, k+1/2},
ïðè÷åì ýëåìåíò k + 1/2 ñòîèò íà ïîñëåäíåì ìåñòå ïåðâîé ñòðîêè, à òàáëèöà Q ñîñòîèò èç

ýëåìåíòîâ [n+ 1], ïðè÷åì ýëåìåíò n+ 1 ñòîèò â ïåðâîé ñòðîêå.

3. Ïàðû ñòàíäàðòíûõ òàáëèöÞíãà (P,Q), ïðè÷åì ýëåìåíò n+1 ñòîèò â ïåðâîé ñòðîêå Q-òàáëèöû.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà âî âòîðîå. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò σ çàäàåò ïàðó òàá-

ëèö (P (σ), Q(σ)), ýëåìåíò k+1/2 ïîñëå âñòàâêèØåíñòåäà îáÿçàòåëüíî âñòàíåò â êîíåö ïåðâîé ñòðîêè

íà ñâîáîäíîå ìåñòî. Çíà÷èò, Q-òàáëèöà òåïåðü áóäåò ñîäåðæàòü ýëåìåíò n+1 â ïåðâîé ñòðîêå. Îáðàò-

íîå îòîáðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ îáðàòíîãî àëãîðèòìà RSK. Íåñëîæíî âèäåòü,

÷òî ýòî âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì ìíîæåñòâîì. Ðàññìîòðèì ïàðó òàáëèö (P2, Q2) èç

âòîðîãî ìíîæåñòâà. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ïåðâîé ñòðîêè P2 ðàâåí k + 1/2, äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ [n].

Îáîçíà÷èì, ÷åðåç P3 òàáëèöó ïîëó÷åííóþ ïðèìåíåíèåì ê êàæäîé êëåòêå òàáëèöû P2 ôóíêöèè fk,

îïèñàííîé íèæå:

fk(x) =


x, åñëè x ≤ k;

k + 1, åñëè x = k + 1/2;

x+ 1 åñëè x ≥ k + 1;

Òîãäà ïàðå òàáëèö (P2, Q2) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïàðà (P3, Q3), ãäå Q3 = Q2.

Êàæäîìó σ ∈ Sn ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî n+ 1− Ln(σ) ïàð èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà. À çíà÷èò ìîùíîñòü

ïåðâîãî ìíîæåñòâà ðàâíà
∑
σ n + 1 − Ln(σ). Ìîùíîñòü òðåòüåãî ìíîæåñòâà ðàâíà êîëè÷åñòâó ïàð

ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà èç n+ 1 êëåòêè, ãäå Q-òàáëèöà ñîäåðæèò ýëåìåíò n+ 1 â ïåðâîé ñòðîêå.

Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî
∑
λ`n dimλ dim gr1(λ).

Ïðèðàâíÿâ ìîùíîñòè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

Çàìå÷àíèå 1. Eµn(Ln) = n + 1 −
∑
λ`n

(dimλ)2

n!
dim gr1(λ)

dimλ = n + 1 − EMn

dim gr1(λ)
dimλ , ãäå Mn � ìåðà

Ïëàíøåðåëÿ íà äèàãðàììàõ Þíãà èç n êëåòîê.

3.2 Âåðõíÿÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Óòâåðæäåíèå 1.

lim
n→+∞

Eµn
n− Ln√

n
≤ 1
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó ÊÁØ:

∑
λ`n

dimλ dim gr1(λ)

n!
≤
√

(
∑
λ`n

dimλ2

n!
)(
∑
λ`n

dim gr1(λ)2

n!
) =

√
(n+ 1)

∑
λ`n

dim gr1(λ)2

(n+ 1)!
≤
√
n+ 1

Ïîäñòàâèâ â ëåììó 1 è ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

3.3 Íèæíÿÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Óòâåðæäåíèå 2.

lim
n→+∞

Eµn
n− Ln√

n
≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü çàìå÷àíèåì 1, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→+∞

EMn

dim gr1(λ)
dimλ√
n

≥ 1.

Ïóñòü δ > 0, N > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç An(N, δ) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ äèàãðàìì λ ðàçìåðà

n, ÷òî

sup
x∈[−

√
2+δ,

√
2−δ]

∣∣∣ Ω(x)− x
(
√

2− x)2
− φλ(x)− x

(p1+1√
2n
− x)2

∣∣∣ < δ

4
√

2
, p1 − p2 > N, (2− δ)

√
n < p1 < (2 + δ)

√
n.

Êîìáèíèðóÿ òåîðåììó 1.5, ëåììó 1.4 è ñëåäñòâèå 1.2 ïîëó÷àåì, ÷òî Mn(An(N, δ)) ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè

n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïóñòü An = An(ε, 1
ε ). Òàê êàê dim gr1(λ)

dimλ > 0 è Mn(An) → 1, òî äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî dim gr1(λ)
dimλ ≥

√
nf(ε) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n, ãäå f(·) � ôóíêöèÿ íå çàâèñÿùàÿ îò n,

òàêàÿ ÷òî f(ε)→ 1, ïðè ε→ 0.

Ïóñòü êîîðäèíàòû Ôðîáåíèóñà λ ðàâíû (p1, . . . , pd|q1, . . . , qd), òîãäà êîîðäèíàòû gr1(λ) ðàâíû (p1 +

1, . . . , pd|q1, . . . , qd). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå êðþêîâ â êîîðäèíàòàõ Ôðîáåíèóñà ìû ïîëó÷àåì:

dim gr1(λ)

(n+ 1) dimλ
=

1

p1 + 1

∏d
2(p1 + 1− pi)

∏d
1(p1 + qi + 1)∏d

2(p1 − pi)
∏d

1(p1 + qi + 2)
=

1

p1 + 1

d∏
2

(1 +
1

p1 − pi
)

d∏
1

(1− 1

p1 + qi + 2
) =

=
1

p1 + 1
e
∑d

2 ln(1+ 1
p1−pi

)−
∑d

1 ln(1+ 1
p1+qi+1 )

.

Îöåíèì ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé ñóììû. Íàïîìíèì, ÷òî φλ � êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ λ ïðè ñæàòèè è ïîâîðîòå, ñëåäîâàòåëüíî φλ � íåïðåðûâíà è ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà,

ïðè÷åì ïðè x ≥ 0 âûïîëíåíî

φ′λ(x) =

−1, ∃i x ∈ ( pi√
2n
, pi+1√

2n
);

1, èíà÷å.

Òàê êàê
∫ b
a

1
c−x = ln(c− a)− ln(c− b) = ln(1 + b−a

c−b ), òî

d∑
2

ln(1 +
1

p1 − pi
) =

∫ p2+1√
2n

0

1
p1+1√

2n
− x

1− φ′λ(x)

2
dx

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: a = p2+1√
2n
, b = p1+1√

2n
è âîçüìåì èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì:∫ a

0

1− φ′λ(x)

b− x
dx =

x− φλ(x)

b− x

∣∣∣a
0

+

∫ a

0

φλ(x)− x
(b− x)2

dx =
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=
a− φλ(a)

b− a
− φλ(0)

b
+

∫ a

0

φλ(x)− x
(b− x)2

dx.

Òàê êàê a = p2 + 1, òî a− φλ(a) = 1√
2n
, à çíà÷èò a−φλ(a)

b−a =
1√
2n

p1−p2√
2n

= 1
p1−p2 < ε, â ñèëó âûáîðà An.

Cëåäîâàòåëüíî,
d∑
2

ln(1 +
1

p1 − pi
) > −φλ(0)

2b
− ε

2
+

∫ a

0

φλ(x)− x
2(b− x)2

dx.

Òåïåðü îöåíêèì âòîðóþ ñóììó â ýêñïîíåíòå.

Ïðè x < 0 âûïîëíåíî

φ′λ(x) =

1, ∃i x ∈ (−qi−1√
2n

, −qi√
2n

);

−1, èíà÷å.

Ñëåäîâàòåëüíî, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

−
d∑
1

ln(1 +
1

p1 + qi + 1
) =

∫ 0

−q1−1√
2n

1
p1+1√

2n
− x

1 + φ′λ(x)

2
dx.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: a = −q1−1√
2n

, b = p1+1√
2n

è âîçüìåì èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì:∫ 0

a

1 + φ′λ(x)

b− x
dx =

x+ φλ(x)

b− x

∣∣∣0
a

+

∫ 0

a

x+ φλ(x)

(b− x)2
dx =

=
φλ(0)

b
− a+ φλ(a)

b− a
+

∫ 0

a

x+ φλ(x)

(b− x)2
dx.

Çàìåòèì, ÷òî a = −φλ(a), à çíà÷èò

−
d∑
1

ln(1 +
1

p1 + qi + 1
) =

φλ(0)

2b
+

∫ 0

a

x+ φλ(x)

2(b− x)2
dx.

Ñêëàäûâàÿ îáå îöåíêè ïîëó÷àåì,

d∑
2

ln(1 +
1

p1 − pi
)−

d∑
1

ln(1 +
1

p1 + qi + 1
) >

∫ p2+1√
2n

−q1−1√
2n

φλ(x)− |x|
2(p1+1√

2n
− x)2

dx− ε

2
.

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî, òî ïðè óìåíüøåíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

èíòåãðàë òîëüêî óìåíüøèòñÿ. Â ñèëó âûáîðà An âåðíî, ÷òî p2+1√
2n

>
√

2 − ε è −q1−1√
2n

> −
√

2 + ε,

ñëåäîâàòåëüíî ∫ p2+1√
2n

−q1−1√
2n

φλ(x)− |x|
(p1+1√

2n
− x)2

dx >

∫ √2−ε

−
√

2+ε

φλ(x)− |x|
2(p1+1√

2n
− x)2

dx

Â ñèëó âûáîðà An èíòåãðàë áîëüøå ÷åì∫ √2−ε

−
√

2+ε

Ω(x)− |x|
2(
√

2− x)2
dx− ε

2
.

Ïî ëåììå 2 èç ïðèëîæåíèÿ A ∫ √2

−
√

2

Ω(x)− |x|
2(
√

2− x)2
dx = 2 ln(2).

Ïóñòü f ′(ε) = ln(2) −
∫√2−ε
−
√

2+ε
Ω(x)−|x|
2(
√

2−x)2
dx. Òàê êàê èíòåãðèðóåìîå âûðàæåíèå áîëüøå 0 è èíòåãðàë

íà âñåì îòðåçêå(−
√

2,
√

2) ñõîäèòñÿ ê ln(2), òî f ′(ε) → 0 ïðè ε → 0. À çíà÷èò äëÿ âñåõ λ ∈ An ìû

ïîëó÷àåì îöåíêó
dim gr1(λ)

dimλ
>

n√
n

eln(2)−ε−f ′(ε)

(2 +
√

2ε)
.
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À òàê êàê

lim
ε→0

eln(2)−ε−f ′(ε)

(2 +
√

2ε)
= 1,

òî ëåììà äîêàçàíà �

Ñëåäñòâèå 3.

lim
n→+∞

Eµn
n− Ln√

n
= 1

3.4 Àñèìïòîòèêà ìîìåíòîâ

Óòâåðæäåíèå 3.

lim
n→∞

Eµn(
n− Ln√

n
)m → m!

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî m. Áàçà èíäóêöèè äëÿ m = 1 äîêàçàíà â ñëåäñòâèè 3.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ k ≤ m− 1, äîêàæåì åãî äëÿ m.

Ïîñòðîèì áèåêöèþ òð¼õ ìíîæåñòâ àíàëîãè÷íóþ ïóíêòó 3.1:

1. Íàáîðû (σ, k1 + 1
m+1 , k2 + 2

m+1 , . . . , km + m
m+1 ), ãäå σ ∈ Sn,

à ki ∈ [n] è Ln(σ) < k1 + 1
m+1 < k2 + 2

m+1 < . . . , km + m
m+1 ;

2. Ïàðû òàáëèöÞíãà (P,Q), ãäå òàáëèöà P ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ 1, 2, . . . , n, k1+ 1
m+1 , k2+ 2

m+1 , . . . , km+
m
m+1 , ïðè÷åì âñå ýëåìåíòû k1 + 1

m+1 , k2 + 2
m+1 , . . . , km+ m

m+1 ñòîÿò â ïåðâîé ñòðîêå. À Q ñîñòîèò

èç ÷èñåë 1, . . . , n+m, ïðè÷åì n+ 1, . . . , n+m ñòîÿò â ïåðâîé ñòðîêå.

3. Ïàðû ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà (P,Q), ïðè÷åì â Q-òàáëèöå ÷èñëà n + 1, . . . , n + m ñòîÿò â

ïåðâîé ñòðîêå.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà íà âòîðîå. Ýëåìåíò σ çàäàåò ïàðó òàáëèö (P (σ), Q(σ)).

Ïîñëåäîâàòåëüíî âñòàâêîé Øåíñòåäà âñòàâèì ýëåìåíòû k1 + 1
m , . . . , km + m

m+1 . Îíè ïîñëåäîâàòåëüíî

âñòàâÿòñÿ â ïåðâóþ ñòðîêó. Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì

îáðàòíîãî RSK ê ïàðå òàáëèö (P,Q).

Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì ìíîæåñòâîì. Ïàðå òàáëèö (P2, Q2) èç âòîðîãî ìíî-

æåñòâà ñîïîñòàâèì ïàðó (P3, Q3), ãäå Q3 = Q2, à òàáëèöà P3 ïîëó÷àåòñÿ èç òàáëèöû P2 çàìåíîé

íàõîäÿùèõñÿ â íåé ÷èñåë íà èõ ïîðÿäêîâûå íîìåðà. Ïðèìåð ñîïîñòàâëåíèÿ ïðèâåäåí íèæå.

1 3 2 + 1
4 2 + 2

4 4 + 3
4

2 5

4

←→ 1 5 3 4 6

2 7

5

Îòìåòèì, ÷òî áèåêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïèñàííîé

âûøå áèåêöèè ïðè m = 1.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó σ ∈ Sn ñîïîñòàâëÿþòñÿ âñå âîçìîæíûå íàáîðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

ãäå Ln(σ) ≤ k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ km ≤ n. Ìåòîäîì øàðîâ è ïåðåãîðîäîê ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî îïèñàííûõ
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ðàíåå íàáîðîâ ðàâíî
(
m+n−Ln

m

)
=

∏m
i=1(n−Ln+i)

m! . À çíà÷èò îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðâîì

ìíîæåñòâå ðàâíî
∑
σ

∏m
i=1(n−Ln(σ)+i)

m! .

C äðóãîé ñòîðîíû, ìîùíîñòü òðåòüåãî ìíîæåñòâà ðàâíà êîëè÷åñòâó ïàð ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà,

òàêèõ ÷òî Q ñîäåðæèò ýëåìåíòû n+1, . . . , n+m â ïåðâîé ñòðîêå. À çíà÷èò, åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

grm(λ) äèàãðàììó Þíãà îòëè÷àþùóþñÿ îò λ äîáàâëåíèåì m êëåòîê â ïåðâóþ ñòðîêó, òî êîëè÷åñòâî

òàêèõ òàáëèö ðàâíî
∑
λ`n dimλ dim grm(λ).

Ïðèðàâíÿâ ìîùíîñòè, ïîëó÷èì:∑
λ`n

dimλ dim grm(λ) =
∑
σ

∏m
i=1(n− Ln(σ) + i)

m!
.

∏m
i=1(n− Ln(σ) + i)

m!
=

(n− Ln(σ))m

m!
+

m−1∑
k=1

ak
(n− Ln(σ))k

m!
,

ãäå {ak}k∈N � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå çàâèñÿùèå îò σ. Ñëåäîâàòåëüíî,

m!
√
n
m

∑
λ`n dimλ dim grm(λ)

n!
= Eµn(

n− Ln(σ)√
n

)m +

m∑
k=1

ak
Eµn(n−Ln(σ)√

n
)k

√
n
m−k .

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

lim
n→+∞

Eµn(n−Ln(σ)√
n

)k

√
n
m−k = lim

n→+∞

k!
√
n
m−k = 0.

À çíà÷èò çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

lim
n→+∞

∑
λ`n dimλ dim grm(λ)

√
n
m
n!

= 1

Óòâåðæäåíèå 4. limn→+∞

∑
λ`n dimλ dim grm(λ)√

nmn!
≤ 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó ÊÁØ:∑
λ`n dimλ dim grm(λ)

√
n
m
n!

≤ 1
√
n
m

√
(
∑
λ`n

(dimλ)2

n!
)(
∑
λ`n

(dim grm(λ))2

n!
) =

1
√
n
m

√∑
λ`n

(dim grm(λ))2

n!
≤

m∏
i=1

√
n+ i

n

Óñòðåìëÿÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.�

Çàìå÷àíèå 2. ∑
λ`n dimλ dim grm(λ)

√
n
m
n!

=
1
√
n
mEMn

dim grm(λ)

dimλ
.

Óòâåðæäåíèå 5.

lim
n→+∞

∑
λ`n dimλ dim grm(λ)

√
n
m
n!

≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî çàìå÷àíèþ âûøå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→+∞

1
√
n
mEMn

dim grm(λ)

dimλ
≥ 1

Êîîðäèíàòû Ôðîáåíèóñà äèàãðàììû grm(λ) ðàâíû (p1 +m, . . . , pd|q1, . . . , qd). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-

ðåìå 2 ïîëó÷àåì:

dim grm(λ)

(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+m) dimλ
=

m∏
i=1

1

p1 + i

∏d
2(p1 +m− pi)

∏d
1(p1 + qi + 1)∏d

2(p1 − pi)
∏d

1(p1 + qi + 1 +m)
=

11



=

m∏
i=1

1

p1 + i

d∏
2

(1 +
m

p1 − pi
)

d∏
1

(1− m

p1 + qi +m+ 1
) =

=

m∏
i=1

1

p1 + i

d∏
2

(1 +
m(qi + 1 + pi)

(p1 − pi)(p1 + qi +m+ 1)
)(1− m

p1 + q1 +m+ 1
) =

=

m∏
i=1

1

p1 + i
(1− m

p1 + q1 +m+ 1
)e

∑d
2 ln(1+

m(qi+1+pi)

(p1−pi)(p1+qi+m+1)
)
.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Îïðåäåëèì An = An(ε, 1
ε ) êàê â ïàðàãðàôå 3.3. Â ñèëó âûáîðà An, ðàñêëàäûâàÿ

ëîãàðèôì â ðÿä Òåéëîðà, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n äëÿ ëþáîãî i ïîëó÷àåì:

ln(1 +
m(qi + 1 + pi)

(p1 − pi)(p1 + qi +m+ 1)
) > (m− ε) ln(1 +

(qi + 1 + pi)

(p1 − pi)(p1 + qi + 2)
) =

= (m− ε)(ln(1 +
1

p1 − pi
)− ln(1 +

1

p1 + qi + 2
)).

Cóììèðóÿ ïî âñåì i, èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2, ïîëó÷àåì:

d∑
2

ln(1+
m(qi + 1 + pi)

(p1 − pi)(p1 + qi +m+ 1)
) > (m−ε)(

d∑
2

ln(1+
1

p1 − pi
)−

d∑
2

ln(1+
1

p1 + qi + 2
)) > m ln(2)−δ(ε),

ãäå δ(ε) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ε ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ.

À çíà÷èò,

EMn

dim grm(λ)

dimλ
≥ (1− ε)(1− m

p1 + q1 +m+ 1
)em ln(2)−δ(ε)

m∏
i=1

n+ i

p1 + i
> (1− δ2(ε))

√
n
m
,

ãäå δ2(ε) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ε ñòðåìÿùåìñÿ ê 0, à n äîñòàòî÷íî âåëèêî. Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.�.

Äâà ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèÿ çàâåðøàþò èíäóêöèîííûé ïåðåõîä è äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.�

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ, òî ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà n−Ln(σ)√
n

ñ ðîñòîì n

ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ èíòåíñèâíîñòüþ 1. Òî÷íåå,

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî α > 0 âåðíî, ÷òî

lim
n→+∞

P(
1− Ln(x)√

n
≤ α) = e−α

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèè 3 ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 1−Ln(x)√
n

ñõîäÿòñÿ ê

ìîìåíòàì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñ ìîìåíòàìè ðàâíûìè k!

åäèíñòâåííî, òàê êàê äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {k!} âûïîëíåíî óñëîâèå Êàðëåìàíà. Åäèíñòâåííîñòü
ïðåäåëà è ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ. �.

4 Ôëóêòóàöèè ïåðâîé ñòðîêè ïðè RSK êîäèðîâàíèè

Ïóñòü X = {Xi}i∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ïî ìåðå Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn = (X1, X2, . . . , Xn) ñëó÷àéíûé âåêòîð

ðåàëèçàöèè ïåðâûõ n ýêñïåðèìåíòîâ. Ïóñòü Pn(X) = P (Xn) � ñëó÷àéíàÿ òàáëèöà, ïîëó÷åííàÿ ïðè

RSK êîäèðîâàíèè ïåðâûõ n ðåçóëüòàòîâ.

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûå ôëóêòóàöèè ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè òàáëèö Pn(X).

Äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ëåãêî äîêàçàòü òåîðåìó, àíîíñèðîâàííóþ âî ââåäåíèè.

Íàïîìíèì å¼ ôîðìóëèðîâêó.
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Òåîðåìà. Ïóñòü ln(x) ðàâíî çíà÷åíèþ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ïåðâîé ñòðîêè P -òàáëèöû Pn(x) äëÿ

ðåàëèçàöèè x = (x1, x2, . . .). Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 âåðíî, ÷òî

lim
n→+∞

P(
√
n(1− ln(x)) ≤ α) = e−α

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü k-îãî ìî-

ìåíòà âåëè÷èíû
√
n(1− ln(x)) ê k!. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñå Xi ðàçëè÷íû. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Σn,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n ïåðåñòàíîâêó èç ïîðÿäêîâûõ

íîìåðîâ êîîðäèíàò x. Σn(Xn) èíäóöèðóåò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Sn. Çàìåòèì,÷òî

P (ln(X)|Σn(x) = σ) = P (XLn(σ)|Σ(X) = σ) ∼ B(Ln(σ), n− Ln(σ) + 1)

òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå k-îé ñòàòèñòèêè Xn ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì B(k, n− k + 1).

Òàê êàê k-ûé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ B(α, β) ðàâåí
∏k−1
i=0

α+i
α+β+i , òî

E
(√
n(1−ln(x))

)k
= nk/2

1

n!

∑
σ

∫ 1

0

(1−x)kdP (XLn(σ)|Σ(X) = σ) = nk/2
1

n!

∑
σ

∫ 1

0

(1−x)kdB(Ln(σ), n+1−Ln(σ)) =

=
nk/2

n!

∑
σ

∫ 1

0

xkdB(n+1−Ln(σ), Ln(σ)) =
nk/2

n!

∑
σ

k−1∏
i=0

n− Ln(σ) + 1 + i

n+ 1 + i
=
nk/2

n!

∑
σ

k−1∏
i=0

n+ 1− Ln(σ) + i

n+ 1 + i
.

Óñòðåìëÿÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷àåì

lim
n→+∞

E
(√
n(1− ln(x))

)k
= lim
n→+∞

nk/2

n!

∑
σ

k−1∏
i=0

n+ 1− Ln(σ) + i

n+ 1 + i
=

= lim
n→+∞

1

n!

∑
σ

(
n− Ln(σ)√

n
)k = lim

n→+∞
Eµn(

n− Ln(σ)√
n

)k = k!�

5 Ïðèëîæåíèå À

Ëåììà 2. ∫ √2

−
√

2

Ω(x)− |x|
2(
√

2− x)2
dx = 2 ln(2)

Äîêàçàòåëüñòâî.∫ √2

−
√

2

Ω(x)− |x|
2(
√

2− x)2
dx = [

√
2y = x,

√
2dy = dx] =

∫ 1

−1

Ω(
√

2y)−
√

2|y|
2(
√

2−
√

2y)2

√
2dy =

=

∫ 1

−1

2
π (y sin−1(y) +

√
1− y2)− |y|

2(1− y)2
dy =

= lim
x→y

2
π (x sin−1(x) +

√
1− x2)− |x|

2(1− x)

∣∣∣y=1

y=−1
−
∫ 1

−1

2
π sin−1(y)− sign(y)

2(1− y)

Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ

lim
y→−1

2
π (y sin−1(y) +

√
1− y2)− |y|

2(1− y)
=

2
π sin−1(−1) + 1

−2
= 0

lim
y→1

2
π (y sin−1(y) +

√
1− y2)− |y|

2(1− y)
=

2
π sin−1(1)− 1

−2
= 0
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Ñëåäîâàòåëüíî âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû ðàâíû 0, à òàê êàê sin−1(x) − sign(x) = −(sin−1(−x) −
sign(−x)), òî èíòåðåñóþùèé íàñ èíòåãðàë ðàâåí:∫ 1

0

2
π sin−1(x)− 1

1− x
dx−

∫ 1

0

2
π sin−1(x)− 1

1 + x
dx

Âîçüìåì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ïî ÷àñòÿì. Òàê êàê limx→+0 ln(x)
√
x = 0 è

2
π sin

−1(x)− 1 = −
√

8
π

√
x+ o(

√
x), òî∫ 1

0

( 2
π sin−1(x)− 1)

1− x
dx = − ln(1− x)(

2

π
sin−1(x)− 1)

∣∣∣1
0

+
2

π

∫ 1

0

ln(1− x)√
1− x2

=

= [x = sinφ, dx = cosφ] =
2

π

∫ π
2

0

ln(1− sinφ)dφ∫ 1

0

( 2
π sin−1(x)− 1)

1 + x
dx = ln(1 + x)(

2

π
sin−1(x)− 1)

∣∣∣1
0
− 2

π

∫ 1

0

ln(1 + x)√
1− x2

=

= [x = sinφ, dx = cosφ] = − 2

π

∫ π
2

0

ln(1 + sinφ)dφ

Cëîæèì ðåçóëüòàòû:∫ 1

0

2
π sin−1(x)− 1

1− x
dx−

∫ 1

0

2
π sin−1(x)− 1

1 + x
dx =

2

π

∫ π
2

0

ln(cos2 φ)dφ =
2

π

∫ π
2

0

2 ln(cosφ)dφ

Ïóñòü I =
∫ π

2

0
ln(cosφ)dφ. Çàìåòèì, ÷òî∫ π

2

0

ln(cosφ)dφ =

∫ π
2

0

ln(sinφ)dφ

è ñëåäîâàòåëüíî

2I =

∫ π
2

0

ln(cosφ)dφ+

∫ π
2

0

ln(sinφ)dφ =

∫ π
2

0

ln(
1

2
sin 2φ)dφ =

= − ln(2)
π

2
+

∫ π
2

0

ln(sin 2φ)dφ = − ln(2)
π

2
+

1

2

∫ π

0

ln(sinφ)dφ = − ln(2)
π

2
+ I

Ïîëó÷àåì, ÷òî 2
π

∫ π
2

0
2 ln(cosφ)dφ = 2 ln(2) è ñëåäîâàòåëüíî∫ √2

−
√

2

Ω(x)− |x|
2(
√

2− x)2
dx = 2 ln(2).�
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