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Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðèâëåêàåò âíèìà-

íèå èññëåäîâàòåëåé ñ äàâíèõ âðåìåí. È. Íüþòîí ïðåäëîæèë ñòàòè÷åñêîå

îïèñàíèå â ðàìêàõ êîíöåïöèè äàëüíîäåéñòâèÿ [11], êîòîðîå â íàñòîÿùåå

âðåìÿ èçâåñòíî êàê çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Â ðàìêàõ ýòîãî îïèñà-

íèÿ ãðàâèòàöèîíííûå âîëíû íåâîçìîæíû. Ïîçæå Ëàïëàñ, îïèñûâàÿ âåêî-

âîå óñêîðåíèå Ëóíû, ïðåäïîëîæèë, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ[10]. Íî åìó íå óäàëîñü çàïèñàòü

óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Íîâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ

ãðàâèòàöèè ïîÿâèëñÿ â 20 âåêå, êîãäà Ã. Ìèíêîâñêèì áûëà ïðåäëîæåíà

êîíöåïöèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [20], à À. Ýéíøòåéí [18] ñôîðìóëèðîâàë

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, êîòîðîå èçâåñòíî êàê

óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà.

Ñóùåñòâîâàíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ïðåäñêàçàë åùå À. Ýéíøòåéí,

àíàëèçèðóÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ [19]. Â ðàìêàõ ýòîãî

óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ êàê èñêðèâëåíèå ïðîñòðàíñòâà-

âðåìåíè. Ðàñïðîñòðàíåíèå èñêðèâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è åñòü ãðà-

âèòàöèîííàÿ âîëíà. Äîëãîå âðåìÿ ãðàâèòàöèîííûå âîëíû èññëåäîâàëèñü

òîëüêî òåîðåòè÷åñêè. Òîëüêî ñïóñòÿ 100 ëåò â 2015 ãîäó óäàëîñü èõ îá-

íàðóæèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî [14]. Çàðåãèñòðèðîâàâøèå èõ ó÷¼íûå çà ýòî

îòêðûòèå ïîëó÷èëè Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ.

Ãðàâèòàöèîííûì âîëíàì ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò [7].

Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ ãðàâèòàöèîííûå âîëíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà [18]. À. Ýéíøòåéí óêàçàë íà íåîäíîçíà÷íîñòü

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è íà íåîáõîäèìîñòü äîïîë-

íèòåëüíûõ óñëîâèé íà êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè [17]. Â åãî ðà-

áîòàõ èñïîëüçîâàëîñü, íàïðèìåð, óñëîâèå ðàâåíñòâà îïðåäåëèòåëÿ ìàòðè-

öû êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìèíóñ åäèíèöå. Ïîçæå èñïîëüçîâàëèñü

è äðóãèå óñëîâèÿ íà êîîðäèíàòû (ñì., íàïðèìåð, [9, 13]). Òàê, â ðàáîòå

[9] è äðóãèõ ðàññìàòðèâàëèñü âîëíîâûå ðåøåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíè-

òåëüíûõ íåêîâàðèàíòíûõ óñëîâèÿõ íà êîîðäèíàòû. Ïðè ýòîì ñìûñë óäî-

âëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ êîîðäèíàò íåÿñåí. Â ðàáîòàõ [3, 16] áûëî
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ïðåäëîæåíî óñëîâèå, îçíà÷àþùåå ÷òî èñïîëüçóåìûå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçî-

ðà èìåþò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî

â ðàáîòàõ [3, 16] äëÿ íàõîæäåíèÿ âîëíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéíøòåé-

íà. Ïðèìåíåíèå èìåííî òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì, ïîñêîëüêó îí

ðàíåå íå ïðèìåíÿëñÿ. Äðóãàÿ çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ðàáîòå, � âû÷èñ-

ëåíèå ïîòîêîâ èìïóëüñà, ïåðåíîñèìûõ ãðàâèòàöèîííîé âîëíîé. Ýòà çàäà÷à

òàêæå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â ñâÿçè ñ óïîìèíàâøåéñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé

ðåãèñòðàöèåé ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Ðàíåå ïðè îïèñàíèè ïîòîêîâ ýíåðãèè

è êîìïîíåíò èìïóëüñà èñïîëüçîâàëñÿ íåêîòîðûé íåêîâàðèàíòíûé îáúåêò,

íàçûâàåìûé "òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà"(íàïð., [9]). Îòñóòñòâèå ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî êîâàðèàíòíîãî îáúåêòà, ò.å. òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, õàðàêòå-

ðèçóþùåãî ïëîòíîñòè ïîòîêîâ ýíåðãèè è êîìïîíåíò èìïóëüñà, îòìå÷åíî â

ðàáîòå [15]. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ òåíçîð, âïåðâûå ïðåä-

ëîæåííûé â ðàáîòå [3], è ðàíåå íå èñïîëüçîâàâøèéñÿ ïðè ðåøåíèè òàêèõ

çàäà÷. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî òåíçîðà òàêæå àêòó-

àëüíû.
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Ãëàâà 1. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðèìåíÿåìûé äëÿ

îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

1.1 Ìíîãîîáðàçèå

Â îñíîâå ñîâðåìåííîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè ëåæèò êîíöåïöèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà - âðåìåíè, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

Íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè çàäàþòñÿ ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, òà-

êèå êàê òåíçîðû, â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è ìåòðè÷åñêèé

òåíçîð. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû è ðàññìîòðèì ýòè ïîíÿòèÿ [2, 3, 5, 6, 8].

Íàçîâ¼ì n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì M õàóñäîðîôîâî òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷¼òíîé áàçîé, òàêîå ÷òî ó ëþáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñò-

íîñòü Dα ãîìåîìîðôíàÿ íåêîòîðîé ñâÿçíîé îáëàñòè ñîäåðæàùåéñÿ â R
n, òî

åñòü ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå fα : Dα → Uα ⊂ Rn.

Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ýòèõ îêðåñòíîñòåé: Dα ∩ Dβ. Êîìïîçèöèÿ

îòîáðàæåíèé fα ◦ f−1β , äåéñòâóþùàÿ èç fβ(Dα ∩ Dβ) â fα(Dα ∩ Dβ) áóäåò

íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, òàê êàê ýòî êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîá-

ðàæåíèé. Åñëè ýòà êîìïîçèöèÿ åù¼ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî

ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì.

Ïàðó (Dα, fα) íàçûâàþò êàðòîé. Ïðèìåðàìè ìíîãîîáðàçèé ìîãóò ñëó-

æèòü: åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn, k-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn (òî åñòü

îïðåäåëåíèå ïîêðûâàåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ), íàïðèìåð,

ñôåðà â R3 : (x1)2+(x2)2+(x3)2 = 1, ÿâëÿåòñÿ äâóõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì,

òàê êàê îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè ìîæíî îòîáðàçèòü â R2.

Åñëè ïðèìåíèòü îòîáðàæåíèå fα ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ Uα, òî ìû

ïîëó÷èì ýëåìåíò fα(x) ∈ Rn, êîòîðîìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü íàáîð ÷èñåë

(x1, ..., xn)T , ãäå T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Òàêîé íàáîð íàçûâàþò

êîîðäèíàòàìè òî÷êè x. Ïàðó (Dα, fα) áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé êîîðäèíàò,

à ôóíêöèè fα ◦ f−1β , îñóùåñòâëÿþùèå ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

â äðóãóþ, ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì, êàê â [6], äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî

âåêòîðà. Ðàñìîòðèì êðèâóþ ëåæàùóþ íà ìíîãîîáðàçèè M, òî åñòü ãëàä-

êîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [a, b] ⊂ R â M. Åñëè êðèâàÿ íàõîäèòñÿ â îáëàñòè

5



Dα, â êîòîðîé çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò x
k
α, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü êðèâóþ

â âèäå:

xkα = xkα(τ), τ ∈ [a, b], k = 1, ..., n.

Âåêòîð ñêîðîñòè äëÿ ýòîé êðèâîé áóäåò èìåòü âèä: ẋα = (ẋ1α, ..., ẋ
n
α)T . Åñ-

ëè ìû ðàññìîòðèì îáëàñòü äåéñòâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ îáëàñòåé

Dα ∩Dβ, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü êðèâóþ â âèäå äâóõ ïðåäñòàâëåíèé: ÷åðåç

êîîðäèíàòû xkα îáëàñòè Dα è êîîðäèíàòû xkβ îáëàñòè Dβ, ïðè ýòîì èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî xkα(x1β(τ), ..., xnβ(τ)) ≡ xkα(τ).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ñêîðîñòè ïîëó÷àåì:

ẋkα =
∑
i

∂xkα
∂xiβ

ẋiβ.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû ââåä¼ì îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà.

Êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ìíîãîîáðàçèþ M â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x íàçûâà-

åòñÿ âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû êîîðäèíàò xkβ
ê xkα ìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó:

ṽlα =
n∑
i=1

(
∂xlα
∂xiβ

)xv
i
β.

Òàêîé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì, à âåêòîðà íà-

çûâàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè. Ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê n- ìåð-

íîìó ìíîãîîáðàçèþ â òî÷êå x îáðàçóåò n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

TMx, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì, ïðè ýòîì áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå çàäà¼òñÿ âûáîðîì êîîðäèíàò (xk) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Áàçèñíûìè

ýëåìåíòàìè â ýòîì ñëó÷àå áóäóò: ek = ∂
∂xk

. Òàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ êîîð-

äèíàòíûì.

Âåçäå äàëåå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì çíàê ñóììèðîâàíèÿ áóäåò

îïóñêàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ ïðàâèëîì ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà. Ðàññìîò-

ðèì ïðîñòðàíñòâî TM ∗
x ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâó TMx. Åãî íàçûâàþò

êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíòñâîì. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþò-

ñÿ âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå ôîðìû â òî÷êå x, çàäàííûå íà âåêòîðàõ èç

TMx. Äåéñòâèå ëèíåéíîé ôîðìû ω íà âåêòîð v îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

6



(ω, v) = ωiv
i = ω̃iṽ

i, ãäå òèëüäà îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò çàïèñàí â íîâûõ

êîîðäèíàòàõ. Ýòî ðàâåíòñâî èìååò ìåñòî, òàê êàê ñêàëÿð ÿâëÿåòñÿ èíâà-

ðèàíòíîé âåëè÷èíîé. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ôîðìû ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò ìåíÿþòñÿ ïî

çàêîíó: ω̃i = ∂xj

∂x̃iωj. Òàêîé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíò-

íûì. Âåêòîðà, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ìåíÿþòñÿ ïî êîâàðèàíòíîìó çàêîíó,

íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè âåêòîðàìè èëè êîâåêòîðàìè.

Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå TM ∗
x ìîæíî âûáðàòü ñ ïîìîùüþ íàõîæäåíèÿ

òàêèõ ýëåìåíòîâ h(j), ÷òî

(h(j), e(i))) = δji , δ
j
i =

{
1, i = j

0, i 6= j
.

Ýëåìåíòû äóàëüíîãî áàçèñà áóäóò èìåòü âèä h(j) = (δj1, ..., δ
j
n), j = 1, n, íî

ýòè âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ãðàäèåíòàìè êîîðäèíàò äëÿ äàííîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò: dxj = (δj1, ..., δ
j
n), j = 1, n. Èòàê, áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè äó-

àëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ dxi, òîãäà ëþáóþ ëèíåéíóþ ôîðìó ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ω = ωidx
i. Åñëè âåêòîð èëè ëèíåéíàÿ ôîðìà çàäàíà â

íåêîòîðîé îáëàñòè ìíîãîîáðàçèÿ, òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîé îáëà-

ñòè çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå èëè ïîëå ëèíåéíûõ ôîðì. Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ

ôîðì èç êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ïåðâîé ñòåïåíè. Ãðàäèåíò íåêîòîðîé ôóíêöèè

òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé, à å¼ êîìïîíåíòû èìåþò âèä:

ωi = ∂f
∂xi .

1.2 Òåíçîðû

Ðàññìîòðèì ïîëèëèíåéíóþ ôîðìó T òèïà

(
K ′

K

)
, òî åñòü îòîáðàæå-

íèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå K óïîðÿäî÷åííûì âåêòîðàì èç ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà V è K ′ óïîðÿäî÷åííûì ëèíåéíûì ôîðìàì èç ñîïðÿæ¼ííî-

ãî ïðîñòðàíñòâà V ∗ íåêîòîðîå ÷èñëî, òî åñòü èìååì:

T (v(1), ..., v(K), ω(1), ..., ω(K ′)).
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Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ïîëèëèíåéíûìè ôîðìàìè òèïà

(
1

0

)
, à

ëèíåéíûå ôîðìû - ïîëèëèíåéíûìè ôîðìàìè òèïà

(
0

1

)
. Ïîëèëèíåéíûå

ôîðìû íàçûâàþò òàêæå òåíçîðàìè. Êîìïîíåíòû ïîëèëèíåéíîé ôîðìû -

ýòî å¼ çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ, ïðè ýòîì áàçèñîì ñîïðÿæ¼ííîãî

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ áàçèñ ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñó èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïîëèëèíåéíûå ôîðìû òèïà

(
K ′

K

)
îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàç-

ìåðíîñòè nK+K ′
, ïðè ýòîì áàçèñîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ íàáîð ïîëèëèíåéíûõ

ôîðì, êîòîðûå äåéñòâóþò ïî ïðàâèëó:

e
(j1,...,jK)
(i1,...,iK′)

= hj1(v1) · ... · hjK(v(K)) · ei1(ω(1)) · ... · eiK′(ω(K ′)). (1)

Îïðåäåëèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê â [1]. Âîçüì¼ì äëÿ íà÷àëà

äâà âåêòîðà x è y è ïîñòðîèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ íèõ. Âîçüì¼ì

ïåðåìåííóþ ïàðó êîâåêòîðîâ (ξ, χ), êîòîðûå íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðî-

áåãàþò ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗, è ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f:

f(ξ, χ) = (ξ, x) · (χ, y).

Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì, à òîãäà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì òåíçî-

ðîì òèïà

(
2

0

)
, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ x⊗y è íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì âåêòîðîâ x è y. Ôîðìóëîé x⊗ y(ξ, χ) = (ξ, x) · (χ, y) îí îïðåäåë¼í

èíâàðèàíòíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî îáîáùèòü ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíîå

êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ, ïðè ýòîì íåîáÿçàòåëüíî, ÷òîáû âåêòîðà áûëè èç îä-

íîãî ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð, ìîæíî áðàòü è êîâåêòîðà. Òåíçîðíîå ïðîèç-

âåäåíèå íå êîììóòàòèâíî, íî àññîöèàòèâíî.

Ïåðåïèøåì áàçèñíûå ýëåìåíòû â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ, ïðåäñòàâ-

ëåííûå â âèäå (1), èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

e
(j1,...,jK)
(i1,...,iK′)

= h(j1) ⊗ ...⊗ h(jK) ⊗ e(i1) ⊗ ...⊗ e(iK′).
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Òîãäà ëþáîé òåíçîð T ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó:

T = T
i1...iK′
j1...jK

h(j1) ⊗ ...⊗ h(jK) ⊗ e(i1) ⊗ ...⊗ e(iK′). (2)

Åñëè ðàññìîòðåòü íåêîòîðóþ îáëàñòü D ìíîãîîáðàçèÿ M è çàäàòü â êàæäîé

å¼ òî÷êå ïîëèëèíåéíóþ ôîðìó, òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî

ïîëå ïîëèëèíåéíûõ ôîðì. Åñëè â ýòîé îáëàñòè çàäàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò,

à â êà÷åñòâå áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ TMx è TM
∗
x âûáðàòü êîîðäèíàòíûé

è åìó ñîïðÿæ¼ííûé, òî çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðè ïðå-

îáðàçîâàíèè êîîðäèíàò áóäåò èìåòü âèä:

T̃ k1...kK′
m1...mK

=
∂x̃k1

∂xi1
· ... · ∂x̃

kK′

∂xiK′
· ∂x

j1

∂x̃m1
· ... · ∂x

jK

∂x̃mK
· T i1...iK′

j1...jK
.

Ýòî ëåãêî ïîëó÷èòü èç (2), åñëè ó÷åñòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ è

êîâåêòîðîâ è ÷òî ïîëó÷àþùååñÿ âûðàæåíèå íå äîëæíî çàâèñåòü îò ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò.

Åù¼ îäíà îïåðàöèÿ íà òåíçîðàõ - ýòî ñâ¼ðòêà. Åñëè âçÿòü òåíçîð òèïà(
K ′

K

)
, ïðè ýòîì K 6= 0 è K ′ 6= 0, âûáðàòü äâà èíäåêñà - âåðõíèé è íèæíèé

è çàòåì ïðîñóììèðîâàòü âñå êîìïîíåíòû, ãäå ýòè èíäåêñû ñîâïàäàþò, òî

ìû êàê ðàç è ïîëó÷èì ñóììó, íàçûâàåìóþ ñâ¼ðòêîé òåíçîðà ïî ýòèì èíäåê-

ñàì. Ðåçóëüòàò ñâ¼ðòêè òàêæå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì, íî óæå ðàíãà

(
K ′ − 1

K − 1

)
.

Ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿòü íåñêîëüêî îïåðàöèé íàä òåíçîðàìè, íà-

ïðèìåð, âçÿòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, à ïîòîì ñâ¼ðòêó. Åñëè âçÿòü òåí-

çîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà v è êîâåêòîðà ω, à ïîòîì ïîëó÷åííûé òåíçîð

ñâåðíóòü ïî âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó, òî ìû ïîëó÷èì ωiv
i.

1.3 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ðàññìîòðèì ïîëèëèíåéíóþ ôîðìó T òèïà

(
0

K

)
àíòèñèììåòðè÷íóþ

ïî âñåì ïåðåìåííûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû ïåðåñòàâèì ìåñòàìè ëþáûå

äâà àðãóìåíòà â T, â äàííîì ñëó÷àå àðãóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà èç
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TMx, òî ôîðìà ïîìåíÿåò çíàê, òî åñòü èìååì:

T (..., v(i), ..., v(j), ...) = −T (..., v(j), ..., v(i), ...).

Òàêàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ôîðìîé ñòåïåíè K, à ìíîæåñòâî òàêèõ

ôîðì áóäåì îáîçíà÷àòü AK(Rn, R) (òóò ó÷ò¼í ìîìåíò, ÷òî òàê êàê TMx

êîíå÷íîìåðíî, òî åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ Rn). Åñëè âíåøíÿÿ ôîðìà

îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè D ìíîãîîáðàçèÿ M, òî òîãäà å¼ íàçûâà-

þò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ñòåïåíè K. Ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ

ôîðì ñòåïåíè p áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ äàëåå êàê Ep.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Ðàññìîòðèì ω ∈ Ep è χ ∈ Ek. Âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì ôîðì ω è χ áóäåì

íàçûâàòü:

ω ∧ χ([v]) =

(p+k)!
p!k!∑
i=1

ε(σi)ω ⊗ χ([σiv]). (3)

ãäå â [·] ñòîèò íàáîð âåêòîðîâ, σ îáîçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó ýòîãî íàáîðà,

ε îáîçíà÷àåò ÷¼òíîñòü ïåðåñòàíîâêè. ×èñëî (p+k)!
p!k! áåð¼òñÿ èç òîãî, ÷òî áå-

ðóòñÿ òîëüêî òå ïåðåñòàíîâêè, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ àð-

ãóìåíòîâ â äèôôåðíöèàëüíûõ ôîðìàõ ω è χ, òî åñòü σ(1) < ... < σ(p)

è σ(p + 1) < ... < σ(p + k). Åñëè ýòîãî íå ó÷èòûâàòü, òî âîçíèêíóò äî-

ïîëíèòåëüíûå îäèíàêîâûå ÷ëåíû, êîòîðûõ áóäåò p!k!, ýòî ïðîèñõîäèò çà

ñ÷¼ò òîãî, ÷òî, íàïðèìåð, åñëè âçÿòü òîëüêî ïåðâûå p àðãóìåíòîâ ó ôîð-

ìû ω è íà÷àòü èõ ïåðåñòàâëÿòü, òî çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî ôîðìà óìíîæàåòñÿ

íà ÷¼òíîñòü òàêîé ïåðåñòàíîâêè è ïðè ýòîì ÷¼òíîñòü ïåðåñòàíîâêè âñåõ

àðãóìåíòîâ òîæå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå òîëüêî ïåðâûõ p àðãóìåíòîâ,

ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè âçÿòü âñå ïåðåñòàíîâêè, òî çà ñ÷¼ò ïåðåñòàíîâîê ïåð-

âûõ p àðãóìåíòîâ âîçíèêíåò p! îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ. Àíàëîãè÷íî äëÿ

ïîñëåäíèõ k àðãóìåíòîâ. Åñëè ïðîñòî âçÿòü è òåíçîðíî óìíîæèòü äâå ôîð-

ìû, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïîëèëèíåéíàÿ ôîðìà, àíòèñèììåòðè÷íàÿ

ïî ïåðâûì p è ïî ïîñëåäíèì k àðãóìåíòàì, ïîýòîìó íåîáõîäèìî áûëî ðå-

çóëüòàò ïðèâåñòè ê àíòèñèììåòðè÷íîé ïî âñåì àðãóìåíòàì ôîðìå, ÷òîáû

îïåðàöèÿ áûëà çàìêíóòà. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå àññîöèàòèâíî è àíòèêîì-

ìóòàòèâíî, òî åñòü: ω ∧ χ = (−1)pkχ ∧ ω. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîæíî
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ðàññìàòðèâàòü ïðàâóþ ÷àñòü, êàê ëåâóþ òîëüêî äåéñòâóþùóþ íà àðãóìåí-

òû, èäóùèå â äðóãîì ïîðÿäêå. Òîãäà íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðâûå

p è ïîñëåäíèå k àðãóìåíòîâ ìåñòàìè, à äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè

pk ïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ àðãóìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôîðì ïåðâûõ ñòå-

ïåíåé èìååì: ω ∧ ω = 0

Ëþáóþ ôîðìó ñòåïåíè p ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó, êîòîðûé íàçû-

âàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì:

ω =
∑

i1<...<ip

ωi1...ipdx
i1 ∧ ... ∧ dxip. (4)

Èç ðàçëîæåíèÿ ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ôîðìû çàäàí-

íîé íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ðàâíà n. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôîðì

ñòåïåíè Ep ðàâíà
n!

p!(n−p)! .

Ââåä¼ì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ � îïå-

ðàöèþ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Âíåøíåé ïðîèçâîäíîé ôîðìû ω ∈
Ep áóäåì íàçûâàòü ôîðìó dω ∈ Ep+1 òàêóþ, ÷òî:

dω =
∑

i1<...<ip

dωi1...ip ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxip. (5)

×òîáû ïîëó÷èòü òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, ìîæíî ðàññìîòðåòü äèôôåðåíöè-

àëüíóþ ôîðìó ñòåïåíè p êàê îòîáðàæåíèå çàäàííîå íà íåêîòîðîé îáëàñòè

ïðîñòðàíñòâà Rn â ïðîñòðàíñòâî âíåøíèõ ôîðì ñòåïåíè p [8], çàäàííûõ íà

êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TMx, òî åñòü èìååì

ω : D → Ap(R
n, R).

Åñëè ýòî îòîáðàæåíèå êëàññà Cn, n ≥ 1, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäíîå

îòîáðàæåíèå ω′, êîòîðîå áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó Cn−1:

ω′ : D → L(Rn;Ap(R
n, R)).

Äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ D (ω′(x) · ξ0) · (ξ1, ..., ξ(p)) ∈ R áóäåò íåïðåðûâ-

íîé ïîëèëèíåéíîé ôîðìîé îò âåêòîðîâ ξ0, ..., ξp ∈ Rn, è ïðè ýòîì áóäåò
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àíòèñèììåòðè÷íîé ïî ïîñëåäíèì p âåêòîðàì. Äàëåå, ïðîèçâåäÿ àíòèñèì-

ìåòðèçàöèþ ïî ôîðìóëå (3) ìû ïîëó÷èì:

dω(x; ξo, ..., ξp) =

p∑
i=0

(−1)i(ω′(x) · ξi) · (ξ1, ..., ξ̂i, ..., ξp).

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ âíåøíåé ïðîèçâîäíîé ëèíåéíà. Ìîæ-

íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω âûïîëíåíî

d(dω) = 0. (6)

Êðîìå òîãî, äëÿ ôîðì α ∈ Ep è β ∈ Eq èìååò ìåñòî ïðàâèëî Ëåéáíèöà:

d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)pα ∧ (dβ). (7)

Òîãäà, åñëè ïðèìåíèòü âíåøíþþ ïðîèçâîäíóþ ê ôîðìå, çàïèñàííîé â êà-

íîíè÷åñêîì âèäå (4), è ó÷åñòü (6) è (7) è ëèíåéíîéñòü îïåðàöèè, òî ìû êàê

ðàç è ïîëó÷èì (5).

Ôîðìû α, òàêèå ÷òî dα = 0 íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè ôîðìàìè. Åñëè

ðàññìîòðåòü ôîðìû âèäà β = dα, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî dβ = 0. Òàêèå

ôîðìû β íàçûâàþòñÿ òî÷íûìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: åñëè ôîðìà çàìêíóòà,

òî áóäåò ëè îíà òî÷íîé?

Ëåììà Ïóàíêàðå: Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà α ñòåïåíè p>0

çàäàíà â íåêîòîðîé îáëàñòè D (ýòî ìîæåò áûòü îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ äî-

ñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì íà îò-

êðûòûé øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ëåæàùåãî â Rn, òîãäà åñëè α çàìêíóòà,

òî ñóùåñòâóåò ôîðìà β, òàêàÿ ÷òî α = dβ.

Âîçíèêàåò çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ôîðìû α, òîãäà ôîðìó β íàçûâàþò

ïåðâîîáðàçíîé ôîðìîé. Åñëè ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðîâàíî, òî òîãäà ìîæíî

ïðîèíòåãðèðîâàòü ôîðìó ïî íåêîòîðîé îáëàñòè ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè æå ó

íàñ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òî â íà÷àëå íóæíî å¼ óìíîæèòü íà ôîðìó

îáú¼ìà, à çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàòü.

12



1.4 Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäèí î÷åíü âàæíûé ïðèìåð òåíçîðà, à èìåííî

ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, êîòîðûé øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ôèçèêå. Ñëåäóÿ [3],

ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå M è ãëàäêóþ êðèâóþ L íà í¼ì, òî åñòü äàíî

ãëàäêîå îòîáðàæåíèå m : [a, b] → M . Êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ìíî-

ãîîáðàçèåì, ïðè ýòîì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TMx,L áóäåò îäíîìåðíûì

è ÿâëÿòüñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà TMx,M . Ìîæíî çàäàòü îðèåí-

òàöèþ êðèâîé L, âûáðàâ âåêòîðíîå ïîëå v(x) ∈ TMx,L , x ∈ L. Îäèí èç

êîíöîâ íàçîâ¼ì íà÷àëîì êðèâîé. Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè M áóäåò çàäàí íåêî-

òîðûé íåâûðîæäåííûé äâàæäû êîâàðèàíòíûé òåíçîð Q, òî åãî ðåäóêöèÿ

íà êðèâóþ L áóäåò èìåòü âèä:

ξ = ±
√
Q(χ, χ),

ãäå χ ýòî ýëåìåíò èç TMx,L. Çíàê + âûáèðàåòñÿ, åñëè íàïðàâëåíèå ñîâïàëî

ñ îðèåíòàöèåé, à ìèíóñ, åñëè íåò. Ïîëó÷åííàÿ ðåäóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîé ôîðìîé. Ïóñòü äëÿ ëþáîé êðèâîé L íà M çàäàíà íåêîòîðàÿ

ôóíêöèÿ θ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ýòîé êðèâîé, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé íà òî÷êàõ

êðèâîé L áóäóò íåêîòîðûå âåëè÷èíû, îòñ÷èòûâàåìûå îò íà÷àëà êðèâîé.

Òîãäà θ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ, çàäàííóþ íà ìíîãîîáðàçèè L.

Ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì g íàçîâ¼ì òàêîé íåâûðîæäåííûé ñèììåòðè÷åñêèé

äâàæäû êîâàðèàíòíûé òåíçîð, ÷òî åãî ðåäóêöèÿ íà êðèâóþ L äàñò dθ. Òî

åñòü èìååì g = gijdx
i ⊗ dxj. Ñèììåòðè÷íîñòü ãàðàíòèðóåò, ÷òî òåíçîð g

ìîæíî îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ M . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî äîáèòüñÿ ïîëó÷åíèÿ

òàêîãî âèäà g:

g = diag(±1, ...,±1).

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ äëèíà ëèíèè , òîãäà â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x

ñîîòâåñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé,
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è äëèíà êðèâîé â ýòîé ìàëîé îêðåñòíîñòè áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ:

δθ2 =
n∑
i=1

(δxi)2.

Â îáùåì ñëó÷àå äëèíà ëèíèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x áóäåò âû÷èñ-

ëÿòüñÿ:

δθ2 = gijδx
iδxj.

Åñëè ìû õîòèì âû÷èñëèòü âñþ äëèíó êðèâîé, òî ïîëó÷àåì:

S =

∫ b

a

√
g(ṁ(t), ṁ(t))dt =

∫ b

a

√
gij(m(t))

dmi

dt

dmj

dt
dt.

Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè çàäàí ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, òî òàêîå ìíîãîîáðàçèå

íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì. Åñëè õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò íà äèàãîíàëè ðàâåí

-1, òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íàçûâàþò ïñåâäîìåòðè÷åñêèì, à ìíîãîîáðàçèå

ïñåâäîðèìàíîâûì. Íàïðèìåð, â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ 4-ìåðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ýëåìåíòàìè äëèíû

δl2 = (δx0)2− (δx1)2− (δx2)2− (δx3)2. Â îáùåé æå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

èìååì δl2 = gijδx
iδxj.

Ìîæíî îïðåäåëèòü êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Êîíòðà-

âàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð - ýòî òàêîé òåíçîð, ÷òî åñëè âçÿòü åãî

òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, à ïîòîì ñäåëàòü ñâ¼ðòêó

ïî ïàðå èíäåêñîâ, òî ìû ïîëó÷èì òåíçîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

ñèìâîëû Êðîíåêêåðà. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû êîíòðàâà-

ðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:

gijg
jk = δki .

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ îïóñêàíèÿ è ïîäíèìàíèÿ èíäåêñîâ. Ñ ïîìîùüþ ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîæíî ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òåíçîðàì òèïà

(
K

0

)
òåí-

çîðû òèïà

(
0

K

)
. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî K ðàç òåíçîðíî óìíîæèòü ìåòðè-
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÷åñêèé òåíçîð g íà òåíçîð W èç

(
K

0

)
, à çàòåì K ðàç ñâåðíóòü, òî åñòü

ïîëó÷àåì:

Tp1...pK = gi1p1 · ... · giKpKT i1...iK .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó K ðàç êîâàðèàíòíûìè òåíçîðàìè è

K ðàç êîíòðàâàðèàíòíûìè. Åñëè ìû õîòèì îïóñòèòü èëè ïîäíÿòü èíäåêñ

ó òåíçîðà ñìåøàííîãî òèïà, òî íóæíî îáãîâàðèâàòü íà êàêèõ ìåñòàõ çàïè-

ñûâàòü îïóñêàåìûå èëè ïîäíèìàåìûå èíäåêñû.

Ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ââåä¼ì åù¼ îäíî âàæíîå ïîíÿòèå

� ôîðìà îáú¼ìà. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ëîêàëüíî äåêàðòîâóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò â òî÷êå x, òî åñòü òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ÷òî ìàòðèöà ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, è ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî îäíà

èç âåðøèí ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé x, à ð¼áðà çàäàþòñÿ âåêòîðàìè ñìåùåíèÿ

δx(i), òî åñòü âåêòîðàìè ïîëó÷àþùèìèñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ðàçíîñòü äâóõ

áëèçêèõ òî÷åê, ñîåäèí¼ííûõ îäíîé êðèâîé. Ñ÷èòàåì, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà

âåêòîðîâ ñìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîîðèåíòèðîâàííîé, ïîòîìó ÷òî â ëþáîì

ñëó÷àå ìîæíî ñîñòàâèòü òàêóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñè-

ñòåìà áóäåò ïðàâîðèåíòèðîâàííîé. Ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû ñ ïðà-

âîîðèåíòèðîâàííûì áàçèñîì ê äðóãîé ñèñòåìå òîæå ñ ïðàâîîðèåíòèðîâàí-

íûì áàçèñîì ÿêîáèàí çàìåíû ïîëîæèòåëåí, òî åñòü J > 0. Îáú¼ì òàêîãî

ïàðàëëåëåïèïåäà â ëîêàëüíî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ áóäåò ðàâåí:

Ω = dx1 ∧ ...dxn(δx(1), ..., δx(n)).

Åñëè çàäàíà ôîðìà ðàâíàÿ ñòåïåíè ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîìïîíåíòîé T1,...,n, òî

ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò xi
′

= xi
′
(x1, ..., xn) îíà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

T1,...,n = T1′,...,n′J . Åñëè ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèå êîðíÿ îò îïðåäåëèòå-

ëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, òî ïîëó÷èì:
√
|det(g)| =

√
|det(g′)|J . Ïîëó÷à-

åì òåíçîð, ðàçëîæåíèå êîòîðîãî ïî áàçèñó èìååò âèä
√
|det(g)|dx1 ∧ ...dxn

(åäèíñòâåííûì áàçèñíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ dx1 ∧ ...dxn, ãäå x1, ..., xn �
êîîðäèíàòû äëÿ ïðàâîðèåíòèðîâàííîãî áàçèñà). Ýòîò òåíçîð è íàçûâàåòñÿ

ôîðìîé îáú¼ìà.
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1.5 Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ñèñòåìû

îòñ÷¼òà

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ - ýòî ãëàäêîå ÷åòûð¼õìåðíîå îðèåíòèðóåìîå ïñåâ-

äîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ñèãíàòóðîé ìåòðèêè 〈1, 3〉, ïðè ýòîì òî÷êè ýòî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþò ñîáûòèÿìè. Â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ìîæíî

ââåñòè 4 êîîðäèíàòû: x0, x1, x2, x3. Ãëàäêîñòü äà¼ò âîçìîæíîñòü âûáîðà äî-

ñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, òî åñòü äîïóñòèìû

âñå äèôôåîìîðôèçìû. Íî åñòü êîîðäèíàòû, êîòîðûå èìåþò ôèçè÷åñêîå

îñíîâàíèå, à èìåííî, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòû.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [3, 16] ââåäåì ïîíÿòèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà è ïðîñòðàí-

ñòâåííî -âðåìåííûõ êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå òî÷å÷íîå òåëî ñ ÷à-

ñàìè, òî åñòü òàêîå òåëî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ïîêàçàííî-

ãî ÷àñàìè, ïîëîæåíèå òåëà îïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ êîîðäèíàòàìè. Äâèæå-

íèþ òåëà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ: xi = xi(λ),

i = 0, 3, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìèðîâîé ëèíèåé òî÷å÷íîãî òåëà. Òî÷å÷íîå òå-

ëî ñ ÷àñàìè áóäåì äàëåå íàçûâàòü íàáëþäàòåëåì. Ðàññìîòðèì îáëàñòü D

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè òàêóþ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñîáûòèÿ èç ýòîé îáëàñòè áó-

äåò ñóùåñòâîâàòü ñîáûòèå, êîòîðîå ëåæèò íà ìèðîâîé ëèíèè íàáëþäàòåëÿ,

êîòîðîãî ìû íàçîâ¼ì ãëàâíûì, è ïðè ýòîì îäíîâðåìåííîå ñ íèì. Èíà÷å ìû

íå ñìîæåì èçìåðèòü âðåìÿ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü D íåîãðà-

íè÷åíà. Åñëè áû îíà áûëà îãðàíè÷åíà, òî âðåìÿ ìû ñìîãëè áû èçìåðèòü

òîëüêî ëîêàëüíî, òî åñòü ñ÷èòàåì, ÷òî åñòü âîçìîæíîñòü ãëîáàëüíîãî èçìå-

ðåíèÿ âðåìåíè.

Âðåìåííûì ñëîåì íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî τt âñåõ ñîáûòèé, êîòîðûå ïðî-

èçîøëè â ìîìåíò âðåìåíè t. Êàæäûé âðåìåííîé ñëîé ÿâëÿåòñÿ òð¼õìåð-

íûì ìíîãîîáðàçèåì. Â ñèëó ïðåäûäóùèõ ïðåäïîëîæåíèé âñ¼ ïðîñòðàíñòâî-

âðåìÿ Ψ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå âñåõ âðåìåííûõ ñëî¼â: Ψ =

∪tτt. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó x ∈ Ψ. Ñóùåñòâóåò íàáëþäàòåëü, ìè-

ðîâàÿ ëèíèÿ êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ïåðåáèðàÿ âñ¼ ìíîæå-

ñòâî Ψ ïîëó÷àåì, ÷òî âñ¼ Ψ ïðîíèçûâàåòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìèðîâûìè

ëèíèÿìè íàáëþäàòåëåé. Ñèñòåìîé îòñ÷¼òà íàçîâ¼ì ñèñòåìó íàáëþäàòåëåé,

ãëàâíîãî íàáëþäàòåëÿ è íàáîð äèôôåîìîðôèçìîâ íà íåêîòîðûé ôèêñèðî-
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âàííûé âðåìåííîé ñëîé τ0, êîòîðûé íàçîâ¼ì êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàí-

ñòâîì, Ft: τt → τ0. Ïðè ýòîì ýòè îòîáðàæåíèÿ ðàáîòàþò òàê: ïóñòü x ∈ τt,
íàéä¼òñÿ íàáëþäàòåëü, ìèðîâàÿ ëèíèÿ wx êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷-

êó, òîãäà Ft(x) = wx ∩ τ0. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òî÷êàì, ëåæàùèì íà ìèðîâîé

ëèíèè íàáëþäàòåëÿ, ñîîòâåòñâóåò îäíà è òà æå òî÷êà êîíôèãóðàöèîííîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ñîáûòèå â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïðèíàäëåæèò íåêî-

òîðîìó âðåìåííîìó ñëîþ τt, òîãäà ìîæíî ýòîìó ñîáûòèþ ñîïîñòàâèòü âðå-

ìÿ t è òî÷êó êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà, åñëè çàäàòü ñèñòåìó

êîîðäèíàò â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, ìû ïîëó÷èì òðè ïðîñòðàí-

ñòâåííûå êîîðäèíàòû x1, x2, x3, êîòîðûå âìåñòå ñ âûáîðîì âðåìåííîé êîîð-

äèíàòû x0 = t áóäóò îáðàçîâûâàòü êîîðäèíàòû ñîáûòèÿ, àññîöèèðîâàííûå

ñ äàííîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà è ñèñòåìîé êîîðäèíàò â êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-

ñòðàíñòâå äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Òàêèì îáðàçîì êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â òàêèõ êîîðäèíòàõ

áóäóò èèìåòü âèä:

g0j = 0, j = 1, 3.

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòà g00 íå îáÿçàòåëüíî ðàâíà 1, òàê êàê îíà õàðàêòåðè-

çóåò ñêîðîñòü õîäà ÷àñîâ ëîêàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñàìè

ãëàâíîãî íàáëþäàòåëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïèñàòü ãðàâèòàöèîííîå ïîëå äîñòàòî÷íî íàé-

òè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ãðàâèòàöèîííîå

ïîëå, äîëæíû áûòü çàïèñàíû â êîâàðèàíòíîé ôîðìå, òî åñòü èìåòü âèä

òåíçîðíîãî ðàâåíñòâà.
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Ãëàâà 2. Ñôåðè÷åñêèå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

2.1 Óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Ýéíøòåéíà [3, 18],

êîòîðîå èìååò âèä

R = 0. (8)

Çäåñü R � òåíçîð Ðè÷÷è, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû

Rij =
∂Γkij
∂xk
− 1

2

∂2 ln |g|
∂xi∂xj

+
1

2
Γmij

∂ ln |g|
∂xm

− ΓkmjΓ
m
ik,

ãäå g = det ‖gij‖, gijgik = δkj (δ
k
j ñèìâîëû Êðîíåêêåðà). Çäåñü è äàëåå ïî ïî-

âòîðÿþùèìñÿ âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò

0 äî 3. Âåëè÷èíû x0, x1, x2, x3 - ýòî êîîðäèíàòû, çàäàííûå íà ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãëàäêîå îðèåíòèðóåìîå ïñåâäîðèìà-

íîâî ÷åòûð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ñèãíàòóðîé ìåòðèêè 〈1, 3〉, à Γij, k è Γkij
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ 1 è 2 ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåìûå èç ñîîò-

íîøåíèé:

Γij, k =
1

2
(
∂gik
∂xj

+
∂gjk
∂xi
− ∂gij
∂xk

),

Γkij = gkmΓij,m.

Óðàâíåíèå (8) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

[3, 18] ïðè âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà:

S = Sg + Sm,

ãäå Sg =
∫
D

 Lg -äåéñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì  Lg = −αRΩ,

α = c3

16πk , D - íåêîòîðàÿ îáëàñòü ìíîãîîáðàçèÿ, R = gijRij - ñêàëÿðíàÿ êðè-

âèçíà, à Ω =
√
|g|dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 - ÷¼òûð¼õìåðíàÿ ôîðìà îáú¼ìà,

òî åñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà 4 ñòåïåíè, çàäàííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè;

Sm - äåéñòâèå ìàòåðèè (ðàâíî 0, òàê êàê åãî â äàííîì ñëó÷àå íå ðàññìàò-

ðèâàåì). Êðîìå òîãî, áûëî ó÷òåíî, ÷òî òàê êàê ìàññà òî÷å÷íàÿ, òîãäà è

ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè è èìïóëüñà áóäåò âûðîæäåííûì, ïîýòîìó â ïðàâîé
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÷àñòè ìîæíî ïèñàòü 0, â òî÷êàõ ãäå íåò ýòîé ìàññû.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ñèììåòðè÷íûé òåíçîð g = gijdx
i ⊗ dxj, êîòîðûé è

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì (ìåòðèêîé), óäîâëåòâîðÿþùèé íåêîòîðûì äîïîëíè-

òåëüíûì óñëîâèÿì. Çäåñü ⊗ îáîçíà÷àåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü

ïðîèçâåäåíèå, ââåä¼ííîå íà ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ [1]. Åù¼ À. Ýéíøòåéí â

ñâîåé ðàáîòå [17] îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) îïðå-

äåëåíî íåîäíîçíà÷íî, è íåîáõîäèìî íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

íà ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Êàê ïðàâèëî, íà êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

íàêëàäûâàþò íåêîâàðèàíòíûå è íå èìåþùèå ôèçè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ óñëî-

âèÿ (ñì., íàïðèìåð, [9, 13, 18]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëü-

òàòû ðàáîò [3, 16], â êîòîðûõ ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ

êîîðäèíàòàõ, àññîöèèðîâàííûõ ñ íåêîòîðîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà, âñåãäà âû-

ïîëíåíû ðàâåíñòâà:

g0i = 0, i = 1, 3, (9)

ãäå 0 - èíäåêñ âðåìåííîé êîîðäèíàòû, à îñòàëüíûå - ïðîñòðàíñòâåííûõ.

Óñëîâèÿ (9) ìû è èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ê óðàâ-

íåíèþ (8). Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî åù¼ îäíè êðàåâûå óñëîâèÿ íà áåñêî-

íå÷íîñòè:

‖ gij ‖=


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , (10)

òî åñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòðàíñòâî íå èñêðèâëåíî (ãðàâèòàöèîí-

íîãî ïîëÿ íåò).

Òàêæå â äàëüíåéøåì íåîáõîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: â 1916 ãîäó

Êàðëîì Øâàðöøèëüäîì áûëî íàéäåíî [21] òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8),

îïèñûâàþùåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïîêîÿùåãîñÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà:

‖gij‖ = diag(1− 2λ

r
,− 1

1− 2λ/r
,−r2,−r2 sin2 θ).

Çäåñü λ = 2Gm/c2, ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m � ìàññà èñòî÷-

íèêà ïîëÿ. Ýòî ðåøåíèå çàïèñàíî â êîîðäèíàòàõ x0 = ct, r θ è ϕ, ãäå t
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� âðåìÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ, θ è ϕ îáû÷íûå óãëû ñôåðè-

÷åñêèõ êîîðäèíàò, à r âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ñôåðû x0=const ;

r=const ðàâíÿëàñü áû 4πr2. Åñëè ëèíåàðèçîâàòü ýòîò òåíçîð ïðè äîñòàòî÷-

íî áîëüøîì r, òî ïîëó÷åííûé òåíçîð òîæå áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8) ñ

òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

‖gij‖ = diag(1− 2λ

r
,−1− 2λ

r
,−r2,−r2 sin2 θ). (11)

2.2 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ñëåäóÿ ðàáîòå [3], ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè äåéñòâèÿ äëÿ

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Sg è âñïîìîãàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå W:

δSg = −α
∫
D

(Rik −
1

2
Rgik)δg

ikΩ− α
∫
D

gikδRikΩ,

W l = −gikδΓlik + gilδΓmim,

ãäå δΓlik îáîçíà÷àåò âàðèàöèþ ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ ïðè âàðèàöèè ìåòðè-

÷åñêîãî òåíçîðà, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì [3]. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(W l);l =
1√
|g|

(d∗W )0123,

ãäå "; l"îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòå xl, ñèìâîë

∗ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð Õîäæà [3], òî åñòü îïåðàòîð, óñòàíàâëèâàþùèé âçà-
èìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëèâåêòîðàìè ñòåïåíè k è äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ñòåïåíè n− k, n � ýòî ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ,

à d îáîçíà÷àåò âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî åñòü îïåðàòîð äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ, çàäàííûé íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ [3, 8]. Êðîìå òîãî,

áóäåò ïîëåçíà åù¼ îäíà ôîðìóëà [3], êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó

äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ W è gikδRik:

gikδRik = gik(δΓlik);l − gik(δΓlil);k = gik(δΓlik);l − gil(δΓmim);l =
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= (gikδΓlik);l − (gilδΓmim);l = −W l
;l.

Ýòèìè âûðàæåíèÿìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ òîãî, êàê ìå-

íÿåòñÿ ëàãðàíæèàí ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Lg, òî åñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ

ôîðìà 4 ñòåïåíè, ïðè ñäâèãå âäîëü íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v [3]:

δλ · LvLg = −(Rik −
1

2
Rgik)δλ · Lvgik + δλ · d∗Wv.

Çäåñü è äàëåå

W l = −gikLvΓlik + gilLvΓ
m
im, (12)

à Lv îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ Ëè, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìå-

íåíèÿ òåíçîðà ïðè ñäâèãå âäîëü íåêîòîðîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v

[3, 5]. Åñëè ìàññû íåò, òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïåðâîì ÷ëåíå ïðàâîé ÷à-

ñòè ðàâíî 0, åñëè ïðèñóòñòâóåò ìàññà, â êà÷åñòâå v âîçüì¼ì âåêòîðíîå ïîëå

Êèëëèíãà v, òî åñòü òàêîå ïîëå, ÷òî âäîëü íåãî ïðîèçâîäíàÿ ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà ðàâíà íóëþ: Lvg
ik = 0. Äàëåå, èñïîëüçóåì ôîðìóëó ãîìîòîïèè [3]:

Lv = div + ivd,

ãäå iv îáîçíà÷àåò âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü îïåðàöèþ, â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ñòåïåíè íà åäè-

íèöó ìåíüøå, ÷åì èçíà÷àëüíàÿ: ivω = ω(v, ..., ·). Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

ôîðìà Ω èìååò ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü íà ìíîãîáðàçèè, òî åñòü îíà ÿâëÿ-

åòñÿ çàìêíóòîé, à òîãäà å¼ âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â 0: dΩ = 0.

Òîãäà ïîëó÷àåì [3]:

d(∗Wv −RivΩ) = 0.

Ââåä¼ì íîâûé òåíçîð T gv :

T gv =∗ Wv −RivΩ.

Òîãäà ïîëó÷àåì:

dT gv = 0.

Åñëè âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû îáðàùàåòñÿ â
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0, òî ýòî âûðàæàåò íåêîòîðûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ [3, 12]. Â äàííîì ñëó÷àå

âñ¼ çàâèñèò îò âûáîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ, íàïðèìåð, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå

âåêòîðíîãî ïîëÿ v =
(

1, 0, 0, 0
)T

, òî ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-

ãèè. Êðîìå òîãî, ìîæíî áðàòü äðóãèå áàçèñíûå ïîëÿ, íàïðèìåð, ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ êîîðäèíàò, òîãäà áóäåì ïîëó÷àòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ êîìïîíåíò

èìïóëüñà, ñîîòâåòñâóþùèõ âûáðàííîé êîîðäèíàòå. Êðîìå òîãî, êîìïîíåí-

òû âåêòîðà W â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïëîòíîñòüþ èìïóëüñà

è ïëîòíîñòüþ ïîòîêîâ èìïóëüñà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêèé

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, àññîöèèðîâàííûé ñ âåê-

òîðíûì ïîëåì Êèëëèíãà v.

Åñëè ìàòåðèÿ îòñóòñòâóåò, òî ìû ïîëó÷èì:

T gv =∗ Wv.

2.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷å÷íîå òåëî ìàññû m, ðàñïîëîæåííîå â íà÷àëå

êîîðäèíàò è ñìåùàþùååñÿ âäîëü îñè ïîä áîëüøèì óñêîðåíèåì a. Ñìåùåíèå

òåëà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî F (t). Òðåáóåòñÿ íàéòè âîëíîâîå

ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (8) ïðè óñëîâèÿõ (9), (10), òàêîå, ÷òîáû ïðè

F ≡ 0 îíî ñîâïàäàëî áû ñ ðåøåíèåì (11). Ýòî ðåøåíèå è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü

ãðàâèòàöèîííûå âîëíû, èçëó÷àåìûå ýòèì òåëîì. Òðåáóåòñÿ òàêæå íàéòè

ïîòîêè ýíåðãèè è êîìïîíåíò èìïóëüñà â íàïðàâëåíèè îñåé Ox, Oy, Oz. Â

êà÷åñòâå êîîðäèíàò âîçüìåì êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå

Øâàðöøèëüäà. Ïðè ýòîì θ � óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

(ñì. ðèñ. 1), à ϕ � óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé âîêðóã îñè x.

2.4 Âîëíîâîå ðåøåíèå

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ â âèäå ñëàáîé ñôåðè÷åñêîé âîëíû âîçüì¼ì çà

îñíîâó ðåøåíèå (11). Åñëè âìåñòî r â òåíçîð (11) ïîäñòàâèòü r − F (r −
x0)cosθ è çàòåì ëèíåàðèçîâàòü, ïðè óñëîâèè, ÷òî r � λ, F � r , ïðè ýòîì,
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Ðèñ. 1: Äâèæåíèå èçëó÷àþùåãî òåëà

ñ÷èòàÿ, ÷òî ãëàâíûìè ÷ëåíàìè ÿâëÿþòñÿ λ/r è F/r, òî ïîëó÷èì òåíçîð:

‖gij‖ = diag(1− 2λ

r
+

2λ

r2
F (r − x0) cos θ,

−1− 2λ

r
− 2λ

r2
F (r − x0) cos θ,−r2,−r2 sin2 θ). (13)

Â ïîëó÷åííîì òåíçîðå òàêæå ó÷ò¼í ýôôåêò çàïàçäûâàíèÿ, êîòîðûé âûðà-

æàåò êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Ïðîâå-

ðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííûé òåíçîð ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8). Äëÿ ýòî-

ãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãëàâíûìè ÿâëÿþòñÿ çäåñü ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå F ′′.

Îñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

äëÿ gij, Γij, k è Γkij:

‖gij‖ = diag(1 +
2λ

r
− 2λ

r2
F (r − x0) cos θ,

−1 +
2λ

r
+

2λ

r2
F (r − x0) cos θ,− 1

r2
,− 1

r2 sin2 θ
),

Γ00, 0 = Γrr, 0 = −λF
′ cos θ

r2
,

Γ00, r = − λ
r2

+
2λF cos θ

r3
− λF ′ cos θ

r2
,

Γ00, θ = Γrθ, r =
λF sin θ

r2
,
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Γ0r, 0 =
λ

r2
− 2λF cos θ

r3
+
λF ′ cos θ

r2
,

Γ0θ, 0 = Γrr, θ = −λF sin θ

r2
,

Γrr, r =
λ

r2
+

2λF cos θ

r3
− λF ′ cos θ

r2
,

Γr0, r =
λF ′ cos θ

r2
,

Γθθ, r = r,

Γθr, θ = −r,

Γϕϕ, r = r sin2 θ,

Γϕϕ, θ =
r2 sin 2θ

2
,

Γϕr, ϕ = −r sin2 θ,

Γϕθ, ϕ = −r
2 sin 2θ

2
,

Γ0
00 = Γ0

rr = Γrr0 = −λF
′ cos θ

r2
,

Γrrr = − λ
r2

+
λF ′ cos θ

r2
,

Γ0
0r = Γr00 =

λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
,

Γθ00 = −λF sin θ

r4
,

Γ0
0θ = Γrrθ = −λF sin θ

r2
,

Γθrr =
λF sin θ

r4
,

Γrθθ = −r + 2λ+
2λF cos θ

r
,

Γθθr = Γϕϕr = 1/r,

Γrϕϕ = −r sin2 θ + 2λ sin2 θ +
2λF cos θ sin2 θ

r
,
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Γθϕϕ = −sin 2θ

2
,

Γϕϕθ = ctg θ.

Òåíçîð Ðè÷÷è ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå [3]

Rij =
∂Γkij
∂xk
− ∂Γkik
∂xj

+ ΓkmkΓ
m
ij − ΓkmjΓ

m
ik.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ è ñ÷èòàÿ, ÷òî ãëàâíûìè ÷ëåíàìè

çäåñü ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå F ′′ è λ â ïåðâîé ñòåïåíè, ïîëó÷àåì, ÷òî

òåíçîð (13) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8):

R00 =
∂Γk00
∂xk
− ∂Γk0k
∂x0

+ΓkmkΓ
m
00−Γkm0Γ

m
0k =

∂Γ0
00

∂x0
+
∂Γr00
∂r

+
∂Γθ00
∂θ
− ∂Γ0

00

∂x0
− ∂Γr0r
∂x0

+

+Γ0
00(Γ

0
00 + Γr0r) + Γr00(Γ

0
r0 + Γrrr + Γθrθ + Γϕrϕ) + Γθ00(Γ

0
θ0 + Γrθr + Γϕθϕ)−Γ0

00Γ
0
00−

−Γr00Γ
0
0r−Γθ00Γ

0
0θ−Γ0

r0Γ
r
00−Γrr0Γ

r
0r−Γ0

θ0Γ
θ
00 =

−2λ

r3
− 2λF ′ cos θ

r3
+
λF ′′ cos θ

r2
+

+(
−λF cos θ

r4
)−λF

′′ cos θ

r2
+(
−λF ′ cos θ

r2
)·(−λF

′ cos θ

r2
)+(

λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
)(− λ

r2
+

+
λF ′ cos θ

r2
+

1

r
+

1

r
) + (
−λF sin θ

r4
)(−λF sin θ

r2
+ ctgθ)− (

λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
)(
λ

r2
+

+
λF ′ cos θ

r2
)− (−λF

′ cos θ

r2
)(−λF

′ cos θ

r2
)− (−λF sin θ

r2
)(−λF sin θ

r4
) ≈ −2λ

r3
+

+
λF ′′ cos θ

r2
− λF ′′ cos θ

r2
− λ2

r4
+

2λ

r3
− λ2

r4
≈ 0,

Rrr =
∂Γkrr
∂xk
− ∂Γkrk

∂r
+ ΓkmkΓ

m
rr−ΓkmrΓ

m
rk =

∂Γ0
rr

∂x0
+
∂Γrrr
∂r

+
∂Γθrr
∂θ
− ∂Γ0

r0

∂r
− ∂Γrrr

∂r
−

−∂Γθrθ
∂r
−
∂Γϕrϕ
∂r

+Γ0
rr(Γ

0
00+Γr0r)+Γrrr(Γ

0
r0+Γrrr+Γθrθ+Γϕrϕ)+Γθrr(Γ

0
θ0+Γrθr+Γϕθϕ)−

−Γ0
0rΓ

0
r0 −−Γr0rΓ

0
rr − Γ0

rrΓ
r
r0 − ΓrrrΓ

r
rr − ΓθrrΓ

r
rθ − ΓrθrΓ

θ
rr − ΓθθrΓ

θ
rθ − ΓϕϕrΓ

ϕ
ϕr =

=
λF ′′ cos θ

r2
+
λF cos θ

r4
− (−2λ

r3
− 2λF ′ cos θ

r3
+
λF ′′ cos θ

r2
)− (− 1

r2
)− (− 1

r2
)+

+(−λF
′ cos θ

r2
)(−λF

′ cos θ

r2
) + (− λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
) · ( λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
+

1

r
+

1

r
)+
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+
λF sin θ

r4
(−λF sin θ

r2
+ctgθ)−(

λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
)(
λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
)−(
−λF ′ cos θ

r2
)·

·(−λF
′ cos θ

r2
)− λF sin θ

r4
· (−λF sin θ

r2
)− 1

r
· 1
r
− 1

r
· 1
r
≈ λF ′′ cos θ

r2
+

2λ

r3
−

−λF
′′ cos θ

r2
+

2

r2
− λ2

r4
− 2λ

r3
− λ2

r4
− 2

r2
≈ 0,

R0r =
∂Γk0r
∂xk
−∂Γk0k

∂r
+ΓkmkΓ

m
0r−ΓkmrΓ

m
0k =

∂Γ0
0r

∂x0
+
∂Γr0r
∂r
−∂Γ0

00

∂r
−∂Γr0r

∂r
+Γ0

0r(Γ
0
00+

+Γr0r) + Γr0r(Γ
0
r0 + Γrrr + Γθrθ + Γϕrϕ)− Γ0

0rΓ
0
00 − Γr0rΓ

0
0r − Γ0

rrΓ
r
00 − ΓrrrΓ

r
0r =

= −λF
′′ cos θ

r2
− 2λF ′ cos θ

r3
+
λF ′′ cos θ

r2
+ (

λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
)(−λF

′ cos θ

r2
)+

+(−λF
′ cos θ

r2
)(

1

r
+

1

r
)− (−λF

′ cos θ

r2
)(
λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
) ≈ −λF

′′ cos θ

r2
+

+
λF ′′ cos θ

r2
= 0,

R0θ =
∂Γk0θ
∂xk
− ∂Γk0k

∂θ
+ΓkmkΓ

m
0θ−ΓkmθΓ

m
0k =

∂Γ0
0θ

∂x0
− ∂Γ0

00

∂θ
− ∂Γr0r

∂θ
+Γ0

0θ(Γ
0
00+Γr0r)−

−Γ0
0θΓ

0
00 − ΓrrθΓ

r
0r =

λF ′ sin θ

r2
− λF ′ sin θ

r2
− λF ′ sin θ

r2
+ (−λF sin θ

r2
)·

·(−λF
′ cos θ

r2
)− (−λF sin θ

r2
)(−λF

′ cos θ

r2
) ≈ 0,

R0ϕ =
∂Γk0ϕ
∂xk

− ∂Γk0k
∂ϕ

+ ΓkmkΓ
m
0ϕ − ΓkmϕΓm0k = 0,

Rrθ =
∂Γkrθ
∂xk
− ∂Γkrk

∂θ
+ ΓkmkΓ

m
rθ−ΓkmθΓ

m
rk =

∂Γrrθ
∂r

+
∂Γθrθ
∂θ
− ∂Γ0

r0

∂θ
− ∂Γrrr

∂θ
− ∂Γθrθ

∂θ
−

−
∂Γϕrϕ
∂θ

+ Γrrθ(Γ
0
r0 + Γrrr + Γθrθ + Γϕrϕ) + Γθrθ(Γ

0
θ0 + Γrθr + Γϕθϕ)−Γ0

0θΓ
0
r0−ΓrrθΓ

r
rr−

−ΓθrθΓ
r
rθ − ΓrθθΓ

θ
rr − ΓϕϕθΓ

ϕ
rϕ = (

2λF sin θ

r3
− λF ′ sin θ

r2
) + 0− (−λF

′ sin θ

r2
)−

−(−λF
′ sin θ

r2
)− 0− 0 + (−λF sin θ

r2
)(
λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
+

1

r
) +

1

r
(−λF sin θ

r2
−

−λF sin θ

r2
+ ctgθ)− (−λF sin θ

r2
) · ( λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
)− (−r + 2λ+

2λF cos θ

r
)·
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·λF sin θ

r4
− ctgθ · 1

r
≈ ctgθ

r
− ctgθ

r
= 0,

Rrϕ =
∂Γkrϕ
∂xk

− ∂Γkrk
∂ϕ

+ ΓkmkΓ
m
rϕ − ΓkmϕΓmrk = 0,

Rθθ =
∂Γkθθ
∂xk
−∂Γkθk

∂θ
+ΓkmkΓ

m
θθ−ΓkmθΓ

m
θk =

∂Γrθθ
∂r
−∂Γ0

θ0

∂θ
−∂Γrθr

∂θ
−
∂Γϕθϕ
∂θ

+Γrθθ(Γ
0
r0+

+Γrrr + Γθrθ + Γϕθϕ)− Γ0
0θΓ

0
θ0 − ΓrrθΓ

r
θr − ΓrθθΓ

θ
θr − ΓϕϕθΓ

ϕ
θϕ = (−1− 2λF cos θ

r2
+

+
2λF ′ cos θ

r
)−(−λF cos θ

r2
)−(−λF cos θ

r2
)−(− 1

sin2 θ
)+(−r+2λ+

2λF cos θ

r
)·

·( λ
r2

+
λF ′ cos θ

r2
− λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
+

1

r
)−(−λF sin θ

r2
)(−λF sin θ

r2
)−(−λF sin θ

r2
)·

·(−λF sin θ

r2
)−(−r+2λ+

2λF cos θ

r
)·1
r
−ctgθ ·ctgθ ≈ −1+

1

sin2 θ
−1+

2λ

r
+1−

−2λ

r
− ctg2θ = −1 +

1

sin2 θ
− cos2 θ

sin2 θ
= 0,

Rϕϕ =
∂Γkϕϕ
∂xk
−
∂Γkϕk
∂ϕ

+ΓkmkΓ
m
ϕϕ−ΓkmϕΓmϕk =

∂Γrϕϕ
∂r

+
∂Γθϕϕ
∂θ

+Γrϕϕ(Γ0
r0+Γrrr+Γθrθ+

+Γϕrϕ)+Γθϕϕ(Γ0
θ0+Γrθr+Γϕθϕ)−ΓϕrϕΓrϕϕ−ΓϕθϕΓθϕϕ−ΓrϕϕΓϕϕr−ΓθϕϕΓϕϕθ = (− sin2 θ−

−2λF cos θ sin2 θ

r2
+

2λF ′ cos θ sin2 θ

r
) + (− cos 2θ) + (−r sin2 θ + 2λ sin2 θ+

+
2λF cos θ sin2 θ

r
)·( λ
r2

+
λF ′ cos θ

r2
− λ
r2

+
λF ′ cos θ

r2
+

1

r
)+(−sin 2θ

2
)·(−λF sin θ

r2
−

−λF sin θ

r2
)− (−r sin2 θ+ 2λ sin2 θ+

2λF cos θ sin2 θ

r
) · 1
r
− (−sin 2θ

2
) · ctgθ ≈

≈ − sin2 θ− cos2 θ+ sin2 θ− sin2 θ+
2λ sin2 θ

r
+ sin2 θ− 2λ sin2 θ

r
+ cos2 θ = 0,

Rθϕ =
∂Γkθϕ
∂xk

− ∂Γkθk
∂ϕ

+ ΓkmkΓ
m
θϕ − ΓkmϕΓmθk = 0.

×òîáû ÷ëåí F ′′ áûë ãëàâíûì, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî

óñëîâèÿ:

|F ′|/r � |F ′′|.
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Ïîñêîëüêó F ′ = v/c, F ′′ = a/c2, ãäå v è a � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è óñêîðå-

íèÿ âäîëü îñè x, ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî r � |vc/a|.
Îäíàêî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîìåæóòîê âðåìåíè, êîãäà òåëî åù¼

òîëüêî íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ. Òîãäà óñêîðåíèå ìîæåò áûòü ëþáûì, òàê êàê

F ′ = F ′′ 4 t, è åãî ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî

ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, à F ìàëî.

2.5 Ïîòîêè ýíåðãèè è èìïóëüñà

Ïîëó÷åííóþ â ïàðàãðàôå 2.2 êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïðèìåíèòü è ê íàé-

äåííîìó â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîëþ äëÿ ïîäñ÷¼òà ïîòîêîâ èìïóëüñà.

Íà÷í¼ì ñ ïîòîêîâ èìïóëüñà âäîëü îñè Ox. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì áàçèñíîå

âåêòîðíîå ïîëå êîîðäèíàòû x:
(

0, 1, 0, 0
)T

. Õîòü ïðîèçâîäíàÿ Ëè îïðå-

äåëåíà íà òåíçîðàõ, íî òåì íå ìåíåå å¼ ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê ñèìâîëàì

Êðèñòîôôåëÿ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè:

LvΓ
i
jk =

∂Γijk
∂xl

vl − ∂vi

∂xl
Γljk +

∂vl

∂xj
Γilk +

∂vl

∂xk
Γijl. (14)

Â ñèëó òîãî, ÷òî íàøå ðåøåíèå çàïèñàíî â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, à íà-

øå âåêòîðíîå ïîëå çàïèñàíî â äåêàðòîâûõ, òî íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè áàçèñ-

íîå ïîëå êîîðäèíàòû x òîæå â ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Òàê êàê âåêòîðíîå

ïîëå ÿâëÿåòñÿ 1 ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçîðíûì ïîëåì, òî òîãäà ïðèìå-

íèìà ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ [3]:

ṽi =
dx̃i

dxj
vj, (15)

ãäå ṽi � êîìïîíåíòà êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ; vi �

êîìïîíåíòà âåêòîðà â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ; íàáîð x̃i � ýòî íîâûå êîîð-

äèíàòû, à xj � íàáîð ñòàðûõ êîîðäèíàò. Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà, åñëè

ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Èñïîëüçóåì òàêîå ïðåîáðà-
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çîâàíèå: 
x0 = x̃0,

x = r cos θ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r sin θ cosϕ.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâíèå áóäåò èìåòü âèä:

x̃0 = x0,

r =
√
x2 + y2 + z2,

θ = arccos( x√
x2+y2+z2

),

ϕ = arctg( y√
x2+y2+z2

).

(16)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (15) è (16), ïîëó÷àåì:

ṽ0 =
∂x̃0

∂x
= 0,

ṽr =
∂r

∂x
=
x

r
= cos θ,

ṽθ =
∂θ

∂x
= −sin θ

r
,

ṽϕ =
∂ϕ

∂x
= 0.

Èòàê, ïîëó÷èëè íàøå èñõîäíîå ïîëå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

v =
(

0, cos θ, − sin θ
r , 0

)T
.

Òåïåðü íàéä¼ì âåêòîð W, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå(12) è ôîðìóëó (14).

Âåçäå äàëåå îñòàâëÿåì òîëüêî ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå F ′′, è ÷ëåíû ñî ñòåïåíüþ

r â çíàìåíàòåëå íå áîëüøå 2.

W 0
v = −giiLvΓ0

ii + g00LvΓ
m
0m = −grrLvΓ0

rr + g00LvΓ
r
0r,

LvΓ
0
rr =

∂Γ0
rr

∂xl
vl − ∂v0

∂xl
Γlrr +

∂vl

∂r
Γ0
lr +

∂vl

∂r
Γ0
rl =

∂Γ0
rr

∂r
vr +

∂Γ0
rr

∂θ
vθ =
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= (
2λF ′ cos θ

r3
− λF ′′ cos θ

r2
) · cos θ +

λF ′ sin θ

r2
· (− sin θ

r
) ≈ −λF

′′ cos2 θ

r2
,

LvΓ
r
0r =

∂Γr0r
∂xl

vl − ∂vr

∂xl
Γl0r +

∂vl

∂x0
Γrlr +

∂vl

∂r
Γr0l =

∂Γr0r
∂r

vr +
∂Γr0r
∂θ

vθ =

= (
2λF ′ cos θ

r3
− λF ′′ cos θ

r2
) · cos θ +

λF ′ sin θ

r2
· (− sin θ

r
) ≈ −λF

′′ cos2 θ

r2
,

W 0
v = −(−1 +

2λ

r
+

2λF cos θ

r2
) · (−λF

′′ cos2 θ

r2
) + (1 +

2λ

r
− 2λF cos θ

r2
)·

·(−λF
′′ cos2 θ

r2
) ≈ −2λF ′′ cos2 θ

r2
,

W r
v = −giiLvΓrii+ grrLvΓ

m
rm = −g00LvΓr00− grrLvΓrrr− gθθLvΓrθθ− gϕϕLvΓrϕϕ+

+grrLvΓ
r
rr + grrLvΓ

0
r0 + grrLvΓ

θ
rθ + grrLvΓ

ϕ
rϕ,

LvΓ
r
00 =

∂Γr00
∂xl

vl − ∂vr

∂xl
Γl00 +

∂vl

∂x0
Γrl0 +

∂vl

∂x0
Γr0l =

∂Γr00
∂r

vr +
∂Γr00
∂θ

vθ−

−∂v
r

∂θ
Γθ00 = (−2λ

r3
− 2λF ′ cos θ

r3
+
λF ′′ cos θ

r2
) · cos θ+ (−λF

′ sin θ

r2
) · (−sin θ

r
)−

−(− sin θ) · (−λF sin θ

r4
) ≈ λF ′′ cos2 θ

r2
,

LvΓ
r
θθ =

∂Γrθθ
∂xl

vl − ∂vr

∂xl
Γlθθ +

∂vl

∂θ
Γrlθ +

∂vl

∂θ
Γrθl =

∂Γrθθ
∂r

vr +
∂Γrθθ
∂θ

vθ +
∂vr

∂θ
Γrrθ+

+
∂vθ

∂θ
Γrθθ = (−1− 2λF cos θ

r2
+

2λF ′ cos θ

r
) · cos θ − 2λF sin θ

r
· (− sin θ

r
)+

+(−λF sin θ

r2
) · (− sin θ) + (−cos θ

r
) · (−r + 2λ+

2λF cos θ

r
) ≈

≈ −2λ cos θ

r
+

2λF ′ cos2 θ

r
,

LvΓ
r
ϕϕ =

∂Γrϕϕ
∂xl

vl− ∂v
r

∂xl
Γlϕϕ+

∂vl

∂ϕ
Γrlϕ+

∂vl

∂ϕ
Γrϕl =

∂Γrϕϕ
∂r

vr+
∂Γrϕϕ
∂θ

vθ− ∂v
r

∂θ
Γθϕϕ =

= (− sin2 θ − 2λF cos θ sin2 θ

r2
+

2λF ′ cos θ sin2 θ

r
) · cos θ + (−2r sin θ cos θ+

+4λ sin θ cos θ +
2λF (2 cos2 θ sin θ − sin3 θ)

r
) · (−sin θ

r
)− (− sin θ)·
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·(−sin 2θ

2
) ≈ 2λF ′ cos2 θ sin2 θ

r
− 4λ sin2 θ cos θ

r
,

LvΓ
0
r0 =

∂Γ0
r0

∂xl
vl − ∂v0

∂xl
Γlr0 +

∂vl

∂r
Γ0
l0 +

∂vl

∂x0
Γ0
rl =

∂Γ0
r0

∂r
vr +

∂Γ0
r0

∂θ
vθ +

∂vθ

∂r
Γ0
θ0 =

= (−2λ

r3
− 2λF ′ cos θ

r3
+
λF ′′ cos θ

r2
) · cos θ + (−λF

′ sin θ

r2
) · (−sin θ

r
)+

+
sin θ

r2
· (−λF sin θ

r2
) ≈ λF ′′ cos2 θ

r2
,

LvΓ
θ
rθ =

∂Γθrθ
∂xl

vl − ∂vθ

∂xl
Γlrθ +

∂vl

∂r
Γθlθ +

∂vl

∂θ
Γθrl =

∂Γθrθ
∂r

vr +
∂Γθrθ
∂θ

vθ − ∂vθ

∂r
Γrrθ−

−∂v
θ

∂θ
Γθrθ +

∂vr

∂θ
Γθrr +

∂vθ

∂θ
Γθrθ = −cos θ

r2
− sin θ

r2
· (−λF sin θ

r2
)− (−cos θ

r
) · 1
r

+

+(− sin θ) · λF sin θ

r4
+ (−cos θ

r
) · 1
r

= −cos θ

r2
,

LvΓ
ϕ
rϕ =

∂Γϕrϕ
∂xl

vl− ∂v
ϕ

∂xl
Γlrϕ +

∂vl

∂r
Γϕlϕ +

∂vl

∂ϕ
Γϕrl =

∂Γϕrϕ
∂r

vr +
∂Γϕrϕ
∂θ

vθ +
∂vθ

∂r
Γϕθϕ =

= −cos θ

r2
+

sin θ

r2
ctgθ = 0,

W r
v = −(1+

2λ

r
− 2λF cos θ

r2
) · λF

′′ cos2 θ

r2
− (− 1

r2
) · (−2λ cos θ

r
+

2λF ′ cos2 θ

r
)−

−(− 1

r2 sin2 θ
)(

2λF ′ cos2 θ sin2 θ

r
− 4λ sin2 θ cos θ

r
) + (−1 +

2λ

r
+

2λF cos θ

r2
)·

·λF
′′ cos2 θ

r2
+ (−1 +

2λ

r
+

2λF cos θ

r2
) · (−cos θ

r2
) ≈ −2λF ′′ cos2 θ

r2
+

cos θ

r2
,

W θ
v = −gkkLvΓθkk + gθθLvΓ

m
θm = −g00LvΓθ00 − grrLvΓθrr − gϕϕLvΓθϕϕ+

+gθθLvΓ
0
θ0 + gθθLvΓ

r
θr + gθθLvΓ

ϕ
θϕ,

LvΓ
θ
00 =

∂Γθ00
∂xl
− ∂vθ

∂xl
Γl00 +

∂vl

∂x0
Γθl0 +

∂vl

∂x0
Γθ0l =

∂Γθ00
∂r

vr +
∂Γθ00
∂θ

vθ − ∂vθ

∂r
Γr00−

−∂v
θ

∂θ
Γθ00 = (

4λF sin θ

r5
− λF

′ sin θ

r4
) ·cos θ+(−λF cos θ

r4
) · (−sin θ

r
)− sin θ

r2
(
λ

r2
+

+
λF ′ cos θ

r2
)− (−cos θ

r
) · (−λF sin θ

r4
) ≈ 0,
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LvΓ
θ
rr =

∂Γθrr
∂xl

vl − ∂vθ

∂xl
Γlrr +

∂vl

∂r
Γθlr +

∂vl

∂r
Γθrl =

∂Γθrr
∂r

vr +
∂Γθrr
∂θ

vθ − ∂vθ

∂r
Γrrr−

−∂v
θ

∂θ
Γθrr +

∂vθ

∂r
Γθθr +

∂vθ

∂r
Γθrθ = (−4λF sin θ

r5
+
λF ′ sin θ

r4
) · cos θ +

λF cos θ

r4
·

·(−sin θ

r
)− sin θ

r2
(
−λ
r2

+
λF ′ cos θ

r2
)−(−cos θ

r
)·λF sin θ

r4
+

sin θ

r2
· 1
r

+
sin θ

r2
· 1
r
≈ 0,

LvΓ
θ
ϕϕ =

∂Γθϕϕ
∂xl

vl− ∂v
θ

∂xl
Γlϕϕ+

∂vl

∂ϕ
Γθlϕ+

∂vl

∂ϕ
Γθϕl =

∂Γθϕϕ
∂θ

vθ− ∂v
θ

∂r
Γrϕϕ−

∂vθ

∂θ
Γθϕϕ =

= − cos 2θ · (−sin θ

r
)− sin θ

r2
(−r sin2 θ + 2λ sin2 θ +

2λF cos θ sin2 θ

r
)−

−(−cos θ

r
) · (−sin 2θ

2
) ≈ −2λ sin3 θ

r2
,

LvΓ
0
θ0 =

∂Γ0
θ0

∂xl
vl − ∂v0

∂xl
Γlθ0 +

∂vl

∂θ
Γ0
l0 +

∂vl

∂x0
Γ0
θl =

∂Γ0
θ0

∂r
vr +

∂Γ0
θ0

∂θ
vθ +

∂vr

∂θ
Γ0
r0+

+
∂vθ

∂θ
Γ0
θ0 = (

2λF sin θ

r3
− λF ′ sin θ

r2
) · cos θ + (−λF cos θ

r2
) · (−sin θ

r
)+

+(− sin θ) · ( λ
r2

+
λF ′ cos θ

r2
) + (−cos θ

r
) · (−λF sin θ

r2
) ≈ −λ sin θ

r2
,

LvΓ
r
θr =

∂Γrθr
∂xl

vl − ∂vr

∂xl
Γlθr +

∂vl

∂θ
Γrlr +

∂vl

∂r
Γrθl =

∂Γrθr
∂r

vr +
∂Γrθr
∂θ

vθ − ∂vr

∂θ
Γθθr+

+
∂vr

∂θ
Γrrr +

∂vθ

∂θ
Γrθr +

∂vθ

∂r
Γrθθ = (

2λF sin θ

r3
− λF ′ sin θ

r2
) · cos θ + (−λF cos θ

r2
)·

·(−sin θ

r
)−(− sin θ) · 1

r
+(− sin θ) ·(− λ

r2
+
λF ′ cos θ

r2
)+(−cos θ

r
) ·(−λF sin θ

r2
)+

+
sin θ

r2
· (−r + 2λ+

2λF cos θ

r
) ≈ 3λ sin θ

r2
,

LvΓ
ϕ
θϕ =

∂Γϕθϕ
∂xl

vl− ∂v
ϕ

∂xl
Γlθϕ +

∂vl

∂θ
Γϕlϕ +

∂vl

∂ϕ
Γϕθl =

∂Γϕθϕ
∂θ

vθ +
∂vr

∂θ
Γϕrϕ +

∂vθ

∂θ
Γϕθϕ =

= (− 1

sin2 θ
) · (−sin θ

r
) + (− sin θ) · 1

r
+ (−cos θ

r
) · ctgθ = 0,

W θ
v = (− 1

r2 sin2 θ
) · (−2λ sin3 θ

r2
) + (− 1

r2
) · (−λ sin θ

r2
) + (− 1

r2
) · 2λ sin θ

r2
≈ 0,

Wϕ
v = −gkkLvΓϕkk + gϕϕLvΓ

k
ϕk = 0.
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Èòàê, ïîëó÷àåì âåêòîð W:

W v =
(
−2λF ′′ cos2 θ

r2 , −2λF ′′ cos2 θ
r2 + cos θ

r2 , 0, 0
)T

.

×òîáû íàéòè ñóììàðíûé ïîòîê x êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÷åðåç ñôåðó ðàäè-

óñà R â åäèíèöó âðåìåíè, íåîáõîäèìî ñîïîñòàâèòü ýòîìó âåêòîðíîìó ïîëþ

äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó, ÷òîáû ïîòîì ïðîèíòåãðèðîâàòü å¼. Ñ ýòîé öå-

ëüþ íàéä¼ì ∗Wv [3] ïî ôîðìóëå:

∗Wv = W l
vεi1i2i3l

√
|g|dxi1 ∧ dxi2 ∧ dxi3, (17)

ãäå òåíçîð εi1i2i3i4 ðàâåí 1, åñëè ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ ÷¼òíàÿ (åñëè îò-

ñ÷èòûâàòü îò (0 r θ ϕ)), -1 åñëè íå÷¼òíàÿ, 0 åñëè õîòÿ áû îäíà ïàðà èí-

äåêñîâ ñîâïàäàåò. ∧ îáîçíà÷àåò âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü ïðîèçâåäå-

íèå, çàäàííîå íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ, îíî àíòèêîììóòàòèâíî [8].

Â íàøåì ñëó÷àå, îïóñêàÿ âñå ÷ëåíû áîëüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, èìååì:√
|g| ≈

√
| − r4 sin4 θ| = r2 sin θ. Èòàê, ïîëó÷àåì:

∗Wv = −6(−2λF ′′ cos2 θ sin θ)dr ∧ dθ ∧ dϕ+ 6(−2λF ′′ cos2 θ sin θ+

+ cos θ sin θ)dx0 ∧ dθ ∧ dϕ.

Òåïåðü íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòó äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó 3 ñòå-

ïåíè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûäåëèòü ÿ÷åéêè, îáðàçóþùèå âåêòîðà êîòî-

ðûõ áóäóò îáðàçîâûâàòü ïðàâóþ òðîéêó: −(e0− er);eθ; eϕ, ãäå ei- áàçèñíûé
âåêòîð êîîðäèíàòû i. Òåïåðü íåîáõîäèìî êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ óìíî-

æèòü íà ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðîâ: δΦ = δ(x0− r) , òî åñòü ýòî ïðèðàùåíèå
ôàçû;δθ; δϕ è ïîäñòàâèòü â ôîðìó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì :

∗Wv(−(e0 − er)δΦ, eθδθ, eϕδϕ) = (24λF ′′ cos2 θ sin θ − 6 cos θ sin θ)δΦδθδϕ.
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Òîãäà ïîëíûé ïîòîê x êîìïîíåíòû èìïóëüñà â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ñôå-

ðó ðàäèóñà R áóäåò ðàâåí:

Sx = 24
aλ

c2

∫ 2π

0

∫ π

0

cos2 θ sin θdθdϕ+

∫ 2π

0

∫ π

0

cos θ sin θdθdϕ =

=
24aλ

c2
· 2π · 2

3
+ 0 =

32aλ

c2
.

Çäåñü òàêæå áûëî ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå F ′′ = a
c2 .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîòîê èìïóëüñà âäîëü îñè Oy. Äëÿ ýòîãî âîçü-

ì¼ì áàçèñíîå âåêòîðíîå ïîëå êîîðäèíàòû y:
(

0, 0, 1, 0
)T

. Òàêæå êàê è

â ñëó÷àå áàçèñíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ êîîðäèíàòû x, íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè

ýòî ïîëå èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â ñôåðè÷åñêèå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (15)

è (16), ïîëó÷àåì:

ṽ0 =
∂x̃0

∂y
= 0,

ṽr =
∂r

∂y
=
y

r
= sin θ sinϕ,

ṽθ =
∂θ

∂y
=

cos θ sinϕ

r
,

ṽϕ =
∂ϕ

∂y
=

1− sin2 θ sin2 ϕ

r(1 + sin2 θ sin2 ϕ)
.

Âû÷èñëèì ñóììàðíûé ïîòîê y-êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÷åðåç ñôåðó ðàäèóñà

R, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (12), (14) è (17). Â ôîðìóëå (14) ãëàâíûìè ÷ëåíàìè

ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå F ′′ è λ äåë¼ííûå íà r2, è îíè óìíîæàþòñÿ

íà êîìïîíåíòû è ïðîèçâîäíûå êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ v. Ìîæíî çà-

ìåòèòü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ñëàãàåìûõ â èòîãå îñòàíåòñÿ îäíî � óìíîæåííîå

íà vr, òàê êàê îñòàëüíûå óìíîæàþòñÿ íà êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ,

â êîòîðûõ â çíàìåíàòåëå ñòîèò r èëè r2. Äàëåå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôîð-

ìóëû (12), ìû ïîëó÷èì âåêòîðíîå ïîëå W, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî áóäóò

ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèè, óìíîæåííûå íà sinϕ. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (17) è çà-

òåì èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ïî ñôåðå, ìîæíî

çàìåòèòü, ÷òî â ïîëó÷åííîé ñóììå èíòåãðàëû ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ÷àñòè:

ïåðâàÿ - ýòî èíòåãðàë íåêîòîðîé ôóíêöèè çàâèñÿùåé îò θ ïî dθ, à âòîðàÿ
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- ýòî
∫ 2π

0 sinϕdϕ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà èíòåãðàëîâ

ðàâíà íóëþ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîòîê z-êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÷åðåç ñôåðó. Äëÿ

ýòîãî âîçüì¼ì áàçèñíîå âåêòîðíîå ïîëå êîîðäèíàòû z:
(

0, 0, 0, 1
)T

. Ïå-

ðåâåä¼ì ýòî âåêòîðíîå ïîëå èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â ñôåðè÷åñêèå, èñ-

ïîëüçóÿ ôîðìóëû (15) è (16). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

ṽ0 =
∂x̃0

∂z
= 0,

ṽr =
∂r

∂z
=
z

r
= sin θ cosϕ,

ṽθ =
∂θ

∂y
=

cos θ cosϕ

r
,

ṽϕ =
∂ϕ

∂y
=
− sin2 θ sinϕ cosϕ

r(1 + sin2 θ sin2 ϕ)
.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êàê è äëÿ ïîòîêà y-êîìïîíåíòû èì-

ïóëüñà, ïîëó÷àåì, ÷òî â èòîãîâîé ñóììå èíòåãðàëîâ èíòåãðàëû ðàçáèâàþò-

ñÿ íà äâå ÷àñòè, â êîòîðûõ âòîðàÿ - ýòî
∫ 2π

0 cosϕdϕ = 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì,

÷òî ñóììàðíûé ïîòîê z-êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÷åðåç ñôåðó ðàäèóñà R ðàâåí

íóëþ.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ñôåðó ðàäèóñà R. Äëÿ

ýòîãî èñïîëüçóåì âåêòîðíîå ïîëå v:
(

1, 0, 0, 0
)T

. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

(12) è ó÷èòûâàÿ ìîìåíò, ÷òî âûñ÷èòûâàíèå ïðîèçâîäíûõ Ëè ñèìâîëîâ Êðè-

ñòîôôåëÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (14) â äàííîì

ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x0, ïîëó÷àåì:

W 0 = −g00∂Γ0
00

∂x0
− grr∂Γ0

rr

∂x0
+ g00

∂Γ0
00

∂x0
+ g00

∂Γr0r
∂x0

= −(−1 +
2λ

r
+

2λF cos θ

r2
)·

·λF
′′ cos θ

r2
+ (1 +

2λ

r
− 2λF cos θ

r2
) · λF

′′ cos θ

r2
≈ 2λF ′′ cos θ

r2
,

W r = −g00∂Γr00
∂x0
− grr∂Γrrr

∂x0
− gθθ∂Γrθθ

∂x0
− gϕϕ

∂Γrϕϕ
∂x0

+ grr(
∂Γ0

r0

∂x0
+
∂Γrrr
∂x0

+
∂Γθrθ
∂x0

+
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+
∂Γϕrϕ
∂x0

) = −(1 +
2λ

r
− 2λF cos θ

r2
)(−λF

′′ cos θ

r2
)− (− 1

r2
)(−2λF ′ cos θ

r
)−

−(− 1

r2 sin2 θ
) · (−2λF ′ cos θ sin2 θ

r
) + (−1 +

2λ

r
+

2λF cos θ

r2
)(−λF

′′ cos θ

r2
+

+0 + 0) ≈ 2λF ′′ cos θ

r2
,

W θ = −g00∂Γθ00
∂x0
−grr∂Γθrr

∂x0
−gϕϕ

∂Γθϕϕ
∂x0

+gθθ(
∂Γ0

θ0

∂x0
+
∂Γrθr
∂x0

+
∂Γϕθϕ
∂x0

) = −(1+
2λ

r
−

−2λF cos θ

r2
)·λF

′ sin θ

r4
−(−1+

2λ

r
+

2λF cos θ

r2
)(−λF

′ sin θ

r4
)+(− 1

r2
)(
λF ′ sin θ

r2
+

+
λF ′ sin θ

r2
+ 0) ≈ 0,

Wϕ = −gii∂Γϕii
∂x0

+ gϕϕ
∂Γmϕm
∂x0

= 0.

Èòîãîâîå âåêòîðíîå ïîëå èìååò âèä:
(
2λF ′′ cos θ

r2 , 2λF ′′ cos θ
r2 , 0, 0

)T
. Ïðèìå-

íèì ôîðìóëó (17):

∗Wv = −6(2λF ′′ cos θ sin θ)dr ∧ dθ ∧ dϕ+ 6(2λF ′′ cos θ sin θ)dx0 ∧ dθ ∧ dϕ.

Äàëåå ïîäåéñòâóåì íà ýòó ôîðìó âåêòîðàìè−(e0−er);eθ; eϕ, óìíîæåííûìè
íà ñîîòâåòñâóþùèå ïðèðàùåíèÿ:

∗Wv = −24λF ′′ cos θ sin θδΦδθδϕ.

Òàêèì îáðàçîì ñóììàðíûé ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ñôåðó ðàäèóñà R îêàçûâà-

åòñÿ ðàâåí 0:

SE = −24λ
a

c2

∫ 2π

0

∫ π

0

cos θ sin θdθdϕ = 0.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå òî÷å÷íîãî òåëà, äâèæó-

ùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì ïðè óñëîâèè, ÷òî ñìåùåíèå òåëà îò åãî ïîëîæåíèÿ

â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì, íà êîòîðîì ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïîëå. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â âèäå ñôå-

ðè÷åñêîé ñëàáîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíû íà îñíîâå ïîäõîäà, êîòîðûé áûë

ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [3, 16]. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà íà êîìïîíåíòû ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, îçíà÷àþùèå,

÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàòàõ,

àññîöèèðîâàííûõ ñ íåêîòîðîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ

áûëî ââåäåíî çàïàçäûâàíèå â èçâåñòíîå ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà, êîòîðîå

ðàññìàòðèâàëîñü â ïðèáëèæåíèè ñëàáîãî ïîëÿ. Ïðè ïîäñòàíîâêå ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ðåøåíèÿ â òåíçîð Ðè÷÷è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ýòîãî

òåíçîðà îáðàùàþòñÿ â íîëü ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Îöåíêè

ïîðÿäêà ìàëîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ïðèìåíèìî, åñëè ðàñ-

ñìàòðèâàòü äâèæåíèå íà äîñòàòî÷íî ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, èëè íà

áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà, åñëè òåëî äâèæåòñÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèì óñêîðåíèåì.

Â ðàáîòå òàêæå èññëåäîâàíû ïîòîêè ýíåðãèè è êîìïîíåíò èìïóëü-

ñà íà îñíîâå ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [3], ãäå áûë ââåäåí òåíçîð,

îïèñûâàþùèé ïëîòíîñòü ïîòîêà èìïóëüñà, àññîöèèðîâàííîãî ñ íåêîòîðûì

âåêòîðíûì ïîëåì. Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå âåêòîðíîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé áàçèñíîå âåêòîðíîå ïîëå âðåìåííîé êîîðäèíàòû, òî ýòîò òåíçîð äàåò

ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè. Áûëè âû÷èñëåíû ïëîòíîñòè ïîòîêîâ ýíåðãèè è

èìïóëüñà, ïåðåíîñèìûõ ñôåðè÷åñêîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíîé, êîòîðóþ îïè-

ñûâàåò íàéäåííîå â ðàáîòå ðåøåíèå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè,

ïåðåíîñèìûé âîëíîé, ðàâåí íóëþ, õîòÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè â ðàçëè÷-

íûõ íàïðàâëåíèÿõ è íå ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëíûå ïîòî-

êè ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò èìïóëüñà òàêæå îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ïîòîê � ýòî ïîëíûé ïîòîê ïðîäîëüíîé êîìïîíåí-

òû èìïóëüñà.
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