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Введение

В настоящее время модели управления ресурсами имеют широкое
применение в таких важных областях как экономика и экология, поскольку
позволяют решать актуальные проблемы.

Грамотная рекламная политика является основным методом привле-
чения целевой аудитории, и, как следствие, неотъемлемой частью успешно-
го функционирования компании, поэтому вопрос об управлении инвестици-
ями в рекламную кампанию становится актуальным. Также как и вопрос
об управлении объемами вредных выбросов в окружающую среду в связи
с современной неблагоприятной экологической ситуацией.

В данной работе исследуются теоретико-игровые модели управления
ресурсами с многомерной фазовой переменной на бесконечном временном
промежутке с постоянной ставкой дисконтирования. В качестве ресурсов
рассматриваются инвестиции в рекламу и количество выбросов в окружа-
ющую среду.

В первой главе приводятся основные модели и методы, используе-
мые в ВКР. Формулируется постановка задачи оптимального управления
на бесконечном промежутке времени с интегральной формой выигрыша
и дисконтированием подынтегральной функци, рассматривается метод ее
решения, а также критерии для отбора допустимых решений. Поиск оп-
тимальных управлений в кооперативной дифференциальной игре также
может быть описан в форме задачи оптимального управления, поскольку
игроки объединяются с целью максимизации общего суммарного выигры-
ша.

Проблема распределения суммарного выигрыша между игроками, в
том числе, с учетом фактора времени, описана с точки зрения пробле-
мы динамической устойчивости. Распределение компонент дележа игро-
ков предлагается осуществить согласно процедуре распределения дележа
(ПРД).

Кроме того, в главе I формализуется постановка сетевой дифферен-
циальной игры.

Во второй главе изучена кооперативная дифференциальная игра управ-
ления инвестициями в рекламную кампанию для случая n симметричных
игроков, которые конкурируют за объем собственных продаж некоторого
однородного продукта с учетом амортизации, свойственной рынку. В тре-
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тьей главе предложена модель управления объемами вредных выбросов
при производстве взаимозаменяемых товаров для двух симметричных иг-
роков при отсутствии абсорбции. Дифференциальная игра изучается как в
кооперативной постановке, для которой также находится распределение об-
щего выигрыша игроков, так и в некооперативной, в которой рассматрива-
ется вопрос существования квадратичного решения задачи. Показывается,
что решение в обеих моделях является неединственным, поэтому осуществ-
ляется отбор допустимых решений с помощью критериев, предложенных
в первой главе. В главах II и III также изучается проблема динамической
устойчивости, т.е. реализации при долгосрочном процессе. Для решения
данной проблемы используются схемы ПРД из главы I.

В последней главе математическая модель управления вредными вы-
бросами формулируется как дифференциальная игра на сети, в которой
находится равновесие по Нэшу.
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Основные цели и задачи

Основной целью данной работы является исследование линейно - квад-
ратичной дифференциальной игры с интегральным функционалом при усло-
вии бесконечного временного горизонта, дисконтированием функции по-
лезности и, что существенно отличает данную работу от большинства из-
вестных широко изученных приложений линейно-квадратичных игр, смно-
гомерной фазовой переменной. Поскольку в задачах такого типа возни-
кает неединственность решений, достаточно широко встречающаяся в эко-
номических работах (см., например, [27]), необходимо рассмотреть вопрос
отбора допустимых решений.

Кроме того, актуальным вопросом является распределения получен-
ного суммарного выигрыша в случае кооперации игроков между игроками,
а также реализация выбранного игроками способа распределения выиг-
рыша (кооперативного решения) на всем временном промежутке. Таким
образом, при длительной эксплуатации ресурсов проблема динамической
устойчивости выбранного кооперативного решения становится очень важ-
ной и назревает необходимость исследования и решения данной проблемы.

Еще одной целью работы являлась формализация сетевой постановки
для дифференциальной игры, сформулированной Л.А. Петросяном в [29]
в общем виде, для предложенной модели управления объемами вредных
выбросов. Предполагается, что некоторые предприятия объединены “свя-
зями”, т.е. общими интересами, которые могут быть основанием для рас-
смотрения сетевой структуры.

В связи с поставленной целью формулируются следующие задачи:
1) Изучить основные методы, используемые для решения рассматри-

ваемых моделей управления различными типами ресурсов.
2) Формализовать задачу оптимального управления инвестициями в

рекламу в кооперативной постановке для n игроков, изучить различные
способы отбора допустимых решений из множества полученных решений,
а также рассмотреть вопрос распределения между игроками выигрыша, по-
лученного в результате кооперации, в соответствии с принципом динамиче-
ской устойчивости. Получить аналитические выражения для оптимальных
управлений, траектории, значения функционала суммарного выигрыша, а
также формулы для процедуры распределения дележа для случая полно-
стью симметричных игроков.
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3) Сформулировать модель управления объемами вредных выбросов
как дифференциальную игру с многомерной фазовой переменной для двух
игроков, рассмотреть игру в некооперативной и кооперативной постанов-
ке, найти решение задачи в аналитическом виде. Интерпретировать полу-
ченные результаты графически. Получить аналитические выражения для
процедуры распределения дележа как средства решения проблемы динами-
ческой устойчивости кооперативного решения для случая симметричных
игроков.

4) Построить сетевую модель управления объемами вредных выбро-
сов трех игроков в случае образования коалиции двоих из них. Найти
управления, максимизирующие выигрыш коалиции.
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Обзор литературы

Изучение линейно-квадратичных дифференциальных игр [1,2] с мно-
гомерной фазовой переменной [3–7] представляет особый интерес, посколь-
ку как в кооперативной, так и в некооперативной постановке задач возни-
кает неединственность решения. Данный вопрос часто находит отражение
в экономических приложениях [8–10].

В статье [11], отражающей результаты автора настоящей магистер-
ской диссертации, рассматривается модель управления инвестициями в ре-
кламу с n симметричными игроками в двух постановках: кооперативной, в
которой были найдены оптимальные управления и некооперативной, в ко-
торой находилось равновесие по Нэшу [12]. Решение линейно-квадратичной
задачи [13] разыскивается в классе позиционных стратегий [2,14]. Для опре-
деления оптимального поведения игроков использован теоретико-игровой
подход [12,15,16].

В классе линейно-квадратичных дифференциальных игр возникают
вопросы существования равновесия по Нэшу [3, 11, 14, 17, 18, 20–22]. Кроме
того, проблема существования и единственности оптимального управления
была рассмотрена в [23–25]. Модель управления выбросами была предло-
жена в работе [26], где в некооперативной постановке было показано, что
не существует квадратичных решений задачи нахождения равновесия по
Нэшу.

В работе [27] предложен подход отбраковки несостоятельных реше-
ний в случае их неединственности, используемый в экономических прило-
жениях. Также в книге [28] описан еще один метод отбора допустимого
решения — классический метод, используемый для линейно-квадратичных
задач оптимизации (LQR).

В статье Л.А. Петросяна [29] формулируется сетевая дифференци-
альная игра n игроков, где на выигрыш игрока влияют лишь те игроки,
которые связаны с ним дугой. Кроме того, в [29] были введены классы
стратегий, включающих в себя возможность прерывания связи игроком с
другими игроками в процессе игры.

В данной работе рассматриваются математические модели управле-
ния ресурсами с многомерной фазовой переменной, где в качестве ресурсов
рассматриваются инвестиции в рекламу [11] и объемы производства про-
дукции, пропорциональные выбросам в окружающую среду [26]. Задача
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решается методом динамического программирования [14, 30]. Кооператив-
ный выигрыш распределяется в соответствии с концепцией динамической
устойчивости согласно процедуре распределения дележа (ПРД), впервые
введенной Л.А. Петросяном в 1977 г. и описанным для задач с дисконти-
рованием и бесконечной продолжительностью в [12].

Результаты, полученные в ходе подготовки магистерской диссерта-
ции, частично были опубликованы в работах:

1. Громова Е. В., Громов Д. В., Лахина Ю. Э. О дифференциальной
игре управления инвестициями в рекламную кампанию. Труды института
математики и механики УРО РАН. Т. 24, № 2. 2018. С. 64-75.

2. Gromova E., Lakhina Yu. On the selection of the Nash equilibria in
a linear-quadratic differential game of pollution control. Frontiers of Dynamic
Games. Ed. by L. Petrosyan, V. Mazalov, N. Zenkevich. St. Petersburg. 2019.
P. 37–48.

3. Лахина Ю. Э. Оптимальное управление инвестициями в рекламу
на рынке однородной продукции. Процессы управления и устойчивость.
2018. Т. 5. № 1. С. 470–474.

4. Лахина Ю. Э. О существовании равновесия по Нэшу в некоопера-
тивной дифференциальной игре управления объемами вредных выбросов.
Процессы управления и устойчивость. 2020.
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Глава 1.

Основные методы

Будем рассматривать дифференциальную игру [12] Г(t0, x0,∞) n лиц
на бесконечном промежутке времени,N = {1, . . . , n}, |N | = n, как конфликтно-
управляемый процесс, где n—количество игроков, t0 — начальный момент
времени, t0 > 0 и x0 — начальное состояние игры.

Динамика игры задается системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с начальным условием:

ẋ(t) = f(x(t), a1(t), . . . , an(t)), x(t0) = x0, (1.1)

где x(t) ∈ X ⊆ Rm, t ∈ [t0,∞), а ai — управление i-го игрока из его
множества допустимых управлений Ui. Ui, i = 1, n состоят из множества
всех измеримых функций на [t0,∞) в Ui. Множество допустимых значе-
ний управлений Ui i-го игрока представляет собой выпуклое компактное
подмножество Rk, такое что {0} ∈ Ui.

Введем обозначения a(t) = (a1(t), . . . , an(t)), U = U1 × . . . × Un, U =
U1 × . . .× Un, то есть a ∈ U , a(t) ∈ U , t ∈ [t0,∞).

Функция f(x(t), a(t)) непрерывна на множестве X × U1 × . . . × Un,
липшицева по x, дифференцируема. Тогда будем говорить, что выполнены
условия существования и единственности решений [31] системы диффе-
ренциальных уравнений (1.1) для любого набора допустимых управлений
a1, . . . , an [2].

В различных постановках задачи игроки могут конкурировать между
собой или объединяться в коалиции для того, чтобы получить некоторый
выигрыш, то есть увеличить свою прибыль. С этой целью они эксплуати-
руют некие ресурсы. В последующих главах будем рассматривать задачу
нескольких ресурсов x1, x2, ..., xn. В таком случае динамика игры будет
описываться системой дифференциальных уравнений —

1) в случае возобновляемых ресурсов:

ẋ1(t) = a1 − δ1x1, x1(t0) = x01,

ẋ2(t) = a2 − δ2x2, x2(t0) = x02,

. . .
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ẋn(t) = an − δnxn, xn(t0) = x0n.

2) так называемых «независимых движений»:

ẋ1(t) = a1, x1(t0) = x01,

ẋ2(t) = a2, x2(t0) = x02,

. . .

ẋn(t) = an, xn(t0) = x0n.

Мгновенный выигрыш i-го игрока в момент времени t ∈ [t0, ,∞) опре-
деляется следующим образом: hi(x(t), a1(t), . . . , an(t)), где hi(·) — непре-
рывная функция, a x(t) — решение задачи Коши для (1.1). Функцию hi(·)
также называют функцией полезности.

§ 1.1. Постановка задачи оптимального управления

Рассмотрим задачу оптимального управления [12] с одним игроком на
бесконечном промежутке времени с постоянным дисконтированием ρ > 0:

J(a, x) = max
a

∞∫
t0

e−ρth(x(t), a(t))dt, (1.2)

когда переменная состояния изменяется в соответствии с дифференциаль-
ным уравнением:

ẋ(t) = f(x(t), a(t)), x(t0) = x0. (1.3)

Функции h(x(t), a(t)) и f(x(t), a(t)) будем считать дифференцируемыми.
Управление a∗(t), доставляющее максимум функционалу (1.2), будем

называть оптимальным управлением.
Рассмотрим случай, когда оптимальное управление разыскивается в

классе позиционных стратегий a(x, t), то есть стратегия игрока зависит от
текущего состояния игры x и текущего момента времени t. В таком слу-
чае оптимальное управление игрока находится с использованием уравнения
Гамильтона–Якоби–Беллмана [2].

Определим функцию Беллмана для задачи (1.2)-(1.3)

V (t, x) = max
a

{ ∞∫
t0

e−ρth(x(t), a(t))dt

∣∣∣∣∣x(t) = x = x∗t

}
,

где x∗t — состояние системы в момент t на оптимальной траектории.
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Теорема 1. Управление a(t) = ϕ∗(t, x) является оптимальным решени-
ем задачи управления на бесконечном промежутке времени, если суще-
ствует непрерывно-дифференцируемая функция V (t, x), определенная на
[0,∞)× Rm → R и удовлетворяющая следующему уравнению

ρV (t, x) = max
a

{
h(x, a) +

∂V (t, x)

∂x
f(x, a)

}
=

= h(x, ϕ∗(t, x)) +
∂V (t, x)

∂x
f(x, ϕ∗(t, x)). (1.4)

При этом значение функции Беллмана, вычисленной в начальный
момент времени V (t0, x(t0)) = J(a∗, x0) равно выигрышу игрока в игре.

В случае кооперации игроков в дифференциальной игре для нахож-
дения максимума суммарного выигрыша можно использовать аппарат тео-
рии управления (т.к. игроки действуют как один игрок).

Уравнение (1.4) называется уравнением Гамильтона–Якоби–Беллмана.

§ 1.2. Критерии отбора допустимых решений в случае
их неединственности

Поскольку для линейно-квадратичных задач с многомерной фазовой
переменной неединственность решений возникает как в кооперативной, так
и в некооперативной постановке, то встает вопрос отбора из множества
полученных решений. Для этого рассмотрим следующие критерии.

1.2.1. Экономический критерий Басса

В экономических приложениях существует достаточно общий под-
ход [27] для отбора решений в том случае, если равновесие по Нэшу не
является единственным. Он заключается в том, что полученные решения
проверяются на выполнение следующего условия с ясной экономической
интерпретацией: если предельная (маргинальная) прибыль, т.е. прибыль
за продажу единицы товара в единицу времени, равна нулю, то и общая
прибыль фирмы на всем промежутке игры должна равняться нулю. Это
означает, что заменяя в полученных решениях определенный параметр мо-
дели нулем, отбраковываются те решения, для которых полученные значе-
ния функции Беллмана не равны нулю.

12



1.2.2. Математический метод для линейно-квадратичных
задач оптимизации

Рассмотрим классический случай линейно-квадратичной задачи оп-
тимизации (LQR) [28].

Будем рассматривать управляемую систему

ẋ = Ax+Ba, x(t0) = x0, (1.5)

где x ∈ Rn — вектор состояний, a ∈ Rm — вектор управлений, A ∈ Rn×n,
B ∈ Rn×m, пара (A,B) управляема, x0 ∈ Rn — начальное условие.

Задача оптимального управления заключается в построении управ-
ления вида линейной обратной связи по состоянию

ā = Kx, K ∈ Rm×n, (1.6)

которое доставляет наименьшее значение квадратичному функционалу ка-
чества ∀x0:

J(a, x0) =

∞∫
t0

(xTPx+ aTRa)dt, (1.7)

где P ∈ Rn×n — симметрическая матрица, R ∈ Rm×m — положительно
определенная матрица.

Классический метод решения основан на рассмотрении алгебраиче-
ского уравнения Риккати.

Теорема 2. Задача оптимального управления (1.6)-(1.7) разрешима то-
гда и только тогда, когда существует симметричная матрица Q, удо-
влетворяющая уравнению Риккати:

ATQ+QA−QBS−1BTQ+R = 0,

а управление a = −R−1BTQx является оптимальным.

Алгебраическое уравнение Риккати имеет два решения: положитель-
но и отрицательно определенное. Такие решения существуют в предпо-
ложении об управляемости системы и невырожденности матриц P,R. В
качестве функции Беллмана выбирается положительно определенное ре-
шение Q∗, которое также является функцией Ляпунова V ∗ для замкнутой
системы (1.5).

V ∗ — решение матричного уравнения Ляпунова приK∗ = −R−1BTV ∗:

(A+BK)TV + V (A+BK) = −P −KTRK.

Подставляя оптимальное управление ā и функцию Ляпунова V ∗ в (1.7),
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получим минимальное значение функционала качества

J∗(ā, x0) = x0
T
V ∗x0.

§ 1.3. Принцип оптимальности в кооперативной игре

Рассмотрим кооперативную дифференциальную игру [12] Г(t0, x0,∞)
n игроков с уравнением динамики:

ẋ(t) = f(t, x(t), a1(t), . . . , an(t)), x(t0) = x0,

где x(t) = [x1(t), . . . , xn(t)]
T . Функция выигрыша игрока i:

J(xi, ai) =

∞∫
t0

e−ρthi(t, x(t), a1(t), . . . , an(t))dt, i = 1, n.

Будем считать, что игроки до начала игры договорились действовать в со-
ответствии с принципом оптимальности, который состоит из:
1) выбора оптимальных управлений a∗ = (a∗1, . . . , a

∗
n), которые максимизи-

руют суммарный выигрыш;
2) выбора справедливого распределения суммарного выигрыша между иг-
роками.

Пусть игроки получили общий выигрыш V (N, x0, t0) =
∑n

i=1 J(x∗i , a
∗
i ),

где x∗(t) = [x∗1(t), . . . , x
∗
n(t)]

T — оптимальная кооперативная траектория.
Рассмотрим вопрос раздела между игроками этой величины.

1.3.1. Дележ. Вектор Шепли

Рассмотрим кооперативную игру ГV (t0, x0) в форме характеристиче-
ской функции [29], где V (S, x0, t0) — характеристическая функция, отра-
жающая максимальный гарантированный выигрыш коалиции S, s = |S|.

Определение 1. Вектор ξ(x0, t0) = [ξ1(x0, t0), . . . , ξn(x0, t0)], удовлетво-
ряющий условиям:
1) индивидуальной рациональности

ξi(x0, t0) ≥ V ({i}, x0, t0), i ∈ N,

2) групповой рациональности∑
j∈N

ξj(x0, t0) = V (N, x0, t0),

называется дележом в игре ГV (t0, x0).
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Обозначим за EV (t0, x0) множество дележей в игре ГV (t0, x0).
Пусть в качестве механизма распределения суммарного выигрыша

игроки договорились использовать вектор Шепли — дележ, определенный
в начальный момент игры. Тогда компонента дележа игрока i имеет вид:

Shi(x0, t0) =
∑
S⊂N
i∈S

(n− s)!(s− 1)!

n!
[V (S, x0, t0)− V (S\{i}, x0, t0)], i = 1, n.

(1.8)

1.3.2. Принцип динамической устойчивости. Процеду-
ра распределения дележа

Рассмотрим изменение дележа при движении вдоль кооперативной
траектории [12]. Пусть в кооперативной игре ГV (t0, x0) в форме харак-
теристической функции в качестве принципа оптимальности выбран век-
тор Шепли, который, при применении к игре из начальных состояний
x(t0) = x0, t = t0 определяет некоторое подмножество множества деле-
жей
WV (t0, x0) ⊆ EV (t0, x0), WV (t0, x0) 6= ∅, и оптимальную траекторию {x∗(t)},
t ∈ [t0,∞), которая максимизирует

n∑
i=1

∞∫
t0

e−ρthi(t, x
∗(t), a∗(t))dt. (1.9)

Определение 2. Пусть существует вектор-функция

β(t) = {βi(t) ≥ 0}i=1,n,

такая что компоненты вектора Шепли Sh(t0, x0) = {Shi(t0, x0)}i=1,n в
игре ГV (t0, x0) представимы в виде

Shi(t0, x0) =

∞∫
t0

e−ρtβi(t)dt, i = 1, n,

Вектор-функцию β(t) = {βi(t)} будем называть процедурой распределе-
ния дележа (ПРД) в игре ГV (t0, x0).

Определение 3. Будем называть вектор Шепли {S̄h(t0, x0)} динамиче-
ски устойчивым вектором Шепли, если существует такая ПРД

{βi(t) ≥ 0}, t ∈ [t0,∞),
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что вектор S̄h(x∗(τ), τ) = {S̄hτi }, ∀τ ∈ [t0,∞), вычисленный по формуле

S̄h(x∗(τ), τ) = eρτ
∞∫
τ

e−ρtβi(t)dt, i = 1, n,

также является векторомШепли в соответствующей подыгре ГV (x∗(τ), τ),
τ ∈ [t0,∞).

Согласно определению (3), при распределении дележа {S̄h(t0, x0)} во
времени при помощи выплат согласно ПРД {βi(τ)} в каждый текущий мо-
мент времени τ , τ ∈ [t0,∞) ожидаемый дележ S̄h(x∗(τ), τ) в оставшейся
подыгре ГV (x∗(τ), τ) также является вектором Шепли.
Таким образом, имеет место динамическая устойчивость, то есть иг-
рокам будет невыгодно нарушать соглашение о кооперации, которое они
заключили перед началом игры.

Теорема 3. [19] Пусть для каждой подыгры ГV (x∗(τ), τ), τ ∈ [t0,∞)
вектор-функция S̄h(x∗(τ), τ) является абсолютно непрерывной функцией
времени τ, τ ∈ [t0,∞). Пусть

βi(τ) = ρS̄hτi − (S̄hτi )
′
, i = 1, n, (1.10)

где ρ — дисконтирующий множитель в (1.9). Тогда в игре ГV (t0, x0) век-
тор Шепли Sh(t0, x0) является динамически устойчивым дележом с про-
цедурой распределения дележа (ПРД) (1.10).

Таким образом, в игре ГV (t0, x0) ПРД определяет правило, по кото-
рому компоненты ожидаемого дележа распределяются во времени [t0,∞).
Игроки, использующие ПРД для распределения вектора Шепли во време-
ни, не имеют оснований для отклонения от кооперативного соглашения.

§ 1.4. Дифференциальная игра на сети

Будем рассматривать дифференциальную игру на бесконечном вре-
менном промежутке n игроков (узлов), n = |N |, N = {1, . . . , n}, объеди-
ненных в сеть [29]. Пусть L = {(i, j), i ∈ N, j ∈ N} — множество всех
ребер сети N . Считаем, что сеть не ориентирована, то есть если (i, j) ∈ L,
то и (j, i) ∈ L.

Определение 4. Подмножество S ⊂ N называется коалицией, если для
i ∈ S, j ∈ S существует путь из i в j в сети N .

Пусть K(i, t) = {(i, j), j ∈ N, (i, j) ∈ L} —- множество всех игроков,
с которыми у игрока i в данной сети имеется связь в момент времени t ∈
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[t0,∞). За ai обозначим управление игрока i, тогда US = {ai, i ∈ S} —
набор управляющих переменных игроков из коалиции S.

Уравнение движения для игрока i, не входящего ни в одну в коали-
цию, определяется следующим образом:

ẋi = fi(xi, ai), xi(t0) = x0i > 0, i ∈ N. (1.11)

Уравнение движения для игрока i, входящего в коалицию S:

ẋSi = fSi (xi, ai), xi(t0) = x0i > 0, i ∈ S. (1.12)

Будем полагать, что в процессе игры игроки в одностороннем порядке мо-
гут ликвидировать ребра, соединяющие их с другими игроками, но восста-
навливать их или создавать новые ребра не могут.

Пусть x = (x1, . . . , xn) — вектор состояния игроков. На множестве
допустимых траекторий системы (1.11) для каждого игрока определим
вектор-функцию

ϕi(x(t), t) = {ϕ1
i (x(t), t), . . . , ϕni (x(t), t)}, i = 1, n,

компоненты которой могут принимать только два значения: 0 или 1. Также
полагаем, что ϕji (x

0, t0) = 1, если дуга (i, j) ∈ L.
Вектор-функция ϕi(x(t), t) указывает на наличие дуг, связывающих

игрока i с другими игроками. Для удобства положим ϕii(x(t), t) ≡ 1, то
есть игрок i всегда связан с собой дугой. Поскольку игроки могут удалять
ребра, то ϕi(x(t), t) будет меняться во времени, t ∈ [t0,∞).

Определение 5. Стратегия игрока i ∈ N есть пара ai(·) = (ai(t), ϕi(x, t)).

Обозначим за Ūi множество всех стратегий игрока i.
Наличие зависимости от позиции x второй компоненты ϕi(x, t)) стра-

тегии ai(·) игрока i дает ему возможность прекратить связь с теми игрока-
ми, с которыми связь у него была, поэтому в процессе игры может меняться
множество K(i, t) игрока i. L(a(·)) представляет собой динамику измене-
ния множества дуг в зависимости от ситуации в игре, реализованной в
момент времени t ∈ [t0,∞):

a(·) = (a1(·), . . . , an(·)) = (a1(t), ϕ1(x, t); . . . ; an(t), ϕn(x, t)).

Определим функции выигрыша игроков i = 1, n. Положим, что
функция полезности игрока i: hi(xi, xi) = 0, hi > 0.

Функция выигрыша игрока i, который не входит ни в какую коали-
цию, зависит от переменной его состояния и переменных состояния игроков
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из множества K(i, t):

Hi(x
0
i , x

0
K(i,t0)

; ai, aK(i,t0)) =

∞∫
0

e−ρt
∑

j∈K(i,t)

hi(xi, xj)dτ,

где x0K(i,t0)
= {x0j ; j ∈ K(i, t0)}, xi(τ), xj(τ) — решения (1.11), i 6= j.

Выигрыш коалиции S ⊂ N :

H(S) =

∞∫
0

e−ρt
∑
i∈S

∑
j∈K(i,t)∩S

hi(xi, xj)dτ, (1.13)

где xi(τ), xj(τ) — решения (1.12), i, j ∈ S.
В данной задаче будем искать равновесие по Нэшу.

Теорема 4. [29] В рассматриваемой игре найдется такая ситуация рав-
новесия по Нэшу, что набор выигрышей игроков вида

Hi(x
0
i , x

0
K(i); ai(·), aK(i,t0)(·)) = Hi(x

0
i , x

0
K(i,t0)

; (ai(t), 1), (aK(i)(t), 1)), i = 1, n,

реализуем в этой ситуации. Здесь (aK(i)(t), 1) = {(aj(t), 1), j ∈ K(i, t)} .

Теорема означает, что любой набор выигрышей в построенной игре
реализуем в некоторой ситуации равновесия по Нэшу.
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Глава 2.

Теоретико-игровая модель управления инвести-
циями в рекламу

§ 2.1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу нахождения оптимального управления инвести-
циями в рекламу. Отметим, что в ходе подготовки диссертации основные
результаты данной главы были опубликованы в работе [11]. Кроме того, по-
становка задачи управления капиталовложениями в рекламную кампанию
была изучена в бакалаврской работе автора [34] для двух игроков [32], а
при отборе допустимого решения ранее рассматривался только численный
пример для конкретного набора коэффициентов. В данной работе пробле-
ма решается для n игроков в общем виде.

Предположим, что на рынке находится n фирм, которые конкуриру-
ют за доли рынка, пропорциональные их гудвиллу.

Будем считать, что динамика накопления гудвилла Gi фирмы i опи-
сывается ОДУ

Ġi =kai − δGi, Gi(0) = Gi
0 > 0, i = 1, . . . , n, (2.1)

где k ≥ 0 — характеристика рынка, отвечающая за влияние рекламы на
накопление гудвилла (чем больше k, тем более восприимчив рынок к воз-
действию рекламы); ai — управление игрока i (объем инвестиций в рекламу
в единицу времени), ai ≥ 0; δ — коэффициент амортизации, δ ≥ 0; Gi

0 —
значение гудвилла игрока i в начальный момент времени.

Положим k = 1.
ПустьG(t) =

[
G1(t) . . . Gn(t)

]T . Будем рассматривать случай иден-
тичных фирм.

Функция выигрыша игрока i имеет следующий вид:

Ji(ai) =

∞∫
0

e−ρt

(
π

[
β −

n∑
h=1

Gh

]
Gi −

c

2
a2i

)
dt, i = 1, . . . n, (2.2)
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где π — предельная прибыль фирмы (прибыль за продажу единицы товара

в единицу времени), π > 0;

[
β −

n∑
h=1

Gh(t)

]
Gi(t) — объем продаж фирмы i

в момент времени t, β > 0, c
2a

2
i — стоимость рекламных усилий (затраты),

c > 0. Выигрыш игрока дисконтируется при помощи функции e−ρt, а игра
рассматривается на бесконечном временном промежутке.

§ 2.2. Кооперативный случай

Рассмотрим кооперативный вариант игры [12]. Пусть до начала иг-
ры фирмы договорились об использовании оптимальных управлений a∗ =
{a∗i}, максимизирующих их суммарный выигрыш. Тогда общая сумма вы-
игрышей запишется в следующем виде:

J(G, a) =
n∑
i=1

Ji(G, ai) =
n∑
i=1

∞∫
0

e−ρt

(
π

[
β −

n∑
h=1

Gh

]
Gi −

c

2
a2i

)
dt. (2.3)

Будем искать решение данной линейно-квадратичной задачи в клас-
се позиционных стратегий. Воспользуемся уравнением типа Гамильтона–
Якоби–Беллмана:

ρV (G) = max
{a1,...,an}

{
π

[
β −

n∑
h=1

Gh

]
n∑
i=1

Gi −
c

2

n∑
i=1

a2i +
n∑
i=1

∂V

∂Gi

(
ai − δGi

)}
,

(2.4)

где V (G) — непрерывно-дифференцируемая функция Беллмана, соответ-
ствующая искомому максимуму в (2.3).

Из условия максимизации правой части (2.4) имеем a∗i = 1
c
∂V (G)
∂Gi

, a∗i >
0, ∀i ∈ N . Выберем функцию Беллмана в виде линейно-квадратичной
функции:

V (G) = α +
ε

2

∑
i

G2
i +

η

2

∑
i6=j

GiGj + γ
∑
i

Gi. (2.5)

Подставляя V (G) и оптимальные управления a∗i = 1
c
∂V (G)
∂Gi

, i =
1, . . . , n в уравнение (2.4), получаем алгебраическое выражение, которое
должно быть равно нулю при всех значениях Gi. Собирая члены при по-
добных слагаемых, приходим к следующей системе алгебраических урав-
нений, которые решаются относительно коэффициентов α, ε, η и γ:
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0 = 2πc+ 2cδε+ ερ− ε2 − 2η2,

0 = εγ + 2ηγ + πβc− cδγ − cγρ,
0 = 2πc− 2εη − η2 + 2cδη + cηρ,

0 = 2αρc− 3γ2.

(2.6)

Вычитая третье уравнение из первого в (2.6), получаем

(ε− η) (η − ε+ 2cδ + cρ) = 0,

откуда следует, что коэффициенты ε и η удовлетворяют одному из двух
условий:

ε = η, (2.7a)
ε = η + 2cδ + cρ. (2.7b)

Коэффициент γ выражается из второго уравнения в (2.6) и имеет вид
γ = − πβc

ε+2η−cδ−cρ . С учетом указанных условий (2.7a), (2.7b) получаем сле-
дующие решения системы уравнений (2.6):

η =
1

6


2cδ + cρ−D

2cδ + cρ+D

−2cδ − cρ−D

−cρ− 2cδ +D

 , ε =
1

6


2cδ + cρ−D

2cδ + cρ+D

10cδ + 5cρ−D

10cδ + 5cρ+D

 , γ =



2πβc

cρ+D
2πβc

cρ−D
2πβc

cρ+D
2πβc

cρ−D


,

(2.8)

α =



6π2β2c

ρ (cρ+D)2

6π2β2c

ρ (cρ−D)2

6π2β2c

ρ (cρ+D)2

6π2β2c

ρ (cρ−D)2


где D =

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ. Легко заметить, что первые две компоненты

решения удовлетворяют условию (2.7a), а последние две – условию (2.7b).
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§ 2.3. Применение критериев для отбора допустимых
решений

Было получено четыре различных решения данной задачи. Необхо-
димо отобрать из них допустимые, для этого воспользуемся критериями
(1.2.1), (1.2.2).

2.3.1. Математический метод для линейно-квадратичных
задач оптимизации

Заметим, что функция – кандидат V (G) (2.5) представляет собой
сумму квадратичной формы, линейного слагаемого и постоянной величи-
ны. Исследуем свойства матрицы M квадратичной формы:

M =
1

2


ε η . . . η
η ε . . . η
... ... . . . η
η . . . η ε

 .
МатрицаM имеет n−1 одинаковых собственных значений вида λi =

ε − η, i = 1, . . . n − 1, с соответствующими собственными векторами вида
vi =

[
−1 0 . . . 1i+1 . . . 0

]T , где 1k соответствует единице в k-й позиции.
Последнее собственное значение соответствует собственному вектору vn =[
1 . . . 1

]T и равно λn = ε+ (n− 1)η.
Рассмотрим структуру матрицы M для различных компонент реше-

ния (2.8). Заметим, что для первых двух компонент (2.8) матрица M вы-
рождена с n− 1 нулевыми собственными значениями и одним ненулевым,
которое равно

λn = nε = nη =
n

6

(
2cδ + cρ∓

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ

)
,

где знак минус соответствует первой компоненте в (2.8), а плюс – второй.
Отметим, что выполняется неравенство

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ > 2cδ + cρ,

поэтому в первом случае мы имеем λn < 0. Для третьей и четвертой
компонент собственные значения имеют следующий вид (мы используем
обозначение µi для собственных чисел, соответствующих последним двум
компонентам решения):

µi = 2cδ + cρ > 0, i = 1, . . . n− 1

µn = nη + 2cδ + cρ = ∓n
6

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ +

6− n
6

(2cδ + cρ) ,
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где минус соответствует третьей компоненте, а плюс – четвертой. Легко
проверить, что в первом случае (т.е. для третьей компоненты решения)
µn < 0 для любого числа игроков n.

Таким образом, мы имеем четыре функции–кандидата, соответству-
ющие четырем компонентам решения (2.8). Эта ситуация схожа с класси-
ческим случаем линейно-квадратичной задачи оптимизации (LQR) [28].

Поскольку, в отличие от задачи LQR, в рассматриваемой постановке
решается задача максимизации, в качестве функции Беллмана необходи-
мо выбрать отрицательно полу-определенную функцию, соответствующую
первой компоненте решения (2.8). Обозначим ее V̄ (G).

2.3.2. Экономический критерий Басса

В экономических приложениях для отбора решения из полученного
(конечного) множества решений часто используется подход, предложенный
в [27].

Идея данного подхода заключается в том, что при нулевой марги-
нальной прибыли (т.е. прибыли за продажу единицы товара) общий доход
должен быть равен нулю.

Используя обозначения нашей модели, сформулируем данный крите-
рий.

Критерий (Bass et.al., 2005) 1 ( [27]). Пусть в задаче (2.1, 2.2) марги-
нальная полезность π = 0. Тогда с необходимостью имеем общий доход
V (G) = 0, где V (G) — функция Беллмана, соответствующая искомому
максимуму в (2.3).

Будем использовать для полученных решений простой ”тест” из Кри-
терия 1.

Зафиксируем π = 0. Получаем

η =
1

6


0

4cδ + 2cρ

−4cδ − 2cρ

0

 ε =
1

6


0

4cδ + 2cρ+D

8cδ + 4cρ

12cδ + 6cρ

 γ =


0

0

0

0

 . (2.9)

Таким образом, получаем, что только функция–кандидат V (G) (2.5), коэф-
фициенты которой соответствуют первой компоненте решения (2.8), удо-
влетворяет критерию, предложенному в [27].

Отметим, что полученный с экономической точки зрения результат
соответствует результатам проведенного выше математического анализа.
Результатом обоих подходов является выбор функции Беллмана V̄ (G) (2.5),
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где коэффициенты имеют следующий вид:

η =
1

6
(2cδ + cρ−

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ),

ε =
1

6
(2cδ + cρ−

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ),

γ =
2πβc

cρ+
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ
,

α =
6π2β2c

ρ
(
cρ+

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ

)2 .
(2.10)

Соответствующие оптимальные управления имеют вид a∗i = 1
c(η

n∑
i=1

Gi+

γ), i = 1, . . . , n. Также можно вычислить стационарные значения G∗i ,
i = 1, . . . , n, переменных состояния, соответствующих оптимальному ре-
шению:

G∗
i =

6πβc

12nπc+ 2nc2δ2 − 3δ
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ + ncδ
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ + 3cδρ+ nc2δρ
.

§ 2.4. Распределение кооперативного выигрыша

В результате кооперации все игроки заработали максимальную сумму
V (N, x0) — значение функции Беллмана в точке x0.

Пусть для раздела полученной суммы игроки договорились исполь-
зовать вектор Шепли (1.8). Поскольку игроки симметричные, игрок i по-
лучит выигрыш:

Shi =
V (N,G0)

n
=

6π2β2c

nρ
(
cρ+

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ

)2+

+
(
∑

i

∑
j G

0
iG

0
j)(2cδ + cρ−

√
(2cδ + cρ)2 + 24cπ)

12n
+

2πβc
∑

iG
0
i

n(cρ+
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ)
.

Процедура распределения дележа для задачи с бесконечным горизонтом и
дисконтированием c коэффициентом ρ (1.10)

βi(t)n = ρV (N,G(t))− (V (N,G(t))′ = ρ

∫ ∞
t

n∑
i=1

hi(G
∗, a∗)e−ρτdτ−
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−
(∫ ∞

t

n∑
i=1

hi(G
∗, a∗)e−ρτdτ

)′
= 2

n∑
i=1

hi(G
∗, a∗)e−ρt. (2.11)

Учитывая, что hi(G∗, a∗) = π

[
β −

n∑
h=1

G∗h

]
G∗i − c

2a
∗
i
2

βi(t)n = e−ρt
n∑
i=1

{
2π

[
β −

n∑
h=1

G∗h

]
G∗i −

1

c

(
η

n∑
i=1

Gi + γ

)2}
=

= e−ρt

(
2πnG∗i (β − n)− n2

c
(ηnG∗i + γ)2

)
.

Тогда каждый игрок в каждый момент времени t получит:

βi(t) = e−ρt

(
2πG∗i (β − n)− n

c
(ηnG∗i + γ)2

)
= e−ρt

(
2πG∗i (β − n)−

−n
{
nG∗i

6

[
√
c(2δ+ρ)−

√
c(2δ + ρ)2 + 24π

]
+

2πβ
√
c

cρ+
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ

}2)
.

При распределении компонент дележа согласно полученной вектор-
функции (ПРД) {βi(t)} у игроков не возникнет оснований для отклонения
от кооперативного решения в течение реализации всего долгосрочного про-
екта по вложению средств в рекламную кампанию. Следовательно, и сама
кооперативная траектория G∗(t) будет устойчивой.

Графическая интерпретация полученных результатов приводится на
рис. (2.1), (2.2).

2 4 6 8 10
t

0.02

0.04

0.06

0.08

{G,

Рис. 2.1: Стационарные оптимальные траектория G∗
i (t) (выше) и управление a∗i (t) при

n = 3, c = 14, ρ = 10, β = 1, δ = 0, 1
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Рис. 2.2: βi(t) при n = 3, c = 14, ρ = 10, β = 1, δ = 0, 1
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Глава 3.

Теоретико-игровая модель управления объема-
ми вредных выбросов

§ 3.1. Постановка задачи

Сформулируем модель управления объемами вредных выбросов для
случая, когда фазовая переменная, описывающая накопленный в окружа-
ющей среде объем загрязнений, не является одномерной.

Отметим, что данная модель в некооперативной постановке была опи-
сана автором в работах [34] и [26]. В данной работе уточняется равновесие
по Нэшу в общем виде, а также решается задача в кооперативной форме.

Пусть динамика объема выбросов xi в окружающую среду фирмы i
описывается ОДУ

ẋi = ai, i = 1, n, xi(0) = xi0 > 0, (3.1)

где ai — поток выбросов игрока i (количество выбросов за единицу време-
ни), ai > 0, xi — общее количество выбросов, xi0 — начальное количество
выбросов игрока i. Пусть yi = miai — поток продукта, произведенного
игроком i. Функция выигрыша игрока i имеет следующий вид:

Ji(a, x) =

∞∫
0

e−ρt

(
π

[(
k −

n∑
h=1

yh

)
+ β

]
yi − dixi

)
dt, (3.2)

где π — коэффициент пропорциональности, k — требуемый (максималь-

ный) поток продукта, π

[(
k−

n∑
h=1

yh

)
+β

]
yi(t) — цена продукта, β — базо-

вая цена продукта в условиях полного насыщения рынка, а dixi — затраты
на борьбу с загрязнением.

Для простоты положим mi = 1, di = 1, β = 0. Тогда интегральный
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функционал (3.2) примет вид:

Ji(a, x) =

∞∫
0

e−ρt

(
π

(
k −

n∑
h=1

ah

)
ai − xi

)
dt. (3.3)

§ 3.2. Равновесие по Нэшу

Рассмотрим некооперативную игру. Пусть игроки не смогли догово-
риться до начала игры. В варианте конкуренции будем искать равновесие
по Нэшу.

Определение 6. Набор управлений aNE = {aNE1 , . . . , aNEn } называется
равновесием по Нэшу если

Ji(a
NE) > Ji(a

NE||ai),

где aNE||ai = {aNE1 , . . . , aNEi−1 , ai, a
NE
i+1 , . . . , a

NE
n }, ai ∈ U , i ∈ N .

Рассматриваем случай двух игроков, то есть считаем, что n = 2.
Пусть Vi(x) — непрерывно-дифференцируемая функция Беллмана,

которая является решением уравнения Гамильтона –Якоби –Беллмана:

ρVi(x) = max
ai>0,aNE

j

{
π

(
k −

2∑
h=1

ah

)
ai − xi +

2∑
i=1

∂Vi
∂xi

ai

}
, i, j = 1, 2, j 6= i.(3.4)

Предполагается, что второй игрок использует управление из равно-
весия по Нэшу aNE.

Выберем следующий вид функции Беллмана

Vi(x) = x′
[
qi1

qi2
2

qi2
2 qi3

]
x+ x′[wi1, wi2]

′ + zi, i = 1, 2, (3.5)

или
V1(x) = q11x

2
1 + q12x1x2 + q13x

2
2 + x1w11 + x2w12 + z1,

V2(x) = q21x
2
1 + q22x1x2 + q23x

2
2 + x1w21 + x2w22 + z2,

и эти функции имеют частные производные

∂V1(x)

∂x1
= 2q11x1 + q12x2 + w11;

∂V2(x)

∂x2
= q22x1 + 2q23x2 + w22.

Подставляя функцию Vi(x),i = 1, 2 и ее частные производные в (3.4), по-
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лучаем

ρ

(
q11x

2
1+q12x1x2+q13x

2
2+x1w11+x2w12+z1

)
= max

a1≥0,aNE
2

{
π(k−a1−a2)a1−

−x1 + a1(2q11x1 + q12x2 + w11) + a2(q22x1 + 2q23x2 + w22)

}
;

ρ

(
q21x

2
1+q22x1x2+q23x

2
2+x1w21+x2w22+z2

)
= max

a2≥0,aNE
1

{
π(k−a1−a2)a2−

−x2 + a1(2q11x1 + q12x2 + w11) + a2(q22x1 + 2q23x2 + w22)

}
. (3.6)

Рассмотрим функции

F (a1, a
NE
2 ) = π[k−a1−a2]a1−x1+a1(2q11x1+q12x2+w11)+a2(q22x1+2q23x2+w22);

F (a2, a
NE
1 ) = π[k−a1−a2]a2−x2+a1(2q11x1+q12x2+w11)+a2(q22x1+2q23x2+w22),

и найдем ее частные производные

∂F (a1, a
NE
2 )

∂a1
= πk − 2πa1 − πa2 + 2q11x1 + q12x2 + w11,

∂F (a2, a
NE
1 )

∂a2
= πk − πa1 − 2πa2 + q22x1 + 2q23x2 + w22.

С необходимостью приравняем их к нулю и получим оптимальные управ-
ления следующего вида:

a∗1 =
k

3
+

(4q11 − q22)x1 + 2(q12 − q23)x2 + 2w11 − w22

3π
; (3.7)

a∗2 =
k

3
+

2(q22 − q11)x1 + (4q23 − q12)x2 + 2w22 − w11

3π
. (3.8)

Подставим (3.7) и (3.8) в исходные уравнения (3.6), раскроем скобки, при-
ведем подобные и методом неопределенных коэффициентов придем к сле-
дующим двум системам уравнений. Из первого уравнения (3.6):

x21 : 16q11
2 − q11(14q22 + 9πρ) + 7q22

2 = 0;

x1x2 : 4q11(4q12 − 7q23) + 7q22(4q23 − q12) = 9πq12ρ;
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x1 : πk(8q11 + q22)− 9π = w11(9πρ− 16q11 + 7q22) + 14w22(q11 − q22); (3.9)

x22 : 4q12
2 − 14q12q23 + 28q23

2 = 9πq13ρ;

x2 : 9πρw12 − 2πk(2q12 + q23) = 2w11(4q12 − 7q23) + 7w22(4q23 − q12);(3.10)

x01x
0
2 : πk(4w11 + w22)− 7w11w22 + 4w11

2 + 7w22
2 = 9πρz1 − π2k2. (3.11)

Из второго уравнения (3.6) получим

x21 : 28q11
2 − 14q11q22 + 4q22

2 = 9πq21ρ;

x1x2 : 28q11(q23 − q12) = q22(16q23 − 7q12 − 9πρ);

x1 : 9πρw21 − 2πk(q11 + 2q22) = 7w11(4q11 − q22) + 2w22(4q22 − 7q11);(3.12)

x22 : 16q23
2 − q23(14q12 + 9πρ) + 7q12

2 = 0;

x2 : πk(q12 + 8q23)− 9π = 14w11(q23 − q12) + w22(7q12 − 16q23 + 9πρ);(3.13)

x01x
0
2 : πk(w11 + 4w22)− 7w11w22 + 7w11

2 + 4w22
2 = 9πρz2 − π2k2. (3.14)

Рассмотрим систему из шести уравнений, которые зависят только от
q11, q12, q13, q21, q22, q23:

16q11
2 − q11(14q22 + 9πρ) + 7q22

2 = 0; (3.15)

4q11(4q12 − 7q23) + 7q22(4q23 − q12) = 9πq12ρ; (3.16)

4q12
2 − 14q12q23 + 28q23

2 = 9πq13ρ; (3.17)

28q11
2 − 14q11q22 + 4q22

2 = 9πq21ρ; (3.18)

28q11(q23 − q12) = q22(16q23 − 7q12 − 9πρ); (3.19)

16q23
2 − q23(14q12 + 9πρ) + 7q12

2 = 0. (3.20)

Из (3.15) и (3.20) выразим

q11 =
1

32
(14q22 + 9πρ±

√
−252q222 + 252q22πρ+ 81π2ρ2),
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q23 =
1

32
(14q12 + 9πρ±

√
−252q122 + 252q12πρ+ 81π2ρ2).

Введем следующие обозначения:

D22 = −252q22
2 + 252q22πρ+ 81π2ρ2, D12 = −252q12

2 + 252q12πρ+ 81π2ρ2.

Сложим (3.16) и (3.19)

4q11q12 − 4q22q23 + 3πρ(q12 − q22) = 0,

и подставим в это равенство q11 и q23. Тогда получим:

33πρ(q12 − q22)± 8q12
√
D22 = ±8q22

√
D12,

и возведем обе части этого равенства в квадрат:

(q12−q22)(1089π2ρ2(q12−q22)±528πρq12
√
D22+16128πρq12q22+5184π2ρ2(q12+q22)) = 0.

Получаем, что либо q12 = q22, либо

363πρ(q12 − q22) + 84q12q22 + 27πρ(q12 + q22) = ∓22q12
√
D22. (3.21)

Для простоты вычислений рассмотрим случай, когда q12 = q22. Тогда из
этого следует, что q11 = q23, но тогда и q13 = q21. Учитывая это, получаем,
что равенства (3.15) и (3.20), (3.16) и (3.19), (3.17) и (3.18) идентичные,
тогда система (3.15)-(3.20) из шести уравнений сведется к системе из трех
уравнений:

16q11
2 − q11(14q22 + 9πρ) + 7q22

2 = 0;

44q11q22 − 28q211 − 7q222 = 9πq22ρ;

4q22
2 − 14q22q11 + 28q11

2 = 9πq13ρ. (3.22)

Из второго уравнения этой системы выразим

q11 =
1

14
(11q22 ± 3

√
8q222 − 7q22πρ), (3.23)

и, подставив (3.23) в первое уравнение системы (3.22), найдем q22.
Тогда при подстановке q22 в (3.23) получим, что каждому значению

q22 соответствуют два значения q11.
Учитывая q22 и q11, из последнего уравнения системы (3.22) находим

q13.
Учитывая равенства q12 = q22, q11 = q23 и уравнения (3.9), (3.13),

получаем, что w11 = w22 =
kπ(q22 + 8q11)− 9π

9πρ− 7q22 − 2q11
, и, подставляя q22 и q11,

находим w11.
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Учитывая равенства q12 = q22, q11 = q23, w11 = w22 и уравнения

(3.10), (3.12), получаем, что w12 = w21 =
2kπ(2q22 + q11) + w11(14q11 + q22)

9πρ
,

и, подставляя q22, q11 и w11, находим w12.
Учитывая равенство w11 = w22 и уравнения (3.11), (3.14), получаем,

что z1 = z2 =
k2π2 + 5kπw11 + 4w2

11

9πρ
, и, подставляя w11, находим z1.

q11 = q23 =



0
9πρ

16
7πρ

16
πρ

8
7πρ

32
63πρ

64


, q12 = q22 =



0

0

πρ

−πρ
4

−πρ
4

9πρ

8


, q13 = q21 =



0
63πρ

64
23πρ

64
πρ

8
67πρ

256
1899πρ

1024


,

w11 = w22 =



−1

ρ
4πkρ− 8

7ρ
4πkρ− 8

ρ
πkρ− 12

14ρ
8πkρ− 48

55ρ
32− 32πkρ

3ρ



, w12 = w21 =



0

5πkρ− 8

8ρ
89πkρ− 152

24ρ

−πkρ+ 2

14ρ

−3πkρ+ 48

176ρ
1696− 1627πkρ

96ρ


, (3.24)

z1 = z2 =



π2k2ρ2 − 5πkρ+ 4

9ρ3π
253π2k2ρ2 − 536πkρ+ 256

441ρ3π
85π2k2ρ2 − 296πkρ+ 256

9ρ3π
15π2k2ρ2 − 52πkρ+ 32

98ρ3π
609π2k2ρ2 − 1808πkρ+ 1024

3025ρ3π
2454193π2k2ρ2 − 5315264πkρ+ 2876416

20736ρ3π



.

32



Получили решения (3.24) систем уравнений (3.9)-(3.20).

3.2.1. Применение критериев для отбора допустимых
решений

Рассмотрим критерии отбоа (1.2.1) и (1.2.2). Покажем, что получен-
ные решения не удовлетворяют ни одному из критериев.

Экономический критерий Басса

Сформулируем данный критерий в рамках нашей модели.

Критерий (Bass et.al., 2005) 2 ( [27]). Пусть в задаче маргинальная
полезность π = 0. Тогда с необходимостью имеем доход игрока i Vi(x) =
0, i = 1, n, где Vi(x) — функция Беллмана, соответствующая искомому
максимуму в (3.3).

Пусть π = 0 в (3.24). Получим

q11 = q23 =



0

0

0

0

0

0


, q12 = q22 =



0

0

0

0

0

0


, q13 = q21 =



0

0

0

0

0

0


, w11 = w22 =



−1

ρ

− 8

7ρ

−8

ρ

− 6

7ρ

− 48

55ρ
32

3ρ



,

w12 = w21 =



0

−1

ρ

−19

3ρ

− 1

7ρ

− 3

11ρ
53

3ρ


, z1 = z2 =



− 5k

9ρ2

− 536k

441ρ2

−296k

9ρ2

− 26k

49ρ2

− 1808k

3025ρ2

−83051k

324ρ2



. (3.25)
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Таким образом, ни одно из полученных решений задачи не удовлетворяет
данному критерию.

Классический метод для линейно-квадратичных задач оптими-
зации

Рассмотрим матрицу квадратичной формы функции Беллмана Vi(x):

M =

[
qi1

qi2
2

qi2
2 qi3

]
,

которая имеет два собственных числа

λ1 =
1

2

(
qi1 + qi3 +

√
q2i1 − 4q2i2 + q2i3 + 6qi1qi3

)
,

λ2 =
1

2

(
qi1 + qi3 −

√
q2i1 − 4q2i2 + q2i3 + 6qi1qi3

)
.

В зависимости от знаков λ1, λ2 квадратичная форма в функции Белл-
мана Vi(x) будет либо положительно определенной, либо отрицательно опре-
деленной. В нашем случае функция Беллмана должна быть отрицательно
полу-определенной (2.3.1).

Поскольку λ1 строго положительна, за исключением первой компо-
ненты решения, где λ1=λ2=0, ни одна из компонент решения не удовлетво-
ряет данному критерию.

Оба подхода дали одинаковый результат.

§ 3.3. Модификация модели

Предположим, что в модели (3.1, 3.3) игроки не тратятся на борь-
бу с загрязнением [33], то есть полагаем di = 0, i = 1, n. тогда функция
выигрыша (3.3) игрока i перепишется в виде:

Ji(a, x) =

∞∫
0

e−ρt

(
π

(
k −

n∑
h=1

ah

)
ai

)
dt. (3.26)

Уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана примет вид:

ρVi(x) = max
ai>0,aNE

j

{
π

(
k −

2∑
h=1

ah

)
ai +

2∑
i=1

∂Vi
∂xi

ai

}
, i = 1, 2, j 6= i. (3.27)
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Управления, доставляющие максимум правой части (3.27), также бу-
дут иметь вид (3.7, 3.8). Функцию Беллмана также выбираем в виде (3.5).
Решая задачу (3.1, 3.26) аналогичным образом, придем к тому, что в систе-
мах (3.9)-(3.20) перепишутся только уравнения, получаемые относительно
первой степени x:

x1 : πk(8q11 + q22) = w11(9πρ− 16q11 + 7q22) + 14w22(q11 − q22); (3.28)

x2 : πk(q12 + 8q23) = 14w11(q23 − q12) + w22(7q12 − 16q23 + 9πρ); (3.29)

Решая обе системы, получим следующие значения коэффициентов функ-
ции Беллмана:

q11 =



0
9πρ

16
7πρ

16
πρ

8
7πρ

32
63πρ

64


, q12 =



0

0

πρ

−πρ
4

−πρ
4

9πρ

8


, q13 =



0
63πρ

64
23πρ

64
πρ

8
67πρ

256
1899πρ

1024


,

w11 =



0

4πk

7
4πk

πk

14
8πk

55
−32πk

3


, w12 =



0

5πk

8
89πk

24

−πk
14

−3πk

176
−1627πk

96


, z1 =



πk2

9ρ
253πk2

441ρ
85πk2

9ρ
15πk2

98ρ
609πk2

3025ρ
3625πk2

81ρ



. (3.30)

Видим, что qi,j, i = 1, 2, j = 1, 2, 3 не изменятся.
Применим к полученным решениям критерии (1.2.1), (1.2.2).
Пусть в задаче коэффициент пропорциональности π = 0. Поскольку

k > 0, а ρ > 0, то функции Беллмана с положительными коэффициентами
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соответствует только третий компонент решения:

q11 =
7πρ

16
; q12 = πρ; q13 =

πρ

8
; w11 = 4πk; w12 =

89πk

24
; z1 =

85πk2

9ρ
,

который удовлетворяет экономическому критерию.
Рассмотрим матрицу квадратичной формы функции Беллмана Vi(x)

(3.5):

M =

[
qi1

qi2
2

qi2
2 qi3

]
,

которая имеет два собственных числа

λ1,2 =
1

2

(
qi1 + qi3 ±

√
q2i1 − 4q2i2 + q2i3 + 6qi1qi3

)
.

Поскольку решается задача максимизации, функция Беллмана должна
быть отрицательно полу-определенной, что невозможно, учитывая, что ко-
эффициенты q11 и q13 положительны. Таким образом, ни одна из компонент
решения не удовлетворяет данному критерию.

3.3.1. Графическая интерпретация

Рассмотрим допустимое решение, полученное с помощью экономиче-
ского критерия. Равновесные по Нэшу управления

aNE1 =
5k

3
+
ρ

8
(2x1 + 3x2),

aNE2 =
5k

3
+
ρ

8
(3x1 + 2x2).

Подставим их в систему (3.1) и решим ее с начальными условиями x1(0) =
0, x2(0) = 2. Построим графики переменных в зависимости от времени
t, t ∈ [0,∞), при фиксированных коэффициентах k = 0, 46, ρ = 0, 27.
На рис. (3.1) изображены оптимальные траектории xNE1 (t), xNE2 (t). На
рис. (3.2) изображены равновесные по Нэшу управления aNE1 (t), aNE2 (t).
Графики зависимости выигрышей J1(xNE, aNE), J2(x

NE, aNE) игроков от
ρ = 0, 001; 0, 27 при k = 0, 46 изображены на рисунке (3.3).

Графики иллюстрируют выводы, полученные в ходе применения к
отбору допустимых решений LQR метода, которые говорят о том, что урав-
нения Гамильтона–Якоби–Беллмана не имеют квадратичных решений. Та-
ким образом, в данной задаче не удалось отобрать допустимые равновесия
по Нэшу в рассматриваемом классе функций.
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Рис. 3.1: Оптимальные траектории xNE
1 (t), xNE

2 (t)

Рис. 3.2: Равновесие по Нэшу aNE
1 (t), aNE

2 (t)

§ 3.4. Кооперативный случай

Рассмотрим случай кооперации игроков, тогда их суммарный выиг-
рыш представим в следующем виде:

J(a, x) =

∞∫
0

e−ρt

(
π

(
k −

n∑
h=1

ah

)
n∑
i=1

ai −
n∑
i=1

xi

)
dt. (3.31)

Решаем задачу с помощью уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана, кото-
рое в кооперативной постановке будет иметь вид:

ρV (x) = max
a1,...,an

{
π

(
k −

n∑
h=1

ah

)
n∑
i=1

ai −
n∑
i=1

xi +
n∑
i=1

∂V

∂xi
ai

}
. (3.32)

Будем рассматривать игру для двух симметричных игроков, предположим,
что a1 = a2 = a, а функция Беллмана, которая является решением урав-
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Рис. 3.3: Выигрыши игроков J1(xNE, aNE), J2(x
NE, aNE)

нения (3.32), выбирается в виде

V (x) = α +
ε

2

(
x21 + x22

)
+ εx1x2 + γ(x1 + x2). (3.33)

Поскольку функция V (x) непрерывно-дифференцируемая, то ее производ-
ная по переменным состояния в случае симметричных игроков:

∂V (x)

∂x1
=
∂V (x)

∂x2
= ε(x1 + x2) + γ. (3.34)

Подставляя эту производную в (3.32), получим:

ρV (x) = max
a

{
− 4πa2 + 2πka− (x1 + x2) + 2

∂V

∂x1
a

}
. (3.35)

Рассмотрим функцию под максимумом правой части предыдущего урав-
нения:

F (a) = −4πa2 + 2πka− (x1 + x2) + 2(ε(x1 + x2) + γ)a. (3.36)

Найдем a∗, которое доставляет максимум функции F (a):

∂F (a)

∂a
= 2πk − 8πa+ 2(ε(x1 + x2) + γ) = 0 ⇒

a∗ =
k

4
+
ε(x1 + x2) + γ

4π
.

подставляем его в уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана.
Распишем полученное уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана:

ρ

(
α +

ε

2

(
x21 + x22

)
+ εx1x2 + γ(x1 + x2)

)
= −4π

(
k

4
+
ε(x1 + x2) + γ

4π

)2
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+2πk(
k

4
+
ε(x1 + x2) + γ

4π
)−(x1+x2)+2

(
ε(x1+x2)+γ

)(
k

4
+
ε(x1 + x2) + γ

4π

)
.

Методом неопределенных коэффициентов придем к системе уравнений:

x21, x
2
2 : ρ

ε

2
=
ε2

4π
; (3.37)

x1x2 : ρε =
ε2

2π
; (3.38)

x1, x2 : γρ =
8εγ − 16π + 8εkπ

16π
; (3.39)

x01x
0
2 : αρ =

4γ2 + 8γkπ + 4k2π2

16π
. (3.40)

Рассмотрим уравнение (3.37). Решая его относительно ε, получим, что либо
ε = 2πρ, либо ε = 0. Аналогичные решения получаем и из (3.38). Рассмот-
рим первое решение. Пусть ε = 2πρ, подставим его в (3.39). Видим, при
таком ε не можем найти выражение для γ, из (3.39) находим только усло-
вие, накладываемое на коэффициенты модели: kπρ = 1.

Тогда рассмотрим второе решение (3.37). Пусть ε = 0, тогда из (4.7)
получаем γ = −1

ρ .
Подставим γ = −1

ρ в последнее уравнение системы (3.40) и найдем, что

α = (1+kπρ)2

4ρ3π .
Таким образом, заработанный двумя игроками суммарный выигрыш:

V (2, x0) =
(1 + kπρ)2

4ρ3π
− (x1 + x2)

ρ
, (3.41)

при выборе стационарных оптимальных управлений:

a∗1 = a∗2 =
k

4
− 1

4πρ
, (3.42)

которые не зависят от переменной состояния. Учитывая, что управления
игроков мы предполагаем неотрицательными, накладывается условие на
параметры модели:

kπρ > 1. (3.43)

3.4.1. Графическая интерпретация

Возьмем в качестве начальных значений объема выбросов игроков
x10 = 2, x20 = 0. Подставим данные начальные условия и оптимальные
управления a∗1, a∗2 в виде (3.42) в систему дифференциальных уравнений
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Рис. 3.4: Оптимальные траектории игроков x∗1(t), x∗2(t)
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Рис. 3.5: Кооперативный выигрыш J(a∗, x∗)

(3.1) при i = 1, 2. Решая ее, найдем оптимальные траектории:

x∗1 =
t(kπρ− 1)

4πρ
+ 2, x∗2 =

t(kπρ− 1)

4πρ
,

которые изображены в зависимости от времени t, t ∈ [0,∞) на рис. (3.4)
при фиксированных коэффициентах k = 15, ρ = 0, 4, удовлетворяющих
условию (3.43). Подставим оптимальные управления a∗1, a∗2 и оптимальные
траектории x∗1(t), x∗2(t) в (3.31) и найдем общую сумму выигрыша игроков:

J(a∗, x∗) =
1 + πρ(k(kπρ− 2)− 8ρ

4πρ3
.

На рис. (3.5) изображен график зависимости кооперативного выигрыша
игроков J(a∗) в зависимости от ρ > 0, 5 при k = 15.

Полученные графики объективно интерпретируют процесс с эконо-
мической точки зрения. В процессе игры при производстве объем вред-
ных выбросов возрастает, но, поскольку управления игроков постоянны
∀t, t ∈ [0,∞), то общая сумма выигрыша уменьшается при постоянной
ставке дисконтирования.
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Рис. 3.6: βi(t), i = {1, 2} при k = 15, ρ = 0, 4

3.4.2. Распределение кооперативного выигрыша

В результате кооперации оба игрока заработали максимальную сум-
му (3.41). В качестве принципа оптимальности рассмотрим вектор Шепли
(1.8). В силу симметричности игроков, каждый игрок получит выигрыш:

Shi(x0, 0) =
V (2, x0)

2
=

(1 + kπρ)2

8ρ3π
− 1

ρ
.

Согласно процедуре распределения дележа (2.11), учитывая, что

hi(x
∗, a∗) = π(k − (a1 + a2))ai − xi, i = {1, 2},

каждый игрок в каждый момент времени t получит:

βi(t) = e−ρt
2∑
i=1

hi(x
∗, a∗) = e−ρt

(
π

4

(
k2 − 1

π2ρ2

)
− t(kπρ− 1)

2πρ
− 2

)
.

При распределении компонент дележа согласно полученной вектор-
функции (ПРД) {βi(t)} у игроков не возникнет оснований для отклоне-
ния от кооперативного решения в течение реализации всего долгосрочного
проекта по контролю объемов вредных загрязнений в окружающую среду.
Следовательно, и сама кооперативная траектория x∗(t), соответствующая
накоплению загрязнений, будет устойчивой и может быть спрогнозирована.

Графическая интерпретация полученных результатов приводится на
рис. (3.6).

41



Глава 4.

Сетевая дифференциальная игра управления
объемами вредных выбросов

Поскольку в уравнениях динамики модели управления вредными вы-
бросами, рассмотренной в главе 3, имеют место «независимые движения»,
то для данной задачи можно построить сетевую модель [29].
Будем рассматривать дифференциальную игру трех игроков в предполо-
жении, что на выигрыш игрока влияют лишь те игроки, которые связаны
с ним дугой.

§ 4.1. Постановка задачи

Пусть N = {1, 2, 3} — множество игроков (узлов) объединенных в
сеть 1.4. Предположим, что в сети есть только одно ребро, то есть L =
{(1, 2)}. Рассмотрим следующую неориентированную сеть.

Будем считать, что в определенной выше игре на сети существует
коалиция S = {1, 2}. Для каждого игрока i, i = 1, 3 определим множества
K(i, 0) всех игроков, с которыми у игрока i в данной сети имеется связь в
начальный момент времени:

K(1, 0) = {1, 2}, K(2, 0) = {1, 2}, K(3, 0) = {3}.

Как было определено в предыдущей главе 3, ai — управление игрока i. То-
гда US = {a1, a2} — набор управляющих переменных игроков из коалиции
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S, а U 3 = {a3} состоит только из управления игрока 3, поскольку он не
входит ни в какую коалицию (то есть входит в коалицию, состоящую из
него самого). Пусть x = (x1, x2, x3) вектор состояния игроков.

Уравнение движения для игрока i, i = 1, 3 определяется согласно
предыдущей главе 3:

ẋi = ai, xi(0) = x0i > 0, (4.1)

Вспомним из 1.4, что ϕii(x(t), t) ≡ 1, тогда на множестве допусти-
мых траекторий системы (4.1) для каждого игрока i определим начальные
значения вектор-функции ϕi(x0, 0), которая указывает на наличие дуг, свя-
зывающих игрока i с другими игроками в момент времени t = 0:

ϕ1(x
0, 0) = {1, 1, 0}, ϕ2(x

0, 0) = {1, 1, 0}, ϕ3(x
0, 0) = {0, 0, 1}.

В процессе игры могут изменяться множество дуг L и множество K(i, t).

§ 4.2. Функции выигрыша

Определим функции выигрыша игроков i = 1, 3. Положим, что функ-
ция полезности игрока i = 1, 3 : hi(xi, xi) = 0, hi > 0.
Функция выигрыша игрока 3, который не входит ни в какую коалицию,
зависит от переменной его состояния и переменных состояния игроков из
множества K(i, t):

H3(x
0
3, x

0
K(3,0); a3, aK(3,0)) =

∞∫
0

e−ρt
∑

j∈K(3,t)

h3(x3, xj)dτ =

∞∫
0

e−ρth3(x3, x3)dτ = 0,

так как K(3, t) = {3}, ∀t, t ∈ [0,∞). Здесь x0K(i,0) = {x0j ; j ∈ K(i, 0)}.
Выигрыш коалиции S ⊂ N , согласно (1.13):

H(S) =

∞∫
0

e−ρt
∑
i∈S

∑
j∈K(i,t)∩S

hi(xi, xj)dτ, (4.2)

где функция полезности определяется согласно предыдущей главе 3:

hi(xi, xj) = π(k − aj)ai − xi.

МножестваK(i, t) для игроков i коалиции S меняются в процессе игры. Пе-
ред началом игры множества K(i, t) содержат по два элемента. Поскольку
множество дуг L = {(1, 2)} сети состоит только из одного элемента, игроки
в процессе игры могут удалить только дугу (1, 2). В этом случае их множе-
стваK(i, t) будут состоять только из одного элемента — самого игрока, для
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которого определено данное множество. Тогда функция полезности будет
иметь вид hi(xi, xi). А выше было определено, что hi(xi, xi) = 0. С учетом
вышесказанного выигрыш коалиции (4.2) запишется в следующем виде:

H(S) = −π(a21 + a22) + πk(a1 + a2)− 2πa1a2 − (x1 + x2). (4.3)

§ 4.3. Решение коалиционной игры

Заметим, что при определении выигрыша коалиции S мы используем
тот факт, что игроки, входящие в коалицию S могут разрывать связи с
игроками из N \ S, поскольку те могут действовать против игроков из S.

Из (4.3) заметим, что задачу можно свести к задаче максимизации
выигрыша для одного игрока, если положим x1 + x2 = x — переменная
состояния игрока, a1 + a2 = a — его управление. В этом случае функция
выигрыша (4.3) перепишется следующим образом:

H(S) = −πa2 + πka− x.

Для решения коалиционной игры воспользуемся уравнением
Гамильтона–Якоби–Беллмана, которое в рамках данной задачи запишется
в виде

ρV (x) = max
a>0

{
− πa2 + πka− x+

∂V

∂x
a

}
. (4.4)

Решение этого уравнения V (x) — функция Беллмана, выберем ее в виде:

V (x) = εx2 + γx+ α.

Поскольку функция V (x) непрерывно-дифференцируемая, то ее производ-
ная по переменной состояния:

∂V (x)

∂x
= 2εx+ γ,

Подставляя эту производную в (4.4), получим:

ρ(εx2 + γx+ α) = max
a>0

{
− πa2 + πka− x+ (2εx+ γ)a

}
. (4.5)

Рассмотрим функцию под максимумом правой части предыдущего урав-
нения:

F (a) = −πa2 + πka− x+ (2εx+ γ)a.
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Найдем управление a∗, которое доставляет максимум функции F (a):

∂F (a)

∂a
= −2πa+ πk + 2εx+ γ = 0.

a∗ =
k

2
+

2εx+ γ

2π
.

Подствим его в уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана (4.5):

ρ(εx2 + γx+ α) = −π
(
k

2
+

2εx+ γ

2π

)2

+ πk

(
k

2
+

2εx+ γ

2π

)
−

−x+ (2εx+ γ)

(
k

2
+

2εx+ γ

2π

)
.

Применяя метод неопределенных коэффициентов к полученному уравне-
нию, мы придем к системе уравнений относительно коэффициентов ε, γ, α:

x2 : ρε =
ε2

π
; (4.6)

x : γρ =
εγ − π + εkπ

π
; (4.7)

x0 : αρ =
γ2 + 2γkπ + k2π2

4π
. (4.8)

Рассмотрим уравнение (4.6). Решая его относительно ε, получим, что
либо ε = πρ, либо ε = 0. Пусть ε = πρ, тогда из (4.7) находим только, что
kπρ = 1.

Тогда рассмотрим второе решение (4.6). Пусть ε = 0, тогда из (4.7)
получаем γ = −1

ρ .

Подставим γ = −1
ρ в (4.6) и найдем α = (1+kπρ)2

4ρ2π .
Таким образом, заработанный двумя игроками из коалиции S выиг-

рыш:

V (S, x0) =
(1 + kπρ)2

4ρ2π
− x

ρ
.

при выборе оптимального управления:

a∗ =
k

2
− 1

2πρ
,

которое не зависит от переменной состояния. Учитывая, что управление
мы предполагаем неотрицательным, накладывается условие на параметры
модели: kπρ > 1.
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Третий игрок действует независимо от коалиции S и использует мак-
симизирующее управление a∗3.

Решение кооперативной игры находится аналогично приведенному
выше методу решения.
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Вывод

В данной работе были рассмотрены математические модели управле-
ния ресурсами с многомерной фазовой переменной (2.1)-(2.2) и (3.1)-(3.2).
Под ресурсами понимались как объемы выпуска продукции, пропорцио-
нальные объемам вредных выбросов в окружающую среду, так и вложения
в рекламную кампанию различными фирмами. Методика решения и отбо-
ра решений в случае их неединственности использовалась аналогичная.

Дифференциальные игры управления ресурсами рассматривались на
бесконечном временном промежутке t ∈ [t0,∞) с функцией дисконтирова-
ния e−ρt с постоянной ставкой дисконтирования ρ, кроме того, спецификой
задачи являлся линейно-квадратичный вид задачи для случая нескольких
фазовых переменных. Для нахождения решений данных задач в классе
позиционных стратегий было использовано уравнение Гамильтона–Якоби–
Беллмана в кооперативном случае (2.4) и система уравнений в некоопе-
ративном (3.4). Решением этого уравнения является функция Беллмана,
рассмотренная в данной работе в линейно-квадратичном виде для коопе-
ративного (2.5) случая. Для некооперативного случая равновесие по Нэшу
является результатом решения системы уравнений, в которых соответству-
ющие функции Беллмана также выбираются в линейно-квадратичной фор-
ме (3.5). В результате решения задачи в данном классе стратегий решение
определяется неединственным образом. В связи с чем была предпринята
попытка использовать два метода для отбора допустимых решений: мате-
матический подход (1.2.2) и экономический критерий (1.2.1). Графическая
интерпретация отражает полученные результаты.

Важным свойством, необходимым для реализации кооперативных ре-
шений во времени, является свойство динамической устойчивости коопе-
ративных решений. Для случая симметричных игроков данная проблема
была решена для моделей из Главы II, Главы III при помощи введения
так называемой процедуры распределения дележа (ПРД), согласно кото-
рой компоненты выигрыша распределены во времени. Все выражения для
ПРД были получены в аналитическом виде в общем случае.

Кроме того, была изучена модель дифференциальной игры с сетевой
структурой на основе модели, сформулированной в Главе III. Выражения
для управления игроков из коалиции S, связанных в сети, были получены
в аналитическом виде.
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Дальнейшие перспективы исследования заключаются в поиске коопе-
ративного решения на сети и распределения компонент дележа согласно
ПРД.
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Заключение

В ходе проделанной работы были рассмотрены модели управления
в дифференциальных играх двумя типами ресурсов: инвестирование в ре-
кламу (в кооперативной постановке для n игроков) и выбросы в окружа-
ющую среду (в кооперативной и некооперативной постановке для двух иг-
роков).

Показано, что уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана имеет неедин-
ственное решение, которое требует изучения для отбраковки несостоятель-
ных решений. В ходе применения экономического критерия и классическо-
го метода, используемого для линейно-квадратичных задач оптимизации
(LQR), было установлено:

дифференциальная игра управления рекламой имеет допустимое ре-
шение, которое удовлетворяет обоим критериям;

игра управления вредными выбросами в некооперативной постановке
не имеет решений в указанных классах функций, полученные результаты
также были проинтерпретированы графически.

Кроме того, в случае кооперативной постановки задачи в рассмат-
риваемых моделях было найдено распределение общего выигрыша меж-
ду игроками в соответствии с выбранными принципами оптимальности, а
именно, вектором Шепли, а затем распределение его компонент во времени
согласно процедуре распределения дележа (ПРД).

Также для модели управления выбросами была построена диффе-
ренциальная игра на сети для трех игроков. Выражения для управлений
игроков в коалиционной игре были получены в аналитическом виде.

Таким образом, поставленные цели и задачи были достигнуты.
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