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Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåí âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñè-

ñòåì è, â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðîííûõ ñõåì. Óñòîé÷èâîñòü íåîáõîäèìà äëÿ òîãî,

÷òî ïîíèìàòü, ïðîãíîçèðîâàòü è êà÷åñòâåííî îöåíèâàòü ðåøåíèå ñèñòåìû.

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ è íàäåæíûõ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè ñè-

ñòåìû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýòîé

ñèñòåìû, òî åñòü ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Â ñëó÷àå ðàäèîýëåêòðîííîé ñõåìû, èçíà÷àëüíî îíà îïèñûâàåòñÿ íåëè-

íåéíîé ñèñòåìîé, è ïîòîìó ñíà÷àëà ïðîâîäèòñÿ ïðîöåññ ëèíåàðèçàöèè ñè-

ñòåìû. Ïîñëå òàêîé ïðîöåäóðû ïîëó÷àåòñÿ ðåãóëÿðíûé ïó÷îê ìàòðèöD(λ) =

λB−A, êîòîðûé óæå ìîæíî ïðîâåðèòü íà óñòîé÷èâîñòü. È îäèí èç ñàìûõ

ãëàâíûõ ñïîñîáîâ òàêîãî àíàëèç � ðåøåíèå îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé ïðî-

áëåìîé ïó÷êà ìàòðèö.

Îáîáùåííàÿ ïîëíàÿ ñîáñòâåííàÿ ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ

âàæíûõ çàäà÷ â àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ðàäèîýëåêòðîííûõ ñõåì.

Ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òåñíî ñâÿ-

çàíî ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáùàÿ ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâ-

íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ n íåèçâåñòíûìè y1, y2, . . . , yn ìîæåò áûòü çàïèñàíà

â âèäå:

B
d

dt
(y) = Cy, (1)

ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, y(t) � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ;

Â è Ñ � ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè Â �

îñîáåííàÿ, òî ëåâûå ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíî-

øåíèåì. Ïðàâûå ÷àñòè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òîìó æå ñàìîìó ñîîòíîøå-

íèþ è, ñëåäîâàòåëüíî, yi ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîýòîìó

ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå íèçøåãî ïîðÿäêà.

Åñëè Â � íåîñîáåííàÿ, òîãäà óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(ôîðìà Êîøè, ðàçðåøåííàÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ïðîèçâîäíûõ):

d

dt
(y) = Ay, (2)
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ãäå

A = B−1C

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (2) èìååò ðåøåíèå âèäà

y = xeλt, (3)

ãäå õ � ýòî âåêòîð, íå çàâèñÿùèé îò t. Òîãäà

λxeλt = Axeλt,

è ïîýòîìó

λx = Ax.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (3) äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), åñëè X �

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû À, à õ � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé

âåêòîð.

Åñëè ó À èìååòñÿ r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, òî

ìû ïîëó÷èì r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé (2), íåçàâèñèìî îò òîãî, áóäóò

ëè ðàçëè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî, óðàâíåíèå

(2) äîëæíî èìåòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé òàê, ÷òî åñëè r < n, ò.

å. åñëè íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè À íåëèíåéíû, òî (2) áóäåò èìåòü

ðåøåíèÿ íå ÷èñòî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Åñëè æå ðàññìîòðåòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îáëà-

ñòè ýëåêòðîííûõ ñõåì, òî ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ ñèñòåìû â

èçíà÷àëüíîì âèäå. È â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà B âñåãäà îñîáåííàÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå ðàäèîýëåêòðîííàÿ ñõåìà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíîé

äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

B(x)
d

dt
x(t) = Ax(t) + g[x(t)] + f(t), x(t0) = x0, (4)

ãäå B(x) � ìàòðèöà ïðè âåêòîðå ïðîèçâîäíûõ, ýëåìåíòû êîòîðîé ìîãóò

íåëèíåéíî çàâèñåòü îò õ ïîðÿäêà n â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà áàçèñà ïåðå-
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ìåííûõ; A � ïîñòîÿííàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîðÿäêà

n; x(t) � âåêòîð ïåðåìåííûõ, ò.å. èñêîìîãî ðåøåíèÿ, ïîðÿäêà n; g[x(f)] �

íåëèíåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò x(t); f(t) � âåêòîð âîçäåéñòâèé

(ñèãíàëîâ); x0 � âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ìîìåíò âðåìåíè t0.

Ìàòðèöà B(x), êàê ïðàâèëî, âûðîæäåíà. Ñèñòåìû óðàâíåíèé, ó êîòî-

ðûõ âûðîæäåíà ìàòðèöà ïðè ïðîèçâîäíûõ, íàçûâàþò ëèáî âûðîæäåííûìè

ñèñòåìàìè, ëèáî äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé

(ÄÀÑÓ).

Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ôîðìèðîâàíèÿ óðàâíåíèé è ïðèìåíÿåìûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ x(t) ìîãóò âû-

ñòóïàòü óçëîâûå ïîòåíöèàëû, íàïðÿæåíèÿ íà ýëåìåíòàõ, òîêè, çàðÿäû è

ïîòîêîñöåïëåíèÿ.

Ðàçëîæèì íåëèíåéíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ g[x(t)] â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0 è ïîëó÷èì

g[x(t)] = g[x0] + J(x0)× (x(t)− x0) +R[x(t)],

ãäå g(x0) - ïîñòîÿííûé âåùåñòâåííûé âåêòîð çíà÷åíèé íåëèíåéíîé âåêòîð-

ôóíêöèè â òî÷êå x0 äëÿ âðåìåíè t0; J = J(x0) - ïîñòîÿííàÿ âåùåñòâåííàÿ

ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ (ìàòðèöà ßêîáè), ò.å. ìàòðèöà ïåðâûõ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ âèäà [dfi/dxj]: R[x(t)] � îñòàòîê ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ñòàðøèõ

ïðîèçâîäíûõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû Â íå çàâèñÿò îò x è îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ýòîì

ñëó÷àå èñõîäíóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü òåïåðü â âèäå

B(x)
d

dt
x(t) = [A + J ]x(t) +R[x(t)] + g(x0)− Jx0 + f(t).

Îáîçíà÷èì À = A + J è f*(t) = g(x0) � Jx0 + f(t) è ðàññìîòðèì

íåëèíåéíóþ ÄÀÑÓ

B(x)
d

dt
x(t) = Ax(t) +R[x(t)] + f ∗ (t), x(t0) = x0. (5)
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Åñëè ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè, ò.å. âåêòîðîì R[x(t)], òî ìû

ïåðåéäåì ê ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ðåøåíèå

ïðè òàêèõ ìàëûõ f(t), ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì íåëèíåéíîñòåé (òàê

íàçûâàåìûé ðåæèì ìàëîãî ñèãíàëà).

Êàê èçâåñòíî, äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñõåìû â íàñòîÿùåå âðåìÿ

ñóùåñòâóþò äâå ãðóïïû êðèòåðèåâ: àëãåáðàè÷åñêèå (êðèòåðèé Ëÿïóíîâà,

Ãàóññà�Ãóðâèöà, Ëüåíàðà�Øèïàðà è äð.) è ÷àñòîòíûå (êðèòåðèè Íàéêâè-

ñòà, Ìèõàéëîâà è äð.).

Èç ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñõåìû (5) ìîæíî âû÷ëåíèòü

ïàðó ìàòðèö Â è À, â îïåðàòîðíîì âèäå ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì

D(p) = pB − A,

ãäå ð - ïàðàìåòð (îïåðàòîð Ëàïëàñà).

Â òåîðèè öåïåé è ñèñòåì òàêóþ ìàòðèöó ïðèíÿòî íàçûâàòü îïåðàòîð-

íîé ìàòðèöåé ñèñòåìû, à â òåîðèè ìàòðèö � ïó÷êîì ìàòðèö.

Îïðåäåëèòåëü äàííîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû

det[pB − A] = amp
m + am−1p

m−1 + ...+ a1p+ a0 = am

m∏
i=1

(p− λi)

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò îïåðàòîðà Ëàïëàñà ð è êàê âñÿêèé ïîëèíîì èìååò

êîðíè λi. Ïðèíÿòî ýòîò ïîëèíîì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì.

Åãî êîðíè â òåîðèè öåïåé íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ñõåìû, à â

òåîðèè ìàòðèö - ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïó÷êà ìàòðèö.

Ïîðÿäîê õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà m íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíî-

ñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé n, íî åñëè ìàòðèöà Â âûðîæäåíà, òî îí îáÿçàòåëüíî

áóäåò ìåíüøå ïîðÿäêà ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì óðàâíåíèé (4) è (5) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ

êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñàìè

êîðíè ìîãóò áûòü ëèáî âåùåñòâåííûìè, ëèáî îáðàçóþò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå

ïàðû.

Î÷åâèäíî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
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áóäóò ãîâîðèòü î íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû è ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ áóäåò

ðàññìîòðåí â 1 ãëàâå.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ðàáîòå ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðåøåíèÿ îáîáùåí-

íîé ñîáñòâåííîé ïðîáëåìû (ïîèñê ÷èñåë è âåêòîðîâ) è âûáîð äëÿ ýòîãî

íàèëó÷øåãî ìåòîäà.
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Ãëàâà 1. Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì

1.1 Óñòîé÷èâûå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâîé ñè-
ñòåìû

Ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà â îáùåì âèäå

Bẋ(t) = Ax(t) + f ∗(t).

È åå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x(t) =
m∑
k=1

[ukv
T
k e

λkt] ·B · x(0). (6)

Â îáùåì ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë ïó÷êà (λB − A) è ñîâïàäàåò ñ óñòîé÷èâîñòüþ îäíîðîäíîé

ñèñòåìû.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ëÿïóíîâà, ñèñòåìà óðàâíåíèé Bẋ(t) = Ax(t)

óñòîé÷èâà, åñëè âñå êîðíè ëåæàò â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, ò.å.

èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Åñëè õîòÿ áû îäèí êîðåíü ëå-

æèò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ò.å. èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü,

òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîííûõ ñõåì â òà-

êîé ñõåìå âîçíèêàåò ðàñõîäÿùèéñÿ âî âðåìåíè ïåðåõîäíîé ïðîöåññ.

Äà, â ðåøåíèå âõîäèò íà÷àëüíîå óñëîâèå è ìîæíî ïîäîáðàòü åãî òà-

êèì, ÷òîáû â íåãî âîîáùå íå âõîäèëè ýêñïîíåíòû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêà-

çàòåëÿìè, îäíàêî. Òàêîå ðåøåíèå áóäåò íåóñòîé÷èâûì ïî íà÷àëüíûì äàí-

íûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ èç åãî îêðåñòíîñòè ñîäåðæàò ýòó

íåóñòîé÷èâóþ êîìïîíåíòó è ñî âðåìåíåì óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü.

Â èòîãå, ïîèñê ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè

ðåøåíèÿ ñèñòåìû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

1.2 Óñòîé÷èâûå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâîé ñè-
ñòåìû

Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ëèøü ãðóáî ïîçâîëÿåò îöåíèòü óñòîé-

÷èâîñòü íåëèíåéíîé ñèñòåìû, äà¼ò ëèøü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå. Ðåøåíèÿ
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íåëèíåéíûõ ñèñòåì äîâîëüíî ÷àñòî îãðàíè÷åíû, äàæå åñëè â íåêîòîðûå

ìîìåíòû âðåìåíè (èëè äàæå ïî÷òè âñåãäà) ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå îêàçû-

âàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Òàê, íàïðèìåð, ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà

dy1(t)

dt
= sin(t) ∗ y2(t),

dy2(t)

dt
= sin(t) ∗ y1(t)

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, êðîìå π*k èìååò äâà ðàâíûõ ïî àáñîëþòíîé âå-

ëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó ñîáñòâåííûõ ÷èñëà. Òåì íå ìåíåå å¼

ðåøåíèå, íàïðèìåð, ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ y1(0) = 1, y2(0) = 0, î÷åâèäíî

îãðàíè÷åíî äëÿ ëþáîãî t

y1(t) = cosh(1) ∗ cosh(cos(t))− sinh(1) ∗ sinh(cos(t)),

y2(t) = cosh(cos(t)) ∗ sinh(1)− sinh(cos(t)) ∗ cosh(1).

Îäíàêî äàæå â ëèíåéíîì àíàëèçå ìîæíî ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ

èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò ñ áîëüøåé îñòîðîæíîñòüþ ãîâîðèòü î íåóñòîé-

÷èâîñòè ñèñòåìû. Äåëî â òîì, ÷òî àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå âû÷èñëå-

íèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïó÷êà ìàòðèö ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, óñòîé÷èâà ëè

ñèñòåìà â öåëîì, òî åñòü, óñòîé÷èâû ëè âñå å¼ êîìïîíåíòû. Â òî æå âðåìÿ

íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñàì ïî ñåáå íè÷åãî íå ãîâîðèò îá óñòîé÷èâîñòè

îòäåëüíûõ êîìïîíåíòîâ ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð.

dy1(t)

dt
= −y1(t),

dy2(t)

dt
= y1(t) + y2(t)

y1(0) = y01, y2(0) = y02,

y1(t) = y01 exp(−t)

y2(t) = −y01 exp(−t)
2

+ exp(t)(
y01
2

+ y02).

(7)

Çäåñü íåóñòîé÷èâîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå exp(t), ïðèñóòñòâóåò òîëü-

êî âî âòîðîé êîìïîíåíòå ðåøåíèÿ, òîãäà êàê êîìïîíåíòà y1(t) óñòîé÷èâà

ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî â (7) ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè

ïîñëåäîâàòåëüíî: ñíà÷àëà ðåøèòü ïåðâîå óðàâíåíèå (ñ åäèíñòâåííûì ñîá-

ñòâåííûì ÷èñëîì −1), à çàòåì, ñ÷èòàÿ ðåøåíèå ïåðâîãî íåîäíîðîäíîñòüþ
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äëÿ âòîðîãî, ðåøèòü âòîðîå óðàâíåíèå ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 1, äàþùèì

íåóñòîé÷èâîñòü.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå òàêàÿ ñòðóêòóðà íåî÷åâèäíà: ìàòðèöà ñèñòåìû

íå èìååò îñîáåííîé ôîðìû, ïîçâîëÿþùåé âûäåëèòü óñòîé÷èâóþ ïîäñèñòå-

ìó. Å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà −3, −2, −1 è 1.

dz1(t)

dt
= −7z1(t)− 8z2(t) + 4z3(t)− 2z4(t),

dz2(t)

dt
= 4z1(t) + 5z2(t)− 4z3(t) + 2z4(t),

dz3(t)

dt
= −2z1(t) + z2(t)− 5z3(t) + 3z4(t),

dz4(t)

dt
= −6z1(t)− 3z2(t)− 2z3(t) + 2z4(t)

z1(0) = z01, z2(0) = z02, z3(0) = z03, z4(0) = z04

z1(t) = (−7z02 + 4z03 − 2z04 − 4z01) exp(−t) + (z02 + z01) exp(−3t)+

+(6z02 − 4z03 + 2z04 + 4z01) exp(−2t),

z2(t) = −(−7z02 + 4z03 − 2z04 − 4z01) exp(−t)−
−(6z02 − 4z03 + 2z04 + 4z01) exp(−2t),

z3(t) = (z02 − z03 + z04) exp(t)−

−(6z02 − 4z03 + 2z04 + 4z01) exp(−2t)

2
+ 2(z02 + z01) exp(−3t),

z4(t) = 2(z02 − z03 + z04) exp(t) +
(6z02 − 4z03 + 2z04 + 4z01) exp(−2t)

2
+

+(−7z02 + 4z03 − 2z04 − 4z01) exp(−t)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî y1 è y2 ñîäåðæàò òîëüêî ñëàãàåìûå ñ îòðèöà-

òåëüíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, à y3 è y4 � åù¼ è exp(t).

Â ÄÀÑÓ ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ òàê æå âñòðå÷àåòñÿ, è ïðåäâàðèòåëüíûé

àíàëèç ñèñòåìû (ïîäîáíûé âûäåëåíèþ óñòîé÷èâîé ïîäñèñòåìû â 7) òåì

áîëåå çàòðóäí¼í â ñèëó íàëè÷èÿ äâóõ ìàòðèö.
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Ïåðâûé ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû:

2
dy2(t)

dt
− dy3(t)

dt
− 5y1(t) + 12y2(t)− 6y3(t) = 0,

dy1(t)

dt
− dy2(t)

dt
+
dy3(t)

dt
+ 4y1(t)− 5y2(t) + 2y3(t) = 0,

2
dy1(t)

dt
− 4

dy2(t)

dt
+ 3

dy3(t)

dt
+ 8y1(t)− 12y2(t) + 5y3(t) = 0

y1(0) = y01, y2(0) = y02, y3(0) = y03

y1(t) = 2 exp(−t)y02 − exp(−t)y03

y2(t) = exp(t)y01 + (2 exp(−t)− 3 exp(t))y02 + (− exp(−t) + 2 exp(t))y03

y3(t) = 2 exp(t)y01 + (2 exp(−t)− 6 exp(t))y02 + (− exp(−t) + 4 exp(t))y03

Âòîðîé ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû:

2
dy1(t)

dt
− 2

dy2(t)

dt
+ 2

dy3(t)

dt
+
dy4(t)

dt
+ 13y1(t)− 18y2(t) + 20y3(t) + 10y4(t) = 0,

dy1(t)

dt
− dy2(t)

dt
+ 2

dy3(t)

dt
+
dy4(t)

dt
+ 3y1(t)− 8y2(t) + 8y3(t) + 4y4(t) = 0,

dy1(t)

dt
− 2

dy2(t)

dt
+ 3

dy3(t)

dt
+
dy4(t)

dt
+ 3y1(t)− 7y2(t) + 7y3(t) + 4y4(t) = 0,

−2
dy1(t)

dt
+ 4

dy2(t)

dt
− 4

dy3(t)

dt
− dy4(t)

dt
− 18y1(t) + 26y2(t)− 28y3(t)− 15y4(t) = 0

y1(0) = y01, y2(0) = y02, y3(0) = y03, y4(0) = y04

y1(t) = (6 exp(−2t)− 4 exp(−t))y01 + (−6 exp(−2t) + 4 exp(−t))y02+

+(8 exp(−2t)− 6 exp(−t))y03 + (4 exp(−2t)− 3 exp(−t))y04,

y2(t) = (−3 exp(−2t) + 4 exp(−t))y01 + (3 exp(−2t)− 4 exp(−t))y02+

+(−4 exp(−2t) + 6 exp(−t))y03 + (−2 exp(−2t) + 3 exp(−t))y04,

y3(t) = (−3 exp(−2t) + 4 exp(−t))y01 + (3 exp(−2t)− 4 exp(−t)− exp(t))y02+

+(−4 exp(−2t) + 6 exp(−t) + exp(t))y03 + (−2 exp(−2t) + 3 exp(−t))y04,

y4(t) = (−6 exp(−2t) + 4 exp(−t))y01 + (6 exp(−2t)− 4 exp(−t) + 2 exp(t))y02+

+(−8 exp(−2t) + 6 exp(−t)− 2 exp(t))y03 + (−4 exp(−2t) + 3 exp(−t))y04

Ïðèâåä¼ííûå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ðÿä êîìïîíåíò ðåøåíèÿ

ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûì, äàæå â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â ëèíåéíîé ñèñòåìå ñîá-
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ñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Â òåõ ñèòóàöè-

ÿõ, êîãäà òàêèìè óñòîé÷èâûìè êîìïîíåíòàìè îêàçûâàþòñÿ òå íàïðÿæåíèÿ

è òîêè, êîòîðûå â äåéñòâèòåëüíîñòè èíòåðåñóþò ïîëüçîâàòåëÿ, íàïðèìåð,

âõîäíîå è âûõîäíîå íàïðÿæåíèÿ íåêîòîðîé ïîäñõåìû, íå ñëåäóåò êàòåãî-

ðè÷åñêè ãîâîðèòü î íåóñòîé÷èâîñòè. Êîíå÷íî, ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå

ïîëüçîâàòåëÿ íà íàëè÷èå íåóñòîé÷èâûõ êîìïîíåíò, íî óêàçàòü íà òî, ÷òî

ýòè íåóñòîé÷èâûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè òîêàìè èëè íàïðÿ-

æåíèÿìè íåêîòîðîé ïîäñõåìû, è èõ íåóñòîé÷èâîñòü â ëèíåéíîì ïðèáëè-

æåíèè ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ íå âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü ñõåìû â öåëîì

(íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü ñëåäñòâèåì íåòî÷íîñòåé â ìîäåëÿõ íåêîòîðûõ

êîìïîíåíòîâ èëè âûçâàíà ëèíåàðèçàöèåé). Â òàêîì ñëó÷àå îòâåò î ïîâåäå-

íèè ñèñòåìû ñ ó÷¼òîì íåëèíåéíîñòåé ìîæåò äàòü òîëüêî ðåøåíèå íåëèíåé-

íîé ÄÀÑÓ âî âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè îòäåëüíûõ êîìïîíåíòîâ

ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ìîæåò äàòü âàæíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ

ïðèíÿòèÿ èíæåíåðîì ðåøåíèÿ � èçìåíÿòü ëè ñõåìó äàëüøå èëè çàïóñêàòü

òðóäî¼ìêèé âðåìåííîé àíàëèç.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (6), ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

âõîäÿò â òå èëè èíûå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû, íåîáõîäè-

ìî íàéòè ìàòðèöû ëåâûõ è ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî,

àíàëèç ìàòðèö [ukv
T
k e

λkt] · B äëÿ <(λk) > 0 ïîçâîëèò îïðåäåëèòü, êàêèå

êîìïîíåíòû óñòîé÷èâû, à êàêèå � íåò.

Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû ðàññìîòðèì ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë, à òàêæå íàõîæäåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

12



Ãëàâà 2. Ïîèñê ñîáñòâåííûõ ÷èñåë êàê êîðíåé õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

2.1 Ìåòîä ñåêóùèõ

Ìåòîä ñåêóùèõ ýòî èíòåðïîëÿöèîííûé àëãîðèòì ïîèñêà êîðíåé ïîëè-

íîìà, êîòîðûé èñïîëüçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé ñåêóùèõ ëèíèé äëÿ

ëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè êîðíÿ ôóíêöèè f. Ìåòîä ñåêóùèõ ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå ïðèáëèæåíèå ìåòîäà Íüþòîíà, õîòÿ èñòîðè-

÷åñêè îíè íèêàê íå áûëè ñâÿçàíû.

Äàííûå ìåòîä îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

xn = xn−1 − f(xn−1)
xn−1 − xn−2

f(xn−1)− f(xn−2)
=
xn−2f(xn−1)− xn−1f(xn−2)

f(xn−1)− f(xn−2)
.

Êàê ìîæíî çàìåòèòü èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ìåòîä ñåêóùèõ

òðåáóåò 2-å âõîäÿùèõ çíà÷åíèÿ x0 è x1, êîòîðûå ñëåäóåò âûáðàòü íàèáîëåå

áëèçêî ê êîðíþ.

Íà÷èíàÿ ñ âûõîäíûõ çíà÷åíèé x0 è x1, ñòðîèòñÿ ëèíèÿ ÷åðåç òî÷êè

(x0, f(x0)) è (x1, f(x1)). Â âèäå ¾íàêëîí-ïåðåõâàò¿ óðàâíåíèå âûãëÿäèò êàê

y =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(x− x1) + f(x1).

Êîðíåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ x = x2 ïðè y = 0 (f(x) = 0):

x = x1 − f(x1)
x1 − x0

f(x1)− f(x0)
.

Òàê íà êàæäîé èòåðàöèè íàõîäèì î÷åðåäíîå çíà÷åíèå xn äî òîé ñòåïå-

íè, ïîêà íå ïîëó÷èì æåëàåìóþ òî÷íîñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ

ìåæäó xn è xn−1:

xn = xn−1 − f(xn−1)
xn−1 − xn−2

f(xn−1)− f(xn−2)
.
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2.2 Ìåòîä Ìþëëåðà

Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ òàê æå, êàê ìåòîä ñåêóùèõ èíòåðïîëÿöèîí-

íûìè àëãîðèòìîì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîëèíîìà, âèäà f(x) = 0. Êðîìå

òîãî, ìåòîäà Ìþëëåðà îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå ñåêóùèõ, íî ñ òåì îòëè-

÷èåì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò 3 âõîäíûå òî÷êè, âìåñòî 2-óõ (êàê ó

ñåêóùèõ).

Ìåòîä Ìþëëåðà ñòðîèò ïàðàáîëó ÷åðåç 3 âõîäíûå òî÷êè, ïîñëå ÷åãî,

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ îñüþ X áåðåò äëÿ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Âíà÷àëå áåðåòñÿ 3 òî÷êè (x0, f(x0)), (x−1, f(x−1)) è (x−2, f(x−2)) è

âû÷èñëÿåòñÿ (x1, f(x1)), çàòåì ïî x1, x0 è x−1 ïîëó÷àþò (x2, f(x2)) è ò.ä.

Ðåøåíèå íàõîäÿò ïîñòðîåíèåì ïàðàáîëû yn(x), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-

êè (xn−1, f(xn−1)), (xn−2, f(xn−2)) è (xn−3, f(xn−3)). Åå âèä çàïèñûâàåòñÿ â

ôîðìóëå Íüþòîíà

yn(x) = f(xn−1)+(x−xn−1)f [xn−1, xn−2]+(x−xn−1)(x−xn−2)f(xn−1, xn−2, xn−3),

ãäå f[xn−1, xn−2] è f[xn−1, xn−2, xn−3] ýòî ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè. Äàëåå ôîð-

ìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü, êàê

yn(x) = f(xn−1) + ω(x− xn−1) + f [xn−1, xn−2, xn−3](x− xn−1)2,

ãäå

ω = f [xn−1, xn−2] + f [xn−1, xn−3]− f [xn−2, xn−3].

Â ñëåäóþùåé èòåðàöèè xk äàíî êàê ðåøåíèå, áëèæàéøåå ê xk−1 â

êâàäðàòè÷íîì óðàâíåíèè yk(x) = 0. È ýòî äàåò îáùóþ ôîðìóëó ñ ïîìîùüþ

ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

xn = xn−1 −
2f(xn−1)

ω ±
√
ω2 − 4f(xn−1)f [xn−1, xn−2, xn−3]

.

Ñòîèò ó÷èòûâàòü, ÷òî xk ìîæåò áûòü êîìïëåêñíûì, äàæå åñëè âñå
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ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ áûëè äåéñòâèòåëüíûìè. Ýòî âàæíîå îòëè÷èå îò òà-

êèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòîäîâ êàê, íàïðèìåð, ìåòîä ñåêóùèõ è Íüþòî-

íà, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ïîëó÷åíèå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, åñëè íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ çàäàíû äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

2.3 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé

Ýòàïû âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà (A−λB) ñ ïîìîùüþ

èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòîäîâ:

1. Âûÿñíèòü ðàíã ìàòðèöû B ;

Äëÿ íà÷àëà óçíàåì êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ïó÷êå (îíî íå

ðàâíî ðàçìåðíîñòè ìàòðèö). Ðàíã ìàòðèöû B ðàâåí êîëè÷åñòâó ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë, íàéäåì åãî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ LU-ðàçëîæåíèÿ.

2. Ïîëó÷åíèå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà;

Çíà÷åíèå ïîëèíîìà â íîëå ðàâíî îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû A. Íàõî-

äèì îïðåäåëèòåëü, îïÿòü æå, LU-ðàçëîæåíèåì. Òåïåðü ïåðåõîäèì íåïîñðåä-

ñòâåííî ê ìåòîäàì.

3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ñåêóùèõ è Ìþëëåðà äëÿ ïîèñêà êîðíåé.

Âî âðåìÿ ïîèñêà êîðíåé íóæíî ñîâìåùàòü ìåòîäû ñåêóùèõ è Ìþëëå-

ðà, òàê êàê ïîëèíîì ïó÷êà ìîæåò èìåòü è äåéñòâèòåëüíûå è êîìïëåêñíûå

êîðíè. Â òàêîì ñëó÷àå èòåðàöèÿ âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ìåòîäîì ñåêóùèõ, ÷òî-

áû îñòàâàòüñÿ â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à ïåðåõîä ê àëãîðèòìó Ìþë-

ëåðà ïðîèñõîäèò ïîñëå íåñêîëüêèõ íå ñõîäÿùèõñÿ èòåðàöèÿõ ñåêóùèõ (ýòî,

ñêîðåå âñåãî, ãîâîðèò î ïðèáëèæåíèè ê äâóì êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì êîð-

íÿì).

Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïî ýêîíîìèè ïàìÿòè,

êîëè÷åñòâó èòåðàöèé è âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ êîðíåé ïîëèíîìà. Ìåòîä ñåêó-

ùèõ òðåáóåò ìåíüøå äàííûõ è âû÷èñëåíèé, ÷åì ìåòîä Ìþëëåðà, à òàêæå

âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîõîäÿò ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, áåç ëèøíèõ òðàò

íà êîìïëåêñíóþ àðèôìåòèêó. Ìåòîä Ìþëëåðà ïîìîãàåò áûñòðåå íàõîäèòü

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè, ïîòîìó ÷òî ìåòîäó ñåêóùèõ ïîòðåáóåòñÿ

íàìíîãî áîëüøå èòåðàöèé, ÷òîáû ñîéòèñü ê òàêèì êîðíÿì.
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Ãëàâà 3. Ñòåïåííûå ìåòîäû

3.1 Ìåòîä ïðÿìûõ èòåðàöèé (ñòåïåííîé ìåòîä)

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ìàòðèöû, èìåþùèå ëèíåéíûå ýëåìåíòàðíûå

äåëèòåëè. Äëÿ ëþáîé òàêîé ìàòðèöû À èìååì

A = Xdiag(λi)X
−1 = Xdiag(λi)Y

T =
n∑
1

λixiy
T
i ,

ãäå ñòîëáöû xi ìàòðèöû X è ñòðîêè yTi ìàòðèöû Y T ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè è

ëåâûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè À, íîðìèðîâàííûìè òàê, ÷òî

yTi xi = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

As = Xdiag(λsi )Y
T =

n∑
1

λsixiy
T
i , (8)

è åñëè

|λ1| = |λ2| = ... = |λr| > |λr + 1| ≥ ... ≥ |λn|,

òî ãëàâíûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (8) åñòü
∑n

1 λ
s
ixiy

T
i . Ýòî îñíîâíîé ðåçóëüòàò,

íà êîòîðîì îñíîâàíû âñå ìåòîäû ýòîé ãëàâû.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λr äîìèíèðóþ-

ùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû

äîìèíèðóþùèìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè. Íàèáîëåå ÷àñòî r=1, è â ýòîì

ñëó÷àå ãëàâíûé ÷ëåí â s åñòü λs1*x1*y
T
1 .

Áîëüøèíñòâî ïðàêòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ îñíîâàíî íà òàê íàçûâàåìîì

ñòåïåííîì ìåòîäå âìåñòå ñ ïðèåìàìè, ïîçâîëÿþùèìè óâåëè÷èòü äîìèíèðî-

âàíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ. Ïîñëåäíèå èñïîëü-

çóþò òîò ôàêò, ÷òî åñëè ð(À) è q(À) � ïîëèíîìû îò À, òî

p(A){q(A)}−1 = Xdiag{p(λi)/q(λi)}Y T ,
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ïðè óñëîâèè, ÷òî q(À) � íåîñîáåííàÿ. Åñëè ìû îáîçíà÷èì

µi = p(λi)/q(λi),

òî öåëüþ ÿâëÿåòñÿ òàêîé âûáîð ïîëèíîìîâ ð(À) è q(À), ÷òîáû îäèí èç |µi|

áûë ìíîãî áîëüøå äðóãèõ.

Ïðîñòåéøåå ïðèìåíåíèå ìåòîäà òàêîâî. Ïóñòü u0 ïðîèçâîëüíûé âåê-

òîð, è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ υs è us îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíè-

ÿìè

υs+1 = Aus, us+1 = υs+1/max(υs+1);

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå max(x) äëÿ ìàê-

ñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà âåêòîðà õ. Î÷åâèäíî, ìû èìååì

us = Asu0/max(Asu0),

è åñëè ìû ïîëîæèì, ÷òî

u0 =
n∑
1

αixi,

òî ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, us èìååò âèä

n∑
1

αiλ
s
ixi = λsi [α1x1 +

n∑
2

αi(λi/λ1)
sxi].

Åñëè |λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ ... ≥ |λn|, òî, ïðåäïîëàãàÿ α1neq0, ïîëó÷èì

us → x1/max(x1),max(υs)→ λ1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïðîöåññ äàåò îäíîâðåìåííî äîìèíèðóþùåå ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Åñëè |λ1/λ2|

áëèçêî ê åäèíèöå, òî ñõîäèìîñòü áóäåò î÷åíü ìåäëåííàÿ.

Åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòî-

ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîìèíèðóþùåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ òî ýòî íå
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âëèÿåò íà ñõîäèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

λ1 = λ2 = ... = λr, |λ| > |λr+1| ≥ ... ≥ |λn|,

òî

Asu0 = λs1[
r∑
1

αixi +
n∑
r+1

αi(λi/λ1)
sxi] ∼ λs1

r∑
1

αixi.

Èòåðàöèè ïîýòîìó ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó, ëåæàùåìó â ïîä-

ïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû x1, . . . , xr, ïðè÷åì, ïðå-

äåë çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî âåêòîðà u0.

Äàííûé ìåòîä íå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé

ïðîáëåìû, òàê êàê èìååò íèçêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äàæå äëÿ ñëó÷àÿ

îäíîé ìàòðèöû (A− λI).

3.2 Ìåòîä îáðàòíûõ èòåðàöèé

Ýòî èòåðàòèâíûé ìåòîä â ÷èñëåííîì àíàëèçå, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàé-

òè ïðèáëèæåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ïðè íàëè÷èè ïðèáëèæåííîãî ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Àëãîðèòì î÷åíü áëèçîê ê ñòåïåííîìó

ìåòîäó (ïðÿìîé èòåðàöèè). Èçíà÷àëüíî îí áûë ðàçðàáîòàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò â îáëàñòè ñòðóêòóðíîé ìåõàíèêè.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà òðåáóåòñÿ íàëè÷èå ïðèáëèæåííîãî ñîáñòâåí-

íîãî çíà÷åíèÿ µ è íåêîãî âåêòîðà b0, êîòîðûé äîëæåí áûòü ñëó÷àéíûì èëè

ïðèáëèæåííûì ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó.

Àëãîðèòì îïèñûâàåòñÿ èòåðàöèÿìè ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

bk+1 =
(A− µI)−1bk

Ck
,

ãäå Ck ýòî êîíñòàíòà, íàïðèìåð, íîðìèðîâàííûé ÷èñëèòåëü, òî åñòü

Ck = ||(A− µI)−1bk||

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè âåêòîð bk óìíîæàåòñÿ íà (A−
µI)−1 è íîðìàëèçóåòñÿ.
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×åì áëèæå ê ðåàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ âûáðàíî µ, òåì áûñò-

ðåå áóäåò ñõîäèìîñòü. Åñëè æå ÷èñëî µ âûáðàíî íåïðàâèëüíî, òî ñõîäèìîñòü

áóäåò î÷åíü íèçêîé èëè äàæå ñîéòèñü ê äðóãèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèþ è

âåêòîðó.

Îñíîâíóþ ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùèé âèä, åñëè äîìíî-

æèòü óðàâíåíèå íà ìàòðèöó (A− µI) ñëåâà

(A− µI)bk+1 =
bk
Ck
,

â òàêîé ôîðìå áóäåò ëåã÷å ñîîòíåñòè óðàâíåíèå äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ

(ìàòðè÷íîãî ïó÷êà).

Äëÿ ïó÷êîâ ìàòðèö èñõîäíûé ìåòîä ïîäâåðãñÿ ìîäèôèêàöèè. Ïó÷êî-

âûé âàðèàíò ìåòîäà îáðàòíûõ èòåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîãî ñîáñòâåí-

íîãî âåêòîðà uk äëÿ λk èìååò ïðåäïèñàíèå

xk(r+1) = Buk(r);

uk(r+1) =
xk(r+1)

||xk(r+1)||2
;

lim
r→∞

uk(r) = uk.

Äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ìàòðèö (λ-ìàòðèö) èìååì

D(λk)xk(r+1) =
d

dλ
D(λk)uk(r);

uk(r+1) =
xk(r+1)

||xk(r+1)||2
;

lim
r→∞

uk(r) = uk.

Ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð èùåòñÿ êàê ïðàâûé äëÿ òðàíñïîíèðîâàí-

íîé λ-ìàòðèöû èëè ïó÷êà ìàòðèö ïî òåì æå àëãîðèòìàì (4.6.2) èëè (4.6.3).

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, òàêæå êàê

è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó íå áîëåå 10−13.
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3.3 Óòî÷íåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ÷åðåç ñîáñòâåííûå
âåêòîðà

Åñëè äëÿ ñõîäèìîñòè ê λn èñïîëüçóåòñÿ ñäâèã p, ñêîðîñòü ñõîäèìî-

ñòè, íàïðèìåð, LR- è QR-àëãîðèòìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ, ñ êîòîðîé

[(λn− p)/(λn− 1− p)]s ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â ýòèõ ïðîöåññàõ ð âûáðàíî ïðè-

áëèæåíèåì ê λn. Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñòîëü æå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäè-

ìîñòè ñòåïåííîãî ìåòîäà, åñëè áóäåì èòåðèðîâàòü ñ (A˘pI)−1, à íå (A˘pI).

Ñ òî÷íîñòüþ äî îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïðîöåññ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

υs+1 = (A− pI)−1us, us+1 = υs+1/max(υs+1).

Åñëè

u0 =
∑

αixi,

òî ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ èìååì

us =
∑

αi(λi − p)−sxi,

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè |λk−p| � |λi−p|(i 6= k), êîìïîíåíòû ïî xi(i 6= k)

â us, áûñòðî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì s.
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Ãëàâà 4. Äåêîìïîçèöèîííûå ìåòîäû

4.1 QR àëãîðèòì

Äàííûé ìåòîä ðåøàåò ñîáñòâåííóþ ïðîáëåìó: âû÷èñëåíèå ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ ìàòðèöû À. Áûë íåçàâèñèìî ðàçðàáîòàí Ôðåíñèñîì

è Êóáëàíîâñêîé â 1961 ãîäó. Ðàíåå àëãîðèòìó ïðåäøåñòâîâàë LR-àëãîðèòì,

êîòîðûé ïðîâîäèë ðàçëîæåíèå íà íèæíþþ òðåóãîëüíóþ åäèíè÷íóþ ìàò-

ðèöó L è âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó R.

Îñíîâíàÿ èäåÿ QR-àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè QR-ðàçëîæåíèÿ

è çàïèñè ìàòðèöû êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Q è âåðõíåé

òðåóãîëüíîé ìàòðèöû R. Íà êàæäîì øàãå ïðîèçâîäèòñÿ äàííîå ðàçëîæåíèå

ìàòðèöû À, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì íîâóþ ìàòðèöó ïåðåìíîæåíèå Q è R â

îáðàòíîì ïîðÿäêå

As = QsRs, As+1 = QH
s AsQs = QH

s QsRsQs = RsQs,

Íà êàæäîé ñòàäèè èñïîëüçóåòñÿ óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ.

Åñëè As íåîñîáåííàÿ, òî ýòà ôàêòîðèçàöèÿ ïî ñóùåñòâó åäèíñòâåííà, è

îíà áåçóñëîâíî åäèíñòâåííà, åñëè ìû âîçüìåì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Rs

âåùåñòâåííûìè è ïîëîæèòåëüíûìè. Åñëè As � âåùåñòâåííàÿ, òî Qs è Rs

� âåùåñòâåííûå. Ýòà ôàêòîðèçàöèÿ èìååò ïðåèìóùåñòâî, ÷òî îáðàùåíèå

â íîëü âåäóùåãî ãëàâíîãî ìèíîðà As íå âûçûâàåò íàðóøåíèÿ àëãîðèòìà,

êàê ýòî ïðîèñõîäèò â LR-ðàçëîæåíèè.

Ïîñëåäîâàòåëüíûå èòåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

As+1 = QH
s AsQs = QH

s Q
H
s−1As−1Qs−1Qs = (QH

s · · ·QH
2 Q

H
1 )A(Q1Q2 · · ·Qs),

÷òî äàåò:

Q1Q2...QsAs+1 = A1Q1Q2...Qs.
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Ïîýòîìó âñå As óíèòàðíî ïîäîáíû A1 è åñëè ïîëîæèòü

Q1Q2...Qs = Ps, RsRs−1...R1 = Us,

òî

PsUs = (Q1 · · ·Qs−1)(QsRs)(Rs−1 · · ·R1) = (Q1 · · ·Qs−1)As(Rs−1 · · ·R1) = A1(Q1 · · ·Qs−1)(Rs−1 · · ·R1) = A1Ps−1Us−1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

PsUs = As
1,

òàê ÷òî Ps è Us äàþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ôàêòîðèçàöèþ As
1. Ýòà ôàêòî-

ðèçàöèÿ åäèíñòâåííà, åñëè äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âåðõíåé òðåóãîëüíîé

ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíû, è òàê áóäåò äëÿ Us, åñëè ýòî âåðíî äëÿ âñåõ Rs.

×åðåç îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé âåùåñòâåííàÿ íåñèììåòðè÷-

íàÿ ìàòðèöà A ñîéäåòñÿ ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé ôîðìå (ôîðìå Øóðà), íà

äèàãîíàëè êîòîðîé áóäóò íàõîäèòüñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Åñëè æå À ñîäåð-

æèò êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, òî îíà ñîéäåòñÿ ê áëî÷íîé âåðõíåé

òðåóãîëüíîé ìàòðèöå, íà äèàãîíàëè êîòîðîé áóäóò áëîêè 1õ1 è 2õ2. Áëî-

êè ïåðâîãî ïîðÿäêà áóäóò ñîäåðæàòü äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà,

à áëîêè âòîðîãî ïîðÿäêà � ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë.

Â ÷èñòîì âèäå êàæäàÿ èòåðàöèÿ àëãîðèòìà áóäåò äîâîëüíî çàòðàò-

íîé, ïîýòîìó â ïðèêëàäíûõ ïðîãðàììàõ ïðèìåíÿþòñÿ òàêèå óëó÷øåíèÿ

êàê:

- Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû À ê ôîðìå Õåññåíáåðãà (ïîñðåäñòâîì îòðàæå-

íèé Õàóñõîëäåðà èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà);

- Ïðèìåíåíèå îäèíàðíûõ è äâîéíûõ ñäâèãîâ;

- Ïðîâåäåíèå íåÿâíûõ èòåðàöèé;

- Äåôëÿöèÿ (îáíóëåíèå ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ).
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4.2 Äåêîìïîçèöèÿ Øóðà (Schur decomposition) è QZ
àëãîðèòì

Ïóñòü À ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ êîìïëåêñíûå èëè/è

äåéñòâèòåëüíûå ýëåìåíòû. Òîãäà À ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðàçëîæåíèå

Øóðà:

A = Q∗ · U ·Q,

ãäå Q � óíèòàðíàÿ, Q∗ � å¼ ýðìèòîâî-ñîïðÿæ¼ííàÿ, à U � âåðõíÿÿ òðå-

óãîëüíàÿ ìàòðèöà, íàçûâàåìàÿ êîìïëåêñíîé ôîðìîé Øóðà, êîòîðàÿ ñî-

äåðæèò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A íà äèàãîíàëè. Äàííîå ðàçëîæåíèå ìîæíî

ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, QR-àëãîðèòìîì, ðàññìîòðåííûì âûøå.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïó÷êîâ ìàòðèö (Ax = λBx) ñóùåñòâóåò ìåòîä, ÿâëÿþ-

ùèéñÿ àíàëîãîì ðàçëîæåíèÿ Øóðà è QR-ìåòîäà äëÿ ìàòðèö � îáîáùåííîå

ðàçëîæåíèå Øóðà èëè QZ-ðàçëîæåíèå. Îíî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = Q · S · Z;B = Q · T · Z,

ãäå Q è Z � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, S � êâàçè-âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ è T

� âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöà Q � ñîäåðæèò ëåâûå ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðà ïó÷êà, Z � ñîäåðæèò ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà, à ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà λi ïó÷êà ÿâëÿþòñÿ λi = Si,i/Ti,i. Ïîëó÷åíû âñå îáîáùåííûå

ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðà.

4.3 JDQZ àëãîðèòì

Ïðè λ = α/β îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà (Ax = λBx) ýêâèâàëåíòíà ñîá-

ñòâåííîé ïðîáëåìå

βA− αB)x = 0, (9)

è îáîçíà÷àåò îáîáùåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðè÷íîé ïàðû A, B êàê ïàðû

(α, β). Ýòîò ïîäõîä ïðåäïî÷èòàåì ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî îïóñòîøåíèÿ èëè

ïåðåãðóçêè äëÿ λ = α/β â àðèôìåòèêå êîíå÷íîé òî÷íîñòè ìîãóò âîçíèêàòü,
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êîãäà α è/èëè β íîëè èëè áëèçêè ê íîëþ. Äàæå â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïàðà (α,

β) áóäåò õîðîøî îïðåäåëåíà.

×àñòè÷íàÿ îáîáùåííàÿ ôîðìà Øóðà ðàçìåðíîñòè k äëÿ ïàðû ìàòðèö

A, B ýòî äåêîìïîçèöèÿ âèäà

AQk = ZkR
A
k , BQk = ZkR

B
k , (10)

ãäå Qk è Zk ýòî îðòîãîíàëüíûå n*k ìàòðèöû RA
k è RB

k ýòî âåðõíèé òðå-

óãîëüíûå ìàòðèöû k*k. Ñòîëáöû qi â Qk ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè âåêòîðà-

ìè Øóðà è îòíîñÿòñÿ ê ïàðå ((αi, βi), qi). Ïàðà (αi, βi) = (RA
k (i, i), RB

k (i, i))

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïàðîé Øóðà. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ((α, β), y)

ýòî îáîáùåííàÿ ñîáñòâåííàÿ ïàðà (RA
k , R

B
k ), òîãäà ((α, β), Qk ∗ y) ýòî îáîá-

ùåííàÿ ñîáñòâåííàÿ ïàðà A, B.

Ñåé÷àñ îïèøåì ìåòîä ßêîáè-Äýâèäñîíà äëÿ îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé

ïðîáëåìû (9). Èç îòíîøåíèÿ (10) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

βiAqi − αiBqi ⊥ zi,

êîòîðîå ïðåäëàãàåò, ÷òî íóæíî ñëåäîâàòü óñëîâèþ Ïåòðîâà-Ãàëåðêèíà äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííîé ñèñòåìû. Íà êàæäîì øàãå ïðèáëèæåííûé ñîá-

ñòâåííûé âåêòîð u âûáèðàåòñÿ èç ïîäïðîñòðàíñòâà ïîèñêà span(V). Ìû

òðåáóåì, ÷òîáû îñòàòîê îò (η ∗ A ∗ u˘ζ ∗B ∗ u) áûë îðòîãîíàëåí ê íåêîòî-

ðîìó äðóãîìó õîðîøî ïîäîáðàííîìó òåñòîâîìó ïîäïðîñòðàíñòâó span(W)

ηAu− ζBu ⊥ span(W ). (11)

Îáà ïîäïðîñòðàíñòâà îäíîé ðàçìåðíîñòè, ñêàæåì, m. Óðàâíåíèå (11)

âåäåò ê ïðîåöèðóåìîé ñîáñòâåííîé ïðîáëåìå

(ηW ∗AV − ζW ∗BV )s = 0. (12)

Ïó÷îê (ηW ∗AV − ζW ∗BV ) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ñ ïîìîùüþ

QZ-àëãîðèòìà ê îáîáùåííîé ôîðìå Øóðà (ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòî ïðîáëåìà ñ

ðàçìåðíîñòüþ m). Ýòî ïðèâîäèò ê îðòîãîíàëüíûì m*m ìàòðèöàì SR è SL
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è âåðõíèì òðåóãîëüíûì m*m ìàòðèöàì TA è TB, òàêèì ÷òî

(SL)∗(W ∗AV )SR = TA, (SL)∗(W ∗BV )SR = TB. (13)

Äåêîìïîçèöèÿ ìîæåò áûòü ïåðåñîðòèðîâàíà òàê, ÷òî ïåðâàÿ êîëîíêà

SR è (1, 1)-ûå âõîæäåíèÿ TA è TB ïðåäñòàâëÿþò èñêîìîå ðåøåíèå Ïåòðîâà.

Ñ s ≡ sR1 ≡ SR ∗ e1 è ζ ≡ TA1,1, η ≡ TB1,1 îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð Ïåòðîâà, êàê

u ≡ V s äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ çíà÷åíèé Ïåòðîâà (ζ, η).

Â òåêóùåì àëãîðèòìå ñòðîÿòñÿ îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû V è W, òà-

êèå ÷òî åùå è ||u||2 = 1. Ñ äåêîìïîçèöèåé â (13), ìû ïîñòðîèì ïðèáëè-

æåíèå ÷àñòè÷íîé îáîáùåííîé ôîðìû Øóðà (ñì. (10): V SR ïðèáëèæàåòñÿ

ê Qk è WSL ïðèáëèæàåòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó Zk. Òàê êàê span(Zk) =

span(AQk) = span(BQk) (ñì. (10)), ýòî ïðåäïîëàãàåò âûáîð W òàêîãî,

÷òî span(W ) ñîâïàäàåò ñî span(ν0AV + µ0BV ). Ñ âåñàìè ν0 è µ0 ìîæíî

ïîâëèÿòü íà ñõîäèìîñòü çíà÷åíèé Ïåòðîâà. Åñëè íóæíî ïðèáëèæåíèå ñîá-

ñòâåííûõ ïàð ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λ (áëèçêèõ ê öåëåâîìó çíà÷åíèþ τ ),

òîãäà âûáîð

ν0 = 1/
√

1 + |τ |2, µ = −τν0

ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ýôôåêòèâíûì, îñîáåííî, åñëè íóæíî âû÷èñëèòü ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè ñïåêòðà A − λB. Áóäåì íàçûâàòü ïðèáëè-

æåíèÿ Ïåòðîâà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ � ãàðìîíè÷åñêèìè ñîáñòâåííûìè ïàðàìè

Ïåòðîâà. Óòî÷íÿþùåå óðàâíåíèå ßêîáè-Äýâèäñîíà äëÿ êîìïîíåíòà t ⊥ u

äëÿ ïó÷êà ηA˘ζB ñòàíîâèòñÿ

(I − pp∗

p∗p
)(ηA− ζB)(I − uu∗)t = −r, (14)

ñ r ≡ ηAu − ζBu è p ≡ ν0Au + µ0Bu. Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü òàê, ÷òî åñ-

ëè (14) òî÷íî ðåøåíî, òî ñõîäèìîñòü ê îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé ïðîáëåìå

áóäåò êâàäðàòè÷íîé. Îáû÷íî, ýòî óòî÷íÿþùåå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ òîëüêî

ïðèáëèæåííî, íàïðèìåð, ñ (ïðåäîáóñëîâåííûì) èòåðàòèâíûì ðåøàòåëåì.

Ïîëó÷åííûé âåêòîð t èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñøèðåíèÿ υ â V è ν0Au + µ0Bu

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñøèðåíèÿ W. Äëÿ îáîèõ ïðîñòðàíñòâ ðàáîòà èäåò ñ
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îðòîíîðìàëüíûìè áàçèñàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íîâûå ñòîëáöû îðòîíîðìàëè-

çîâàííû ïî îòíîøåíèþ ê òåêóùåìó áàçèñó ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî

ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðýìà�Øìèäòà.

Ìîæíî ïîêàçàòü òàê, ÷òî ñ âûøåóêàçàííûì âûáîðîì p è W,

p = WsL1 = WSLe1.

Ñâÿçü ìåæäó ÷àñòè÷íîé ôîðìîé Øóðà äëÿ äàííîé áîëüøîé çàäà÷è

è ïîëíîé ôîðìîé Øóðà äëÿ ìàëîé çàäà÷è (12) ïî ïðàâûì âåêòîðàì (u =

V sR1 ) àíàëîãè÷íà ñâÿçè äëÿ ëåâûõ âåêòîðîâ (p = WsL1 ).

Äëÿ óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà ïðèìåíÿåòñÿ äåôëÿöèÿ è ïåðåçàïóñêè.
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Ãëàâà 5. Ñðàâíåíèå, àíàëèç, âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-

ìåíò

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñðàâíåíèþ ýôôåêòèâíîñòè íåñêîëüêèõ äå-

êîìïîçèöèîííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé ïðî-

áëåìû (ïîëó÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ ïó÷êà ìàòðèö).

Ñðàâíåíèå áóäåò ïðîâîäèòñÿ â ñðåäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Matlab.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå àëãîðèòìû:

1. qz() - ÿâëÿåòñÿ âñòðîåííûì àëãîðèòìîì ïàêåòà Matlab, â ñòàðûõ

âåðñèÿõ èñïîëüçîâàë ïðîöåäóðû èç ïàêåòîâ Linpack, Eispack è Lapack. Âîç-

âðàùàåò âåðõíèå òðåóãîëüíûå è îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû ðàçëîæåíèÿ Øó-

ðà, ïðàâûå è ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà.

2. eig() - ýòî âñòðîåííûé àëãîðèòì ïàêåòà Matlab, êîòîðûé â ñòàðûõ

âåðñèÿõ èñïîëüçîâàë ïðîöåäóðû èç ïàêåòîâ Linpack, Eispack è Lapack. Âîç-

âðàùàåò âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ïðàâûå è ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà.

3. eigs() - â ïîñëåäíåé âåðñèè ÿâëÿåòñÿ âñòðîåííûì ìåòîäîì Matlab.

Ïîçâîëÿåò íàñòðàèâàòü êîëè÷åñòâî âîçâðàùàåìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,

íà÷àëüíîå îïîðíîå λ(τ) è äðóãèå îïöèè. Âîçâðàùàåò ñîáñòâåííûå ÷èñëà è

ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà.

4. eigsUsingARPACK() - àíàëîã ìåòîäà eigs(), íî èç áîëåå ñòàðûõ âåð-

ñèé, ÷åì òåêóùàÿ. Èñïîëüçóåò àëãîðèòìû ïàêåòà Arpack. Íàñòðîéêè è âû-

õîäíûå ïåðåìåííûå èäåíòè÷íû ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

5. jdqz() - àëãîðèòì, îïèñàííûé â ïîäãëàâå (4.3). Íàïèñàí ìàòåìàòè-

êîì ïî èìåíè Gerard Sleijpen, ÿâëÿþùèìñÿ îäíèì èç ðàçðàáîò÷èêîâ äàí-

íîãî ìåòîäà.

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû òàáëèöû, ñîäåðæàùèå èçìåðåíèÿ âðåìåíè ðàñ-

ñ÷åòà ñîáñòâåííîé ïðîáëåìû ïó÷êîâ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö. Â ïåðâîì ñòîëá-

öå íàçâàíèå ìåòîäîâ, â ïåðâîé ñòðîêå óêàçàíà ðàçìåðíîñòü êàæäîãî èç ðàñ-

ñ÷èòûâàåìûõ ïó÷êîâ. Âåëè÷èíû óêàçàíû â ñåêóíäàõ.

Òàáëèöà 1: Òàáëèöà ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ

Ìåòîä 20*20 50*50 301*301
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QZ 0,0215859 0,1117095 1,1031315

EIG 0,0136735 0,0988028 0,8839222

EIGS 0,0166411 0,0517071 0,6257575

eigsUsingARPACK 0,0144011 0,0389235 0,5720641

JDQZ 0,9978597 1,5801657 33,3992135

Òàáëèöà 2: Òàáëèöà ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ

Ìåòîä 661*661 1020*1020 2904*2904

QZ 14,628623 58,1679036 1717,5291102

EIG 9,0730626 36,4840307 1165,6109484

EIGS 6,9167709 29,9464975 848,2294546

eigsUsingARPACK 6,6898750 30,7017752 836,4305394

JDQZ 644,3189726 1929,336203 �

Ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî òåêóùàÿ ðåà-

ëèçàöèÿ JDQZ ñèëüíî ïðîèãðûâàåò ôóíêöèÿìMatlab. À ñðåäè ôóíêöèé ïà-

êåòà Matlab íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ EIGS è eigsUsingARPACK.

Çàìåòíî è òî, ÷òî àëãîðèòìû QZ è EIG ñòàíîâÿòñÿ âñå ìåíåå áûñòðûìè ñ

óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè ìàòðèö, â ñðàâíåíèè ñ EIGS è eigsUsingARPACK.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ

ïîëíîé ñîáñòâåííîé ïðîáëåìû áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ïó÷êîâ ìàòðèö, ïî-

ëó÷àåìûõ â ìîäåëèðîâàíèè ðàäèîýëåêòðîííûõ ñõåì. Ðàññìàòðèâàëèñü èí-

òåðïîëÿöèîííûå, ñòåïåííûå è äåêîìïîçèöèîííûå ìåòîäû.

Îáíàðóæåí íîâûé ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåé-

íîé ñèñòåìû � âûÿâëåíèå íåóñòîé÷èâûõ êîìïîíåíò ïðè àíàëèçå óñòîé÷è-

âîñòè ñèñòåìû.

Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñêîðîñòè ðàáîòû äåêîìïîçèöèîííûõ àëãî-

ðèòìîâ íà ðàçðåæåííûõ ïó÷êàõ è îïðåäåëåíèå íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ. Íà

äàííûé ìîìåíò, òàêèå àëãîðèòìû ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ ñõåì.

Íåîáõîäèìî óëó÷øàòü ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû, èñêàòü âàðèàíòû

îïòèìèçàöèè äëÿ ðàáîòû ñ áîëüøèìè ìàòðèöàìè, ÷òîáû âíåäðÿòü èõ íà

ïðàêòèêå â àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ìîäåëèðîâàíèÿ.
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