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Ââåäåíèå

Ìíîãèå áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåì äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî ìîãóò áûòü ìîäåëè ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèé,

ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé èëè ðàçâèòèÿ îïóõîëåé. Ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü, ïðîãíîçèðî-

âàòü ðàçâèòèå ïðîöåññà èëè ðîñò ïîïóëÿöèè.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðè èçó÷åíèè îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà è ïîñòðî-

åíèè ìîäåëåé ïîâåäåíèÿ îáúåêòîâ äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè ïðîãíîçèðîâà-

íèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ áèîëîãè÷å-

ñêèõ ñèñòåì ìîæåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â äàííûé ìî-

ìåíò, íî è â ïðåäûäóùèå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ

çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì çàìåíÿþò îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ (ïîäðîáíî î ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàíèåì ìîæíî ïðî÷åñòü â [8]).

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñêëþ÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïîçâîëÿåò

àäåêâàòíî îïèñûâàòü ðåàëüíûå ïðîöåññû, íî èíîãäà ïðåíåáðåæåíèå çàïàç-

äûâàíèåì ïðèâîäèò ê àáñóðäíûì èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íå ýêâèâàëåíòíûì

ðåàëüíîñòè âûâîäàì.

Âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ çàïàçäûâàíèå ââîäèòñÿ êàê õàðàêòåðèñòèêà ìàëî-

èçó÷åííûõ ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ íà äàííîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëè. Ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, âðåìÿ òðàíñïîðòà ìîëåêóë îò ìåñòà

èõ ñèíòåçà ê ìåñòó èõ âêëþ÷åíèÿ â ñèñòåìó ðåàêöèé; âðåìÿ ôîðìèðîâàíèÿ

êëåòîê îïðåäåëåííîãî òèïà, ó÷àñòâóþùèõ â èììóííîé ðåàêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîäåëè áåç çàïàçäûâàíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ïî-

ïóëÿöèîííóþ ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððà, îïèñûâàþùóþ ñèñòåìó ¾õèùíèê-

æåðòâà¿. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàêðûòûé àðåàë, â êîòîðîì îáèòàþò äâà

âèäà � òðàâîÿäíûå è ïëîòîÿäíûå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèâîòíûå íå ýìè-

ãðèðóþò è íå èììèãðèðóþò, è ÷òî åäû äëÿ òðàâîÿäíûõ æèâîòíûõ èìååòñÿ

ñ èçáûòêîì.

Cèñòåìà óðàâíåíèé ìîäåëè òàêîâà:dx
dt = αx− βxy,
dy
dt = −γy + δxy,

ãäå x, y - ÷èñëåííîñòè æåðòâû è õèùíèêà ñîîòâåòñòâåííî, à dx
dt ,

dy
dt - ñêîðîñòü
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ïðèðîñòà ïîïóëÿöèè æåðòâ è õèùíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî, ïàðàìåòðû α, β, γ

è δ ïîëîæèòåëüíû.

Ïðèìåð åùå îäíîé ìîäåëè áåç çàïàçäûâàíèÿ � êëàññè÷åñêàÿ SIR-

ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèè. Â äàííîé ìîäåëè ïîïóëÿöèÿ äåëèòñÿ

íà òðè êëàññà: âîñïðèèì÷èâûå S(t), èíôèöèðîâàííûå I(t), íåâîñïðèèì÷è-

âûå R(t):

• S(t) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåèíôèöèðîâàííûõ èíäèâèäóóìîâ

èëè ïðåäðàñïîëîæåííûõ ê çàáîëåâàíèþ

• I(t) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíôèöèðîâàííûõ èíäèâèäóóìîâ,

ñïîñîáíûõ ðàñïðîñòðàíèòü çàáîëåâàíèå

• R(t) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíäèâèäóóìîâ, êîòîðûå áûëè èí-

ôèöèðîâàíû è âûáûëè èç êëàññà èíôèöèðîâàííûõ â ðåçóëüòàòå âû-

çäîðîâëåíèÿ èëè ñìåðòè

SIR-ìîäåëü áåç ó÷åòà ðîæäàåìîñòè è ñìåðòíîñòè ìîæåò áûòü âûðà-

æåíà ñëåäóþùåé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
dS(t)
dt = −βS(t)I(t)

N ,

dI(t)
dt = βS(t)I(t)

N − γI(t),
dR(t)
dt = γI(t),

ãäå S(t) + I(t) +R(t) = N .
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàøåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì äâå ìîäåëè. Ïåðâàÿ ìîäåëü îïè-

ñûâàåò ðàçâèòèå èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé. Ýòà ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà

â êíèãå Ã.È. Ìàð÷óêà [1].

Âòîðóþ ìîäåëü ìû íàøëè â îïóáëèêîâàííîé â 2018 ãîäó â ñòàòüå [2].

Ýòà ñòàòüÿ íàïèñàíà ãðóïïîé àâòîðîâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü êàê ñïåöèàëèñòû

ìåäèöèíñêîãî ïðîôèëÿ, òàê è ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ðàçâèòèå îïóõîëè â

îðãàíèçìå ÷åëîâåêà.

Íàøà çàäà÷à ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû, îïèðàÿñü íà íåäàâíèå ðàáîòû ïî

èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, èññëåäîâàòü óñòîé÷è-

âîñòü/íåóñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðè ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà îñíîâå ñèñòåì

ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåæäó èññëåäóåìûìè ìîäåëÿìè èìååòñÿ ñóùå-

ñòâåííîå ðàçëè÷èå. Ïåðâàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé çàïàçäûâàþùåãî òè-

ïà, à âòîðàÿ � íåéòðàëüíîãî òèïà. Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü òàêèõ

ñèñòåì èìååò ñâîè îñîáåííîñòè, ÷òî áûëî ó÷òåíî íàìè ïðè èññëåäîâàíèè.

5



Îáçîð ëèòåðàòóðû

Îäíîé èç ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëèðîâàíèþ è èññëåäîâàíèþ èììó-

íîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðè èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ êíèãà .

Äèíàìèêà èììóííîãî ïðîöåññà â ýòîé ðàáîòå îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Ìîäåëü äîïóñêàåò ðàç-

ëè÷íûå âàðèàöèè, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîå îáúÿñíåíèå âàæíûõ îñîáåí-

íîñòåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èììóííîé ñèñòåìû, òàêèõ êàê ôîðìèðîâàíèå

îñòðûõ è õðîíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çàáîëåâàíèÿ.

Â ñòàòüå [2] èññëåäîâàíà íîâàÿ ìîäåëü, îòðàæàþùàÿ äèíàìèêó çäîðî-

âûõ è ìóòèðîâàâøèõ ïîïóëÿöèé êëåòîê, âëèÿþùèõ íà ðàçâèòèå îïóõîëè,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ìíîãèõ òèïîâ ðàêà. Ìîäåëü îïèñûâà-

åòñÿ íåëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé ñèñòåìîé. Â ñòàòüå àíàëè-

çèðóþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé, â òîì

÷èñëå ñëó÷àé, êîãäà ñ ïîìîùüþ õèìèîòåðàïèè ïûòàþòñÿ óíè÷òîæèòü ðàêî-

âûå êëåòêè, ïðè ýòîì ñîõðàíÿÿ çäîðîâûå è ñîñòîÿíèå ñïÿ÷êè ðàêîâîé îïó-

õîëè (ñòàäèÿ ïðîãðåññèðîâàíèÿ ðàêà, êîãäà êëåòêè ïðåêðàùàþò äåëèòüñÿ,

íî âûæèâàþò â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, îæèäàÿ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ

îêðóæàþùåé ñðåäû ñíîâà ñòàíóò ïðèãîäíûìè äëÿ äåëåíèÿ).

Â ñòàòüÿõ [3,7] ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè

çàïàçäûâàíèÿìè. Ïðåäñòàâëåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé-

÷èâîñòè, çàâèñÿùåå îò ìàòðèöû Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåò èçâåñòíóþ òåîðåìó Ëÿïóíîâà äëÿ ëèíåéíûõ ñè-

ñòåì áåç çàïàçäûâàíèÿ.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì íåéòðàëüíîãî òèïà ïðåäñòàâëåíî â

ñòàòüå [4]. Åå ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êðèòåðèé äàåò-

ñÿ â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì è äëÿ åãî

ïðîâåðêè òðåáóåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â êíèãå [5] ïîäðîáíî èññëåäîâàíû êàê ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì, òàê

è ñèñòåìû íåéòðàëüíîãî òèïà. Èçó÷åíû òàêèå âîïðîñû, êàê ñóùåñòâîâà-

íèå è åäèíñòâåííîñòü ìàòðèöû Ëÿïóíîâà, à òàêæå îïèñàíû ýôôåêòèâíûå

÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ åå ðàñ÷åòà.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíèåì, ðàññìîòðåííûå â êíèãå [6],

îïèñûâàþò ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëà-

ñòÿõ íàóêè (â ýêîëîãèè, ìåäèöèíå, ýëåêòðîäèíàìèêå, ìåõàíèêå äåôîðìèðó-

åìîãî òâåðäîãî òåëà, òåõíèêå è ýêîíîìèêå). Ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòà-

òû òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçîâàíû

ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïðè èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé ñ çàïàçäûâàíèåì.
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Ãëàâà 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ìåäèöèíå

Ìîäåëü èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ Ìàð÷óêà

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ çàùèòû îðãàíèçìà îò èíôåêöèè ÿâëÿ-

åòñÿ ñèñòåìà èììóíèòåòà. Ñóòü èììóííîé ðåàêöèè íà âòîðæåíèå ãåíåòè÷å-

ñêè ÷óæåðîäíîãî ìàòåðèàëà (àíòèãåíà), â òîì ÷èñëå è âîçáóäèòåëÿ áîëåç-

íè, ñîñòîèò â ïðîèçâîäñòâå ñïåöèôè÷åñêèõ îáúåêòîâ (àíòèòåë), ñïîñîáíûõ

íåéòðàëèçîâàòü èëè óíè÷òîæàòü àíòèãåíû. Èñõîäÿ èç ýòîãî, áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü èíôåêöèîííîå çàáîëåâàíèå êàê êîíôëèêò ìåæäó ïîïóëÿöèåé

âîçáóäèòåëåé áîëåçíè è èììóííîé ñèñòåìû îðãàíèçìà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñíîâíûìè äåéñòâóþùèìè ôàêòîðàìè èíôåêöè-

îííîãî çàáîëåâàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

1) êîíöåíòðàöèÿ ïàòîãåííûõ ðàçìíîæàþùèõñÿ àíòèãåíîâ V(t);

2) êîíöåíòðàöèÿ àíòèòåë F(t). Ïîä àíòèòåëàìè ïîíèìàþòñÿ ñóáñòðà-

òû èììóííîé ñèñòåìû, íåéòðàëèçóþùèå àíòèãåíû (èììóíîãëîáóëèíû, ðå-

öåïòîðû êëåòîê);

3) êîíöåíòðàöèÿ ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê C(t). Ýòî ïîïóëÿöèÿ íîñè-

òåëåé è ïðîäóöåíòîâ àíòèòåë (èììóíîêîìïåòåíòíûå êëåòêè, èììóíîãëîáó-

ëèíîïðîäóöåíòû);

4) îòíîñèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîðàæåííîãî îðãàíèçìà m(t).

Ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå ÷èñëà àíòèãåíîâ (âèðóñîâ) â

îðãàíèçìå:

dV (t)

dt
= βV (t)− γF (t)V (t),

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ïðèðîñò âèðóñîâ;

β � êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ àíòèãåíîâ. Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò

óáûâàíèå àíòèãåíîâ çà ñ÷åò íåéòðàëèçàöèè àíòèòåëàìè; γ � êîýôôèöè-

åíò, ñâÿçàííûé ñ âåðîÿòíîñòüþ íåéòðàëèçàöèè àíòèãåíà àíòèòåëàìè ïðè

âñòðå÷å ñ íèì.

Âòîðîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ðîñò ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê:

dC(t)

dt
= αF (t− τ)V (t− τ)− µc(C(t)− C∗),

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ãåíåðàöèþ ïëàç-
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ìîêëåòîê; τ � âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå

êàñêàäà ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê; α � êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé âåðî-

ÿòíîñòü âñòðå÷è àíòèãåí � àíòèòåëî, âîçáóæäåíèå êàñêàäíîé ðåàêöèè è

ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ íîâûõ êëåòîê. Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò óìåíü-

øåíèå ÷èñëà ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê çà ñ÷åò ñòàðåíèÿ, µc � êîýôôèöèåíò,

ðàâíûé îáðàòíîé âåëè÷èíå èõ âðåìåíè æèçíè, Ñ* � ïîñòîÿííûé óðîâåíü

ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê â çäîðîâîì îðãàíèçìå.

Òðåòüå óðàâíåíèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå ÷èñëà àíòèòåë:

dF (t)

dt
= ρC(t)− µfF (t)− ηγV (t)F (t),

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ñêîðîñòü ãåíåðà-

öèè àíòèòåë ïëàçìàòè÷åñêèìè êëåòêàìè; ρ � ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà àíòè-

òåë îäíîé ïëàçìàòè÷åñêîé êëåòêîé. Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò óìåíüøå-

íèå àíòèòåë çà ñ÷åò ñòàðåíèÿ, µf � êîýôôèöèåíò, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-

íûé âðåìåíè ðàñïàäà àíòèòåë. Òðåòüå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò óìåíüøåíèå

àíòèòåë çà ñ÷åò ñâÿçè ñ àíòèòåëàìè.

Ïîñòðîåííûå óðàâíåíèÿ íå ó÷èòûâàþò îñëàáëåíèå æèçíåäåÿòåëüíî-

ñòè îðãàíèçìà â õîäå çàáîëåâàíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îñëàáëåíèåì îðãàíîâ, îáåñ-

ïå÷èâàþùèõ ïîñòàâêó ëèìôîöèòîâ, àíòèòåë è ò. ä., íåîáõîäèìûõ äëÿ áîðü-

áû ñ ðàçìíîæàþùèìèñÿ àíòèãåíàìè. Ïðèìåì ãèïîòåçó, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòü îðãàíîâ ñâÿçàíà ñ ðàçìåðàìè ïîðàæåíèÿ îðãàíà � ìèøåíè. Ïóñòü Ì

� õàðàêòåðèñòèêà çäîðîâîãî îðãàíà (ìàññà èëè ïëîùàäü), a M'(t) � ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà çäîðîâîé ÷àñòè ïîðàæåííîãî îðãàíà, m(t) =

1 - M '(t)/M (t) � õàðàêòåðèñòèêà (îòíîñèòåëüíàÿ) ïîðàæåíèÿ îðãàíà � ìè-

øåíè. Äëÿ çäîðîâîãî îðãàíà îíà ðàâíà íóëþ, à äëÿ ïîëíîñòüþ ïîðàæåííîãî

� åäèíèöå.

×åòâåðòîå óðàâíåíèå:

dm(t)

dt
= σV (t)− µmm(t).

Ïåðâûé ÷ëåí õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ïîðàæåíèÿ îðãàíà, σ � íåêîòî-

ðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñâîÿ äëÿ êàæäîãî çàáîëåâàíèÿ. Óìåíüøåíèå m(t) ïðîèñ-

õîäèò çà ñ÷åò âîññòàíîâëåíèÿ îðãàíèçìà, êîòîðîå îïèñûâàåò âòîðîå ñëàãàå-

ìîå. Â äàííîé ìîäåëè ôàêòîð ïîðàæåíèÿ æèçíåííî âàæíûõ îðãàíîâ ìîæíî
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ó÷åñòü âî âòîðîì óðàâíåíèè, çàìåíÿÿ êîýôôèöèåíò α íà αξ(m(t)).

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé:

dV (t)
dt = βV (t)− γF (t)V (t),

dC(t)
dt = αF (t− τ)V (t− τ)− µc(C(t)− C∗),

dF (t)
dt = ρC(t)− µfF (t)− ηγV (t)F (t),

dm(t)
dt = σV (t)− µmm(t).

(1)

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè V (t) = V0, C(t) = C0,

F (t) = F0, m(t) = m0, t ∈ R+, îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé: 

(β − γF0)V0 = 0,

ξ(m0)αF0V0 − µC(C0 − C∗) = 0,

ρC0 − (µf + ηγV0)F0 = 0,

σV0 − µmm0 = 0.

(2)

Ñèñòåìà (2) â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé èìååò ðàçëè÷íûå

ðåøåíèÿ. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ñîñòîÿíèå çäîðî-

âîãî îðãàíèçìà:

V0 = m0 = 0, C0 = C∗, F0 = F ∗ =
ρC∗

µf
.

Äëÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâ-

íåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä:

dV (t)
dt = (β − γF ∗)V (t),

dC(t)
dt = αF ∗ V (t− τ)− µCC(t),

dF (t)
dt = ρC(t)− µfF (t)− ηγV (t)F ∗,

dm(t)
dt = σV (t)− µmm(t).

Óñëîâèå åå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè β < γF ∗ äàåò óñëîâèå

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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Ñëó÷àé õðîíè÷åñêîãî çàáîëåâàíèÿ

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê èçó÷åíèþ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, èìèòèðóþùèõ

õðîíè÷åñêèé ïðîöåññ çàáîëåâàíèÿ. Îí òàêæå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-

íåíèé (1) ïðè V0 > 0 è C0 > 0. Ñèñòåìà äîïóñêàåò òàêîå ðåøåíèå:

V0 =
µCµf (β−γF ∗)
β(αρ−µCηγ) ,

C0 =
αµf−µCηγ

2C∗

γ(αρ−µCηγ) ,

F0 =
β
γ ,

m0 =
σV0
µm
.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä:

dV (t)
dt − βV (t) + γF (t)V0 + γF0V (t) = 0,

dC(t)
dt + µCC(t)− α(V0F (t− τ) + F0V (t− τ)) = 0,

dF (t)
dt + (µf + ηγV0)F (t)− ρC(t) + ηγF0V (t) = 0,

dm(t)
dt + µmm(t)− σV (t) = 0.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ îïóõîëè

Ñòâîëîâûå êëåòêè - ýòî íåäèôôåðåíöèðîâàííûå êëåòêè, õàðàêòåðè-

çóþùèåñÿ ñâîåé ñïîñîáíîñòüþ ñàìîîáíîâëÿòüñÿ è òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ â

ñïåöèàëèçîðîâàííûå êëåòêè. Ñòâîëîâàÿ êëåòêà, êîòîðàÿ íà÷èíàåò ïðîöåññ

äåëåíèÿ è óñïåøíî ïðîõîäèò ïðîöåññ òðàíñôîðìàöèè â êîíöå êëåòî÷íîãî

öèêëà ñòàíîâèòñÿ äâóìÿ äî÷åðíèìè êëåòêàìè. Îäíàêî äàæå â áûñòðîîáíîâ-

ëÿþùèõñÿ òêàíÿõ (íàïðèìåð, êîæå, êîñòíîì ìîçãå) êëåòêè íå âñåãäà ðàç-

ìíîæàþòñÿ, à íàïðîòèâ, áîëüøàÿ èõ ÷àñòü íàõîäèòñÿ â ôàçå ïîêîÿ G0. Èíî-

ãäà ïàòîëîãè÷åñêàÿ ïîïóëÿöèÿ êëåòîê, êîòîðàÿ èçíà÷àëüíî íå îòíîñèòñÿ ê

ïîäãðóïïå ñòâîëîâûõ êëåòîê, ïðèîáðåòàåò ñïîñîáíîñòè ñàìîîáíîâëÿòüñÿ è

ðàçìíîæàòüñÿ, êàê ñòâîëîâûå êëåòêè. Ýòè, ïîõîæèå íà ñòâîëîâûå, êëåòêè

çà÷àñòóþ íåóïðàâëÿåìû è ñïîñîáíû èíèöèèðîâàòü ðàçâèòèå è ðåãåíåðàöèþ

ðàêà, ïîýòîìó èõ íàçâàëè ðàêîâûå ñòâîëîâûå êëåòêè (ÐÑÊ). Î÷åíü ÷àñòî

ÐÑÊ õàðàêòåðèçóþòñÿ íåçäîðîâûì ïîâåäåíèåì, òàêèì êàê ÷ðåçìåðíîå ðàç-

ìíîæåíèå è óòðàòà ñïîñîáíîñòè ê äèôôåðåíöèðîâêå. Íåëüçÿ íå çàìåòèòü,

÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÐÑÊ íå ðàçìíîæàþòñÿ èçáûòî÷íî, îäíàêî äàæå â

ýòîì ñëó÷àå ÐÑÊ îòëè÷èìû áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíûì ìåòêàì íà èõ ïîâåðõ-

íîñòè. Ñóùåñòâóþò ãèïîòåçû, ãîâîðÿùèå î òîì, ÷òî îäíà ïîäãðóïïà êëåòîê

ñïîñîáíà èíèöèèðîâàòü è ðåãåíåðèðîâàòü ðàê.

Ñóùåñòâîâàíèå ñîñòîÿíèÿ îñòàíîâêè äåëåíèÿ ðàêîâûõ êëåòîê, íàçû-

âàåìîå ñïÿ÷êà, áûëî óñòàíîâëåíî ìíîãî ëåò íàçàä. Íàèáîëåå âåðîÿòíûå

îáúÿñíåíèÿ ñïÿ÷êè ýòî:

1. Íåõâàòêà êðîâè è ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ, êîòîðàÿ ïðåäîòâðàùàåò

ðàçâèòèå îïóõîëè èëè çàäåðæèâàåò åå êëèíè÷åñêîå ïðîÿâëåíèå;

2. Íàäçîð èììóííîé ñèñòåìû, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó â íåêîòîðûõ ñëó-

÷àÿõ óäàåòñÿ îñòàíîâèòü ðàçâèòèå îïóõîëè.

Êàêîâà ðîëü èììóííîé ñèñòåìû â áîðüáå ñ ðàêîì? Îíà îïðåäåëÿåòñÿ

èììóíîëîãè÷åñêèì íàäçîðîì. Íåîäíîçíà÷íîñòü èììóííîãî íàäçîðà çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷àñòî èììóííàÿ ñèñòåìà ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ îïóõîëè

âìåñòî òîãî, ÷òîáû áîðîòüñÿ ñ íåé. Ïðîöåññ, çàêëþ÷àþùèé â ñåáå ðàçíî-

îáðàçíûå âîçäåéñòâèÿ èììóííîé ñèñòåìû íà ðàçâèòèå îïóõîëè, íàçûâàåò-

ñÿ èììóíîðåäàêòèðîâàíèå. Çëîêà÷åñòâåííûå îïóõîëè íå òîëüêî ïîäàâëÿþò

èììóííûå êëåòêè ðÿäîì ñ ñîáîé, íî è ïåðåïðîãðàììèðóþò èõ, èììóííûå

êëåòêè íà÷èíàþò ¾îáñëóæèâàòü¿ ðàê. Ïåðåðîæäåíèå êëåòêè èììóíèòåòà
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èìååò íåñêîëüêî ñòàäèé, ñíà÷àëà îíà àêòèâíî áîðåòñÿ ñ îíêîëîãèåé, íî ïî-

òîì, äåëÿñü ñòàíîâèòñÿ ÷àñòüþ îïóõîëè.

Â ìåäèöèíñêîé ñôåðå ñåé÷àñ àêòèâíî îáñóæäàåòñÿ èäåÿ ïðåâðàùåíèÿ

ðàêà â õðîíè÷åñêóþ áîëåçíü. Âîïðîñ â òîì, ñìîæåì ëè ìû ïåðåâåñòè ÐÑÊ

èç ñîñòîÿíèÿ àêòèâíîãî ðàçìíîæåíèÿ â ñîñòîÿíèå ñïÿ÷êè. Òàê êàê ëå÷åíèå

ðàêà â îñíîâíîì ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé äîçû ìåäè-

êàìåíòîâ è íå äî êîíöà óíè÷òîæåííàÿ îïóõîëü çà÷àñòóþ âûðàñòàåò ñíîâà

äàæå áîëåå àãðåññèâíîé, ÷åì ïåðâîíà÷àëüíàÿ, òî âîçìîæíîñòü ïîääåðæà-

íèÿ îïóõîëè â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ áîëåå èíòåðåñíà, ÷åì ïîïûòêè óíè÷òîæèòü

åå.

Ðàçâèòèå àêòóàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìûì èíñòðóìåíòîì, ñïîñîáñòâóþùèì âîñïðèÿòèþ ñïÿ÷êè îïóõîëè êàê áèî-

ëîãè÷åñêîãî ìåõàíèçìà ñ êîíå÷íîé öåëüþ - ïðèìåíÿòü äàííûé ìåòîä â ëå-

÷åáíûõ êóðñàõ. Îäíàêî çàäà÷à ïåðåâåäåíèÿ ÐÑÊ â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ îêàçû-

âàåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé. Áîëåå òîãî, îäíà èç ïåðâûõ òåðàïèé, îðèåíòèðî-

âàííûõ íà äîñòèæåíèå ñîñòîÿíèÿ ñïÿ÷êè, îêàçàëàñü íå îñîáî ýôôåêòèâíîé.

Îíà áûëà îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè àíãèîãåííûõ èíãèáèòîðîâ (âåùåñòâà,

çàìåäëÿþùèå ðîñò è ñîçäàíèå íîâûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ), êîòîðûå ïåðå-

êðûâàëè äîñòóï êðîâè ê îïóõîëè äëÿ ïîääåðæàíèÿ åå â ñîñòîÿíèè ñïÿ÷êè.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàííûé ìåòîä ïðèâåë ê ðàñïðî-

ñòðàíåíèþ ðàêà. Èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä

ââåäåíèÿ îïóõîëè â ñîñòîÿíèå ñïÿ÷êè äàë áîëüøå âîïðîñîâ, ÷åì îòâåòîâ â

ïîíèìàíèè ïðîöåññîâ ðàçâèòèÿ ðàêà.

Îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùåì âîïðîñå: òàê êàê óíè÷òîæåíèå îïóõîëè

ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ áîëåå àãðåññèâíîé îïóõîëè, íóæíî âûÿñ-

íèòü ñòîèò ëè àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ïîäõîäèòü ê äîñòèæåíèþ ñîñòîÿíèÿ

ñïÿ÷êè è èñïîëüçîâàòü òå æå ëåêàðñòâà, ÷òî è äëÿ èçáàâëåíèÿ îò ÐÑÊ? Íà

ñåãîäíÿøíèé äåíü äîìèíèðóþùèì ñïîñîáîì ëå÷åíèÿ ðàêà ÿâëÿåòñÿ óíè-

÷òîæåíèå ÐÑÊ.
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Áóäåì èññëåäîâàòü è àíàëèçèðîâàòü äèíàìèêó çäîðîâûõ è íåçäîðî-

âûõ êëåòîê. Ðàññìîòðèì ìîäåëü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 1:

Ðèñ. 1: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ìîäåëè

Çäåñü ÐÑÊ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîåé ñïîñîáíîñòüþ ÷ðåçìåðíî ðàçìíî-

æàòüñÿ, ïðåäñòàâëåííîé ïàðàìåòðîì K̃. Çàìåòèì, ÷òî ïîäãðóïïå íåçäîðî-

âûõ êëåòîê, êîòîðàÿ ïîñòîÿííî äåëèòñÿ, ñîîòâåòñòâóåò 2K̃, ãäå 0 < K̃ < 1,

÷òî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ çäîðîâûõ ñòâîëîâûõ êëåòîê. Èõ äî÷åðíèå

êëåòêè ïåðåõîäÿò â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ïîñëå ôàçû ðàçìíîæåíèÿ. Çäîðîâûå

ïîêîÿùèåñÿ ñòâîëîâûå êëåòêè ìîãóò îñòàâàòüñÿ â ôàçå G0 äî ñàìîé ñìåð-

òè, äèôôåðåíöèðîâàòüñÿ èëè íà÷àòü ðàçìíîæàòüñÿ, ïðîéäÿ ÷åðåç ôóíêöèþ

ïîâòîðíîãî ââîäà β.

×åðåç δ (ñîîòâåòñòâåííî δ̃) îáîçíà÷èì ÷èñëî çäîðîâûõ (ñîîòâåòñòâåí-

íî íåçäîðîâûõ) ïîêîÿùèõñÿ êëåòîê, êîòîðûå ïðîøëè äèôôåðåíöèðîâêó

èëè óìåðëè åñòåñòâåííîé êëåòî÷íîé ñìåðòüþ. Ïîêîÿùàÿñÿ êëåòêà ìîæåò

íà÷àòü êëåòî÷íûé öèêë, ïåðåéäÿ â ôàçó ðàçìíîæåíèÿ âî âðåìÿ êîòîðîé

êàæäàÿ ñòâîëîâàÿ êëåòêà (ñîîòâ. ÐÑÊ) ìîæåò óìåðåòü îò àïîïòîçà (ðåãóëè-

ðóåìûé ïðîöåññ ïðîãðàììèðóåìîé êëåòî÷íîé ãèáåëè, â ðåçóëüòàòå êîòîðî-

ãî êëåòêà ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå àïîïòîòè÷åñêèå òåëüöà, îãðàíè÷åííûå

ïëàçìàòè÷åñêîé ìåìáðàíîé). Êîëè÷åñòâî òàêèõ êëåòîê îïðåäåëÿåòñÿ ïàðà-

ìåòðîì γ (ñîîòâ. γ̃). Òàêæå ïîêîÿùàÿñÿ êëåòêà ìîæåò çàâåðøèòü ìèòîç

(îñíîâíîé ñïîñîá äåëåíèÿ ýóêàðèîòè÷åñêèõ êëåòîê) è ñòàòü äâóìÿ äî÷åð-

íèìè êëåòêàìè â êîíöå ðåïðîäóêòèâíîé ôàçû.

Èçíà÷àëüíî â ñòàòüå ÷åðåç τ îáîçíà÷åíî ñðåäíåå âðåìÿ, êîòîðîå òðåáó-

åòñÿ çäîðîâûì êëåòêàì äëÿ çàâåðøåíèÿ ìèòîçà, à ÷åðåç τ̃ - ñðåäíåå âðåìÿ,

íåîáõîäèìîå íåçäîðîâûì êëåòêàì, ÷òîáû çàâåðøèòü ìèòîç. Äëÿ óïðîùå-

íèÿ àíàëèçà ñèñòåìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ ìèòîçà è òåì, è
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äðóãèì êëåòêàì â ñðåäíåì òðåáóåòñÿ τ äíåé.

Ìåõàíèçìû, ðåãóëèðóþùèå âñòóïëåíèå â êëåòî÷íûé öèêë - íà êëåòî÷-

íîì óðîâíå - çàâèñÿò îò ðåãóëÿòîðíûõ ìîëåêóë, êîòîðûå ìîãóò èãðàòü ðîëü

ôàêòîðà ðîñòà (ñòèìóëèðóÿ âñòóïëåíèå â ôàçó ðàçìíîæåíèÿ ïîêîÿùèõñÿ

çäîðîâûõ è íåçäîðîâûõ êëåòîê) èëè ðîëü èíãèáèòîðîâ ìèòîçà (ìèòîç ïðî-

õîäèò íîðìàëüíî, åñëè èíãèáèòîðû íå îáúåäèíÿþòñÿ ñ ñåíñîðíûìè êëåò-

êàìè). Â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ

â ôàçó ðàçìíîæåíèÿ êîíòðîëèðóåòñÿ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè ïîâòîðíîãî

ââîäà, à êîíêðåòíî ôóíêöèåé β äëÿ çäîðîâûõ êëåòîê è ôóíêöèåé β̃ äëÿ

íåçäîðîâûõ. Ò.ê. çäîðîâûå è íåçäîðîâûå êëåòêè íàõîäÿòñÿ â îäíîé è òîé

æå ñðåäå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáå ôóíêöèè íåïðåðûâíûì îáðàçîì çà-

âèñÿò îò îáùåé ïëîòíîñòè ïîêîÿùèõñÿ çäîðîâûõ êëåòîê x(t) =
∫∞

0 r(t, a)da

è îò îáùåé ïëîòíîñòè ïîêîÿùèõñÿ íåçäîðîâûõ êëåòîê x̃(t) =
∫∞

0 r̃(t, a)da,

ãäå r(t, a) è r̃(t, a) - ïëîòíîñòè ïîêîÿùèõñÿ çäîðîâûõ è íåçäîðîâûõ êëåòîê

ñîîòâåòñòâåííî, âîçðàñòà a ≥ 0 çà âðåìÿ t ≥ 0. Äàííûé ïîäõîä îòîáðàæà-

åò ñîñóùåñòâîâàíèå çäîðîâûõ è íåçäîðîâûõ êëåòîê, ò.ê. ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî âñòóïëåíèå â ôàçó ðàçìíîæåíèÿ çäîðîâûõ (ñîîòâ. íåçäîðîâûõ) êëå-

òîê çàâèñèò îò îáùåé ïëîòíîñòè íåçäîðîâûõ (ñîîòâ. çäîðîâûõ) êëåòîê. Òà-

êèì îáðàçîì, âûáîð àðãóìåíòîâ äëÿ ôóíêöèé β è β̃ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî

âàæíûì ýòàïîì, ò.ê. ýòè àðãóìåíòû îöåíèâàþò âîçäåéñòâèå ðåãóëèðóþùèõ

ìåõàíèçìîâ íà çäîðîâûå è íåçäîðîâûå êëåòêè.

Ôóíêöèè β è β̃ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôèçèîëîãè÷åñêèé èíãèáèòîðíûé

ãîðìîíàëüíûé îòêëèê ãðàíóëîöèòàðíîãî êîëîíèåñòèìóëèðóþùåãî ôàêòî-

ðà. ×óâñòâèòåëüíîñòü ïîïóëÿöèè íåçäîðîâûõ êëåòîê ê ýòîìó îòêëèêó ìî-

æåò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ. Êàê æå ôóíêöèè β è β̃ çàâèñÿò îò x è x̃? Ìåæäó

x è x̃ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷èÿ, îíè ïðîÿâëÿþòñÿ â îñíîâíîì èç-çà ìóòàöèé

ïàòîëîãè÷åñêèõ êëåòîê è ðåàêöèè èììóííîé ñèñòåìû. Èçìåíåíèÿ, ïîÿâëÿ-

þùèåñÿ â ïîâåäåíèè ìóòèðîâàâøèõ êëåòîê, ìîãóò ïîâëèÿòü íà ðàçâèòèå

ðàêà è ïîâëå÷ü èñòîùåíèå è ñìåðòü. Íàïðèìåð, èç-çà ýïèãåíåòè÷åñêèõ ìó-

òàöèé íåçäîðîâûå êëåòêè ìîãóò ñòàòü ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ðåãóëÿòîð-

íûì ìîëåêóëàì, ÷åì çäîðîâûå êëåòêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çäîðîâûå êëåòêè

íå÷óâñòâèòåëüíû ê äåéñòâèÿì èììóííîé ñèñòåìû è ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê

ìåäèêàìåíòàì, ò.ê. îíè çàòî÷åíû íà áîðüáó ñ íåçäîðîâûìè êëåòêàìè. Ò.î.

çäîðîâûå è íåçäîðîâûå êëåòêè ìîãóò ðåàãèðîâàòü ïî-ðàçíîìó íà îäíè è
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òå æå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ, ÷òî îòðàæàåòñÿ íà äîìèíèðîâàíèè òîé èëè

èíîé ïîäãðóïïû êëåòîê (çäîðîâûõ èëè íåçäîðîâûõ). ×òîáû ó÷åñòü âñå âîç-

ìîæíûå ñèòóàöèè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ β çàâèñèò îò ñóììû

x + x̃, à ôóíêöèÿ β̃ îò âçâåøåííîé êîìáèíàöèè x + α̃x̃, ãäå α̃ - íåêîòîðàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèòóàöèè:

1)0 ≤ α̃ ≤ 1: â äàííîì ñëó÷àå ìóòèðîâàâøèå êëåòêè ìåíåå ÷óâñòâè-

òåëüíû ê ðåãóëèðóþùåé ñèñòåìå, âêëþ÷àÿ èììóííóþ ñèñòåìó, â ñâÿçè ñ ãå-

íåòè÷åñêèì/ýïèãåíåòè÷åñêèìè ìóòàöèÿìè. Äàííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò

ñèòóàöèè, êîãäà ëå÷åíèÿ íå ïðîèñõîäèò, êëåòêè èçáåãàþò àòàêè èììóííîé

ñèñòåìû, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçðàñòàíèþ ÐÑÊ.

2) α̃ > 1: ýòîò ñëó÷àé îïèñûâàåò ñðåäó, â êîòîðîé íåçäîðîâûå êëåòêè

áîëüøå ïîäâåðæåíû äåéñòâèþ ðåãóëÿòîðíûõ ìîëåêóë, ÷åì çäîðîâûå êëåò-

êè. Â äàííîé ñèòóàöèè ðåïðîäóêöèÿ íåçäîðîâûõ êëåòîê ìîæåò áûòü ëî-

êàëüíî âçÿòà ïîä êîíòðîëü èììóííîé ñèñòåìîé. Àäàïòèâíûé èììóíèòåò

ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîäàâëåíèþ îïóõîëè â íåêîòîðûõ ðåäêèõ ñëó÷àÿõ èëè ê

ïîääåðæàíèþ ðàêà â ñîñòîÿíèè ñïÿ÷êè íà ïðîòÿæåíèè äëèòåëüíîãî âðåìå-

íè.

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà

Ïî àíàëîãèè ñ x è x̃, ÷åðåç y è ỹ ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì îáùèå

ïëîòíîñòè ðàçìíîæàþùèõñÿ çäîðîâûõ è íåçäîðîâûõ êëåòîê: y(t) =
∫ τ

0 p(t, a)da

è ỹ =
∫ τ

0 p̃(t, a)da. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ ïîïóëÿ-

öèè êëåòîê:



∂tr̃(t, a) + ∂ar̃(t, a) = −[δ̃ + β̃(x, x̃, α̃, t)]r̃(t, a), a > 0,

∂tp̃(t, a) + ∂ap̃(t, a) = −γp̃(t, a), 0 < a < τ

∂tr(t, a) + ∂ar(t, a) = −[δ + β(x, x̃, t)]r(t, a), a > 0,

∂tp(t, a) + ∂ap(t, a) = −γp(t, a), 0 < a < τ

(3)

Â äàííîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ïàðàìåòðû, îòðàæàþùèå ñìåðòü

êëåòîê (δ, δ̃, γ, γ̃) è ôóíêöèè ïîâòîðíîãî ââîäà β è β̃. Ðîæäåíèå íîâûõ êëå-

òîê, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáíîâëåíèåì óñëîâèé ïðè a = 0 äëÿ ïîêîÿùèõñÿ è

ðàçìíîæàþùèõñÿ êëåòîê, îòðàæåíî â ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:
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r̃(t, 0) = 2(1− K̃)p̃(t, τ),

p̃(t, 0) = β̃(x, x̃, α̃, t)x̃(t) + 2K̃p̃(t, τ)
∆
= ũ(t),

r(t, 0) = 2p(t, τ),

p(t, 0) = β(x, x̃, t)x(t),

ãäå ũ(t) - ïëîòíîñòü íîâûõ ðàçìíîæàþùèõñÿ íåçäîðîâûõ êëåòîê ïðè t > 0.

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (2) ïî a îò 0 äî +∞ , ìû ïðè-

õîäèì ê òîìó, ÷òî ïîâåäåíèå x̃ â ïðîäîëæèòåëüíîì âðåìåíè îïðåäåëÿåò-

ñÿ ÷åðåç ˙̃x(t) = −δ̃ + β̃(x, x̃, α̃, t)x̃(t) + 2(1 − K̃)e−γ̃τ ũ(t − τ). Àíàëîãè÷-

íî, èíòåãðèðóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (2) ïî a îò 0 äî τ , ïîëó÷àåì
˙̃y(t) = −γ̃ỹ(t) + β(x, x̃, α̃, t)x̃(t)− (1− 2K̃)e−γ̃τ ũ(t− τ). Ïðîäåëûâàÿ âñ¼ òî
æå ñàìîå äëÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó çäîðîâûõ êëåòîê, ïðè-

õîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

˙̃x(t) = −[δ̃ + β̃(x, x̃, α̃, t)]x̃(t) + 2(1− K̃)e−γ̃τ ũ(t− τ),
˙̃y(t) = −γ̃ỹ(t) + β(x, x̃, α̃, t)x̃(t)− (1− 2K̃)e−γ̃τ ũ(t− τ),

ũ(t) = β(x, x̃, α̃, t)x̃(t) + 2K̃e−γ̃τ ũ(t− τ),

ẋ(t) = −[δ + β(x, x̃, t)]x(t) + 2e−γτβ(x, x̃, t− τ)x(t− τ),

ẏ(t) = −γy(t) + β(x, x̃, t)x(t)− e−γτβ(x, x̃, t− τ)x(t− τ).

Çàìåòèì, ÷òî äèíàìèêà x, x̃ è ũ íå çàâèñèò îò y è ỹ, ïîýòîìó áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó:


˙̃x(t) = −[δ̃ + β̃(x, x̃, α̃, t)]x̃(t) + 2(1− K̃)e−γ̃τ ũ(t− τ),

ũ(t) = β(x, x̃, α̃, t)x̃(t) + 2K̃e−γ̃τ ũ(t− τ),

ẋ(t) = −[δ + β(x, x̃, t)]x(t) + 2e−γτβ(x, x̃, t− τ)x(t− τ).

(4)

Ïóñòü òî÷êà (x̃e, ũe, xe) - óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (3). Ïðîèçâå-

äåì çàìåíó êîîðäèíàò: X̃(t) = x̃− x̃e, Ũ = ũ− ũe è X = x−xe. Â ñëåäñòâèè

ýòîãî ñèñòåìà (3) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

17





˙̃X(t) = −[δ̃ + β̃(X(t)) + α̃X̃(t) + xe + α̃x̃e](X̃(t) + x̃e)

+2(1− K̃)e−γ̃τ(Ũ(t− τ) + ũe),

Ũ(t) + ũe = β̃(X(t)) + α̃X̃(t) + xe + α̃x̃e(X̃(t) + x̃e)

+2K̃e−γ̃τ(Ũ(t− τ) + ũe),

Ẋ(t) = −[δ + β(X(t) + X̃(t) + xe + x̃e)](X(t) + xe)

+2e−γτβ(X(t− τ) + X̃(t− τ) + xe + x̃e)(X(t− τ) + xe).

×òîáû óïðîñòèòü àíàëèç ñèñòåìû, ïåðåïèøåì åå â áîëåå óäîáíîé ôîð-

ìå:


˙̃X(t) = −a1X̃(t) + a2X(t) + a3Ũ(t− τ) + F (X(t), X̃(t)),

Ũ(t) = a4X̃(t) + a2X(t) + a5Ũ(t− τ)− F (X(t), X̃(t)),

Ẋ(t) = −a6X(t)− a7X(t) + a8X(t− τ) + a9X̃(t− τ) +G(Xl, X̃l),

(5)

ãäå

F (X(t), X̃(t)) = −θ̃[α̃X̃2(t) +X(t)X̃(t)]− R̃(X(t) + α̃X̃(t))(X̃(t) + x̃e),

G(Xl, X̃l) = −θ[X2(t− τ) +X(t)X̃(t)]−R(X(t) + X̃(t))(X(t) + xe) +

+2e−γτθ[X2(t− τ) +X(t− τ)X̃(t− τ)] + 2e−γτR(X(t− τ) +
+X̃(t− τ))(X(t− τ) + xe),

θ = β′(e), R(ζ) =

∫ e+ζ

e

(ζ + e− l)β(2)(l)dl, ζ = X + X̃, e = xe + x̃e,

θ̃ = β̃′(ẽ), R̃(ζ̃) =

∫ ẽ+ζ

ẽ

(ζ̃ + ẽ− l)β̃(2)(l)dl, ζ̃ = X + α̃X̃, ẽ = xe + α̃x̃e.
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Ïàðàìåòðû ai îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:


a1 = δ̃ + β̃(xe + α̃x̃e) + α̃θ̃x̃e, a2 = θ̃x̃e, a3 = 2(1− K̃)e−γ̃τ ,

a4 = β̃(xe + α̃x̃e) + α̃θ̃x̃e, a5 = 2K̃e−γ̃τ , a6 = δ + β(xe + x̃e) + θxe,

a7 = θxe, a8 = 2e−γτ [β(xe + x̃e) + θxe], a9 = 2e−γτθxe.

Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà íåéòðàëüíîãî òèïà

Îïóñòèì íåëèíåéíóþ ÷àñòü ñèñòåìû (4) è ðàññìîòðèì ïîëó÷èâøóþñÿ

ëèíåéíóþ ñèñòåìó:


˙̃X(t) = −a1X̃(t) + a2X(t) + a3Ũ(t− τ),

Ũ(t) = a4X̃(t) + a2X(t) + a5Ũ(t− τ)

Ẋ(t) = −a6X(t)− a7X(t) + a8X(t− τ) + a9X̃(t− τ).

Ââåäåì â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíóþ äèíàìèêó, ñîõðàíÿÿ ñâîéñòâî óñòîé-

÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè. À êîíêðåòíî, äèôôåðåíöèðóåì âòîðîå óðàâíåíèå

è âû÷èòàåì èç íåãî ýòî æå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî

G. Òàêèì îáðàçîì ê ñïåêòðó ñèñòåìû äîáàâèòñÿ ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ = G,

òàê êàê G < 0, òî óñòîé÷èâîñòü íå èçìåíèòñÿ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó íåéòðàëü-

íîãî òèïà:
d
dt [x(t)−Dx(t− τ)] = A0x(t) + A1x(t− τ),

ãäå

D =

 0 0 0

0 0 0

0 0 a5



A0 =

 −a6 −a7 0

−a2 −a1 0

a2 − a2a6 − a2a4 a4 − a2a7 − a1a4 −1



A1 =

 a8 a9 0

0 0 a3

a2a8 a2a9 a3a4 + a5
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Ãëàâà 2. Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü

Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè Ìàð÷óêà ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðà-

ìåòðàõ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñåòìó ñ çàïàçäûâàíèåì âèäà:

dx(t)

dt
= A0x(t) + A1x(t− h), t ≥ 0, (6)

ãäå A0, A1 � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n × n, à h � ïîëîæè-

òåëüíîå çàïàçäûâàíèå.

Ñèñòåìà (5) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâó-

þò γ ≥ 1 è σ > 0 òàêèå, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå x(t, φ) ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

‖x(t, φ)‖ ≤ γe−σt‖φ‖h, t ≥ 0,

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðè-

ìåíåíèå ìàòðèöû Ëÿïóíîâà. Ïðèâåäåì åå îïðåäåëåíèå.

Ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (5) íàçûâàþò íåïðåðûâíóþ ôóíê-

öèîíàëüíóþ ìàòðèöó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1)Äèíàìè÷åñêîå:
d
dtU(τ) = U(τ)A0 + U(t− τ)A1, τ ≥ 0;

2) Ñèììåòðè÷åñêîå:

U(−τ) = UT (τ), τ ≥ 0;

3) Àëãåáðàè÷åñêîå:

U(0)A0 + U(−τ)A1 + AT
0U(0) + AT

1U(τ) = −W

Òåîðåìà 1 Ìàòðèöà Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì (5) ñóùå-

ñòâóåò è åäèíñòâåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Ëÿïóíîâà, ò.å. íå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûõ s1 è s2 ñèñòåìû òàêèõ, ÷òî

s1 + s2 = 0.

Òåîðåìà 2 Ñèñòåìà (5) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà óñëîâèå Ëÿïóíîâà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ r ≥ 2:

[U( j−ir−1H)]ri,j=1 > 0.
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Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû:

A0 =


β − γF0 0 −γV0 0

0 −µC 0 0

−ηγF0 ρ −(µf + ηγV0) 0

σ 0 0 −µm



A1 =


0 0 0 0

αF0 0 αV0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


Çàôèêñèðóåì âñå ïàðàìåòðû, çà èñêëþ÷åíèåì β è µC :

α = 3.7 · 10−11, γ = 8.5 · 10−14, ρ = 7000, η = 20, µf = 0.05

µf = 0.05, σ = 10−8, µm = 0.4, V0 = 1000, β ∈ [0; 0.33], µC ∈ [0; 1]

Ïðè r = 4 ïîëó÷àåì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóí-

êå 2.
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Ðèñ. 2: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû (6) ïðè r=4
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Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè ðàçâèòèÿ îïóõîëè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåé-

òðàëüíîãî òèïà:

d

dt
[x(t)−Dx(t− h)] = A0x(t) + A1x(t− h), t ≥ 0, (7)

ãäå h > 0 è A0, A1 è D � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n × n.

Ïóñòü φ: [−h, 0] → Rn � íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðî-

ñòðàíñòâó êóñî÷íî � íåïðåðûâíûõ âåêòîð � ôóíêöèé PC([−h, 0], Rn), çà-

äàííûõ íà îòðåçêå [−h, 0].
Òàê êàê ñèñòåìà ñòàöèîíàðíà, ïðåäïîëîæèì ÷òî t0 = 0 è x(θ) =

φ(θ), θ ∈ [−h, 0].
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðè-

ìåíåíèå ìàòðèöû Ëÿïóíîâà. Ïðèâåäåì åå îïðåäåëåíèå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî U(τ) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè

îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) Äèíàìè÷åñêîå ñâîéñòâî:
d
dt [U(τ)− U(τ − h)D] = U(τ)A0 + U(τ − h)A1, τ > 0;

2) Ñâîéñòâî ñèììåòðèè:

U(−τ) = UT (τ);

3) Àëãåáðàè÷åñêîå ñâîéñòâî:

AT
0U(0)+U(0)A0−AT

0U(−h)D−DTU(h)A0+A
T
1U(h)+U(−h)A1−

AT
1U(0)D −DTU(0)A1 = −W.

Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâó-

þò êîíñòàíòû σ > 0 è γ ≥ 1 òàêèå, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

‖x(t, φ)‖ ≤ γe−σt‖φ‖h, t ≥ 0,

ãäå ‖φ‖h = supθ∈[−h,0]‖φ(θ)‖.
Ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ó ñèñòåìû (1) íåò ñîáñòâåííîãî ÷èñëà s0 òàêîãî, ÷òî −s0 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ñèñòåìû (1).
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2. Ó ìàòðèöû D íåò ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ0 òàêîãî, ÷òî λ−1
0 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû D.

Òåîðåìà 3 Ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ìàòðèöà D ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Øóðà è óñëîâèå Ëÿïóíîâà âû-

ïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ r ≥ 2

{U( j−ir−1H)}ri,j=1 > 0.

Åñëè ðàñïèñàòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áîëåå ïîäðîáíî, ïîëó÷èì:
U(0) U( H

r−1) U( 2H
r−1) . . . U(H)

UT ( H
r−1) U(0) U( H

r−1) . . . U( (r−2)H
r−1 )

UT ( 2H
r−1) UT ( H

r−1) U(0) . . . U( (r−3)H
r−1 )

...
...

... . . . ...

UT (H) UT ( (r−2)H
r−1 ) UT ( (r−3)H

r−1 ) . . . U(0)

 (8)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû:

D =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0.26812802



A0 =

 −0.26402812 0.07201221 0

0.06780559 −2.58279852 0

0.06230158 −2.62409547 −1



A1 =

 0.19186428 −0.14388047 0

0 0 1.07251207

−0.01300947 0.0097559 2.04291941


Çàôèêñèðóåì âñå ïàðàìåòðû, çà èñêëþ÷åíèåì γ̃ è δ̃:

K̃ = 0.2, ũe = 0.05938567, x̃e = 0.02179864, β̃(m) =
2.78

1 + 3m2
,

δ = 0.168, γ = 0.001, τ = 1, β(m) =
0.219

1 + 4m2
, xe = 0.25354595
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γ̃ ∈ [0; 50], δ̃ ∈ [0; 50]

Ïðè r = 10 ïîëó÷àåì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóí-

êå 3.

Ðèñ. 3: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû (7) ïðè r=10

Çàôèêñèðóåì âñå ïàðàìåòðû, çà èñêëþ÷åíèåì K̃ è δ:

γ̃ = 0.4, ũe = 0.05938567, x̃e = 0.02179864, β̃(m) =
2.78

1 + 3m2
,
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δ̃ = 0.928, γ = 0.001, τ = 1, β(m) =
0.219

1 + 4m2
, xe = 0.25354595

K̃ ∈ [0; 1], δ ∈ [0; 5]

Ïðè r = 7 ïîëó÷àåì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóí-

êå 4.

Ðèñ. 4: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû (7) ïðè r=7
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Âûâîäû

Äëÿ ìîäåëè Ìàð÷óêà áûëî èññëåäîâàíî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ñîñòîÿíèþ õðîíè÷åñêîãî çàáîëåâàíèÿ, äëÿ ìîäåëè ðàçâèòèÿ ðàêà

ìû ñôîêóñèðîâàëèñü íà àíàëèçå ñîñòîÿíèÿ ñïÿ÷êè.

Äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ðåàëèçîâàííîé

íà ÿçûêå Python 3 ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåê NumPy, SciPy, matplotlib

è òåîðåì îá óñòîé÷èâîñòè â òåðìèíàõ ìàòðèö Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ çà-

ïàçäûâàíèåì áûëè íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì óñòîé÷èâû/íåóñòîé÷èâû.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ çàïàçäûâàíèÿ âòî-

ðàÿ ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà, ò.å. çàïàçäûâàíèå èãðàåò â íåé ñòàáèëèçèðóþùóþ

ðîëü.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû äâå ìåäèöèíñêèå ìî-

äåëè. Ïåðâàÿ, ìîäåëèðóþùàÿ ïðîöåññ ðàçâèòèÿ èíôåêöèîííîãî çàáîëåâà-

íèÿ, îïèñàíà ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû - ðåøåíèå, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ñîñòîÿíèþ çäîðîâîãî îðãàíèçìà, è ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

ñëó÷àþ õðîíè÷åñêîãî çàáîëåâàíèÿ. Âòîðàÿ, ìîäåëèðóþùàÿ ïðîöåññ ðàçâè-

òèÿ ðàêîâîé îïóõîëè â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà, ïðåîáðàçîâàíà â äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó íåéòðàëüíîãî òèïà. Ìû èññëåäîâàëè ïîëîæåíèå ñèñòå-

ìû, ïðåäñòàâëÿþùåå íà äàííûé ìîìåíò áîëüøîé èíòåðåñ â ìåäèöèíñêîé

ñôåðå - ñîñòîÿíèå ñïÿ÷êè îïóõîëè.

Äëÿ îáåèõ ìîäåëåé áûëè ïîñòðîåíû ãðàôèêè, îòîáðàæàþùèå îáëàñòè

óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-

ðîâ.
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