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[bookmark: _Toc9775787]Введение
Налоговая политика является важной частью экономической политики любого государства. Оптимальное налогообложение одна из основных проблем этой политики: при слишком высоких налогах наиболее богатая часть общества склонна скрывать свои доходы и менять налоговое резидентство, а при слишком низких государство недополучает деньги, которые население может и готово отдавать без недовольства политикой государства. Эффективно регулируя налоговую систему, можно не только пополнить бюджет (фискальная функция налогов), но и улучшить положение отдельных граждан (социальная и стимулирующая функции) [1]. Неоптимальное налогообложение может вести к снижению производительности труда и уменьшению инвестиций [2].
В Российской Федерации в 2018 году самые большие поступления в консолидированный бюджет приходились на налог на добычу полезных ископаемых (примерно 6,1 трлн. руб.), налог на прибыль (4,1 трлн. руб.), налог на доходы физических лиц (примерно 3,6 трлн. руб.) и НДС (примерно 3,5 трлн. руб.) [3]. Хотя НДФЛ не является главной статьёй доходов бюджета в нашей стране, он является налогом, который напрямую влияет на благосостояние отдельного гражданина. Как показывают исследования [2], [4] и [5], снижение подоходного налога наравне со снижением налога на прибыль позволяет увеличить ВВП в долгосрочной перспективе, то есть улучшить экономическое состояние страны.
Для налогообложения доходов используются «прогрессивная» и «плоская» шкалы: первая предполагает рост ставки с ростом доходов (налог взимается либо целиком со всего дохода, либо ступенчато, то есть только с той части, которая превысила нижнюю границу данной ступени), вторая – одинаковую ставку для всех. Плоская шкала в меньшей степени способствует перераспределению доходов от богатых к бедным, но она проще и легче в администрировании налогообложения [1],  к тому же она более справедлива с точки зрения хорошо зарабатывающего человека: с плоской шкалой он и так платит больше, чем менее богатый, но при этом не так сильно стремится к уклонению от налогов и не теряет интерес к работе, как это происходит в случае прогрессивной шкалы, налогообложение при которой можно рассматривать как штраф за обогащение. Также, как показывает исследование [2], прогрессивное налогообложение вредит росту экономики.
Исходя из вышеперечисленных фактов, целесообразно рассмотреть задачу эффективного плоского налогообложения доходов физических лиц. В качестве критерия эффективности предлагается использовать принцип оптимальности Парето – один из основных в современной экономической науке.
Оптимальность по Парето – это такое состояние некоторой системы, при котором значение какого-либо отдельного показателя, характеризующего систему, не может быть улучшено без ухудшения хотя бы одного другого показателя.
В данной работе ставится задача эффективного плоского налогообложения, формализуется поведение налогоплательщиков и государства, описывается построение множества Парето – множества оптимальных по Парето решений задачи.

[bookmark: _Toc9775788]Постановка задачи
Экономическим агентом называется субъект экономических отношений, принимающий некоторые решения, касающиеся производства, распределения, обмена и/или потребления экономических благ.
Рассмотрим множество экономических агентов X, состоящее из n элементов. Пусть у каждого из агентов имеется функция полезности u (функция выгоды, получаемой агентом при выполнении определённых действий). Предполагается, что все агенты действуют рационально, поэтому они хотят максимизировать свои функции полезности (то есть, таким образом, каждый агент хочет улучшить своё благосостояние). Потребление агента ограничивается его доходами. В зависимости от установленной ставки подоходного налога, агенты принимают решения, каким образом им распорядиться своими деньгами (уйти от налогов, легально понизить ставку или не делать ничего из вышеперечисленного) и какое время затратить на работу, то есть, по сути, выбирают свои стратегии. Государство способно наблюдать доходы агентов. Его цель – максимальное наполнение бюджета, зависящее от налоговых поступлений. Имеется бюджетное ограничение. Государство хочет выбрать налоговую ставку так, чтобы она была выгодна и ему, и налогоплательщикам. Необходимо определить множество оптимальных по Парето решений задачи.

[bookmark: _Toc9775789]Обзор литературы
Для погружения в область оптимального подоходного налогообложения использовалась подробная статья T. Piketty и E. Saez «Optimal Labor Income Taxation» [6], в которой приводятся историческая справка, обзор ключевых зарубежных работ, справка об основных концепциях моделей (например, функция общественного благосостояния), представлены модели линейного и нелинейного оптимального налогообложения и дополнительные улучшения к ним, описаны проблемы стандартного утилитарного подхода (такие как, например, отрицательное отношение общественности к перераспределению добросовестно заработанных денег и к пособиям для здоровых и способных работать людей). Также с индивидуальным подоходным налогообложением помогла разобраться отличная обзорная статья А. И. Погорлецкого [1].
Основные работы по математическому осмыслению индивидуального подоходного налогообложения написаны зарубежными экономистами [1], ссылки на них имеются в статьях [1] (в ней так же есть ссылки на отечественных исследователей) и [6]. Работа J. Mirrlees [7] является центральной в области, в ней ставится задача максимизации функции общественного благосостояния, состоящей из индивидуальных функций полезности, с ограничениями на государственный бюджет и ограничениями, появляющимися при реакции налогоплательщиков на налоговую политику, а также формализуется необходимость поиска государством компромисса между перераспределением доходов в пользу нуждающихся и нежеланием граждан платить высокие налоги и отмечается, что оптимальное налогообложение близко к линейному.
Подавляющее большинство работ посвящено нелинейному налогообложению, то есть исследуется общий случай, подразумевающий прогрессивную шкалу налогов, при этом получающиеся шкалы иногда бывают сложнее реально используемых, что делает их внедрение практически невозможным. Линейное налогообложение исследуется в работе E. Sheshinski [8], где применяется подход с функцией общественного благосостояния, а также исследуется эластичность трудового предложения (чувствительность трудового предложения к изменению дохода).
Парето-оптимальное подоходное налогообложение рассматривается в работе J. Stiglitz [9]. В ней исследуется поведение двух групп налогоплательщиков, однако не строится множество Парето.
Общий вид функции полезности налогоплательщика взят из работы P. Pankiewicz [10]. Для вычислений выбрана немного изменённая функция, использовавшаяся в статье S. Bastani [11], которая, по утверждению автора, обычно используется в такого вида работах.
В работе использован генетический алгоритм NSGA-II поиска недоминируемых решений (решение не хуже остальных по всем параметрам, а хотя бы по одному параметру лучше). Его описание можно найти в оригинальной статье [12].

[bookmark: _Toc9775790]Глава 1. Модель
Будем рассматривать статичную модель. Для простоты положим функции полезности налогоплательщиков идентичными. Задача состоит в максимизации n+1 функции (n агентов и государство):

при некоторых ограничениях, описанных ниже. Агенты конкурируют с государством, но не между собой.
1.1. [bookmark: _Toc9775791]Функция полезности налогоплательщика
Рассматривается (с небольшими изменениями) функция , где , предложенная в статье [10]. Используются следующие обозначения:
c – уровень потребления агента, ;
l – время, затраченное агентом на работу,  (предполагается, что при  агент прекращает работать, при  близком к 1 работает на текущей работе, а при промежуточных значениях переходит на менее оплачиваемую работу, таким образом текущая работа считается пределом способностей агента на данный момент);
 – склонность агента к уклонению от налогов, .
Для функции предполагается выполнение трёх условий, согласующихся с экономической теорией [13, с. 166]:
1. увеличение потребления ведёт к увеличению значения функции полезности (при прочих равных), но при этом снижается предельная полезность  по отношению к нему (то есть замедляется скорость роста u,  и );
2. при увеличении времени работы u уменьшается (то есть ), таким образом сильное увеличение ставки налога может привести к полному прекращению работы [6, с. 14];
3. повышение ε ведёт к увеличению u, но также к снижению , при этом предельная полезность может принимать и отрицательные значения (то есть после некоторого критического значения ε происходит уменьшение u).
1.2. [bookmark: _Toc9775792]Ограничения
Налогоплательщик пользуется всеми полученными средствами для покупки товаров и услуг. Ограничения агента записываются равенством:
,
где учитываются:
p – стоимость единицы потребляемого агентом товара (можно использовать, например, взвешенное среднее или стоимость минимального набора продуктов питания);
[bookmark: _Hlk9353075]τ – фиксированная ставка подоходного налога ( означает, что агент легально уменьшил ставку налога на значение );
ω – доход от работы (предполагается, что распределение доходов известно);
 – цена, которая платиться агентом за уменьшение ставки;
m – дополнительные доходы агента (для простоты также облагаемые налогом со ставкой τ);
 – коэффициент штрафа, которым облагается агент за уклонение от налогов, .
Пусть  – доход i-го агента, равный

Функция государства представляет собой простую сумму взимаемых налогов и штрафов, административные издержки не учитываются:

Бюджетное ограничение запишется в следующем виде:
,
где B – минимальная сумма денег, которую хочет получить государство, .

[bookmark: _Toc9775793]Глава 2. Множество Парето
[bookmark: _Toc9775794]2.1.	Данные
Рассмотрим случай нашей страны. Согласно Налоговому кодексу [14], статья 122, неуплата налогов влечёт взыскание штрафа в размере 20% или 40% от неуплаченной суммы налога (в зависимости от того, умышленно или нет совершено нарушение), а также наказание за уклонение от уплаты налогов предусмотрено статьёй 198 Уголовного кодекса [15]. Включим в модель 40% штраф и нижнюю границу штрафа из статьи УК – 100 тысяч руб.:
,

В данных о доходах нет разделения на доход от работы и иные доходы, обозначаемые m, а права на легальное уменьшение ставки в России имеются у небольшой массы населения. Поэтому для простоты уберём из ограничений :

Сами данные о доходах в месяц по России (за 2016 год, построены по данным Росстата), взятые из статьи [16], представлены ниже (таблица 1).
	Социальная группа
	Интервал доходов, руб. (в скобках среднее)
	Доля численности населения группы, %

	Наименее обеспеченные
	0 – 12701,2 (8660,4)
	22,14

	Низкообеспеченные
	12701,2 – 22894,8 (17539,8)
	27,86

	Обеспеченные ниже среднего
	22894,8 – 41269,3 (30738,3)
	27,86

	Среднеобеспеченные
	41269,3 – 78624 (54998,3 6204)
	16,74

	Высокообеспеченные
	78624 – ∞ (114164,9) 
	5,4


Таблица 1
Для построения решений данные агентов из интервалов будем брать пропорционально их доле в общей численности населения, то есть чем больше доля, тем большее число из n агентов будут взяты из данного интервала. В соответствии с выводом статьи [1] о том, что России в ближайшее время не следует радикально менять сложившуюся систему индивидуального подоходного налогообложения, положим . За p возьмём среднюю месячную стоимость минимального набора продуктов питания в 2016 году по данным Росстата [17]:  руб. Бюджетное ограничение возьмём . Функцию полезности для каждого агента используем следующую [11]:
,
где параметр k – это эластичность Фриша (чувствительность трудового предложения к изменению дохода),  (эластичность 0,5), а  – коэффициент масштабирования распределения доходов, .
[bookmark: _Toc9775795]2.2.	Построение
Запишем задачу полностью. Необходимо построить множество оптимальных по Парето решений задачи

при ограничениях:


Для построения множества Парето использовалась библиотека многокритериальной оптимизации pymoo (Python) [18], в частности широко используемый генетический алгоритм NSGA-II [12]. Идея алгоритма заключается в следующем: 1) начальные значения (популяция) выбираются случайно, они сортируются и образуют начальное множество Парето, 2) при селекции больший приоритет имеют значения, наиболее отдалённые (по метрике) от скоплений значений, набирается некоторое количество «лучших», 3) после этого происходит скрещивание выбранных «лучших» («наследуются» черты обоих значений) и возвращение в популяцию полученных значений, происходит сортировка и переход к пункту 2 (пока не достигается максимальное число поколений), 4) полученное решение является лучшим Парето-оптимальным из последней популяции. Имплементация с описанием находится в приложении.
Множество строилось для набора из n = 10, 100 и 1000 агентов. Результат работы алгоритма, отражённый в виде графиков «доход государства»-«ставка налога», представлен на рисунках 1-3 ниже. По графикам видно, что при росте количества агентов решения концентрируются ближе к той части, где ставка налога максимальная – 15%. Стоит отметить, что решения не вытягиваются по одной кривой из-за большого числа конкурирующих критериев (алгоритм в таким случаях работает неидеально).
[image: ]Рис. 1. .
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Рис. 3. .
При выполнении расчётов изменения в параметрах алгоритма существенно не меняли результатов (кроме размера популяции, который влияет на точность: чем больше – тем лучше), а также выяснилось, что большое число агентов стремится к уклонению от налогов, поэтому было решено убрать переменную ε из функции полезности налогоплательщика, а также отказаться от ограничений, налагаемых из-за её наличия. Для случая России это не критично, так как, как утверждает статья [1] со ссылкой на исследования экспертов ОЭСР (Организация экономического сотрудничества и развития), уровень уклонения у нас низкий, то есть можно им пренебречь. Можно предположить, что происходило это, во-первых, из-за плохого отражения действующего законодательства в ограничениях (согласно статье УК [15] за уклонение возможно наказание в виде лишения свободы, которое, очевидно, сильнее влияет на поведение агента, чем штраф, который при достаточно большом доходе не страшен), во-вторых, из-за некорректного моделирования уклонения ε в целом.
2.3. [bookmark: _Toc9775796]Алгоритм нахождения компромиссного решения (критерий Ролза)
Для нахождения единственного решения можно использовать критерий, названный в честь американского философа Джона Ролза. Представленный алгоритм взят из статьи [19]. Находится агент, потери которого максимальны, и ищется решение, при котором он выигрывает больше всего.
1. Пусть Q – множество возможных решений.
, ,
где m - количество возможных ставок налога τ, а ,  находятся, например, как  при ограничениях, заданных для данного . Найдём значения функций полезности  для всех  (всего mxn значений). Найдём идеальный вектор
,
элементами которого являются максимальные значения  для всех .
2. Для каждого  посчитаем разностную матрицу размерности mxn
,
каждый элемент которой определяет величину проигрыша соответствующего агента относительно его возможной максимальной выгоды.
3. В полученной матрице для каждого  выберем максимальные значения
,
то есть максимальные значения в каждой строке.
4. Из этих  выберем минимальный. Соответствующий ему  будет компромиссным решением, отвечающим искомой ставке подоходного налога .
С помощью данного критерия были найдены значения ставки  и 0.1497 (для n = 10, 100 и 1000 соответственно). Распишем решение для n = 10 подробнее.
В таблице 2 представлены значения функций полезности агентов (от ) для каждого найденного алгоритмом многокритериальной оптимизации решения (каждая строка соответствует решению), округлённые до 3-го знака:
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2.042
	2.243
	2.065 
	2.193 
	2.243 
	2.055 
	2.068 
	2.074 
	2.07 
	2.245

	2.02  
	2.039 
	2.072 
	2.154 
	2.072 
	2.078 
	2.021 
	2.242 
	2.038 
	2.243

	2.241 
	2.069 
	2.071 
	2.25  
	2.058 
	2.055 
	2.198 
	2.215 
	2.068 
	2.073

	1.948 
	2.009 
	1.562 
	1.449 
	1.87  
	1.797 
	2.123 
	1.945 
	2.086 
	1.945

	2.06  
	2.109 
	2.186 
	2.022 
	2.246 
	2.115 
	2.243 
	2.104 
	2.08  
	2.055

	2.13  
	1.867 
	1.359 
	1.916 
	1.87  
	2.072 
	1.949 
	1.895 
	2.064 
	2.012

	2.097 
	2.056 
	2.08  
	2.118 
	2.073 
	2.249 
	2.08  
	2.022 
	2.114 
	2.073

	2.244 
	2.109 
	2.179 
	2.078 
	2.063 
	2.194 
	2.073 
	2.043 
	2.217 
	2.192

	2.072 
	2.068 
	2.246 
	2.242 
	2.059 
	2.243 
	2.199 
	2.069 
	2.092 
	2.101

	2.032 
	2.069 
	2.13  
	2.125 
	2.052 
	2.09  
	2.243 
	2.026 
	2.058 
	2.245


Таблица 2
Идеальный вектор:

Матрица A представлена в таблице 3:

	0.202    
	0
	0.181
	0.057  
	0.003  
	0.194  
	0.175  
	0.168  
	0.147
	0

	0.224  
	0.204  
	0.174 
	0.096  
	0.174  
	0.171  
	0.222 
	0    
	0.179  
	0.002

	0.003  
	0.174  
	0.175    
	0
	0.188  
	0.194  
	0.045  
	0.027  
	0.149  
	0.172

	0.296  
	0.234  
	0.684  
	0.801  
	0.376  
	0.452  
	0.12   
	0.297  
	0.131  
	0.3

	0.184  
	0.134  
	0.06   
	0.228   
	0
	0.134    
	0
	0.138  
	0.137  
	0.19

	0.114  
	0.376  
	0.887  
	0.334  
	0.376  
	0.177  
	0.294  
	0.347  
	0.153  
	0.233

	0.147  
	0.187  
	0.166  
	0.132  
	0.173 
	0    
	0.163  
	0.22   
	0.103  
	0.172

	0
	0.134  
	0.067  
	0.172  
	0.183  
	0.055  
	0.17   
	0.199 
	0    
	0.053

	0.172  
	0.175 
	0  
	0.008  
	0.187  
	0.006  
	0.044  
	0.173  
	0.125  
	0.144

	0.212  
	0.174 
	0.116  
	0.125  
	0.194  
	0.159 
	0    
	0.216  
	0.159
	0


Таблица 3
Максимальные значения в каждой строке равны 0.202, 0.224, 0.194, 0.801, 0.228, 0.887, 0.22, 0.199, 0.187 и 0.216 соответственно, минимальное среди них 0.187, т.е.  является компромиссным решением.
Стоит отметить, что в реальном подоходном налогообложении данный критерий вряд ли может использоваться, поскольку государство скорее всего не будет ориентироваться на обычно незначительную группу самых бедных граждан [6, с. 68-69].

[bookmark: _Toc9775797]Вывод
В результате работы построено множество Парето-оптимальных решений задачи оптимизации налоговой системы на примере Российской Федерации, а также найдено компромиссное решение. Можно сделать следующие выводы:
1). Из-за точности работы алгоритма оптимизации данные решения задачи скорее всего уступают решениям, получаемым с помощью классических моделей, но зато дают более широкий выбор налоговой ставки.
2). Необходимо дальнейшее исследование моделирования ситуаций уклонения от уплаты налогов, потому что их использование в предложенном виде не согласуется с реальностью.
3). Стоит попробовать либо упростить постановку задачи, чтобы с ней справлялись существующие алгоритмы, либо попытаться рассмотреть множество Парето в случае классических моделей.

[bookmark: _Toc9775798]Заключение
В рамках данной работы поставленная задача были выполнена. Поведение налогоплательщика и государства формализовано, множество оптимальных по Парето решений задачи оптимального налогообложения построено через решение задачи многокритериальной оптимизации. Несмотря на то, что решение нельзя назвать очень точным из-за того, что алгоритмы с трудом справляются с одновременной оптимизацией большого числа конкурирующих функций, модель можно использовать при рассмотрении вопроса об изменении ставки подоходного налога.
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Программный код решения задачи.
Определение функций
import numpy as np
# средняя месячная стоимость минимального набора продуктов питания
p = 3695.28
multiplier = 1/p

# функция полезности агента
def utility(tax, labor, wage):
    return np.log(multiplier*wage*labor*(1-tax))-0.85*labor**3

# функция государства
def revenue(tax, labor, wage):
    return tax*wage*labor   
Параметры и данные
# бюджетное ограничение
budget = 0
# количество агентов
n = 10

# данные о доходах
wage = []

for i in range(round(n*0.22)):
    wage.append(round(random.uniform(6204,12701.2), 2))

for i in range(round(n*0.28)):
    wage.append(round(random.uniform(12701.2,22894.8), 2))
    wage.append(round(random.uniform(22894.8,41269.3), 2))

for i in range(round(n*0.17)):
    wage.append(round(random.uniform(41269.3,78624), 2))

for i in range(round(n*0.05)):
    wage.append(round(random.uniform(78624, 500000), 2))

n = len(wage)

# ограничения на переменные
lower_bound = np.array([0.1])
lower_bound = np.pad(lower_bound, (0, n), 'constant')
upper_bound = np.array([0.15])
upper_bound = np.pad(upper_bound, (0, n), 'constant', constant_values=1)
Класс для задачи
from pymop.problem import Problem

class OptimalTax(Problem):

    def __init__(self):
        # задаётся число переменных, число целевых функций,
        # число ограничений и границы
        super().__init__(n_var=n+1, n_obj=n+1, n_constr=1,
                         xl=lower_bound, xu=upper_bound)

    def _evaluate(self, x, out, *args, **kwargs):
        agents = []
        government = 0
        # построение функций для государства и агента по данным
        # в библиотеке происходит минимизация, поэтому "минус"
        for i in range(n):
            agents.append(-utility(x[:,0], x[:,i+1], wage[i]))
            government -= revenue(x[:,0], x[:,i+1], wage[i])
        out["F"] = np.column_stack([agents, government])
        # ограничение на бюджет (<=0)
        out["G"] = government+budget

problem = OptimalTax()
Алгоритм
from pymoo.algorithms.nsga2 import nsga2
from pymoo.optimize import minimize
import matplotlib.pyplot as plt

# выбор алгоритма
method = nsga2(pop_size=10)

# работа алгоритма
res = minimize(problem,
               method,
               termination=('n_gen', 100),
               seed=1,
               save_history=True,
               disp=False)

# построение графика
plt.figure(figsize=(20,10))
plt.scatter(-res.F[:,-1], res.X[:,0]*100)
plt.title("Множество Парето")
plt.xlabel("Доходы государства")
plt.ylabel("Ставка налога")
plt.grid()
plt.show()
Компромиссное решение
x = np.array(res.F)
x = -x[:, :-1]
M = x.max(axis=0)
A = -(x-M)
max_by_row = A.max(axis=1)
print(res.X[np.argmin(max_by_row), 0])
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