
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÍÀÐÛØÊÈÍ Ïåòð Åâãåíüåâè÷

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà

Ôèëüòðàöèè êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð â òåíçîðíûõ

ïðîèçâåäåíèÿõ

Óðîâåíü îáðàçîâàíèÿ: Ñïåöèàëèòåò

Íàïðàâëåíèå 01.05.01 �Ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà�

Îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà ÑÌ.5007. �Ôóíäàìåíòàëüíûå

ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà�

Ïðîôèëü: Òåîðèÿ ôóíêöèé

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: ïðîôåññîð

ìàòåìàòèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî

ôàêóëüòåòà, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê,

ïðîôåññîð, Âåðøèê À.Ì.

Ðåöåíçåíò: ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê

ëàáîðàòîðèè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÏÎÌÈ ÐÀÍ,

êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, Âàñèëüåâ Í.Í.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

2019



Saint Petersburg State University

NARYSHKIN Petr

Quali�cation Research Paper

Filtrations of commutative subalgebras in tensor products

Education level: Specialitet

Specialty 01.05.01 �Fundamental Mathematics and Mechanics�

Educational program ÑÌ.5007. �Fundamental Mathematics and

Mechanics�

Department: Function Theory

Advisor: Professor of mathematics at

Mathematics and Mechanics Faculty,

doctor of physical and mathematical

sciences, professor, Vershik A.M.

Reviewer: Senior Researcher at Laboratory

of Representation Theory and Dynamical

Systems, PDMI RAS, candidate of physical

and mathematical sciences, Vasiliev N.N.

Saint Petersburg

2019



1 Ââåäåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî èçëîæèì ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóþùèåñÿ
â íàøåé ðàáîòå, à òàêæå åå ìîòèâèðóþùèå. Âñå îíè âçÿòû èç [1].
Â ïóíêòå 1 ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è ïðîñòåéøèå ôàêòû. Â
ïóíêòå 2 èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1] (â óïðîùåííîì
âèäå).

1.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñ íåïðåðûâíîé ìåðîé, òî åñòü
ïðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíîå mod 0 îòðåçêó [0, 1] ñ ëåáåãîâîé ìåðîé. Èç-
ìåðèìûì ðàçáèåíèåì â îáùåì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå (X,µ) íà
ïðîîáðàçû òî÷åê ïðè èçìåðèìîì îòîáðàæåíèè f : X → R. Îáû÷íûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/ ξ è ôàêòîð-ìåðà µξ.
Ðàçáèåíèå íà îòäåëüíûå òî÷êè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ε, à ðàçáèåíèå íà
äâà êëàññà (ïîëíîé è íóëåâîé ìåðà) � ÷åðåç ν.

Ãîâîðèì, ÷òî ðàçáèåíèå ξ1 áîëüøå ðàçáèåíèÿ ξ2 (ξ1 � ξ2), åñëè
ïî÷òè âñÿêèé ýëåìåíò ξ2 åñòü îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ ξ1. Åñëè äàíî
ñåìåéñòâî ðàçáèåíèé ξα, òî åãî ñóïðåìóìîì (∨ξα) íàçûâàåòñÿ ðàç-
áèåíèå, ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ ξα; åãî
èíôèìóìîì (∧ξα) íàçûâàåòñÿ ñàìîå ìåëêîå èçìåðèìîå ðàçáèåíèå,
ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîñòàâëåíû èç ýëåìåíòîâ ξα. Èíôèìóì ñåìåéñòâà
ðàçáèåíèé (äàæå êîíå÷íîãî) ñóùåñòâóåò íå âñåãäà. Òåì íå ìåíåå, îí
êîððåêòíî îïðåäåëåí äëÿ óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðè-
ìûõ ðàçáèåíèé. Ñòàòüÿ [1] ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñà èçîìîðôíî-
ñòè äâóõ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçáèåíèé.

Ýëåìåíò (áëîê) ðàçáèåíèÿ ξ, ñîäåðæàùèé òî÷êó x îáîçíà÷àåòñÿ
ξ(x) (òàêæå Cξ(x) èëè ïðîñòî C(x)), à óñëîâíàÿ ìåðà íà ýëåìåíòå C
� ÷åðåç µC . Ïóñòü ξ è η � äâà ðàçáèåíèÿ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
t : X → X/ ξ × X/ η ôîðìóëîé x 7→ (ξ(x), η(x)); åñëè t åñòü èçîìîð-
ôèçì ïðîñòðàíñòâ (X,µ) è (X/ ξ×X/ η, µ

ξ×µη), òî ξ è η ÿâëÿþòñÿ
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íåçàâèñèìûìè âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè ðàçáèåíèÿìè.
Ãîâîðÿò, ÷òî âîçðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàç-

áèåíèé ξ1, ξ2, ξ3, . . . ñòðåìèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ξ, åñëè ∨ξn = ξ (∧ξn = ξ).
Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé ξn íàçûâàåò-
ñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè îíà ñòðåìèòñÿ ê òðèâèàëüíîìó ðàçáèåíèþ ν.

Ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ãðóïïà åãî
àâòîìîðôèçìîâ äåéñòâóåò íà íåì òðàíçèòèâíî; èíûìè ñëîâàìè, îäíî-
ðîäíûå ïðîñòðàíñòâà � ýòî ïðîñòðàíñòâà ñ ÷èñòî íåïðåðûâíîé ìåðîé
èëè ñ äèñêðåòíîé ðàâíîìåðíîé ìåðîé èç n àòîìîâ. Ðàçáèåíèå íàçû-
âàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ïî÷òè âñå åãî ýëåìåíòû åñòü èçîìîðôíûå
îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà, à ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî òîæå îäíîðîäíî.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ëþáîå îäíîðîäíîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà
Ëåáåãà ñ íåïðåðûâíîé ìåðîé îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì
àòîìîâ â òèïîâîì ýëåìåíòå (ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ðàçáèå-
íèÿ), è ÷èñëîì àòîìîâ â ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå.

Ôèíèòíûå èíâàðèàíòû óáûâàþùåé îäíîðîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðàçáèåíèé ξn ñâîäÿòñÿ ê ê íàáîðó ÷èñåë rn � ðàíãîâ ðàçáèåíèé
ξn/ ξn−1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {rn} íàçûâàåòñÿ òèïîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé. Â íàøåé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èì íàøå âíè-
ìàíèå íà äèàäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿõ, âñå ðàíãè â êîòîðûõ ðàâíû 2 (â [1] ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîèçâîëüíîãî òèïà). Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëå-
íèå äèàäè÷íîñòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ îäíîðîäíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðàçáèåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü (Xn, µn)� îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé
èç rn òî÷åê è X =

∏
Xn, µ =

∏
µn. Ðàññìîòðèì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé ξ0n, ýëåìåíòû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} ∈ X, ñîâïàäàþùèõ íà÷èíàÿ ñ n-é êîîð-
äèíàòû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé òèïà {rn} íàçûâàåòñÿ ñòàí-
äàðòíîé, åñëè îíà ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ0n.

Îñíîâíîé âîïðîñ, ðàññìàòðèâàåìûé â ñòàòüå [1] � ýòî âîïðîñ
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ñòàíäàðòíîñòè óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé.

1.2 Êðèòåðèé ñòàíäàðòíîñòè è ïðèìåð íåñòàíäàðò-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1.2.1 Êðèòåðèé ñòàíäàðòíîñòè

Ââåäåì åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Îáîçíà÷èì çà Tn ãðàäóèðîâàí-
íîå äåðåâî, ñîñòîÿùåå èç n + 1 óðîâíÿ, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî
(êðîìå âåðøèí ïîñëåäíåãî óðîâíÿ) èìååò ðîâíî äâà ïîòîìêà íà ñëå-
äóþùåì óðîâíå. Ïóñòü Dn � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî äåðåâà.
Äåéñòâèå Dn íà Tn èíäóöèðóåò äåéñòâèå Dn íà ïðîñòðàíñòâå ïóòåé â
ýòîì äåðåâå, êîòîðîå åñòåñòâåííûì îáðàçîì èçîìîðôíî Gn = {0; 1}n.
Ðàññìîòðèì òåïåðü (F (Gn, {0; 1}), ρn) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé íà Gn ñî çíà÷åíèÿìè â {0; 1}. Ìåòðèêà ρn íà íåì � ýòî
ìåòðèêà Õýììèíãà:

ρn(f, g) =
1

2n

∑
x∈Gn

|f(x)− g(x)|.

Äåéñòâèå Dn íà Gn èíäóöèðóåò, â ñâîþ î÷åðåäü, äåéñòâèå Dn íà
ýòîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Kn, rn) ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî ïî ýòîìó äåéñòâèþ, à ÷åðåç ln � ïðîåêöèþ íà ýòî ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî:

Kn = (F (Gn, {0; 1}), ρn)/Dn;

ln : F (Gn, {0; 1})→ Kn.

Ïóñòü ξn � äèàäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé ïðîñòðàí-
ñòâà X, è A ⊂ X � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Íà ïî÷òè êàæäîì ýëå-
ìåíòå C ∈ ξn èìååòñÿ äèàäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, à çíà÷èò îïðåäåëåí
ýëåìåíò ln(A ∩ C) ∈ Kn.
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Ñôîðìóëèðóåì, íàêîíåö, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [1] (â óïðî-
ùåííîì âèäå).

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé ñòàíäàðòíîñòè). Ïóñòü ξn � äèàäè÷åñêàÿ ýð-
ãîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû:

1. ξn ñòàíäàðòíà;

2. ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ðàç-
áèåíèé ηn, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ äî-
ïîëíåíèé ê ξn è ñòðåìÿùàÿñÿ ê ε.

3. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü kn ∈ Kn, òàêàÿ, ÷òî∫

C∈ξn

rn(ln(A ∩ C), kn) dµξn → 0.

Ñìûñë ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè áîëüøèõ n ïå-
ðåñå÷åíèÿ A ñ ýëåìåíòàìè ξn áëèçêè ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû
Dn.

1.2.2 Ïðèìåð íåñòàíäàðòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïðèâåäåì ïðèìåð äèàäè÷åñêîé íåñòàíäàðòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü G =
∑∞

i=1 Z2, Gn =
∑n

i=1 Z2. Ðàññìîòðèì äåé-
ñòâèå ãðóïïû G ñäâèãàìè íà ïðîñòðàíñòâå F (G, {0; 1}), ñíàáæåí-
íîì ïðîäàêò-ìåðîé. Ýòî äåéñòâèå ïîðîæäàåò äèàäè÷åñêóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé íà îðáèòû ãðóïï Gn < G. Ýòà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü îäíîðîäíà, òàê êàê äåéñòâèå ñâîáîäíî ïî÷òè âñþäó è
ýðãîäè÷íà, òàê êàê äåéñòâèå ýðãîäè÷íî. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òàêæå íåñòàíäàðòíà.
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×òîáû ïîêàçàòü íåñòàíäàðòíîñòü ïðèâåäåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî

A = {x ∈ F (G, {0; 1}) | x(e) = 1}

è äîêàçàòü òîãî, ÷òî îíî íå óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåìó óñëîâèþ Òåîðå-
ìû 1. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [1].

2 Ôèëüòðàöèè C∗-àëãåáð

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ àíàëîãè÷íîãî âîïðîñà, ïî-
ñòàâëåííîãî À. Âåðøèêîì, ñì., íàïðèìåð, [2].

Ïóñòü A = A0 > A1 > A2 > . . . � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (ôèëüòðàöèÿ) óíèòàëüíûõ C∗-àëãåáð, ïðè÷åì

An =M2(C)⊗ An+1.

Íàçîâåì ïîñëåäíåå óñëîâèå äèàäè÷íîñòüþ ôèëüòðàöèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôèëüòðàöèÿ C∗-àëãåáð íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé,
åñëè îíà èçìîìîðôíà ôèëüòðàöèè

⊗NM2(C) > 12 ⊗⊗NM2(C) > 12 ⊗ 12 ⊗⊗NM2(C) > . . . ,

ãäå 12 � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â M2(C). Ïîä ⊗NM2(C) ìû èìååì
ââèäó ìàêñèìàëüíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå (òî åñòü çàìûêàíèå àë-
ãåáðàè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîé
âîçìîæíîé C∗-íîðìû).

Ãëîáàëüíûé èíòåðåñóþùèé íàñ âîïðîñ � ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äèà-
äè÷íàÿ ôèëüòðàöèÿ ñòàíäàðòíà. Â íàøåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ýòîò âî-
ïðîñ â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôèëüòðàöèÿ C∗-àëãåáð ïîëó÷àåòñÿ èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óáûâàþùèõ ðàçáèåíèé íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé
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ñ ïîìîùüþ îïðåàöèè ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Êîíêðåòíî, ïóñòü
(X,µ) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñ íåïðåðûâíîé ìåðîé, {ξn} � äèàäè-
÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé, èíäóöèðîâàííàÿ
äåéñòâèåì ãðóïïû G =

∑∞
k=1 Z2 íà X (òî åñòü ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ

ξn åñòü îðáèòû äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû
∑n

k=1 Z2). Îáîçíà÷èì çà B = B0

àëãåáðó L∞(X), à çà Bn � ïîäàëãåáðó ôóíêöèé èç B, ïîñòîÿííûõ
íà ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ. Òåì ñàìûì, äèàäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé çàäàåò ôèëüòðàöèþ êîììóòàòèâíûõ C∗-
àëãåáð

B = B0 > B1 > B2 > . . . .

Çàìåòèì, ÷òî Bn = Bn+1 ⊕ Bn+1. Äåéñòâèå G íà X èíäóöèðóåò äåé-
ñòâèå G íà B. Îáîçíà÷èì ýòî äåéñòâèå ÷åðåç α, à äåéñòâèå ýëåìåíòà
r ∈ G ÷åðåç αr. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(B,G, α) è ìîæíî ðàññìîòðåòü ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå BoαG. Òàê
êàê òîïîëîãèÿ íà G äèñêðåòíà, òî ýòî ïðîèçâåäåíèå åñòü çàìûêàíèå
àëãåáðû ôóíêöèé èç G â B ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì îòíîñèòåëüíî óíè-
âåðñàëüíîé íîðìû (ñì., íàïðèìåð [3, Chapter 2]). Óìíîæåíèå â ýòîé
àëãåáðå îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f ? g(s) =
∑
r∈G

f(r)αr(g(r
−1s)).

Íà òàêîì ñêðåùåííîì ïðîèçâåäåíèè åñòü åñòåñòâåííàÿ ôèëüòðàöèÿ:
åñëè A0 = B oα G, òî çà An âîçüìåì çàìûêàíèå ïîäàëãåáðû ôóíê-
öèé èç G â Bn, ðàâíûõ 0 íà ýëåìåíòàõ, ïåðâûå n êîîðäèíàò êîòî-
ðûõ îòëè÷íû îò (0, 0, . . . , 0). Ýòà ôèëüòðàöèÿ äèàäè÷åñêàÿ, ïîñêîëü-
êó ðàçëîæåíèå Bn = Bn+1⊕Bn+1 èíäóöèðóåò ðàçëîæåíèå BnoZ2 =
M2(Bn+1), à çíà÷èò è ðàçëîæåíèå An = M2(An+1) = M2(C) ⊗ An+1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôèëüòðàöèÿ {An} ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ðàçáèåíèé ξn.

Ëåììà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ýðãîäè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

⋂
An = C, ãäå {An} � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèëüòðàöèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,
⋂
An åñòü àëãåáðà ôóíêöèé èç îä-

íîé òî÷êè (ýëåìåíòà (0, 0, 0, . . .) ∈ G) â àëãåáðó
⋂
Bn, ÷òî èçîìîðôíî⋂

Bn. Â ñâîþ î÷åðåäü,
⋂
Bn = C ïî îïðåäåëåíèþ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà {ξn} ýðãîäè÷íà.

Ëåììà 2. Äâå ýðãîäè÷åñêèå äèàäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàç-
áèåíèé èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçîìîðôíû ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôèëüòðàöèè àëãåáð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â äî-
êàçàòåëüñòâå èçîìîðôíîñòè ðàçáèåíèé, åñëè èçâåñòíà èçîìîðôíîñòü
ôèëüòðàöèé àëãåáð. Çàìåòèì, ÷òî ïî ôèëüòðàöèè {An} ìîæíî ïî-
ëó÷èòü àëãåáðó B � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðåñå÷ü ïîäàëãåáðû äèà-
ãîíàëüíûõ ìàòðèö â ðàçëîæåíèÿõ A = M2n(An) ïî âñåì n. Òàêæå,
ïåðåñå÷åíèå B ñ An åñòü ïîäàëãåáðà Bn â B. Òàêèì îáðàçîì, åñ-
ëè èçîìîðôíû ôèëüòðàöèè àëãåáð â ñêðåùåííûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, òî
èçîìîðôíû ôèëüòðàöèè êîììóòàòèâíûõ àëãåáð

B = B0 > B1 > B2 > . . . .

Áîëåå òîãî, èçîìîðôèçì ñîõðàíÿåò ýëåìåíò

(
0 1
1 0

)
⊗ 1 â ðàçëîæå-

íèè An = M2(C) ⊗ An+1. Ýòî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü äåéñòâèå n-é
ãðóïïû Z2 íà B. Âñå âìåñòå îíè îïðåäåëÿþò äåéñòâèå âñåé ãðóïïû G
íà B. Çàìåòèì, ÷òî ïî àëãåáðå ôóíêöèé B = L∞(X) îäíîçíà÷íî âîñ-
ñòàíàâëèâàåòñÿ X êàê ïðîñòðàíñòâî ñ σ-àëãåáðîé, à äåéñòâèå ãðóïïû
G îïðåäåëÿåò íà íåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé. Îñòàëîñü çàìå-
òèòü, ÷òî ðàç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé îäíîðîäíà, òî äåéñòâèå
ãðóïïû G äîëæíî ñîõðàíÿòü ìåðó, íî èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû ñëå-
äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ìåðà, òàêàÿ, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû G
äëÿ íåå ýðãîäè÷åñêîå. Òàêèì îáðàçîì, ïî ôèëüòðàöèè àëãåáð â ñêðå-
ùåííîì ïðîèçâåäåíèè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ
ìåðîé (X,µ), à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàþùèõ ðàçáèåíèé íà
íåì.
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Ïðèâåäåì äëÿ íà÷àëà ðåçóëüòàò (ñì. [3, Theorem 2.61]), êîòîðûé
íàì ïîíàäîáèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2.

Óòâåðæäåíèå 1 (Òåîðåìà Ðåáåðíà). Ïóñòü (B,G, α) � äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà, à D � C∗-àëãåáðà, ïðè÷åì:

(a) ñóùåñòâóåò êîâàðèàíòíûé ãîìîìîðôèçì (jB, jG) ñèñòåìû (B,G, α)
â àëãåáðó ìíîæèòåëåé M(D);

(b) äëÿ ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (π, U) ñèñòåìû (B,G, α)
íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå L àëãåáðû D, òàêîå,
÷òî L ◦ jB = π è L ◦ jG = U ;

(c) ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ âèäà jB(b)jG(s), ãäå b ∈ B, s ∈
Cc(G) ïëîòíû â D.

Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

j : D → B oα G,

òàêîé, ÷òî
j ◦ jB = iB è j ◦ jG = iG,

ãäå (iB, iG) � ýòî êàíîíè÷åñêèé êîâàðèàíòíûé ãîìîìîðôèçì (B,G, α)
â M(B oα G).

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå âñå àëãåáðû óíèòàëüíûå, ïîýòî-
ìó ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè àëãåáðàìè ìíîæèòåëåé. Êðîìå òîãî, ãðóïïà
G äèñêðåòíà, ïîýòîìó óñëîâèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ
îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ s ∈ G.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé {ξn} ñòàíäàðòíà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòàíäàðòíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèëü-
òðàöèÿ {An}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 2 óæå äîêàçàíà, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü, ÷òî ôèëüòðàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàíäàðòíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ðàçáèåíèé ñòàíäàðòíà. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåäåí-
íîé âûøå Òåîðåìîé Ðåáåðíà, ÷òîáû ïîñòðîèòü èçîìîðôèçì BoαG ∼=
⊗NM2(C), ïîñëå ÷åãî ïîêàæåì, ÷òî îí ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó ôèëü-
òðàöèè. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé X èçîìîðôíî {0; 1}N, òî
B = L∞(X) = ⊗NL

∞({0; 1}) (ãäå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïÿòü
æå ìàêñèìàëüíî). Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî L∞({0; 1}) âêëàäûâàåòñÿ â
M2(C) (êàê äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà), ÷òî îïðåäåëÿåò âëîæåíèå jB :
B ↪→⊗NM2(C). Ãðóïïà Z2 âêëàäûâàåòñÿ â M2(C) åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì:

0 7→
(
1 0
0 1

)
, 1 7→

(
0 1
1 0

)
.

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò âëîæåíèå jG : G ↪→⊗NM2(C). Ïî-
êàæåì, ÷òî (jB, jG) � êîâàðèàíòíûé ãîìîìîðôèçì ñèñòåìû (B,G, α)
â àëãåáðó ⊗NM2(C). Äåéñòâèòåëüíî, íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò ãðóï-
ïû Z2 äåéñòâóåò íà ðàçëîæåíèè Bn = Bn+1 ⊕ Bn+1 ïåðåñòàíîâêîé
êîîðäèíàò, ÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæåíèþ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ìàòðèöåé

(
0 1
1 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî,

jG(s)jB(f)jG(s)
∗ = jB(αs(f)).

Òåì ñàìûì, äîêàçàí ïóíêò (a) Òåîðåìû Ðåáåðíà
Òåïåðü, ïóñòü (π, U) � íåâûðîæäåííîå êîâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëå-

íèå (B,G, α). Òîãäà îíî çàäàåò íàáîð ïðåäñòàâëåíèå (πn, Un) äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì (L∞({0; 1}),Z2, α|Z2

), ïðè÷åì ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ðàç-
íûìè èíäåêñàìè êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ëåãêî âèäåòü, êàæäîå
òàêîå ïðåäñòàâëåíèå çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå π′n àëãåáðû M2(C), ïðè-
÷åì âñå îíè êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëåíî
è ïðåäñòàâëåíèå L = ⊗Nπ

′
n àëãåáðû ⊗NM2(C) (çäåñü ìû âîñïîëü-

çîâàëèñü óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ìàêñèìàëüíîãî òåíçîðíîãî ïðî-
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èçâåäåíèÿ). Ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî L ◦ jB = π è L ◦ jG = U .
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî óñëîâèå (b) Òåîðåìû Ðåáåðíà.

Íàêîíåö, àëãåáðàè÷åñêîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïëîòíî â⊗NM2(C),
íî ëþáîé êîíå÷íûé òåíçîð åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ âè-
äà jB(f)jG(s), ãäå f ∈ B, s ∈ G. Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò (c) Òåîðåìû
Ðåáåðíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè èçîìîðôèçì àëãåáðBoαG è⊗NM2(C).
Èç ïîñòðîåíèÿ ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò èçîìîðôèçì ñîõðàíÿåò ñòðóê-
òóðó äèàäè÷åñêîé ôèëüòðàöèè, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû.
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