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1 Введение и мотивация

Z≥0-фильтрованная ассоциативная алгебра 𝒜 с единицей называется почти
коммутативной, если gr𝒜 коммутативна. Пусть 𝒜 — почти коммутативная
алгебра с антиинволюцией 𝜏 , сохраняющей фильтрацию. Выберем число 𝑑 >
0 такое, что [𝐴≤𝑖, 𝐴≤𝑗] ⊂ 𝐴≤𝑖+𝑗−𝑑.

Пусть 𝑀 — фильтрованнный 𝒜-модуль. Мы говорим, что 𝑀 является
(𝐴, 𝜏)-модулем Хариш-Чандры [2], если

1. gr𝑀 является конечнопорожденным gr𝒜-модулем.

2. Для любого элемента 𝑎 ∈ 𝒜≤𝑖 с 𝜏(𝑎) = −𝑎 выполнено 𝑎𝑀≤𝑗 ⊂𝑀≤𝑖+𝑗−𝑑.

Приведем пример. Пусть ℬ — почти коммутативная алгебра, 𝒜 = ℬ⊗ℬ𝑜𝑝𝑝,
𝜏(𝑏1⊗𝑏2) = 𝑏2⊗𝑏1. Тогда (𝒜, 𝜏)-модуль Хариш-Чандры называется бимодулем
Хариш-Чандры над ℬ.
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Пример. Свяжем это определение с классическими модулями Хариш-Чандры.

Предположим, что g — алгебра Ли, 𝒜 = 𝑈(g) — ее универсальная обертываю-

щая алгебра с естественной фильтрацией. Пусть 𝜏 — антиинволюция алгебры

g, тогда k = g−𝜏 — редуктивная подалгебра в g. Отображение 𝜏 продолжается

до антиинволюции алгебры 𝒜, которую мы тоже обозначим за 𝜏 . Можно по-

казать, что (𝒜, 𝜏)-модуль Хариш-Чандры это то же самое, что (g, k)-модуль

Хариш-Чандры, то есть конечнопорожденный g-модуль с локально конечным

действием k.

Мы будем работать в следующей ситуации.

Определение 1.1. Пусть 𝐴 — градуированная алгебра. Фильтрованной дефор-

мацией алгебры 𝐴 называется пара (𝒜, 𝜒), где 𝒜 — фильтрованная алгебра,

𝜒 — изоморфизм градуированных алгебр между gr𝒜 и 𝐴.

Пусть 𝐴 — градуированная Пуассонова алгебра, в которой степень скобки
Пуассона равна −𝑑, (𝒜, 𝜒) — некоммутативная фильтрованная деформация
𝐴. Пусть выполнено [𝒜≤𝑖,𝒜≤𝑗] ⊂ 𝒜≤𝑖+𝑗−𝑑. Коммутатор на 𝒜 задает скобку
Пуассона на gr𝒜 степени −𝑑.

Определение 1.2. Если 𝜒 переводит эту скобку Пуассона в скобку Пуассона

на 𝐴 мы говорим, что (𝒜, 𝜒) — квантование 𝐴.

Нас будут интересовать квантования Клейновых особенностей: пусть Γ
— конечная подгруппа в SL(2), 𝒜 — квантование алгебры C[𝑢, 𝑣]Γ. В разде-
ле 2.2 мы классифицируем классы сопряженности антиинволюций 𝜏 алгебры
𝒜. Далее мы будем изучать (𝒜, 𝜏)-модули Хариш-Чандры и бимодули Хариш-
Чандры над 𝒜.

Опишем мотивацию для изучения бимодулей Хариш-Чандры над кванто-
ваниями Клейновых особенностей.

Функторы ограничения, которые мы опишем далее, связывают классиче-
ские бимодули Хариш-Чандры над универсальной обертывающей алгеброй
𝑈(g) и бимодули Хариш-Чандры над квантованиями Клейновых особенно-
стей.

Рассмотрим нильпотентный конус𝒩 в полупростой алгебре Ли g. В статье
[1] доказано, что любое квантование C[𝒩 ] получается как фактор универсаль-
ной обертывающей алгебры 𝑈(g).

Перейдем к функтору ограничения. Выберем в алгебре Ли g sl2-тройку
{𝐸,𝐹,𝐻}. Пусть 𝑆 = 𝐸 + ker ad𝐹 — слайс Слодови. Элементу 𝐸 можно
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сопоставить [6] алгебру 𝒲 — некоторую фильтрованную деформацию алгеб-
ры C[𝑆]. В статье [3] построен функтор ограничения, действующий из ка-
тегории 𝑈(g)-бимодулей Хариш-Чандры в 𝑄-эквивариантные 𝒲-бимодули
Хариш-Чандры, где 𝑄 — это централизатор {𝐸,𝐹,𝐻}. Предположим, что
диаграмма Дынкина Φ группы 𝐺 не имеет кратных ребер. В этом случае
слайс Слодови для орбиты коразмерности два в нильпотентном конусе вместе
с естественным отображением 𝑆 ↦→ g/𝐺 ∼= h/𝑊 является [7] универсальной
коммутативной деформацией алгебры C[𝑥, 𝑦]Γ, где Γ — конечная подгруппа
SL(2), соответствующая Φ.

Пусть 𝜏 — антиинволюция алгебры Ли g, k = g−𝜏 — соответствующая
редуктивная подалгебра. Выберем в алгебре Ли g sl2-тройку {𝐸,𝐹,𝐻} та-
кую, что 𝜏𝐸 = 𝐸, 𝜏𝐹 = 𝐹 , 𝜏𝐻 = −𝐻. Другой функтор ограничения, более
общий, построенный в [2] переводит (g, k)-модуль Хариш-Чандры в (𝒲 , 𝜏)-
модуль Хариш-Чандры, где 𝜏 — антиинволюция алгебры𝒲 , индуцированная
с одноименной антиинволюции алгебры g.

Таким образом, квантования алгебры функций на нильпотентном конусе
связаны с Клейновыми особенностями. Также представляет интерес изучение
квантований алгебр функций нормализаций нильпотентных орбит.

Кроме того с отображением 𝜏 связана следующая конструкция. Если отоб-
ражение −𝜏 коммутирует со стандартным комплексным сопряжением на g,
их композиция дает антилинейную инволюцию алгебры Ли g. Неподвижные
точки этой антилинейной инволюции образуют вещественную форму алгебры
g.

Определение 1.3. Пусть 𝑉 — это (g, k)-модуль Хариш-Чандры. Мы говорим,

что 𝑉 унитаризуем, если на нем можно ввести эрмитову форму такую, что

вещественные точки алгебры g действуют на 𝑉 эрмитовыми операторами.

Определение унитаризуемого модуля обобщается на (𝒜, 𝜏)-модули Хариш-
Чандры:

Определение 1.4. Предположим, что на почти коммутативной алгебре 𝒜 с

антиинволюцией 𝜏 введена вещественная форма 𝑟 такая, что 𝑟𝜏 = 𝜏𝑟. Пусть

𝑉 — это (𝒜, 𝜏)-модуль ХЧ. Мы говорим, что 𝑉 унитаризуем, если на 𝑉 можно

ввести положительно определенную эрмитову форму такую, что для любых

𝑎 ∈ 𝒜, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 выполнено (𝑎𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑟𝜏(𝑎)𝑣).

Есть ожидание, что при функторе ограничения унитаризуемые модули
переходят в унитаризуемые. Это мотивирует изучение унитаризуемых (𝒜, 𝜏)-
модулей Хариш-Чандры и 𝒜-бимодулей Хариш-Чандры.
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Опишем структуру работы.
Во второй главе данной работы мы классифицируем унитаризуемые непри-

водимые (𝒜, 𝜏)-модули Хариш-Чандры для одного выбора 𝜏 в случае, когда𝒜

— фильтрованная деформация алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛, где 𝐶𝑛 = {
(︂
𝜀 0
0 𝜀−1

)︂
| 𝜀𝑛 =

1} — циклическая подгруппа порядка 𝑛 в SL(2,C). Также мы классифициру-
ем инволюции, антиинволюции и вещественные формы на 𝒜 с точностью до
сопряжения.

В третьей главе мы начинаем изучение неприводимых унитаризуемых 𝒜-
бимодулей Хариш-Чандры. Сначала мы напоминаем доказательство класси-
фикации унитаризуемых модулей для деформаций алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶2. Во вто-
ром параграфе мы изучаем, когда на регулярном бимодуле, то есть на самой
алгебре 𝒜, рассматриваемой как бимодуль, можно ввести инвариантную фор-
му.

Напомним [10], что деформации алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛 находятся во взаимно-
однозначном соответствии с многочленами степени 𝑛 с фиксированным стар-
шим коэффициентом: многочлену 𝑃 (𝑥) соответствует алгебра с образующими
𝑒, 𝑓, ℎ и соотношениями [ℎ, 𝑒] = 𝑛𝑒, [ℎ, 𝑓 ] = −𝑛𝑓 , 𝑒𝑓 = 𝑃 (ℎ), 𝑓𝑒 = 𝑄(ℎ), где
𝑄(𝑥) = 𝑃 (𝑥+ 𝑛).

Пусть 𝒜 — деформация алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛 с параметром 𝑃 (𝑥). В случае,
когда 𝑃 (𝑥) = 𝑃 (𝑛 − 𝑥), существует антилинейная инволюция 𝑟 на 𝒜, кото-
рая устроена следующим образом: 𝑟(𝑒) = −𝑓 , 𝑟(𝑓) = −𝑒, 𝑟(ℎ) = −ℎ. Мы
будем изучать унитаризуемость бимодулей Хариш-Чандры для вещественной
формы 𝑟 ⊗ 𝑟 на алгебре 𝒜⊗𝒜𝑜𝑝

Многочленам 𝑃 (𝑥) и −𝑃 (𝑥) соответствуют изоморфные деформации, но
этот изоморфизм не коммутирует с 𝑟. То есть 𝑃 (𝑥) и−𝑃 (𝑥) задают различные
вещественные формы. Таким образом, знак старшего члена 𝑃 (𝑥) влияет на
классификацию унитаризуемых бимодулей.

Основной результат можно сформулировать следующим образом:

Теорема 1.5. В этих условиях

1. Если у 𝑃 (𝑥) есть хотя бы три корня 𝛼 таких, что 0 < Re𝛼 < 𝑛, то

регулярый бимодуль унитаризуем.

2. Предположим что 𝑛 = 2𝑚 и знак старшего члена 𝑃 (𝑥) равен (−1)𝑚. Тогда

(a) Если у 𝑃 (𝑥) есть корень 𝛼 такой, что 0 < Re𝛼 < 𝑛, то регулярный

бимодуль унитаризуем.
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(b) Если для любого корня 𝛼 многочлена 𝑃 (𝑥) выполнено Re𝛼 /∈ [0, 𝑛],

то регулярный бимодуль не унитаризуем.

В третьем параграфе мы напоминаем про конструкции, которые будут
полезны для рассмотрения общих бимодулей Хариш-Чандры над 𝒜: понятие
двойственного бимодуля Хариш-Чандры, конструкция представления Данк-
ла.

2 Модули Хариш-Чандры

2.1 Неприводимые модули для некоммутативных деформаций

типа 𝐴

Напомним, что некоммутативная деформация алгебры 𝐴 = C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛 задается
образующими 𝑒, 𝑓, ℎ и соотношениями [ℎ, 𝑒] = 𝑛𝑐𝑒, [ℎ, 𝑓 ] = −𝑛𝑐𝑓 , 𝑒𝑓 = 𝑃 (ℎ),
𝑓𝑒 = 𝑄(ℎ), где 𝑐— произвольная ненулевая константа, 𝑃 — многочлен степени
𝑛 со старшим коэффициентом 1, 𝑄(ℎ) = 𝑃 (ℎ+ 𝑛𝑐).

Пусть 𝒜 — некоммутативная деформация алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛. В этом раз-
деле мы классифицируем неприводимые 𝒜-модули, в которых ℎ действует
локально конечно. При естественном отождествлении gr𝒜 ∼= 𝐴 квантования
будут иметь 𝑐 = 1.

Пусть 𝑉 — такой 𝒜-модуль. Так как ℎ действует локально конечно, мы
можем найти в 𝑉 собственный вектор оператора ℎ: ℎ𝑣 = 𝜆𝑣. Легко видеть,
что линейная оболочка векторов 𝑣, 𝑒𝑘𝑣, 𝑓𝑘𝑣, 𝑘 ∈ N является 𝒜-подмодулем,
поэтому она совпадает с 𝑉 .

Обозначим за 𝑉𝜇 собственное пространство оператора ℎ в 𝑉 , соответству-
ющее собственному числу 𝜇. Очевидно, 𝑒𝑘𝑣 лежит в 𝑉𝜆+𝑘𝑛, 𝑓

𝑘 лежит в 𝑉𝜆−𝑘𝑛.
Пусть 𝑢 лежит в 𝑉𝜇. Тогда 𝑒𝑓𝑢 = 𝑃 (𝜇)𝑢, 𝑓𝑒𝑢 = 𝑄(𝜇)𝑢 = 𝑃 (𝜇 + 𝑛)𝑢.

Предположим, 𝑃 (𝜇) = 0. Тогда линейная оболочка 𝑓𝑘𝑢, 𝑘 > 0, является 𝒜-
подмодулем, строго содержащемся в 𝑉 . Следовательно, 𝑓𝑢 = 0. Аналогично,
если 𝑄(𝜇) = 0, то 𝑒𝑢 = 0.

Из этого несложно следует, что 𝑉 раскладывается в прямую сумму
𝑘1⨁︀
𝑘=0

C𝑓𝑘𝑣⊕
𝑘2⨁︀
𝑘=1

C𝑒𝑘𝑣, где 𝑘1 — это наибольшее неотрицательное число такое, что 𝑃 (𝜆 −

𝑛𝑘1) = 0, 𝑘2 — наименьшее неотрицательное число такое, что 𝑄(𝜆+ 𝑛𝑘2) = 0
(бесконечность, если такого числа не существует). Такое представление одно-
значно задает структуру 𝒜-модуля на 𝑉 .
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Пусть наоборот числа 𝜆, 𝑘1, 𝑘2 удовлетворяют этим условиям. Несложно

видеть, что на прямой сумме
𝑘1⨁︀
𝑘=0

C𝑓𝑘𝑣⊕
𝑘2⨁︀
𝑘=1

C𝑒𝑘𝑣 можно ввести структуру 𝒜-

модуля, который окажется неприводимым. Следовательно, неприводимые 𝒜-
модули находятся во взаимно-однозначном соответствии с арифметическими
прогрессиями с разностью 𝑛, начинающимися и заканчивающимися в корне
многочлена 𝑃 (или уходящими в бесконечность).

2.2 Классификация антиинволюций и вещественных форм.

Инволюции и антиинволюции Пусть 𝑠 — инволюция некоммутативной де-
формации 𝒜. В таком случае gr 𝑠 — инволюция алгебры C[𝑥, 𝑦]Γ, сохраня-
ющая скобку Пуассона. В случае, если 𝑠 — антиинволюция, gr 𝑠 является
инволюцией, меняющей знак скобки Пуассона. Если 𝑠 — полулинейная инво-
люция, то gr 𝑠 — полулинейная инволюция, сохраняющая скобку Пуассона.
Любой полулинейный автоморфизм C[𝑥, 𝑦]Γ можно представить как компози-
цию стандартного сопряжения на C[𝑥, 𝑦]Γ и автоморфизма над C.

Лемма 2.1. Любой градуированный автоморфизм алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐺 является

сужением автоморфизма алгебры C[𝑥, 𝑦], то есть задается матрицей из GL(2).

Доказательство. Множество особых точек имеет коразмерность два в нор-

мальном многообразии SpecmC[𝑥, 𝑦]Γ, поэтому по теореме Хартогса автомор-
физмы C2/Γ находятся во взаимно-однозначном соответствии с автоморфиз-

мами открытого подмножества гладких точек.

Так как точка (0, 0) имеет вещественную коразмерность четыре в C2, мно-

гообразие C2 ∖ {(0, 0)} односвязно. Следовательно, отображение проекции 𝑝

из C2 в C2/Γ является комплексно-аналитическим универсальным накрыти-

ем на множестве гладких точек, поэтому по автоморфизму 𝜑 подмножества

гладких точек мы получаем комплексно-аналитический автоморфизм 𝜓 мно-

гообразия C2 ∖ {(0, 0)}.
Заметим, что на многообразиях C2 ∖ {(0, 0} и (C2 ∖ {(0, 0})/Γ естествен-

ным образом действует группа C×. Действие C× на алгебраических функциях

локально конечномерно. Обратно: если действие C× на голоморфную функ-

цию 𝑓 на многообразии C2 ∖ {(0, 0} локально конечномерно, то функция 𝑓

алгебраическая.
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По условию автоморфизм 𝜑 коммутирует с действием C×. То есть для

любого 𝑡 ∈ C× имеем 𝜑 = 𝑡 ∘ 𝜑 ∘ 𝑡−1. Следовательно, для любого 𝑡 ∈ C×

автоморфизм 𝑡∘𝜓 ∘ 𝑡−1 является поднятием автоморфизма 𝜑. Так как группа

C× связна, отсюда несложно вывести, что 𝜓 = 𝑡 ∘ 𝜓 ∘ 𝑡−1 для любого 𝑡 ∈ C×.

Пусть 𝑓 — алгебраическая функция наC2∖{(0, 0)}. Тогда 𝑓∘𝜓 — комплексно-

аналитическая функция. Так как действие C× на 𝑓 было локально конечно-

мерным и автоморфизм 𝜓 коммутирует с действием C×, действие C× на функ-

цию 𝑓 ∘ 𝜓 локально конечномерно. Значит, 𝑓 ∘ 𝜓 — алгебраическая функция.

Отсюда следует, что 𝜓 — алгебраическое отображение.

Следовательно, мы получили алгебраический автоморфизм многообразия

C2 ∖ {(0, 0)}. По теореме Хартогса мы получаем отсюда автоморфизм C2.

Утверждение доказано.

Из леммы получаем, что группа автоморфизмов алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐺 изо-
морфна 𝑁GL(2)(𝐺)/𝐺. Несложно видеть, что инволюция сохраняет скобку
Пуассона, если определитель соответствующей матрицы равен 1, и меняет
знак скобки Пуассона, если определитель равен −1. Заметим, что в случае

𝐺 = 𝐶𝑛, 𝑛 > 2 группа 𝑁(𝐺) состоит из элементов вида

(︂
𝑎 0
0 𝑑

)︂
и

(︂
0 𝑏
𝑐 0

)︂
.

Теперь несложно выделить элементы порядка 2 в группе 𝑁GL(2)(𝐺)/𝐺: ес-
ли элемент представляется матрицей первого вида, условие будет 𝑎2𝑛 = 𝑎2𝑑2 =
1, если матрицей второго вида, получим (𝑏𝑐)𝑛 = (𝑏𝑐)2 = 1. В зависимости от
четности получаем три или пять классов сопряженности элементов порядка
2:

1.

(︂
𝜀 0
0 𝜀−1

)︂
, 𝜀𝑛 = −1.

2.

(︂
𝜀 0
0 −𝜀−1

)︂
, 𝜀2𝑛 = 1. Если 𝑛 четно, получаем два класса сопряженности:

𝜀𝑛 = 1 и 𝜀𝑛 = −1.

3.

(︂
0 𝑠
𝑠−1 0

)︂
, 𝑠 ∈ C×.

4. Такие элементы есть только в случае четного 𝑛:

(︂
0 𝑠

−𝑠−1 0

)︂
, 𝑠 ∈ C×.

У элементов второго и третьего типа определитель равен −1.
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Поймем, какие автоморфимы задают эти матрицы. Обозначим за 𝑒 =
𝑥𝑛, 𝑓 = 𝑦𝑛, ℎ = 𝑥𝑦 стандартные образующие алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛.

1. Получаем инволюцию 𝑒 ↦→ −𝑒, 𝑓 ↦→ −𝑓 , ℎ ↦→ ℎ.

2. Получаем инволюцию, меняющую знак скобки Пуассона 𝑒 ↦→ 𝜀𝑛𝑒, 𝑓 ↦→
(−𝜀)𝑛𝑓 , ℎ ↦→ −ℎ.

3. Получаем инволюцию, меняющую знак скобки Пуассона 𝑒 ↦→ 𝑠−𝑛𝑓 , 𝑓 ↦→
𝑠𝑛𝑒, ℎ ↦→ ℎ. Введя новое обозначение 𝑡 = 𝑠𝑛, получаем отображение 𝑒 ↦→
(−1)𝑛𝑡−1𝑓, 𝑓 ↦→ 𝑡𝑒, ℎ ↦→ ℎ

4. Получаем инволюцию 𝑒 ↦→ 𝑠−𝑛𝑓 , 𝑓 ↦→ 𝑠𝑛𝑒, ℎ ↦→ −ℎ, то есть 𝑒 ↦→ 𝑡−1𝑓 ,
𝑓 ↦→ 𝑡𝑒, ℎ ↦→ −ℎ.

Рассмотрим квантование 𝒜 алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛. В 𝒜 есть стандартные образу-
ющие 𝑒, 𝑓, ℎ.

Пересечение 𝒜≤2 и весового пространства оператора adℎ веса 0 имеет
базис из двух элементов: 1, ℎ. Пересечение 𝒜≤𝑛 и весового пространства опе-
ратора adℎ веса ±𝑛 одномерно и порождено 𝑒 или 𝑓 .

Поймем, когда (анти)инволюцию каждого типа можно поднять в 𝒜 и со-
храняется ли сопряженность двух (анти)инволюций при подъеме в 𝒜.

1. Рассмотрим отображение 𝑒 ↦→ −𝑒, 𝑓 ↦→ −𝑓 , ℎ ↦→ ℎ. Несложно видеть,
что в фильтрованной деформации стандартная образующая ℎ переходит
в себя. Следовательно, веса относительно присоединного действия ℎ со-
храняются. Отсюда несложно видеть, что стандартные образующие 𝑒, 𝑓
меняют знак. Такая инволюция есть в любой деформации.

2. Поменяем стандартную образующую ℎ так, чтобы при антиинволюции
она меняла знак. Рассуждением с весовыми пространствами получаем,
что 𝑒, 𝑓 переходят в 𝜀𝑛𝑒, (−𝜀)𝑛𝑓 . Такие антиинволюции существуют при
𝑃 (𝑥) = (−1)𝑛𝑄(−𝑥). При нечетном 𝑛 две антиинволюции сопряжены по-
средством отображения 𝑒 ↦→ −𝑓 , 𝑓 ↦→ 𝑒, ℎ ↦→ −ℎ.

3. Легко видеть, что ℎ переходит в себя. Рассуждением с весовыми про-
странствами получаем, что 𝑒 ↦→ (−1)𝑛𝑡−1𝑓, 𝑓 ↦→ 𝑡𝑒. Такая антиинволюция
существует в любой деформации. Все такие антиинволюции сопряжены
при помощи автоморфизма ℎ ↦→ ℎ, 𝑒 ↦→ 𝑡𝑒, 𝑓 ↦→ 𝑡−1𝑓 .

4. Аналогично меняя ℎ, применяя рассуждения с весовыми пространствами
и применяя автоморфизм получаем, что ℎ переходит в −ℎ, 𝑒 и 𝑓 меняются
местами. Такая инволюция существует при 𝑃 (𝑥) = 𝑄(−𝑥).
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Вещественные формы Попытаемся теперь классифицировать вещественные
формы на квантованиях. Вещественные формы находятся во взаимно одно-
значном соответствии с антилинейными инволюциями. Присоединенное гра-
дуированное от антилинейной инволюции — антилинейная инволюция. Ком-
позиция антилинейной инволюции и стандартного комплексного сопряжения
на C[𝑥, 𝑦]Γ является автоморфизмом алгебры C[𝑥, 𝑦]Γ. Следовательно, анти-
линейные инволюции на C[𝑥, 𝑦]Γ находятся во взаимно-однозначном соответ-
ствии с элементами 𝐴 ∈ 𝑁GL(2)(Γ)/Γ такими, что 𝐴𝐴 ∈ Γ.

Рассмотрим автоморфизм алгебры C[𝑥, 𝑦]Γ, который задается матрицей
𝐵 ∈ 𝑁GL(2)(Γ). Если мы сопряжем антилинейную инволюцию этим автомор-

физмом, матрица 𝐴 перейдет в матрицу 𝐵−1𝐴𝐵.

Как мы помним, элементы𝑁GL(2)(Γ) имеют вид либо

(︂
𝑎 0
0 𝑑

)︂
, либо

(︂
0 𝑏
𝑐 0

)︂
.

Отсюда получаем классификацию антилинейных инволюций.

1. При 𝐴 =

(︂
𝑎 0
0 𝑑

)︂
имеем 𝐴𝐴 =

(︂
𝑎𝑎 0
0 𝑑𝑑

)︂
. Такая матрица принадлежит Γ

тогда и только тогда, когда |𝑎| = |𝑑| = 1. Несложно видеть, что все такие
матрицы лежат в одной орбите действия группы автоморфизмов.

2. При 𝐴 =

(︂
0 𝑏
𝑐 0

)︂
получаем условие (𝑏𝑐)𝑛 = 1. При нечетном 𝑛 получается

одна орбиты, при четном 𝑛 получаем две орбиты: (𝑏𝑐)
𝑛
2 = 1 и (𝑏𝑐)

𝑛
2 = −1.

Несложно видеть, что антиинволюции, которые были сопряжены, остаются
сопряженными про подъеме в квантование. Таким образом, можно выбрать по

одному представителю от каждой орбиты. Получим матрицы

(︂
1 0
0 1

)︂
,

(︂
0 1
1 0

)︂
и в случае четного 𝑛 матрицу

(︂
0 1
𝜀 0

)︂
, где 𝜀 = 𝑒

2𝜋𝑖
𝑛 . Отсюда имеем веществен-

ные формы

1. 𝑒 ↦→ 𝑒, 𝑓 ↦→ 𝑓 , ℎ ↦→ ℎ. Такая вещественная форма существует при 𝑃 (𝑥) =
𝑃 (𝑥).

2. 𝑒 ↦→ 𝑓 , 𝑓 ↦→ 𝑒, ℎ ↦→ ℎ. Эта форма будет основным объектом нашего ин-
тереса. Нам будет удобнее перейти к образующим −𝑒, 𝑓, 𝑖ℎ. Мы получим
антилинейную инволюцию 𝑒 ↦→ −𝑓 , 𝑓 ↦→ −𝑒, ℎ ↦→ −ℎ. Такая антилиней-
ная инволюция существует при 𝑃 (𝑥) = 𝑄(−𝑥).

3. 𝑒 ↦→ 𝑓 , 𝑓 ↦→ 𝑒, ℎ ↦→ 𝜀ℎ. Такая форма существует при 𝑃 (𝑥) = 𝑄(𝜀𝑥).

9



Обозначим за 𝑟 вещественную структуру, которая меняет знак ℎ, перево-
дит 𝑓 в −𝑒 и 𝑒 в −𝑓 .

Обозначим за 𝜏 антиинволюцию, которая оставляет 𝑒 на месте, переводит
𝑓 в (−1)𝑛𝑓 и меняет знак ℎ.

При четном 𝑛 отображения 𝑟 и 𝜏 коммутируют, поэтому мы можем изу-
чать, какие неприводимые (𝒜, 𝜏)-модули Хариш-Чандры унитаризуемы. При
нечетном 𝑛 отображения 𝑟 и 𝜏 не коммутируют.

Классификация неприводимых (𝒜, 𝜏)-модулей Хариш-Чандры. Несложно ви-
деть, что на (𝒜, 𝜏)-модуле Хариш-Чандры ℎ действует локально конечномер-
но. Следовательно, любой неприводимый (𝒜, 𝜏)-модуль Хариш-Чандры сов-
падает с одним из модулей 𝑉 из предыдущего пункта.

При четном 𝑛 выполнено обратное следствие. Пусть 𝑉 — неприводимый
модуль из предыдущего пункта. Тогда фильтрация 𝑉≤𝑛 = ⊕|𝜆|≤𝑛𝑉𝜆 превраща-
ет 𝑉 в модуль Хариш-Чандры.

При нечетном 𝑛 мы видим, что на gr𝑉 элементы 𝑓 и ℎ действуют нулем.
Это исключает из рассмотрения модули, в которых вес весовых пространств
ℎ не ограничен снизу. Если же вес ограничен снизу, нам подойдет фильтрация
𝑉≤𝑛 = ⊕𝜆≤𝑛𝑉𝜆.

Следовательно, мы классифицировали неприводимые (𝒜, 𝜏)-модули Хариш-
Чандры с точностью до изоморфизма 𝒜-модулей.

2.3 Когда можно ввести унитарную структуру?

Пусть 𝑉 — неприводимый (𝒜, 𝜏)-модуль Хариш-Чандры. Попытаемся выяс-
нить, когда на нем можно ввести инвариантную положительно определенную
эрмитову форму (·, ·), согласованную с вещественной структурой 𝑟.

Достаточно проверять инвариантность для 𝑢 и 𝑣 из собственных подпро-
странств оператора ℎ. Пусть 𝑢 лежит в 𝑉𝜆, 𝑣 лежит в 𝑉𝜇.

Тогда (ℎ𝑢, 𝑣) = 𝜆(𝑢, 𝑣), (𝑢, ℎ𝑣) = 𝜇(𝑢, 𝑣). Пусть 𝑣 = 𝑢. Тогда мы можем по-
делить равенство (ℎ𝑢, 𝑢) = (𝑢, ℎ𝑢) на (𝑢, 𝑢) и получить 𝜆 = 𝜆. Следовательно,
все собственные числа оператора ℎ вещественны.

Пусть теперь 𝜆 ̸= 𝜇. Тогда мы можем поделить равенство (ℎ𝑢, 𝑣) = (𝑢, ℎ𝑣)
на 𝜆− 𝜇 и получить (𝑢, 𝑣) = 0.

Обратно, этих условий достаточно для выполнения равенства (ℎ𝑢, 𝑣) =
(𝑢, ℎ𝑣).

Посмотрим теперь на равенство (𝑒𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑓𝑣). Если 𝜆 + 𝑛 ̸= 𝜇, то с
обеих сторон стоит 0. Если 𝜆 + 𝑛 = 𝜇, то мы можем считать, что 𝑣 = 𝑒𝑢
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и получаем равенство (𝑒𝑢, 𝑒𝑢) = (𝑢, 𝑓𝑒𝑢) = 𝑄(𝜆)(𝑢, 𝑢). Таким образом, мы
доказали следующую лемму:

Лемма 2.2. Пусть 𝑉 — неприводимый (𝒜, 𝜏)-модуль Хариш-Чандры. Тогда на
𝑉 можно ввести инвариантную эрмитову форму тогда и только тогда, когда

𝑄(𝜆) > 0 для всех собственных чисел 𝜆 оператора ℎ, кроме наибольшего.

3 Бимодули Хариш-Чандры

3.1 Случай sl2

Связь с унитарными представлениями группы SL(2,C). Рассмотрим бес-
конечномерное неприводимое унитарное представление 𝑉 группы SL(2,C),
рассматриваемой как вещественной группы. Такие представления однознач-
но соответствуют унитаризуемым (sl(2,C), 𝑆𝑈(2))-модулям, то есть sl(2,C)-
модулям 𝑉 с локально конечномерным действием su2 и инвариантной поло-
жительно определенной эрмитовой формой (·, ·). Инвариантность значит, что
(𝑥𝑢, 𝑣) + (𝑢, 𝑥𝑣) = 0 для 𝑥 ∈ sl(2,C), 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 .

Алгебру sl(2,C) можно реализовать как вещественную форму sl(2,C) ×
sl(2,C), соответствующую антилинейной инволюции (𝑎, 𝑏) ↦→ (−𝑏*,−𝑎*). Это
позволяет нам ввести структуру sl(2,C)× sl(2,C)-модуля на 𝑉 :

(𝑎, 𝑏).𝑣 =
1

2
((𝑎− 𝑏*, 𝑏− 𝑎*) + (𝑎+ 𝑏*, 𝑎* + 𝑏)).𝑣 =

1

2
((𝑎− 𝑏*)𝑣 − 𝑖(𝑖𝑎+ 𝑖𝑏*)𝑣).

Так как действие su2 было локально конечным, то действие элементов вида
(𝑎, 𝑎), 𝑎 ∈ sl(2,C) локально конечномерное. Перепишем условие инвариант-
ности:

2((𝑎, 𝑏).𝑢, 𝑣) = ((𝑎− 𝑏*)𝑢, 𝑣)− 𝑖((𝑖𝑎+ 𝑖𝑏*)𝑢, 𝑣) =

= −(𝑢, (𝑎−𝑏*)𝑣)−𝑖(𝑢, (𝑖𝑎+𝑖𝑏*)𝑣) = (𝑢, (−𝑎+𝑏*)𝑣+𝑖(𝑖𝑎+𝑖𝑏*)𝑣) = 2(𝑢, (𝑏*, 𝑎*)𝑣)

Алгебры Ли sl(2,C)×sl(2,C) и sl(2,C)×sl(2,C)𝑜𝑝 изоморфны посредством
отображения (𝑎, 𝑏) ↦→ (𝑎,−𝑏). Таким образом мы получаем sl(2,C)-бимодуль
𝑉 такой, что присоединенное действие локально конечномерное. Условие ин-
вариантности переписывается как

(𝑎𝑢+ 𝑢𝑏, 𝑣) = ((𝑎, 𝑏).𝑢, 𝑣) = (𝑢, (−𝑏*,−𝑎*).𝑣) = −(𝑢, 𝑏*𝑣 + 𝑣𝑎*).
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Переходя к универсальной обертывающей алгебре получаем унитаризуемый
бимодуль Хариш-Чандры 𝑉 над алгеброй 𝑈(sl(2,C)). Перепишем определе-
ние унитаризуемости в терминах стандартных образующих 𝑒, 𝑓, ℎ. Напомним,
что ℎ* = ℎ, 𝑒* = 𝑓, 𝑓 * = 𝑒. Имеем следующие соотношения:

(𝑒𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑓) (𝑢𝑒, 𝑣) = −(𝑢, 𝑓𝑣)

(ℎ𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣ℎ) (𝑢ℎ, 𝑣) = −(𝑢, ℎ𝑣)

(𝑓𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑒) (𝑢𝑓, 𝑣) = −(𝑢, 𝑒𝑣).

Легко видеть, что этот набор условий равносилен следующему набору:

([𝑒, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [𝑓, 𝑣]) ([ℎ, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [ℎ, 𝑣]) ([𝑓, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [𝑒, 𝑣]) (1)

(𝑒𝑢, 𝑣) = (𝑢,−𝑣𝑓) (2)

Оставшееся соотношение для ℎ следует из равенства [𝑒, 𝑓 ] = ℎ.
Пусть𝒜— некоммутативная фильтрованная деформация алгебрыC[𝑢, 𝑣]𝐶2,

то есть центральная редукция 𝑈(sl2): 𝒜 = 𝑈(sl2)/(𝑒𝑓 + 𝑓𝑒+ ℎ2

2 − 𝜆2

2 − 𝜆). Мы
хотим классифицировать унитаризуемые неприводимые 𝒜-бимодули.

Классификация неприводимых 𝒜-бимодулей — известный результат [11]:

1. 𝜆 ∈ Z. Можно считать, что 𝜆 ≥ −1. В случае 𝜆 = −1 имеем один непри-
водимый бимодуль, саму алгебру. В случае 𝜆 ≥ 0 у 𝒜 есть конечномерное
неприводимое представление 𝑉 размерности 𝜆 + 1. Обозначим за m его
аннулятор. Получается два неприводимых бимодуля ХЧ: 𝒜/m ∼= 𝑉 ⊗ 𝑉 *

и m.

2. 𝜆 ∈ Z + 1
2 . В случае 𝜆 = −1

2 алгебру 𝒜 можно получить как инварианты
алгебры Вейля под действием Z/2Z. Получится два неприводимых би-
модуля ХЧ: 𝒜 и вторая однородная компонента. В оставшихся случаях
получается эквивалентная категория бимодулей, и значит неприводимых
бимодулей тоже два.

3. В оставшихся случаях имеем один неприводимый бимодуль, саму алгебру.

Сначала мы рассмотрим, какие условия на форму дают соотношения

([𝑒, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [𝑓, 𝑣]) ([ℎ, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [ℎ, 𝑣]) ([𝑓, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [𝑒, 𝑣])

После этого мы рассмотрим последнее условие (𝑒𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑓).
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Присоединенное действие sl(2) на 𝑉 локально конечномерно, поэтому 𝑉
раскладывается в прямую сумму неприводимых sl(2)-модулей. Нетрудно про-
верить, что во всех рассматриваемых случаях никакие два неприводимых мо-
дуля не будут изоморфны.

Посмотрим, что значат условия инвариантности эрмитовой формы для
данного неприводимого sl2-модуля 𝑉𝑘 размерности 𝑘. Для присоединенного
действия условия следующие: ([𝑒, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [𝑓, 𝑣]), ([ℎ, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [ℎ, 𝑣]),
([𝑓, 𝑢], 𝑣) = (𝑢, [𝑒, 𝑣]). Пусть модуль 𝑈𝑘 получен из 𝑉𝑘 следующим автомор-
физмом алгебры sl2 : 𝑒 ↔ −𝑓, ℎ ↦→ −ℎ. Тогда (·, ·) — инвариантная невы-
рожденная полуторалинейная форма на 𝑉𝑘 × 𝑈𝑘. Так как 𝑉𝑘 и 𝑈𝑘 изоморф-
ны, такая форма единственна с точностью до умножения на вещественный
скаляр. Положительно определенная форма существует: на тавтологическом
представлении можно ввести положительно определенную эрмитову форму,
все остальные неприводимые представления можно получить как симммет-
рическую степень тавтологического.

Из этих рассуждений также следует, что неприводимые представления
различных размерностей ортогональны.

Осталось условие
(𝑒𝑢, 𝑣) = (𝑢,−𝑣𝑓) (3)

Посмотрим, как оно связывает различные неприводимые модули.

Утверждение 3.1. Если (3) выполнено для пары ad 𝑒(𝑢), 𝑣, то оно выполнено

для пары 𝑢, ad 𝑓(𝑣) и наоборот.

Доказательство. Проверим следствие в одну сторону:

(𝑒𝑢, ad 𝑓(𝑣)) = (ad 𝑒(𝑒𝑢), 𝑣) = (𝑒 ad 𝑒(𝑢), 𝑣) =

− (ad 𝑒(𝑢), 𝑓𝑣) = −(𝑢, ad 𝑓(𝑓𝑣)) = −(𝑢, 𝑓 ad 𝑓(𝑣)) (4)

Следствие в другую сторону выполнено аналогично.

Следствие 3.2. Если (3) выполнено, когда 𝑣 — вектор старшего веса, 𝑢 —

произвольный вектор то оно верно для любых векторов 𝑢, 𝑣.

Доказательство. Пусть 𝑣 — не вектор старшего веса. Тогда мы можем пред-

ставить 𝑣 в виде ad 𝑓(𝑣1). По утверждению мы можем проверять (3) для пары

ad 𝑒(𝑢), 𝑣1. Веса в этой паре больше, и повторив так несколько раз мы дойдем

до вектора 𝑣 старшего веса.
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Заметим, что если 𝑢 — вектор старшего веса 𝑘 в неприводимом представ-
лении, то 𝑒𝑢 — вектор старшего веса 𝑘 + 2 в неприводимом представлении:
элемент 𝑒𝑢 является однородным относительно действия adℎ и выполнено ра-
венство [𝑒, 𝑒𝑢] = 0. Аналогичное утверждение верно для векторов младшего
веса.

Пусть 𝑈𝑘 — неприводимый sl2-модуль старшего веса 2𝑘, где 𝑘 — целое или
полуцелое число, 𝑈 = 𝑈1 — регулярное представление. Тогда 𝑈⊗𝑈𝑘 изоморф-
но 𝑈𝑘−1⊕𝑈𝑘⊕𝑈𝑘+1. Следовательно, если 𝑢— вектор в представлении старшего
веса 2𝑘, то 𝑢𝑒, 𝑢𝑓 , 𝑢ℎ имеют ненулевые проекции только на представления
старших весов 2𝑘 − 2, 2𝑘, 2𝑘 + 2.

Утверждение 3.3. Пусть 𝑀 — бимодуль Хариш-Чандры над 𝒜, 𝑢 ∈ 𝑈 —

вектор старшего веса 2𝑘. Обозначим за 𝑣𝑖 проекцию 𝑓𝑢 на представление

старшего веса 2𝑖:

𝑓𝑢 = 𝑣𝑘+1 + 𝑣𝑘 + 𝑣𝑘−1 (5)

Тогда выполнено

𝑘

4𝑘 + 2
((𝜆+ 1)2 − 𝑘2)𝑢 = 𝑒𝑣𝑘−1

𝑣𝑘 =
1

2
[𝑓, 𝑢]

𝑣𝑘+1 = − 1

(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)
(ad 𝑓)2(𝑒𝑣)

Доказательство. Так как веса всех элементов равны 2𝑘 − 2 мы видим, что

𝑣𝑘+1 = 𝑎(ad 𝑓)2(𝑒𝑢), 𝑣𝑘 = 𝑏 ad 𝑓(𝑢), 𝑣𝑘−1 либо ноль, либо старшего веса.

Несложно проверяются следующие равенства для элемента 𝑤 старшего

веса 2𝑘 + 2:

ad 𝑒(ad 𝑓)2(𝑤) = 2(2𝑘 + 1) ad 𝑓(𝑤) (6)

(ad 𝑒)2(ad 𝑓)2(𝑤) = 2(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)𝑤 (7)

Применим к обеим частям (5) оператор (ad 𝑒)2 и воспользуемся (6). Полу-

чится

−2𝑒𝑢 = (ad 𝑒)2(𝑓𝑢) = (ad 𝑒)2(ad 𝑓)2(𝑒𝑢) = 2(2𝑘 + 2)(2𝑘 + 1)𝑎𝑒𝑢
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Мы видим, что 𝑎 = − 1
(2𝑘+1)(2𝑘+2)

Применим к обеим частям (5) ad 𝑒. Слева получим ad 𝑒(𝑓𝑢) = ℎ𝑢. Спра-

ва будет ad 𝑒(𝑎(ad 𝑓)2(𝑒𝑢) + 𝑏[𝑓, 𝑢]). Воспользовавшись (7) мы видим, что

ad 𝑒(𝑎(ad 𝑓)2(𝑒𝑢) = 2(2𝑘 + 1)𝑎[𝑓, 𝑒𝑢]. Легко видеть, что ad 𝑒(𝑏[𝑓, 𝑢]) = 2𝑏𝑘𝑢.

Следовательно, правая часть будет равна 2(2𝑘 + 1)𝑎[𝑓, 𝑒𝑢] + 2𝑏𝑘𝑢. То есть

после применения ad 𝑒 к обоим частям уравнения (5) мы получим

ℎ𝑢 = 2(2𝑘 + 1)𝑎[𝑓, 𝑒𝑢] + 2𝑏𝑘𝑢 (8)

Слагаемое [𝑓, 𝑒𝑢] равно −ℎ𝑢+ 𝑒[𝑓, 𝑢] = −ℎ𝑢+[𝑒𝑓, 𝑢]. Преобразуем послед-

нее слагаемое:

[𝑒𝑓, 𝑢] = [−ℎ
2

4
+
ℎ

2
, 𝑢] = 𝑘(−1

2
(ℎ𝑢+ 𝑢ℎ) + 𝑢) = 𝑘(−ℎ𝑢+ (𝑘 + 1)𝑢)

Получаем

[𝑒𝑓, 𝑢] = 𝑘(−ℎ𝑢+ (𝑘 + 1)𝑢) (9)

Таким образм, −ℎ𝑢+[𝑒𝑓, 𝑢] = −(𝑘+1)ℎ𝑢+𝑘(𝑘+1)𝑢. Объединяя это с (8)

получаем ℎ𝑢 = −2𝑎(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)ℎ𝑢+ 2𝑎𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)𝑢+ 2𝑏𝑘𝑢.

Так как 𝑢 и ℎ𝑢 линейно независимы, мы видим, что 𝑏 = −𝑎(𝑘+1)(2𝑘+1) =
1
2 .

В дальнейшем нам понадобится равенство

[𝑓, 𝑒𝑢] = −(𝑘 + 1)ℎ𝑢+ 𝑘(𝑘 + 1)𝑢 (10)

Остается выяснить, чему равен 𝑣𝑘−1. Домножим обе части (5) на 𝑒:

𝑒𝑓𝑢 = 𝑒𝑣𝑘+1 + 𝑒𝑣𝑘 + 𝑒𝑣𝑘−1

Будем разбираться с каждым из слагаемых. Заметим, что 𝑒𝑣𝑘+1 = 𝑎(𝑒(ad 𝑓)2(𝑒𝑢)).

Мы знаем, что ad 𝑓(𝑒𝑢) = (𝑘 + 1)(−ℎ𝑢+ 𝑘𝑢). Значит,

(ad 𝑓)2(𝑒𝑢) = (𝑘 + 1)[𝑓,−ℎ𝑢+ 𝑘𝑢]
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Следовательно,

𝑒(ad 𝑓)2(𝑒𝑢) = (𝑘 + 1)𝑒[𝑓,−ℎ𝑢+ 𝑘𝑢]

Применим тождество Лейбница:

(𝑘 + 1)𝑒[𝑓,−ℎ𝑢+ 𝑘𝑢] = (𝑘 + 1)([𝑒𝑓,−ℎ𝑢+ 𝑘𝑢]− [𝑒,−ℎ𝑢+ 𝑘𝑢]𝑓)

Так как 𝑢 старшего веса, то [𝑒,−ℎ𝑢+𝑘𝑢] = −2𝑒𝑢 = −2𝑢𝑒. Следовательно,

([𝑒𝑓,−ℎ𝑢+ 𝑘𝑢]− [𝑒,−ℎ𝑢+ 𝑘𝑢]𝑓) = (𝑘 + 1)((−ℎ+ 𝑘)[𝑒𝑓, 𝑢]− 2𝑢𝑒𝑓)

Легко видеть, что (𝑘 + 1)((−ℎ + 𝑘)[𝑒𝑓, 𝑢] − 2𝑒𝑢𝑓) = (𝑘 + 1)((−ℎ + 𝑘 +

2)[𝑒𝑓, 𝑢]− 2𝑒𝑓𝑢).

Воспользовавшись (8) получаем

(𝑘+1)((−ℎ+𝑘+2)[𝑒𝑓, 𝑢]−2𝑒𝑓𝑢) = 𝑘(𝑘+1)(ℎ−𝑘−2)(ℎ−𝑘−1)𝑢−2(𝑘+1)𝑒𝑓𝑢

В итоге получаем, что 𝑒(ad 𝑓)2(𝑒𝑢) = 𝑘(𝑘 + 1)(ℎ − 𝑘 − 2)(ℎ − 𝑘 − 1)𝑢 −
2(𝑘 + 1)𝑒𝑓𝑢. Воспользуемся тем, что 𝑒𝑣𝑘+1 = 𝑎(𝑒(ad 𝑓)2(𝑒𝑢)) и получим

𝑒𝑣𝑘+1 =
1

2𝑘 + 1
𝑒𝑓𝑢− 𝑘

4𝑘 + 2
(ℎ− 𝑘 − 2)(ℎ− 𝑘 − 1)𝑢

Так как 𝑢 старшего веса, получаем

𝑒𝑣𝑘 =
1

2
𝑒[𝑓, 𝑢] =

1

2
[𝑒𝑓, 𝑢]

Последнее выражение равно 𝑘
2(−ℎ𝑢+ (𝑘 + 1)𝑢) по (8).

Следовательно,

𝑒𝑣𝑘−1 = 𝑒𝑓𝑢− 𝑒𝑣𝑘 − 𝑒𝑣𝑘+1 =
2𝑘

2𝑘 + 1
𝑒𝑓𝑢+

𝑘

4𝑘 + 2
(ℎ+ 𝑘 − 1)(ℎ− 𝑘 − 1)𝑢

Воспользовавшись соотношением 𝑒𝑓 = −ℎ2

4 −
ℎ
2+

𝜆2

4 +
𝜆
2 , получаем требуемое

равенство 𝑘
4𝑘+2((𝜆+ 1)2 − 𝑘2)𝑢 = 𝑒𝑣𝑘−1
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Следствие 3.4. Пусть 𝑈𝑘 — sl2-модуль наименьшего веса в бимодуле Хариш-

Чандры𝑀 над алгеброй 𝒜. Тогда 𝑈𝑘 имеет старший вес либо 0, либо 2(𝜆+1).

Доказательство. Действительно, для представления младшего веса элемент

𝑣𝑘−1 будет равен нулю. Следовательно, 𝑘
4𝑘+2((𝜆 + 1)2 − 𝑘2)𝑢 равно нулю, то

есть 𝑘 либо 0, либо 𝜆+ 1.

Мы проверяем, когда на неприводимом бимодуле Хариш-Чандры 𝑀 над
деформацией 𝒜 алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶2 можно ввести инвариантную положительно
определенную форму (·, ·). Мы уже проверили условия инвариантности для
присоединенного действия. Остается равенство (𝑓𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑒).

Достаточно проверять равенство (𝑓𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑒) в случае, когда 𝑢 стар-
шего веса. Пусть 𝑓𝑢 = 𝑣𝑘+1 + 𝑣𝑘 + 𝑣𝑘−1. Легко видеть, что если 𝑣 — одно-
родный элемент некоторого неприводимого представления, не равный 𝑣𝑘−1,
𝑣𝑘 или 𝑣𝑘+1, с обеих сторон стоит ноль. Остается подставить 𝑣 = 𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘, 𝑣𝑘+1.
При 𝑣 = 𝑣𝑘−1 получаем (𝑓𝑢, 𝑣𝑘−1) = (𝑢, 𝑣𝑘−1𝑒). Левая часть равна (𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘−1).
Используя утверждение 3.3 получаем, что правая часть равна 𝑘

4𝑘+2(𝑘
2 − (𝜆+

1)2)(𝑢, 𝑢)
Следовательно, при 𝑣 = 𝑣𝑘−1 мы получаем условие

𝑘

4𝑘 + 2
(𝑘2 − (𝜆+ 1)2)(𝑒𝑣, 𝑒𝑣) = (𝑣, 𝑣) (11)

При 𝑣 = 𝑣𝑘 =
1
2 [𝑓, 𝑢] надо проверить равенство (𝑓𝑢, 𝑣𝑘) = −(𝑢, 1

2 [𝑓, 𝑢]𝑒).
Правая часть равна −1

2(𝑢, [𝑓, 𝑢𝑒] + 𝑢ℎ). Из ad-инвариантности мы видим,
что последнее выражение равно −1

2(𝑢, 𝑢ℎ). Воспользуемся равенством (10):
[𝑓, 𝑒𝑢] = −(𝑘+1)ℎ𝑢+𝑘(𝑘+1)𝑢. Из ad-инвариантности мы видим, что (𝑢, [𝑓, 𝑒𝑢]) =
0. Следовательно, (𝑢, ℎ𝑢) = 𝑘(𝑢, 𝑢). Значит, (𝑢, 𝑢ℎ) = (𝑢, ℎ𝑢−2𝑘𝑢) = −𝑘(𝑢, 𝑢).
Получаем, что правая часть равна 𝑘

2(𝑢, 𝑢).
Левая часть равна (𝑣𝑘, 𝑣𝑘). Используя инвариантность относительно при-

соединенного действия мы видим, что

(𝑣𝑘, 𝑣𝑘) =
1

4
(𝑢, ad 𝑒 ad 𝑓𝑢) =

2𝑘

4
(𝑢, 𝑢) =

𝑘

2
(𝑢, 𝑢)

Следовательно, обе части равны 𝑘
2(𝑢, 𝑢).

Остается проверить равенство (𝑓𝑢, 𝑣𝑘+1) = −(𝑢, 𝑣𝑘+1𝑒).
Распишем левую часть:
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(𝑓𝑢, 𝑣𝑘+1) = (𝑣𝑘+1, 𝑣𝑘+1) = 𝑎2((ad 𝑓)2(𝑒𝑣), (ad 𝑓)2(𝑒𝑣)) =

𝑎2(𝑒𝑣, (ad 𝑒)2(ad 𝑓)2(𝑒𝑣)) = 𝑎22(2𝑘+1)(2𝑘+2)(𝑒𝑣, 𝑒𝑣) =
1

(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)
(𝑒𝑣, 𝑒𝑣)

Используя равенство (11) для пары 𝑣, 𝑒𝑣 мы видим, что

(𝑒𝑣, 𝑒𝑣) = (𝑘 + 1)
(𝑘 + 1)2 − (𝜆+ 1)2

4𝑘 + 6
(𝑣, 𝑣) (12)

Мы проверили равенство (𝑓𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑒) в случае, когда 𝑢 — вектор
старшего веса, а 𝑣 пропорционально 𝑣𝑘−1. Следовательно, мы можем подста-
вит вместо 𝑢 элемент 𝑒𝑢, вместо 𝑣 элемент 𝑢. Получим (𝑓𝑢𝑒, 𝑢) = −(𝑢𝑒, 𝑢𝑒).

С использованием этого равенства преобразуем правую часть:

(𝑢, 𝑣𝑘+1𝑒) = (𝑢, 𝑓𝑢𝑒− 𝑣𝑘𝑒− 𝑣𝑘−1𝑒) = (𝑢, 𝑓𝑢𝑒) + (𝑓𝑢, 𝑣𝑘) + (𝑓𝑢, 𝑣𝑘−1) =

− (𝑢𝑒, 𝑢𝑒) + (𝑣𝑘, 𝑣𝑘) + (𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘−1)

Следовательно, равенство (𝑓𝑢, 𝑣𝑘+1) = −(𝑢, 𝑣𝑘+1𝑒) равносильно равенству

− 1

(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)
(𝑒𝑣, 𝑒𝑣) = −(𝑢𝑒, 𝑢𝑒) + (𝑣𝑘, 𝑣𝑘) + (𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘−1)

Перенося слагаемые с (𝑒𝑣, 𝑒𝑣) в одну часть получаем

(𝑣𝑘, 𝑣𝑘) + (𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘−1) =
2𝑘2 + 3𝑘

(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)
(𝑒𝑣, 𝑒𝑣)

Используя равенство (12) мы получаем, что правая часть равна 𝑘 (𝑘+1)2−(𝜆+1)2

4𝑘+2 (𝑣, 𝑣)

Используя равенство (11) и равенство (𝑣𝑘, 𝑣𝑘) =
𝑘
2(𝑣, 𝑣) мы получаем, что

левая часть равна (𝑘 𝑘2−(𝜆+1)2

4𝑘+2 +𝑘
2)(𝑣, 𝑣). Последнее выражение равно 𝑘

𝑘2+2𝑘+1−(𝜆+1)2

4𝑘+2 (𝑣, 𝑣).
Следовательно, левая и правая части равны.

Таким образом, условие инвариантности эрмитовой формы равносильно
тому, что на каждом неприводимом sl2-модуле есть ad-инвариантная эрмито-
ва форма и выполнено (11). Мы получаем единственную инвариантную форму
с точностью до домножения на скаляр. Положительная инвариатная форма
существут тогда и только тогда, когда 𝑘

4𝑘+2(𝑘
2 − (𝜆+1)2) > 0 для всех векто-

ров 𝑢 старшего веса 2𝑘−2 таких, что 𝑒𝑢 ̸= 0. Мы можем считать, что 𝜆 ≥ −1.
В это случае условие 𝑘

4𝑘+2(𝑘
2 − (𝜆+1)2) > 0 равносильно тому, что 𝑘 > 𝜆+1.
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Пусть 𝑀 — неприводимый бимодуль Хариш-Чандры, 𝑢 ∈ 𝑀 — старший
вектор наименьшего веса 2𝑘 − 2, где 𝑘 целое или полуцелое.

Прредположим, что 𝑒𝑢 = 0. Мы видим, что𝑀 совпадает c неприводимым
sl2-модулем, содержащим 𝑢. Все конечномерные бимодули Хариш-Чандры
имеют вид 𝑉 ⊗ 𝑉 *, где 𝑉 — конечномерное представление 𝒜. Конечномер-
ный бимодуль Хариш-Чандры является неприводимым sl2-модулем только в
том случае, когда 𝑉 = C. В этом случае 𝑀 = 𝑉 ⊗ 𝑉 * = C. Скалярное произ-
ведение на C в этом случае будет инвариантно.

Если 𝑒𝑢 ̸= 0, получаем 𝑘 > 𝜆 + 1. Следствие 3.4 дает два варианта на
наименьший вес: либо 𝑘 − 1 = 0, либо 𝑘 − 1 = 𝜆+ 1. В первом случае мы по-
лучаем регулярное представление, во втором в случае целого или полуцелого
𝜆 ̸= −1 — неприводимый бесконечномерный модуль, не изоморфный регу-
лярному. Во втором варианте представление унитаризуемо при любых 𝜆. В
первом получаем условие 𝜆 < 0, то есть −1 ≤ 𝜆 < 0.

Сформулируем полученные результаты в виде теоремы:

Теорема 3.5. Пусть 𝑀 — неприводимый бимодуль Хариш-Чандры над 𝒜, где
𝒜 = 𝑈(sl2)/(𝑒𝑓+𝑓𝑒+

ℎ2

2 −
𝜆2

2 −𝜆). Тогда𝑀 унитаризуем в следующих случаях:

1. 𝜆 ∈ Z,𝑀 = 𝐼 — аннулятор неприводимого конечномерного представления

𝒜.

2. 𝜆 ∈ Z+ 1
2 ,𝑀 — неприводимый бимодуль Хариш-Чандры, не изоморфный

𝒜.

3. 𝜆 ∈ (−2, 0), 𝑀 ∼= 𝒜.

4. 𝜆 = 0, 𝑀 ∼= C.

Расскажем, каким образом полученный список унитаризуемых бимоду-
лей согласуется со списком неприводимых унитарных представлений группы
SL(2,C). Регулярный бимодуль для 𝜆 = −1 и бимодуль, не изоморфный регу-
лярному, для остальных целых и полуцелых 𝜆 соответствуют представлени-
ям главной серии. Регулярное представление для −1 < 𝜆 < 0 соответствуют
представлениям дополнительной серии. Доказательство этого факта есть, на-
пример, в [9].

Оставшиеся унитарные представления SL(2,C) возникнут при рассмотре-
нии 𝒜𝜆-𝒜𝜆-бимодулей.
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3.2 Регулярный бимодуль

На алгебре 𝒜 есть антилинейная инволюция 𝑒 ↦→ −𝑓 , 𝑓 ↦→ −𝑒, ℎ ↦→ −ℎ, когда
𝑃 (−𝑥) = 𝑄(𝑥). Рассматривая получившуюся нестандартную вещественную
форму 𝑒 ↦→ −𝑓 , 𝑓 ↦→ −𝑒, ℎ ↦→ −ℎ аналогично предыдущему случаю, получаем
условия:

(𝑒𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑓) (𝑢𝑒, 𝑣) = −(𝑢, 𝑓𝑣)

(ℎ𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣ℎ) (𝑢ℎ, 𝑣) = −(𝑢, ℎ𝑣)

(𝑓𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑒) (𝑢𝑓, 𝑣) = −(𝑢, 𝑒𝑣)

Так как форма эрмитова, достаточно проверять первые три условия:

(𝑒𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣𝑓) (13)

(𝑢𝑒, 𝑣) = −(𝑢, 𝑓𝑣) (14)

(ℎ𝑢, 𝑣) = −(𝑢, 𝑣ℎ) (15)

Из инвариантности относительно присоединенного действия ℎ получаем, что
весовые пространства присоединенного действия ℎ разных весов ортогональ-
ны относительно формы.

В этом параграфе мы рассмотрим случай регулярного бимодуля. Весовое
пространство веса 𝑛𝑘 ≥ 0 состоит из элементов 𝑆(ℎ)𝑒𝑘, 𝑆(𝑥) ∈ C[𝑥]. В случае
𝑛𝑘 < 0 пространство состоит из элементов 𝑆(𝑥)𝑓𝑘, 𝑆(𝑥) ∈ C[𝑥].

Несложно доказываются следующие формулы: 𝑆(ℎ)𝑒𝑘 = 𝑒𝑘𝑆(ℎ + 𝑛𝑘),
𝑆(ℎ)𝑓𝑘 = 𝑓𝑘𝑆(ℎ − 𝑛𝑘). Также в алгебре 𝒜 есть соотношения 𝑒𝑓 = 𝑃 (ℎ),
𝑓𝑒 = 𝑄(ℎ) = 𝑃 (ℎ+ 𝑛).

Достаточно проверить инвариантность для пары элементов неотрицатель-
ного веса или неположительного веса: если элементы разных знаков, в фор-
мулах (13), (14), (15) с обоих сторон стоит ноль.

Обозначим за (·, ·)𝑘 сужение (·, ·) на весовое пространство веса 𝑛𝑘.

3.2.1 Структура пространства инвариантных форм.

Лемма 3.6. Условия (13), (14), (15) равносильны следующим уравнениям, где

𝑘 принимает все неотрицательные целые значения:
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(𝑅(ℎ− 𝑛), 𝑆(ℎ))𝑘+1 = −(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ)𝑃 (ℎ− 𝑛𝑘))𝑘

−(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ+ 𝑛))−𝑘−1 = (𝑅(ℎ)𝑄(ℎ+ 𝑛𝑘), 𝑆(ℎ))−𝑘 (16)

(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ))𝑘+1 = −(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ+ 𝑛))𝑘

−(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ))−𝑘−1 = (𝑅(ℎ− 𝑛)𝑄(ℎ− 𝑛), 𝑆(ℎ))−𝑘 (17)

(𝑅(ℎ)𝑇 (ℎ− 𝑛𝑘), 𝑆(ℎ))±𝑘 = (𝑅(ℎ), 𝑇 (−ℎ)𝑆(ℎ))±𝑘 (18)

Следствие 3.7. Выполнено

(𝑅(ℎ− 𝑛), 𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ+ 𝑛))𝑘 = (𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ)𝑃 (ℎ− 𝑛𝑘))𝑘

(𝑅(ℎ− 𝑛)𝑄(ℎ− 𝑛), 𝑆(ℎ+ 𝑛))−𝑘 = (𝑅(ℎ)𝑄(ℎ+ 𝑛𝑘), 𝑆(ℎ))−𝑘

(19)

Доказательство. Следует из (16) и (17).

Теперь докажем теорему.

Доказательство. Раскроем условие (13) для элементов положительного веса.

При подстановке в (13) элементов 𝑢 = 𝑅(ℎ)𝑒𝑘, 𝑣 = 𝑆(ℎ)𝑒𝑘 мы получаем

(𝑒𝑅(ℎ)𝑒𝑘, 𝑆(ℎ)𝑒𝑘+1) = −(𝑅(ℎ)𝑒𝑘, 𝑆(ℎ)𝑒𝑘+1𝑓) (20)

Левая часть (20) равна (𝑅(ℎ− 𝑛)𝑒𝑘+1, 𝑆(ℎ)𝑒𝑘+1).

Выполнено равенство

𝑆(ℎ)𝑒𝑘+1𝑓 = 𝑆(ℎ)𝑒𝑘𝑃 (ℎ) = 𝑆(ℎ)𝑃 (ℎ− 𝑛𝑘)𝑒𝑘

Следовательно, правая часть (20) равна −(𝑅(ℎ)𝑒𝑘, 𝑆(ℎ)𝑃 (ℎ − 𝑛𝑘)𝑒𝑘). Таким

образом, условие (13) для элементов веса 𝑛𝑘 равносильно

(𝑅(ℎ− 𝑛), 𝑆(ℎ))𝑘+1 = −(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ)𝑃 (ℎ− 𝑛𝑘))𝑘 (21)

Аналогично преобразуется (14) для элементов отрицательного веса:
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(𝑅(ℎ)𝑓𝑘+1𝑒, 𝑆(ℎ)𝑓𝑘) = −(𝑅(ℎ)𝑓𝑘+1, 𝑓𝑆(ℎ)𝑓𝑘) (22)

Правая часть (22) равна −(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ + 𝑛))−𝑘−1. Выполнено 𝑅(ℎ)𝑓
𝑘+1𝑒 =

𝑅(ℎ)𝑓𝑘𝑄(ℎ) = 𝑅(ℎ)𝑄(ℎ+𝑛𝑘)𝑓𝑘. Следовательно, левая часть (22) равна (𝑅(ℎ)𝑄(ℎ+

𝑛𝑘), 𝑆(ℎ))−𝑘. Получаем

𝑅(ℎ)𝑄(ℎ+ 𝑛𝑘), 𝑆(ℎ))−𝑘 = −(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ+ 𝑛))−𝑘−1 (23)

Объединяя (21) и (23) получаем (16)

Напишем (14) для элементов положительного веса:

(𝑅(ℎ)𝑒𝑘+1, 𝑆(ℎ)𝑒𝑘+1) = (𝑅(ℎ)𝑒𝑘, 𝑓𝑆(ℎ)𝑒𝑘+1)

Элемент 𝑓𝑆(ℎ)𝑒𝑘+1 равен 𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑓𝑒𝑘+1 = 𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ+ 𝑛)𝑒𝑘. Получаем

(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ))𝑘+1 = −(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ+ 𝑛))𝑘 (24)

Аналогично преобразовывается уравнение (13) для элементов отрицательного

веса.

Объединяя получившееся с (24), получаем (17)

Напишем (15) в более общей форме:

(𝑅(ℎ)𝑒𝑘𝑇 (ℎ), 𝑆(ℎ)𝑒𝑘) = (𝑅(ℎ)𝑒𝑘, 𝑇 (−ℎ)𝑆(ℎ)𝑒𝑘)

Заметим, что 𝑅(ℎ)𝑒𝑘𝑇 (ℎ) = 𝑅(ℎ)𝑇 (ℎ− 𝑛𝑘)𝑒𝑘. Получаем (19).

Уравнение (19) для отрицательных 𝑘 доказывается аналогично.

Подставим в (19) и (18) 𝑘 = 0:

(𝑅(ℎ− 𝑛), 𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ+ 𝑛))0 = (𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ)𝑃 (ℎ))0

(𝑅(ℎ)𝑇 (ℎ), 𝑆(ℎ))0 = (𝑅(ℎ), 𝑇 (−ℎ)𝑆(ℎ))0 (25)

Мы получили два уравнения, а не три, потому что при подстановке 𝑘 = 0
в (19) получились два одинаковых условия.

Заметим, что существует взаимно-однозначное соответствие между били-
нейными формами, заданными на весовом пространстве оператора adℎ веса
0, и билинейными формами на 𝒜, удовлеворяющими (17).
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Утверждение 3.8. Пусть выполнены (25) и (17). Тогда форма инвариантна.

Доказательство. Надо проверить (16) и (18). С учетом (17) равенство (16)

равносильно (19). Равенства (19) и (18) мы докажем индукцией по 𝑘.

Используя (17) и равенство (19) для элементов веса 𝑛𝑘 мы получаем ра-

венство (19) для элементов веса 𝑛(𝑘 + 1)

(𝑅(ℎ−𝑛), 𝑆(ℎ+𝑛)𝑃 (ℎ+𝑛))𝑘+1 = −(𝑅(ℎ−𝑛), 𝑆(ℎ+2𝑛)𝑃 (ℎ+2𝑛)𝑃 (ℎ+𝑛))𝑘 =

− (𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ− 𝑛𝑘))𝑘 = (𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ)𝑃 (ℎ− 𝑛(𝑘 + 1))𝑘+1

Используя (17) и равенство (18) для элементов веса 𝑛𝑘 мы получаем равен-

ство (18) для элементов веса 𝑛(𝑘 + 1).

(𝑅(ℎ), 𝑇 (−ℎ)𝑆(ℎ))𝑘+1 = −(𝑅(ℎ), 𝑇 (−ℎ− 𝑛)𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ+ 𝑛))𝑘 =

− (𝑅(ℎ)𝑇 (ℎ−𝑛(𝑘+1)), 𝑆(ℎ+𝑛)𝑃 (ℎ+𝑛))𝑘 = (𝑅(ℎ)𝑇 (ℎ−𝑛(𝑘+1), 𝑆(ℎ))𝑘+1

Таким образом, инвариантные формы на 𝒜 находятся во взаимно одно-
значном соответствии с формами на весовом пространстве оператора adℎ веса
ноль, удовлетворяющими условиям (25). Условие эрмитовости мы рассмотрим
позже. Уравнения (25) задают пространство полуторалинейных форм размер-
ности 𝑛−1. Опишем, как устроено получившееся пространство форм. Уравне-
ние (𝑅(ℎ)𝑇 (ℎ), 𝑆(ℎ)) = (𝑅(ℎ), 𝑇 (−ℎ)𝑆(ℎ)) равносильно тому, что (𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ)) =
(1, 𝑅(−ℎ)𝑆(ℎ)) для любых 𝑅(𝑥), 𝑆(𝑥) ∈ C[𝑥]. Обозначим (1, 𝑅(ℎ)) за 𝜑(𝑅(𝑥)).
Уравнение (𝑅(ℎ−𝑛), 𝑆(ℎ+𝑛)𝑃 (ℎ+𝑛)) = (𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ)𝑃 (ℎ)) теперь равносильно
тому, что

𝜑(𝑅(𝑥)𝑃 (𝑥)) = 𝜑(𝑅(𝑥+ 𝑛)𝑃 (𝑥+ 𝑛)) (26)

Для любого многочлена 𝑅(𝑥) существует единственный с точностью до при-
бавления константы многочлен 𝑆(𝑥) такой, что 𝑅(𝑥) = 𝑆(𝑥+𝑛)−𝑆(𝑥). Следо-
вательно, существует такая функция 𝑔, что 𝜑(𝑅(𝑥)) = 𝑔(𝑆(𝑥)), где 𝑔(1) = 0,
𝑅(𝑥) = 𝑆(𝑥+𝑛)−𝑆(𝑥). Условие (26) переписывается как 𝑔(𝑃 (𝑥)𝑆(𝑥)) = 0. То
есть 𝑔 — это произвольная линейная функция на пространствеC[𝑥]/{𝑃 (𝑥)𝑆(𝑥)+
𝑐 | 𝑆(𝑥) ∈ C[𝑥], 𝑐 ∈ C} размерности 𝑛−1. Или, что то же самое, 𝜑— произволь-
ная линейная функция на пространстве C[𝑥]/{𝑃 (𝑥+𝑛)𝑅(𝑥+𝑛)−𝑃 (𝑥)𝑅(𝑥) |
𝑅(𝑥) ∈ C[𝑥]}.
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Замечание. Заметим, что в случае 𝑛 = 2 у нас получается ровно одна полу-

торалинейная форма с точностью до умножения на константу. Это совпадает

с результатами предыдущего параграфа.

3.2.2 Положительная определенность.

Вернемся к изучению инвариантных форм, определенных на всем бимодуле
𝒜.

Утверждение 3.9. Пусть (·, ·) — инвариантная полуторалинейная форма на

регулярном бимодуле𝒜. Если (𝑎, 𝑎) > 0 при любом 𝑎 из весового пространства

adℎ веса 0 или 𝑛, то (·, ·) положительно определена.

Доказательство. Пусть 𝑏 — элемент веса 2𝑛𝑘, 𝑘 > 0. Это значит, что он пред-

ставляется в виде 𝑒𝑘𝑆(ℎ)𝑒𝑘. Из инвариантности получаем (𝑏, 𝑏) = (𝑒𝑘𝑆(ℎ)𝑒𝑘, 𝑒𝑘𝑆(ℎ)𝑒𝑘) =

(𝑆(ℎ)𝑒𝑘(−𝑓)𝑘, 𝑆(ℎ)𝑒𝑘(−𝑓)𝑘). Значит, положительная определенность для эле-
ментов веса 2𝑛𝑘, 𝑘 > 0 следует из положительной определенности для эле-

ментов веса 0. Случай 𝑘 < 0 разбирается аналогично.

Пусть 𝑏 — элемент веса 𝑛(2𝑘 + 1). В зависимости от знака 𝑘 он представ-

ляется в виде 𝑒𝑘𝑃 (ℎ)𝑒𝑘+1 или 𝑓𝑘𝑃 (ℎ)𝑓𝑘+1. Дальше рассуждаем аналогично

случаю веса 2𝑘𝑛:

(𝑒𝑘𝑃 (ℎ)𝑒𝑘+1, 𝑒𝑘𝑃 (ℎ)𝑒𝑘+1) = (𝑃 (ℎ)𝑒𝑘+1(−𝑓)𝑘, 𝑃 (ℎ)𝑒𝑘+1(−𝑓)𝑘)

(𝑓𝑘𝑃 (ℎ)𝑓𝑘+1, 𝑓𝑘𝑃 (ℎ)𝑓𝑘+1) = ((−𝑒)𝑘+1𝑓𝑘𝑃 (ℎ), (−𝑒)𝑘+1𝑓𝑘𝑃 (ℎ))

В качестве следствия получаем следующее утверждение. Оно позволяет
свести изучение положительной определенности к проверке некоторых усло-
вий для формы, заданной на весовом пространстве оператора adℎ веса 0.

Утверждение 3.10. Положительная определенность равносильна тому, что для

всех 𝑅(𝑥) ∈ C[𝑥] выполнено

𝜑(𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥)) > 0 (27)
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𝜑(−𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥+ 𝑛)𝑃 (𝑥+ 𝑛)−𝑅(−𝑥+ 𝑛)𝑅(𝑥)𝑃 (−𝑥+ 𝑛)) > 0 (28)

Доказательство. Вспомним, что 𝑃 (𝑥) = 𝑄(−𝑥) = 𝑃 (−𝑥+ 𝑛).

Заметим, что (𝑅(ℎ), 𝑅(ℎ))0 = (1, 𝑅(−ℎ)𝑅(ℎ)) = 𝜑(𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥)). Следова-
тельно, положительная определенность (·, ·) на пространстве веса 0 равно-

сильна (27)

Применяя (17) получаем

(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ))1 = −(𝑅(ℎ), 𝑆(ℎ+ 𝑛)𝑃 (ℎ+ 𝑛))

Следовательно, (𝑅(ℎ), 𝑅(ℎ))1 = −(1, 𝑅(−ℎ)𝑅(ℎ+𝑛)𝑃 (ℎ+𝑛)) = 𝜑(−𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥+
𝑛)𝑃 (𝑥+ 𝑛)).

Из (26) получаем 𝜑(𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥+ 𝑛)𝑃 (𝑥+ 𝑛)) = 𝜑(𝑅(𝑥)𝑅(−𝑥+ 𝑛)𝑃 (𝑥)).

Таким образом,

𝜑(𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥+𝑛)𝑃 (𝑥+𝑛)) = 1

2
𝜑(𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥+𝑛)𝑃 (𝑥+𝑛)+𝑅(𝑥)𝑅(−𝑥+𝑛)𝑃 (𝑥))

Пользуясь равенством 𝑃 (𝑥) = 𝑃 (−𝑥+𝑛) мы видим, что положительная опре-

деленность (·, ·) на пространстве веса 𝑛 равносильна (28).

Обозначим за 𝐶0 выпуклый конус, порожденный элементами вида𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥)
и −𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥+ 𝑛)𝑃 (𝑥+ 𝑛)− 𝑅(−𝑥+ 𝑛)𝑅(𝑥)𝑃 (−𝑥+ 𝑛). Утверждение мож-
но переформулировать таким образом: (·, ·) положительно определено, когда
функция 𝜑 положительна на 𝐶0.

Для начала поймем, когда форма (·, ·) вещественна на 𝐶0.
Пусть 𝑎 ∈ R. Рассмотрим антилинейную инволюцию 𝑆(𝑥) ↦→ 𝑆(2𝑎− 𝑥).

Определение 3.11. Обозначим за Re𝑎 𝑃 (𝑥) вещественную часть многочлена

𝑃 (𝑥) относительно этой антиинволюции.

Следующее утверждение доказывается несложно:

Утверждение 3.12. Пусть 𝑎 вещественно. Множество многочленов 𝑅1(2𝑎 −
𝑥)𝑅1(𝑥) совпадает с множеством многочленов 𝐹 (𝑥) таких, что 𝐹 (𝑥) ≥ 0 при

Re𝑥 = 𝑎.
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В частности, суммы вида𝑅1(−𝑥)𝑅1(𝑥)−𝑅2(−𝑥)𝑅2(𝑥+𝑛)𝑃 (𝑥+𝑛)−𝑅2(−𝑥+
𝑛)𝑅2(𝑥)𝑃 (−𝑥 + 𝑛) образуют выпуклый конус. Следовательно, конус 𝐶0 сов-
падает с множеством {𝑅1(−𝑥)𝑅1(𝑥) − 𝑅2(−𝑥)𝑅2(𝑥 + 𝑛)𝑃 (𝑥 + 𝑛) − 𝑅2(−𝑥 +
𝑛)𝑅2(𝑥)𝑃 (−𝑥+ 𝑛) | 𝑅1(𝑥), 𝑅2(𝑥) ∈ C[𝑥]}.

Выясним, когда 𝑓 вещественно на 𝐶0 и переформулируем условие (26) в
этом случае.

Утверждение 3.13. 1. Пусть 𝜑— произвольное линейное отображение изC[𝑥]
в C. Тогда равносильно

(a) Отображение 𝜑 принимает вещественные значения на 𝐶0.

(b) Отображение 𝜑, суженное на R[𝑖𝑥], принимает вещественные значе-

ния.

2. Пусть 𝜑 — линейное отображение из C[𝑥] в C, удовлетворяющее любому
из двух условий предыдущего пункта. Тогда следующие два утверждения

эквивалентны:

(a) Отображение 𝜑 удовлетворяет условию (26)

(b) 𝜑|R[𝑖𝑥](𝑃 (𝑥 + 𝑛)𝐹 (𝑥 + 𝑛) − 𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥)) = 0 для всех 𝐹 (𝑥) таких, что

𝐹 (𝑥) + 𝐹 (−𝑥+ 𝑛) = 0.

Доказательство. 1. Достаточно доказать, что вещественная линейная обо-

лочка элементов вида 𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥) и −𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥+ 𝑛)𝑃 (𝑥+ 𝑛)− 𝑅(−𝑥+
𝑛)𝑅(𝑥)𝑃 (−𝑥 + 𝑛), где 𝑅(𝑥) ∈ C[𝑥] совпадает с R[𝑖𝑥]. Множество R[𝑖𝑥]
совпадает с множеством элементов, инвариантных относительно анти-

линейной инволюции 𝑆(𝑥) ↦→ 𝑆(−𝑥). Легко видеть, что элементы вида

𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥) и −𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥 + 𝑛)𝑃 (𝑥 + 𝑛) − 𝑅(−𝑥 + 𝑛)𝑅(𝑥)𝑃 (−𝑥 + 𝑛) ин-

вариантны относительно этой антилинейной инволюции.

Докажем включение в другую сторону. Заметим, что вещественная ли-

нейная оболочка элементов 𝑅(−𝑥)𝑅(𝑥) содержит элементы (−𝑥2)𝑘 и (1−
2𝑖𝑥− 𝑥2)𝑘 для всех неотрицательных целых 𝑘. Теперь несложно доказать

по индукции, что вещественная линейная оболочка элементов (−𝑥2)𝑘 и

(1− 2𝑖𝑥− 𝑥2)𝑘 совпадает с R[𝑖𝑥].
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2. Докажем воспомогательную лемму:

Лемма. 𝑃 (𝑥+𝑛)𝐹 (𝑥+𝑛)−𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥) ∈ R[𝑖𝑥] тогда и только тогда, когда
𝐹 (𝑥) + 𝐹 (−𝑥+ 𝑛) = 0

Доказательство. Запишем условие:

𝑃 (𝑥+ 𝑛)𝐹 (𝑥+ 𝑛)− 𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥) = 𝑃 (−𝑥+ 𝑛)𝐹 (−𝑥+ 𝑛)− 𝑃 (−𝑥)𝐹 (−𝑥)

Заметим, что правая часть равна 𝑃 (𝑥)𝐹 (−𝑥 + 𝑛) − 𝑃 (𝑥 + 𝑛)𝐹 (−𝑥 + 𝑛).

Отсюда следует, что многочлен 𝑃 (𝑥)(𝐹 (𝑥) + 𝐹 (−𝑥 + 𝑛)) совпадает со

своим сдвигом на 𝑛. Значит, он равен константе. Так как deg𝑃 (𝑥) > 1,

𝑃 (𝑥)(𝐹 (𝑥) + 𝐹 (−𝑥+ 𝑛)) = 0. Отсюда получаем утверждение.

Из леммы получаем следствие (𝑎) ⇒ (𝑏).

Докажем следствие (𝑏) ⇒ (𝑎). Пусть 𝐹 — произвольный многочлен. Легко

видеть, что 𝐹 представляется в виде 𝐹1(𝑥)+𝑖𝐹2(𝑥), где 𝐹1(𝑥)+𝐹1(𝑛−𝑥) =
0, 𝐹2(𝑥)+𝐹2(𝑛−𝑥) = 0. Таким образом, 𝜑(𝑃 (𝑥+𝑛)𝐹 (𝑥+𝑛)−𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥)) =
𝜑(𝑃 (𝑥+𝑛)𝐹1(𝑥+𝑛)−𝑃 (𝑥)𝐹1(𝑥))+ 𝑖𝜑(𝑃 (𝑥+𝑛)𝐹2(𝑥+𝑛)−𝑃 (𝑥)𝐹2(𝑥)) = 0.

Утверждение 3.14. Предположим, что функция 𝜑 вещественна на R[𝑖𝑥]. То-
гда для соответствующей полуторалинейной формы (·, ·) выполнено (𝑢, 𝑣) =

(𝑣, 𝑢).

Доказательство. Заметим, что (𝑢, 𝑣) = (1, 𝑣 · 𝑟(𝑢)), (𝑣, 𝑢) = (1, 𝑟(𝑣) · 𝑢). Оста-
ется доказать, что (1, 𝑤) = (1, 𝑟(𝑤)). Пусть 𝑤 = 𝑆(ℎ). Тогда 𝑟(𝑤) = 𝑆(−ℎ).
При этом (1, 𝑤) = 𝜑(𝑆(𝑥)), (1, 𝑟(𝑤)) = 𝜑(𝑆(−𝑥)). Так как 𝑓 вещественно на

R[𝑖𝑥], то 𝜑(𝑆(𝑥)) = 𝜑(𝑆(−𝑥). Отсюда следует утверждение.

Таким образом, из положительной определенности формы (·, ·) следует
эрмитовость.

Получаем, что сужение 𝑓 на R[𝑖𝑥] равно нулю на элементах вида 𝑃 (𝑥 +
𝑛)𝐹 (𝑥+𝑛)−𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥), где 𝐹 (𝑥)+𝐹 (−𝑥+𝑛) = 0. В этом случае 𝑃 (𝑥+𝑛)𝐹 (𝑥+
𝑛)− 𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥) = −𝑃 (−𝑥)𝐹 (−𝑥)− 𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥) = −Re0 𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥).
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Обозначим за 𝐶 образ 𝐶0 в R[𝑖𝑥]/{𝑃 (𝑥+𝑛)𝐹 (𝑥+𝑛)−𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥)}. 𝐶 являет-
ся выпуклым конусом в конечномерном вещественном пространстве. Отобра-
жение 𝑓 действует из этого пространства в R и должно быть больше нуля на
элементах из 𝐶. Такое 𝑓 существует тогда и только тогда, когда 𝐶 содержится
в открытом полупространстве, которое содержит ноль на границе.

Заметим, что выполнены следующие следствия: если 𝐶 содержится в от-
крытом полупространстве, то 𝐶 не содержит ноль. Если 𝐶 не содержит ноль,
то 𝐶 содержится в замкнутом полупространстве. Из последнего условия сле-
дует, что на регулярном бимодуле можно ввести неотрицательно определен-
ную инвариантную эрмитову форму.

Условие на то, что 𝐶 не содержит 0, можно переформулировать более
явным образом:

Теорема 3.15. Если регулярный бимодуль с параметром 𝑃 (𝑥) унитаризуем, то

не существует многочлена 𝑆(𝑥) такого, что

1. Re𝑆(𝑥) ≥ 0 при Re𝑥 = 𝑛
2 .

2. Re𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥) ≥ 0 при Re𝑥 = 0

Если такого многочлена 𝑆(𝑥) не существует, то на регулярном бимодуле с

параметром 𝑃 (𝑥) можно ввести неотрицательно определенную инвариантную

эрмитову форму.

Доказательство. Для удобства доказательства поменяем знак 𝑆(𝑥). Получим

условие

1. Re𝑆(𝑥) ≤ 0 при Re𝑥 = 𝑛
2 .

2. Re𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥) ≤ 0 при Re𝑥 = 0

Надо доказать, что это условие равносильно тому, что 𝐶 не содержит

ноль. Последне равносильно тому, что 𝐶0 не содержит многочленов вида

𝑃 (𝑥+ 𝑛)𝐹 (𝑥+ 𝑛)− 𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥), где Re𝑛
2
𝐹 = 0. Конус 𝐶0 состоит из элементов

вида 𝑅1(−𝑥)𝑅1(𝑥)−𝑅2(−𝑥)𝑅2(𝑥+𝑛)𝑃 (𝑥+𝑛)−𝑅2(−𝑥+𝑛)𝑅2(𝑥)𝑃 (−𝑥+𝑛). Та-
ким образом, условие переформулируется следующим образом: не существует
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многочленов 𝑅1, 𝑅2, 𝐹 , не равных нулю одновременно, таких, что 𝐹 (𝑥+ 𝑛) +

𝐹 (−𝑥) = 0 и

𝑅1(−𝑥)𝑅1(𝑥)−𝑅2(−𝑥)𝑅2(𝑥+ 𝑛)𝑃 (𝑥+ 𝑛)−

−𝑅2(−𝑥+ 𝑛)𝑅2(𝑥)𝑃 (−𝑥+ 𝑛) = 𝑃 (𝑥+ 𝑛)𝐹 (𝑥+ 𝑛)− 𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥)

Преобразуя, получаем

𝑅1(−𝑥)𝑅1(𝑥) = 𝑃 (𝑥+𝑛)(𝐹 (𝑥+𝑛)+𝑅2(−𝑥)𝑅2(𝑥+𝑛))−𝑃 (𝑥)(𝐹 (𝑥)−𝑅2(−𝑥+𝑛)𝑅2(𝑥))

(29)

Вещественная форма Re0 задается отображением 𝑟(𝑆(𝑥)) = 𝑆(−𝑥). Так
как 𝐹 (𝑥+𝑛)+𝐹 (−𝑥) = 0, то 𝐹 (𝑥+𝑛) = −𝑟(𝐹 (𝑥)). Мы знаем, что 𝑃 (𝑥+𝑛) =

𝑃 (−𝑥), поэтому 𝑃 (𝑥+𝑛) = 𝑟(𝑃 (𝑥)). Легко видеть, что 𝑟(𝑅2(−𝑥+𝑛)𝑅2(𝑥)) =

𝑅2(𝑥+ 𝑛)𝑅2(𝑥). Следовательно,

𝑃 (𝑥+ 𝑛)(𝐹 (𝑥+ 𝑛) +𝑅2(−𝑥)𝑅2(𝑥+ 𝑛))− 𝑃 (𝑥)(𝐹 (𝑥)−𝑅2(−𝑥+ 𝑛)𝑅2(𝑥)) =

− Re0 𝑃 (𝑥)(𝐹 (𝑥)−𝑅2(−𝑥+ 𝑛)𝑅2(𝑥))

Таким образом,уравнение (29) равносильно уравнению

𝑅1(−𝑥)𝑅1(𝑥) = −Re0 𝑃 (𝑥)(𝐹 (𝑥)−𝑅2(−𝑥+ 𝑛)𝑅2(𝑥))

Из утверждения 3.12 следует, что сущестование 𝑅1(𝑥) равносильно следу-

ющему: Re𝑃 (𝑥)(𝐹 (𝑥)−𝑅2(−𝑥+ 𝑛)𝑅2(𝑥)) ≤ 0 при Re𝑥 = 0.

Обозначим 𝐹 (𝑥)−𝑅2(−𝑥+𝑛)𝑅2(𝑥) за 𝑆(𝑥). Мы видим, что Re𝑃 (𝑥)𝑆(𝑥) ≤
0 при Re𝑥 = 0. Остается доказать, что многочлены вида 𝐹 (𝑥) − 𝑅2(−𝑥 +

𝑛)𝑅2(𝑥) — это многочлены, у которых вещественная часть положительна на

оси Re𝑥 = 𝑛
2 .

Несложно видеть, что при Re𝑥 = 𝑛
2 выполнено Re𝑆(𝑥) = (Re𝑛

2
𝑆)(𝑥).

Мы знаем, что Re𝑛
2
𝐹 (𝑥) = 0. Таким образом, Re𝑆(𝑥) = −Re𝑅2(−𝑥 +

𝑛)𝑅2(𝑥) при Re𝑥 = 𝑛
2 . Из утверждения 3.12 следует, что элементы вида

𝑅2(−𝑥+𝑛)𝑅2(𝑥) — это в точности те многочлены, сужение которых Re𝑥 = 𝑛
2

неотрицательно.
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Необходимо понять, как наличие неотрицательно определенной формы
связано с наличием положительно определенной формы. Воспользуемся сле-
дующим фактом: любой идеал в алгебре 𝒜 имеет конечную коразмерность.
Из него следует

Утверждение 3.16. Пусть на регулярном бимодуле 𝒜 введена неотрицатель-

но определенная эрмитова форма (·, ·). Тогда есть два варианта: либо (·, ·)
положительно определена, либо ядро формы (·, ·) — это идеал 𝐼 конечной

коразмерности и конечномерный бимодуль 𝒜/𝐼 унитаризуем.

Доказательство. Пусть (·, ·) не положительно определена. Следовательно, мно-
жество 𝐼 = {𝑣 ∈ 𝒜 | (𝑣, 𝑣) = 0} непусто. Так как (·, ·) неотрицательно опреде-
лена, для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 выполнено (𝑎, 𝑏)2 ≤ (𝑎, 𝑎)(𝑏, 𝑏). При 𝑎 ∈ 𝐼 получаем,

что (𝑎, 𝑏) = 0. Следовательно, множество 𝐼 совпадает с ядром формы (·, ·).
Так как форма (·, ·) инвариантна, ее ядро является идеалом. Следовательно, 𝐼
— идеал в алгебре 𝒜. Воспользовавшись фактом получаем, что 𝒜/𝐼 — конеч-

номерный бимодуль. По форме (·, ·) получаем положительно определенную

форму на 𝒜/𝐼.

Утверждение 3.17. Пусть 𝑉 — унитаризуемый конечномерный неприводимый

бимодуль над алгеброй 𝒜. Тогда dim𝑉 = 1.

Доказательство. Легко видеть, что 𝑉 = 𝑉1 ⊗ 𝑉 *
2 , где 𝑉1, 𝑉2 — конечномерные

неприводимые 𝒜-модули. Из результатов параграфа 2.1 следует, что ℎ дей-

ствует диагонализуемо на 𝑉1, 𝑉2 и все собственные пространства ℎ одномерны.

Следовательно, на модуле 𝑉 есть биградуировка левым и правым действием

ℎ.

Пусть dim𝑉 ̸= 1. Не умаляя общности можно считать, что dim𝑉1 ̸= 1. То-

гда у действия ℎ слева есть два различных собственых значения. Следователь-

но, можно подобрать элемент 𝑢 ∈ 𝑉 такой, что ℎ𝑢 = 𝜆𝑢, 𝑢ℎ = 𝜇𝑢 и при этом

𝜆 ̸= −𝜇. Воспользуемся инвариантностью формы: (ℎ𝑢, 𝑢) = −(𝑢, 𝑢ℎ). Мы ви-

дим что (ℎ𝑢, 𝑢) = 𝜆(𝑢, 𝑢), (𝑢, 𝑢ℎ) = 𝜇(𝑢, 𝑢). Следовательно, (𝜆+ 𝜇)(𝑢, 𝑢) = 0.

Так как 𝜆 + 𝜇 ̸= 0, получаем (𝑢, 𝑢) = 0. Противоречие с положительной

определенностью.
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Таким образом, мы получили более явный критерий унитаризуемости ре-
гулярного в тех случаях, когда не существует одномерных бимодулей над
алгеброй 𝒜. Попытаемся с помощью этого критерия классифицировать пара-
метры, при которых модуль унитаризуем.

3.2.3 Следствия из теоремы 3.15: положительный ответ

Проверим, что теорема 3.15 дает правильный ответ в случае 𝑛 = 2. Обозначим
корни 𝑃 (𝑥) за 𝛼, 𝛽. Условие 𝑃 (𝑥) = 𝑄(−𝑥) = 𝑃 (𝑛− 𝑥) дает два случая:

1. 𝛼 + 𝛽 = 2.

2. Re𝛼 = Re 𝛽 = 1.

Заметим, что замена 𝑃 (𝑥) на 𝑃 (𝑥+𝑖𝑎), 𝑎 ∈ R соответсвует замене ℎ на ℎ−
𝑖𝑎. Эта замена не меняет вещественную форму, поэтому мы можем сдвигать
аргумент 𝑃 (𝑥) на чисто мнимую константу.

В частности, в первом случае мы можем считать, что 𝛼 и 𝛽 вещественны,
𝛼 + 𝛽 = 2. Если к тому же знак старшего члена 𝑃 (𝑥) отрицательный, мы
получаем уже разобранный случай центральной редукции 𝑈(sl2). Там мы
знаем ответ: если оба корня положительны, бимодуль унитаризуем, иначе нет.
Проверим, что теорема 3.15 дает такой же ответ.

Пусть 𝑃 (𝑥) = −(𝑥−1)2 + 𝑠2, 𝑠 ≥ 1. Получаем, что Re𝑃 (𝑖𝑥) = Re−(𝑖𝑥)2 +
2𝑖𝑥−1+𝑠2 = 𝑥2−1+𝑠2. Этот многочлен неотрицательный при вещественных
𝑥. В этом случае подойдет многочлен 𝑆(𝑥) = 1.

Пусть теперь 𝑠 < 1. В этом случае у 𝑃 (𝑥) оба корня положительны. Мы
получим унитаризуемость соответствующего бимодуля в качестве следствия
из более общего утверждения в конце раздела.

Пусть 𝐹 (𝑥) — произвольный многочлен, 𝑎 — вещественное число. Обозна-
чим за 𝜌≤𝑎(𝐹 (𝑥)) количество корней 𝐹 (𝑥), у которых вещественная часть не
больше 𝑎. Аналогично с другими знаками неравенств.

Рассмотрим незамкнутую кривую 𝑥 − 𝑎, где Re 𝑎 ̸= 0, 𝑥 проходит ось
Re𝑥 = 0 от −𝑖∞ до 𝑖∞. Несложно понять, что оборот этой кривой вокруг
нуля равен −𝜋 sgnRe 𝑎. Отсюда следует лемма:

Лемма 3.18. Если Re𝑅(𝑥) ≥ 0 при Re𝑥 = 𝑎, то

1. Выполнены неравенства

𝜌>𝑎(𝐹 (𝑥)) ≤ 𝜌≤𝑎(𝐹 (𝑥)) + 1

𝜌<𝑎(𝐹 (𝑥)) ≤ 𝜌≥𝑎(𝐹 (𝑥)) + 1
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2. Пусть первое неравенство из предыдущего пункта превратилось в равен-

ство и степень 𝑅(𝑥) равна 2𝑑 − 1. В этом случае старший коэффициент

𝑅(𝑥) вещественный и его знак равен (−1)𝑑. Если второе неравенство из

предыдущего пункта превратилось равенство, знак равен (−1)𝑑+1.

Доказательство. 1. Пусть количество корней с вещественной частью 𝑎 рав-

но 𝑘, с вещественной частью больше 𝑎 равно 𝑙, с вещественной частью

меньше 𝑎 равно 𝑚.

Предположим, что 𝑙 ≥ 𝑘 +𝑚 + 2. Пусть 𝑅(𝑥) = 𝑄(𝑥)𝑇 (𝑥), где старший

член 𝑄(𝑥) равен 𝑖𝑘, а корни 𝑄(𝑥) — это все корни 𝑅(𝑥) с вещественной

частью 0. Несложно видеть, что многочлен 𝑄(𝑥) вещественный на оси

Re𝑥 = 𝑎 и меняет знак не больше 𝑘 раз.

Следовательно, многочлен 𝑇 (𝑥) меняет знак вещественой части не больше

𝑘 раз, когда 𝑥 проходит прямую Re𝑥 = 𝑎. Мы видим, что оборот 𝑇 (𝑥)

вокруг нуля не меньше −𝜋(𝑘 + 1). С другой стороны, по предыдущей

лемме оборот равен −𝜋(𝑙 −𝑚) ≤ 𝜋(𝑘 + 2). Противоречие.

Случай 𝑚 ≥ 𝑙 + 𝑘 + 2 разбирается аналогично.

2. Из доказательства предыдущего пункта следует, что оборот 𝑇 (𝑥) вокруг

нуля равен −𝜋(𝑘+1) и 𝑇 (𝑥) меняет знак вещественной части ровно 𝑘 раз.

Отсюда несложно следует, что при 𝑥, стремящемся к 𝑎− 𝑖∞ направление

𝑇 (𝑥) имеет вид ±(𝑖+ 𝜀), где 𝜀 > 0

При 𝑥, стремящемся к 𝑎− 𝑖∞ многочлен 𝑄(𝑥) положителен, при 𝑥, стре-

мящемся к 𝑎+ 𝑖∞ многочлен 𝑄(𝑥) имеет знак (−1)𝑚.

Из этого следует, что направление 𝑇 (𝑥), при 𝑥 стремящемся к 𝑎 − 𝑖∞
имеет вид 𝑖+ 𝜀, где 𝜀 > 0.

Так как степень 𝑇 (𝑥) равна 𝑙 + 𝑚, старший коэффициент 𝑇 (𝑥) равен

𝑖𝑙+𝑚+1. Получаем, что старший коэффициент 𝑃 (𝑥) равен 𝑖𝑘+𝑙+𝑚+1 = 𝑖2𝑑 =

(−1)𝑑.

Случай другого знака разбирается аналогично.
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Выполнено 𝑃 (𝑥) = 𝑃 (𝑛−𝑥). Следовательно, корни 𝑃 (𝑥) выглядят следу-
ющим образом: это либо числа с вещественной частью 𝑛

2 , либо пары чисел 𝛼, 𝛽

такие, что 𝛼+ 𝛽 = 𝑛. Последнее условие равносильно тому, что Im𝛼 = Im 𝛽,
Re𝛼 +Re 𝛽 = 𝑛.

В случае, когда у 𝑃 (𝑥) четная степень, мы можем разбить корни на пары.
В каждой паре либо два числа, у которых мнимые части равны, а веществен-
ные дают в сумме 𝑛, либо два комплексных числа с вещественной частью
𝑛
2 .

Следствие 3.19. Пусть степень 𝑃 (𝑥) равна 𝑛 = 2𝑚. Разобьем корни 𝑃 (𝑥) на

пары указанным образом. Пусть выполнено одно из двух условий

1. Нашлось две пары корней, в которых оба числа имеют положительную

вещественную часть.

2. Нашлась пара корней, в которой оба числа имеют положительную веще-

ственную часть и знак старшего члена 𝑃 (𝑥) равен (−1)𝑚.

Также предположим, что у алгебры 𝒜 нет одномерных представлений. Тогда

регулярный бимодуль с параметром 𝑃 (𝑥) унитаризуем.

Доказательство. В каждой паре корней 𝑃 (𝑥) есть хотя бы один корень с

положительной вещественной частью. Таким образом, из первого условия

следует, что 𝜌>0(𝑃 (𝑥)) ≥ 𝜌≤0(𝑃 (𝑥)) + 4. Из второго условия следует, что

𝜌>0(𝑃 (𝑥)) ≥ 𝜌≤0𝑃 (𝑥) + 2.

Пусть бимодуль не унитаризуем. Тогда найдется мночлен 𝑆(𝑥) такой, что

1. Re𝑆(𝑥) ≥ 0 при Re𝑥 = 𝑛
2 .

2. Re𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥) ≥ 0 при Re𝑥 = 0.

Из первого условия и из леммы 3.18 получаем, что 𝜌<𝑛
2
(𝑆(𝑥)) ≤ 𝜌≥𝑛

2
(𝑆(𝑥))+1.

Отсюда следует, что 𝜌≤0(𝑆(𝑥)) ≤ 𝜌>0(𝑆(𝑥)) + 1.

Из второго условия и из леммы 3.18 получаем, что 𝜌>0(𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)) ≤ 𝜌≤0(𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥))+

1.
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Сложим два последних неравенства: 𝜌≤0(𝑆(𝑥))+𝜌>0(𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)) ≤ 𝜌>0(𝑆(𝑥))+

𝜌≤0(𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)) + 1.

Заметим, что 𝜌<𝑎(𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥)) = 𝜌<𝑎(𝑆(𝑥))+𝜌<𝑎(𝑃 (𝑥)), аналогично для дру-

гих знаков неравенства. Таким образом, последнее неравенство равносильно

𝜌>0(𝑃 (𝑥)) ≤ 𝜌≤0(𝑃 (𝑥)) + 2.

Если нашлось две пары корней с положительной вещественной частью,

мы сразу получаем противоречие. Первый случай в следствии доказан.

Перейдем ко второму случаю. Если нашлась одна пара корней с поло-

жительной вещественной частью, все неравенства на количества корней из

леммы 3.18 обращаются в равенство. Следовательно, степень 𝑆(𝑥) нечетна,

обозначим ее за 2𝑑 − 1. Из второго пункта леммы 3.18 получаем, что знак

старшего коэффициента 𝑆(𝑥) равен (−1)𝑑+1.

Также из второго пункта леммы 3.18 получаем, что знак старшего коэф-

фициента 𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥) равен (−1)𝑚+𝑑. Получаем противоречие со знаком стар-

шего коэффициента 𝑃 (𝑥).

В качестве следствия получаем, что в случае 𝑛 = 2, старший коэффици-
ент 𝑃 (𝑥) отрицателен, оба корня 𝑃 (𝑥) положительны, регулярный бимодуль
унитаризуем.

Замечание. В случае нечетного 𝑛 все корни многочлена 𝑃 (𝑥) разбиваются на

пары и остается еще один с вещественной частью 𝑛
2 . Если алгебра 𝒜 не имеет

одномерных представлений и есть пара корней многочлена 𝑃 (𝑥), в которой

вещественные части обоих корней положительны, то регулярный бимодуль с

параметром 𝑃 (𝑥) унитаризуем. Это утверждение доказывается аналогичными

рассуждениями.

3.2.4 Аналитическое построение скалярных произведений

Результаты этого раздела мне сообщил в личном разговоре Павел Этингоф.
Явная формула для скалярных произведений позволяет разобрать случай,
когда у алгебры 𝒜 есть одномерное представление: теорема 3.15 не позволя-
ет вывести унитаризуемость в этом случае, но аналитическая формула дает
инвариантное скалярное произведение.
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Разберем случай 𝑛 = 2 еще одним способом. Пусть 𝑃 (𝑥) = −(𝑥− 1)2 +𝜆2,
где 𝜆 < 1.

Рассмотрим функцию 𝑤(𝑥) = 𝑒𝜋𝑖𝑥

(𝑒𝜋𝑖𝑥+𝑒𝜋𝑖𝜆)(𝑒𝜋𝑖𝑥+𝑒−𝜋𝑖𝜆)
. Пусть 𝜑(𝐹 (𝑥)) =

∫︀
𝑖R
𝐹 (𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥.

Заметим, что функция 𝑤(𝑥) голоморфна в окрестности прямой 𝑖R и быстро
убывает при 𝑥, стремящемся к 𝑖∞. Следовательно, функция 𝜑(𝐹 (𝑥)) коррект-
но определена на многочленах.

Докажем, что по отображению 𝜑 мы получим положительно определен-
ную форму на регулярном бимодуле с параметром 𝑃 (𝑥).

Сначала проверим условие инвариантности: 𝜑(𝑃 (𝑥+𝑛)𝐹 (𝑥+𝑛)−𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥)) =
0. Надо доказать, что

∫︀
𝑖R
𝑃 (𝑥 + 2)𝜑(𝑥 + 2)𝑤(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︀
𝑖R
𝑃 (𝑥)𝐹 (𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥. За-

метим, что 𝑤(𝑥) = 𝑤(𝑥 + 2) и функция 𝑃 (𝑥)𝑤(𝑥) голоморфна в полосе
0 ≤ Re𝑥 ≤ 2. Отсюда легко получаем, что интегралы действительно рав-
ны.

Теперь проверим два условия положительности. Так как 𝑤 положительна
на оси 𝑖R, функция 𝜑 положительна на многочленах вида 𝑓(𝑥)𝑓(−𝑥).

Также надо проверить положительность 𝜑(−𝑓(−𝑥)𝜑(𝑥 + 2)𝑃 (𝑥 + 2)) =
−
∫︀
𝑖R
𝑓(−𝑥)𝜑(𝑥+2)𝑃 (𝑥+2)𝑤(𝑥)𝑑𝑥. Функция 𝑃 (𝑥+2)𝑤(𝑥) голоморфна в полосе

−2 < Re𝑥 < 0. Следовательно,
∫︀
𝑖R
𝑓(−𝑥)𝜑(𝑥 + 2)𝑃 (𝑥 + 2)𝑤(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︀
𝑖R
𝑓(−𝑥 +

1)𝜑(𝑥 + 1)𝑃 (𝑥 + 1)𝑤(𝑥 − 1)𝑑𝑥. Таким образом, нам надо доказать, что для
любого 𝑓 интеграл

∫︀
𝑖R
(𝑓(−𝑥+1)𝜑(𝑥+1))(−𝑃 (𝑥+1)𝑤(𝑥− 1))𝑑𝑥 больше нуля.

Заметим, что многочле 𝑓(−𝑥 + 1)𝜑(𝑥 + 1) положителен на прямой 𝑖R.
Таким образом остается доказать, что −𝑃 (𝑥+ 1)𝑤(𝑥− 1) > 0 на прямой 𝑖R.
Из формулы для 𝑃 (𝑥) следует, что 𝑃 (𝑥+1) > 0 при 𝑥 ∈ 𝑖R. Из формулы для
𝑤 также следует, что −𝑤(𝑥− 1) > 0 при 𝑥 ∈ 𝑖R.

Таким образом, мы получаем явную формулу для скалярного произведе-
ния на регулярном бимодуле с параметром 𝑃 (𝑥).

Пусть теперь степень 𝑃 (𝑥) равна 𝑛 = 2𝑚. Предположим, что все корни
многочлена 𝑃 (𝑥) вещественны. Корни 𝑃 (𝑥) делятся на пары 𝛼, 𝛽 такие, чт
𝛼 + 𝛽 = 𝑛. Сделаем замену переменной так, чтобы корни делились на пары
𝛼, 𝛽 : 𝛼 + 𝛽 = 2. Предположим, что знак старшего члена 𝑃 (𝑥) равен (−1)𝑚

и 𝑃 (𝑥) делится на кваратный трехчлен вида (𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽), где 𝛼 + 𝛽 = 2,
𝛼 > 0, 𝛽 > 0. Определим линейное отображение из C[𝑥] в C с помощью
той же самой функции 𝑤(𝑥). Тогда аналогичные рассуждения доказывают,
что по этому линейному отображения мы получаем инвариантное скалярное
произведение на регулярном бимодуле с парамером 𝑃 (𝑥).
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3.2.5 Следствия из теоремы 3.15: отрицательный ответ

Широкий класс параметров описывается следующей теоремой:

Теорема 3.20. Пусть у многочлена 𝑃 (𝑥) степень равна 𝑛 = 2𝑚, старший ко-

эффициент равен (−1)𝑚, все корни вещественны и не принадлежат отрезку

[0, 𝑛]. Тогда регулярный бимодуль, соответствующий параметру 𝑃 (𝑥), не уни-

таризуем.

Эта теорема является следствием из теоремы 3.15 и следующей теоремы:

Теорема 3.21. Пусть у 𝑃 (𝑥) степень равна 𝑛 = 2𝑚, старший коэффициент

равен (−1)𝑚, все корни вещественны и не принадлежат отрезку [0, 𝑛]. То-

гда найдется многочлен 𝑆(𝑥), положительный на оси Re𝑥 = 𝑛
2 такой, что

Re0 𝑆(𝑥)𝑃 (𝑥) ≥ 0.

Ключевым шагом в доказательстве будет следующая лемма:

Лемма 3.22. Предположим, что 𝑃 (𝑥) = −(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑏), где 𝑎+ 𝑏 = 𝑛, 𝑎 < 0.

Пусть 𝑁 > 0, 𝜀 > 0 — произвольные вещественные числа. Тогда найдется

многочлен 𝑆(𝑥) положительный на оси Re𝑥 = 𝑛
2 и число 𝑀 > 𝑁 такие, что

1. Аргумент 𝑃 (𝑥)𝑆(𝑥) принадлежит отрезку [−𝜀, 𝜀] при 𝑥 ∈ [−𝑖𝑁, 𝑖𝑁 ], 𝑥 ∈
[𝑖𝑀, 𝑖∞], 𝑥 ∈ [−𝑖∞,−𝑖𝑀 ].

2. Аргумент 𝑃 (𝑥)𝑆(𝑥) принадлежит отрезку [−𝜋
4 ,

𝜋
4 ] при 𝑥 ∈ 𝑖R.

Перед доказательством леммы заметим, что существование𝑀 доказывать
не нужно:

Утверждение 3.23. Пусть 𝐹 (𝑥) — произвольный многочлен четной степени

2𝑙 со старшим коэффициентом (−1)𝑙. Тогда существует такое число 𝑀 , что

𝑎𝑟𝑔 𝐹 (𝑥) ∈ [−𝜀, 𝜀] при 𝑥 ∈ [−𝑖∞,−𝑖𝑀 ] ∪ [𝑖𝑀, 𝑖∞].

Доказательство. Заметим, что 𝐹 (𝑥)
(−𝑥2)𝑙

стремится к единице при 𝑥, стремящемся

к бесконечности. Из этого легко следует утверждение.
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Доказательство. Легко видеть, что многочлен 𝑃 (𝑥)𝑆(𝑥) подходит под условия

утверждения 3.23. Следовательно, мы можем не доказывать существование

𝑀 .

Увеличив аргумент в 𝑛 раз можно считать, что 𝑛 = 1.

Так как 𝑃 (𝑥) положителен на оси Re𝑥 = 1
2 , достаточно найти многочлен

𝑅(𝑥) такой, что

1. 𝑅(𝑥) делится на 𝑃 (𝑥).

2. 𝑅(𝑥) положителен на оси Re𝑥 = 1
2 .

3. Аргумент 𝑅(𝑥) принадлежит отрезку [−𝜀, 𝜀] при 𝑥 ∈ [−𝑖𝑁, 𝑖𝑁 ].

4. Аргумент 𝑅(𝑥) принадлежит отрезку [−𝜋
4 ,

𝜋
4 ] при 𝑥 ∈ 𝑖R.

Если мы найдем такой 𝑅(𝑥), то мы возьмем 𝑆(𝑥) = 𝑅(𝑥)
𝑃 (𝑥) . Легко видеть,

что 𝑆(𝑥) удовлетворяет всем условиям теоремы.

Для удобства мы сначала предъявим голоморфную функцию 𝑅0(𝑥), удо-

влетворяющую всем условиям. Далее мы будем приближать ее многочленами.

Пусть 𝑐 — положительная константа, 𝑅0(𝑥) = (𝑒𝑐(𝑥−𝑎) −1)(𝑒𝑐(𝑏−𝑥) −1). Мы ви-

дим, что 𝑅0(𝑎) = 𝑅0(𝑏) = 0, то есть 𝑅0(𝑥) делится на 𝑃 (𝑥). Легко видеть, что

𝑅0(𝑥) положительна на оси Re𝑥 = 1
2 .

Проверим, что при достаточно больших значения 𝑐 аргумент 𝑅0(𝑥) при-

надлежит отрезку [−𝜀
2 ,

𝜀
2 ] при всех 𝑥 ∈ 𝑖R.

Заметим, что 𝑅0(𝑥) = 𝑒𝑐(𝑏−𝑎) + 1 − 𝑒𝑐(𝑥−𝑎) − 𝑒𝑐(𝑏−𝑥). Так как 𝑥 ∈ 𝑖R, то
|𝑒𝑐(𝑥−𝑎)| = 𝑒−𝑐𝑎, |𝑒𝑐(𝑏−𝑥)| = 𝑒𝑐𝑏. Следовательно,

Re𝑅0(𝑥) ≥ 𝑒𝑐(𝑏−𝑎) − 𝑒−𝑐𝑎 − 𝑒𝑐𝑏 + 1 = (𝑒𝑐𝑏 − 1)(𝑒−𝑐𝑎 − 1)

𝐼𝑚𝑅0(𝑥) ≤ 𝑒𝑐𝑏 + 𝑒−𝑐𝑎

Мы видим, что отношение Im𝑅0(𝑥)
Re𝑅0(𝑥) оценивается числом, которое стремится к

нулю, при 𝑐 стремящемся к бесконечности. Следовательно, при достаточно

больших 𝑐 аргумент 𝑅0(𝑥) принадлежит отрезку [−𝜀
2 ,

𝜀
2 ] при всех 𝑥 ∈ 𝑖R.

Теперь мы будем приближать функцию 𝑅0(𝑥) многочленами.
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Мы будем выбирать константу 𝑐 среди натуральных чисел.

Заметим, что функция 𝑒𝑥−𝑎 на компакте равномерно приближается мно-

гочленами 𝑆1
𝑘(𝑥) = (𝑘+𝑥−𝑎

𝑘 )𝑘. Пусть 𝐿1 < 𝐿2 < . . . < 𝐿𝑐−1 < 𝐿𝑐 — по-

следовательность параметров, которую мы определим позднее. Мы видим,

что функция 𝑒𝑐(𝑥−𝑎) на компакте равномерно приближается многочленами

𝑆1
𝐿1
(𝑥)𝑆1

𝐿2
(𝑥) · · ·𝑆1

𝐿𝑐
(𝑥). Аналогично функция 𝑒𝑐(𝑏−𝑥) на компакте равномерно

приближается многочленами 𝑆2
𝐿1
(𝑥) · · ·𝑆2

𝐿𝑐
(𝑥), где 𝑆2

𝑘(𝑥) = (𝑘+𝑏−𝑥
𝑘 )𝑘.

Рассмотрим многочлен 𝑅(𝑥) = (𝑆1
𝐿1
(𝑥) · · ·𝑆1

𝐿𝑐
(𝑥)−1)(𝑆2

𝐿1
(𝑥) · · ·𝑆2

𝐿𝑐
(𝑥)−1).

Так как 𝑆1
𝑘(𝑎) = 𝑆2

𝑘(𝑏) = 1 при любом значении 𝑘, то 𝑅(𝑎) = 𝑅(𝑏) = 0.

Отрезок [−𝑖𝑁, 𝑖𝑁 ] компактен и аргумент𝑅0(𝑥) на этом множестве принад-

лежит отрезку [−𝜀
2 ,

𝜀
2 ]. Следовательно, при достаточно больших 𝑁1 аргумент

𝑅(𝑥) на множестве [−𝑖𝑁, 𝑖𝑁 ] принадлежит отрезку [−𝜀, 𝜀].
Несложно понять, что 𝑅(𝑥) положителен на оси Re𝑥 = 1

2 .

Остается подобрать параметры так, что аргумент 𝑅(𝑥) будет принадле-

жать отрезку [−𝜋
4 ,

𝜋
4 ] на всей оси 𝑖R.

Выберем положительное число 𝜀1 такое, что
𝜋
4 − (𝑐+ 1)𝜀1 >

1
2 .

При достаточно больших 𝑐 и 𝐿1 аргумент 𝑅(𝑥) отличается от аргумента

𝑆1
𝐿1
(𝑥) · · ·𝑆1

𝐿𝑐
(𝑥)𝑆2

𝐿1
(𝑥) · · ·𝑆1

𝐿𝑐
(𝑥) меньше, чем на 𝜀1, на всей оси. То есть до-

статочно доказывать, что аргумент 𝑆1
𝐿1
(𝑥) · · ·𝑆1

𝐿𝑐
(𝑥)𝑆2

𝐿1
(𝑥) · · ·𝑆1

𝐿𝑐
(𝑥) принад-

лежит отрезку [−𝜋
4 + (𝑐+ 1)𝜀1,

𝜋
4 − (𝑐+ 1)𝜀1].

Утверждение 3.24. Пусть𝐾 — ограниченное подмножество 𝑖R. Тогда для всех
достаточно больших натуральных чисел 𝑚 аргумент 𝑆1

𝑚(𝑥)𝑆
2
𝑚(𝑥) лежит на

отрезке [−𝜀1, 𝜀1] при 𝑥 ∈ 𝐾 и лежит на отрезке [−𝜋
4 + (𝑐+ 1)𝜀1,

𝜋
4 − (𝑐+ 1)𝜀1]

при 𝑥 ∈ 𝑖R.

Доказательство. Последовательность многочленов 𝑆1
𝑚(𝑥)𝑆

2
𝑚(𝑥) равномерно на

𝐾 приближает функцию 𝑒𝑐(𝑥−𝑎)𝑒𝑐(𝑏−𝑥) = 𝑒𝑐(𝑏−𝑎), поэтому при достаточно боль-

шом 𝑚 аргумент 𝑆1
𝑚(𝑥)𝑆

2
𝑚(𝑥) лежит на отрезке [−𝜀1, 𝜀1] при 𝑥 ∈ 𝐾. Остается

доказать, что при всех значениях 𝑥 ∈ 𝑖R аргумент 𝑆1
𝑚(𝑥)𝑆

2
𝑚(𝑥) лежит на от-

резке [−𝜋
4 +(𝑐+1)𝜀1,

𝜋
4 −(𝑐+1)𝜀1]. Мы выбрали 𝜀1 таким образом, что отрезок

[−1
2 ,

1
2 ] лежит внутри отрезка [−

𝜋
4 +(𝑐+1)𝜀1,

𝜋
4 −(𝑐+1)𝜀1]. Осталось доказать,
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что аргумент 𝑆1
𝑚(𝑥)𝑆

2
𝑚(𝑥) лежит внутри [−1

2 ,
1
2 ].

Заметим, что 𝑆1
𝑚(𝑥)𝑆

2
𝑚(𝑥) = (𝑥+𝑚−𝑎

𝑚 · 𝑚+𝑏−𝑥
𝑚 )𝑚. То есть надо оценить, в

каких пределах меняется аргумент многочлена 𝐹 (𝑥) = (𝑥 +𝑚 − 𝑎)(𝑚 + 𝑏 −
𝑥). Вещественная часть 𝐹 (𝑥) при 𝑥 = 𝑖𝑡, 𝑡 ∈ R равна 𝑡2 + (𝑚 − 𝑎)(𝑚 + 𝑏),

мнимая часть 𝐹 (𝑥) равна 𝑡(𝑎+𝑏). Следовательно, тангенс угла наклона равен
𝑡(𝑎+𝑏)

𝑡2+(𝑚−𝑎)(𝑚+𝑏) . Максимум тангенса достигается при 𝑡2 = (𝑚−𝑎)(𝑚+ 𝑏) и равен
𝑎+𝑏

2
√

(𝑚−𝑎)(𝑚+𝑏)
. По условию 𝑎 + 𝑏 = 1, 𝑎 < 0, 𝑏 > 0. Следовательно, тангенс

ограничен величиной 1
2𝑚 . Значит и сам угол наклона ограничен величиной

1
2𝑚 . Таким образом, аргумент 𝑆1

𝑚(𝑥)𝑆
2
𝑚(𝑥) лежит в пределах [−1

2 ,
1
2 ].

У нас осталось ограничения снизу на число 𝐿1 из предыдущих рассужде-

ний. Воспользовавшись утвержденим получаем, что при достаточно большом

𝐿1 аргумент 𝑆
1
𝐿1
(𝑥)𝑆2

𝐿1
(𝑥) лежит на отрезке [−𝜋

4 + ( + 1)𝜀1,
𝜋
4 − ( + 1)𝜀1]. Вы-

берем 𝐿1 так, чтобы оно удовлетворяло ограничениям снизу из предыдущих

рассуждений и из утверждения 3.24. По утверждению 3.23 найдется огра-

ниченное множество 𝐾1 такое, что вне 𝐾1 аргумент 𝑆1
𝐿1
(𝑥)𝑆2

𝐿1
(𝑥) лежит на

отрезке [−𝜀1, 𝜀1]. Применим утверждение 3.24 для множества 𝐾1. Получим

число 𝐿2 такое, что на 𝐾1 аргумент 𝑆
1
𝐿2
(𝑥)𝑆2

𝐿2
(𝑥) лежит на отрезке [−𝜀1, 𝜀1].

Применим утверждние 3.23 и получим множество 𝐾2 такое, что вне 𝐾2 аргу-

мент 𝑆1
𝐿2
(𝑥)𝑆2

𝐿2
(𝑥) лежит на отрезке [−𝜀1, 𝜀1]. Не умаляя общности мы можем

считать, что 𝐾1 ⊂ 𝐾2 и 𝐿1 < 𝐿2.

Повторяя это рассуждение мы получим последовательность ограниченных

множеств 𝐾1 ⊂ 𝐾2 ⊂ · · · ⊂ 𝐾𝑐 и чисел 𝐿1 < 𝐿2 < · · · < 𝐿𝑐 таких, что

аргумент многочлена 𝑆1
𝐿𝑖
(𝑥)𝑆2

𝐿𝑖
(𝑥) лежит на отрезке [−𝜀1, 𝜀1] при 𝑥 из (𝑖R ∖

𝐾𝑖)∪𝐾𝑖−1 и лежит на отрезке [−𝜋
4 +(+1)𝜀1,

𝜋
4 −(+1)𝜀1] при 𝑥 из𝐾𝑖∖𝐾𝑖−1. Мы

видим, что аргумент произведения лежит на отрезке [−𝜋
4 +𝜀1,

𝜋
4 −𝜀1] при всех

𝑥 ∈ 𝑖R. Таким образом, мы нашли искомую последовательность 𝐿1, . . . , 𝐿𝑐,

что завершает доказательство леммы.

Теперь докажем теорему.
Пусть 𝑃 (𝑥) = 𝑃1(𝑥) . . . 𝑃𝑛(𝑥), где сумма корней 𝑃𝑖(𝑥) равна 𝑛 и стар-

ший член отрицательный. Воспользуемся леммой для 𝑃1(𝑥) с 𝑁 = 𝑁1 = 0,
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получим число 𝑀1. Воспользуемся леммой для 𝑃2(𝑥) и 𝑁 = 𝑀1 + 1, полу-
чим число 𝑀2. Повторим эти действия для 𝑃3, . . . , 𝑃𝑛. Получим последова-
тельность многочленов 𝑆1(𝑥), . . . , 𝑆𝑛(𝑥) таких, что 𝑃𝑖(𝑥)𝑆𝑖(𝑥) обладает аргу-
ментом от −𝜀 до 𝜀 вне множества [−𝑖𝑀𝑖,−𝑖𝑁𝑖] ∪ [𝑖𝑁𝑖, 𝑖𝑀𝑖] и от −𝜋

4 до 𝜋
4 на

[−𝑖𝑀𝑖,−𝑖𝑁𝑖] ∪ [𝑖𝑁𝑖, 𝑖𝑀𝑖].
Так как отрезки [𝑁𝑖,𝑀𝑖] не пересекаются, у произведения в каждой точке

аргумент лежит на отрезке −𝑛𝜀 − 𝜋
4 , 𝑛𝜀 +

𝜋
4 . При достаточно малом 𝜀 полу-

чаем, что Re𝑃 (𝑥)𝑆1(𝑥) · · ·𝑆𝑛(𝑥) ≥ 0 при 𝑥 ∈ 𝑖R. По построению многочлен
𝑆1(𝑥) · · ·𝑆𝑛(𝑥) положителен на оси Re𝑥 = 𝑛

2 . Теорема доказана.

3.3 Различные конструкции

В этом разделе мы рассмотрим различные конструкции, которые могут быть
полезны для рассмотрения произвольных неприводимых бимодулей Хариш-
Чандры.

3.3.1 Двойственный бимодуль

Пусть 𝑀 — бимодуль Хариш-Чандры над 𝒜, 𝑀 * — двойственное простран-
ство. На𝑀 * естественным образом вводится структура 𝒜-бимодуля. Неслож-
но видеть, что множество функционалов 𝜑, на которые ad 𝑒 и ad 𝑓 действуют
нильпотентно, а adℎ конечномерно, образует подмодуль в 𝑀 *.

Обозначим получившийся подмодуль за 𝑀∨.
Инвариантная форма на𝑀 задает отображение 𝒜-бимодулей из𝑀 в𝑀∨

1 ,
где 𝑀∨

1 получен из 𝑀∨ изменением действия алгебры 𝒜: элемент 𝑎 ∈ 𝒜
действует как 𝑟(𝑎). Таким образом, изучение двойственных бимодулей может
быть полезно в классификации инвариантных положительно определенных
форм.

Разберем в качестве примера случай 𝑛 = 2. В этом случае𝒜 = 𝑈(sl2)/(𝑒𝑓+

𝑓𝑒 + ℎ2

2 − 𝜆2

2 − 𝜆). Мы помним, что в этом случае ad 𝑒, ad 𝑓 , adℎ образуют
алгебру Ли sl2.

Пусть 𝑀 = ⊕𝑖∈𝐼𝑈𝑖 — разложение бимодуля Хариш-Чандры 𝑀 в прямую
сумму неприводимых sl2-модулей. Следовательно, 𝑀

* =
∏︀

𝑖∈𝐼 𝑈
*
𝑖 . Для всех

неприводимых бимодулей множество 𝐼 счетно и размерность 𝑈𝑖 стремится к
бесконечности. Пусть 𝑢 — элемент неприводимого sl2-модуля старшего веса
𝑘, натуральное число 𝑙 удовлетворяет неравенству 2𝑙 + 2 меньше 𝑘. В этом
случае либо (ad 𝑒)𝑙𝑢 ̸= 0, либо (ad 𝑓)𝑙𝑢 ̸= 0. Отсюда несложно выводится, что
𝑀∨ = ⊕𝑖∈𝐼𝑈

*
𝑖 .

Таким образом, мы знаем структуру 𝑀∨ как sl2-модуля. Вспомним, как
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устроено разложение неприводимых 𝒜-бимодулей Хариш-Чандры в прямую
сумму неприводимых sl2-модулей. Обозначим за 𝑈𝑖 неприводимый sl2-модуль
старшего веса 𝑖.

1. Во всех случаях 𝒜 =
∞⨁︀
𝑖=0

𝑈2𝑖.

2. В случае 𝜆 ∈ Z, 𝜆 ̸= −1 возникает два неприводимых бимодуля. Пусть
𝑉 — конечномерное представление 𝒜 размерности 𝑑. Тогда 𝑉 ⊗ 𝑉 * и 𝐼 =

𝐴𝑛𝑛(𝑉 ) — два неприводимых бимодуля. Имеем 𝑉 ⊗ 𝑉 * =
𝑑−1⨁︀
𝑖=0

𝑈2𝑖, 𝐼 =

∞⨁︀
𝑖=𝑑

𝑈2𝑖.

3. В случае 𝜆 ∈ Z + 1
2 имеем два неприводимых бимодуля: 𝒜 и 𝑀 . Тогда

𝑀 =
∞⨁︀
𝑖=0

𝑈2𝑖+1.

Утверждение 3.25. Выполнено следующее

1. Пусть 𝑀 — неприводимый бимодуль Хариш-Чандры. Тогда 𝑀∨ изомор-

фен 𝑀 .

2. В случае, когда бимодуль 𝒜 приводим, имеем точную последовательность

0 → 𝑉 ⊗ 𝑉 * → 𝒜∨ → 𝐼 → 0.

Доказательство. 1. Сразу следует из того, как неприводимые бимодули Хариш-

Чандры раскладываются на неприводимые sl2-модули.

2. Инвариантная форма на 𝒜 дает отображение из 𝒜 в 𝒜∨: единица отправ-

ляется в любой ненулевой элемент 𝑈 *
0 . Так как форма аннулирует 𝐼, образ

будет изоморфен 𝑉 ⊗𝑉 *. Сравнивая разложения на неприводимые sl2 мы

видим, что фактор 𝒜∨/𝑉 ⊗ 𝑉 * изоморфен 𝐼.

Таким образом, в случае 𝜆 ∈ Z мы получаем инвариантную форму на
идеале с помощью отображения 𝐼 ∼= 𝐼∨. Если бы был какой-то способ без
счета доказать, что получившаяся форма положительно определена, это бы
нам сильно помогло в общем случае.
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3.3.2 Случай алгебры Вейля

Пусть 𝒜 = C⟨𝑥, 𝑦⟩/(𝑥𝑦− 𝑦𝑥− 1) — алгебра Вейля. Это деформация C[𝑥, 𝑦] =
C[𝑥, 𝑦]𝐶1, поэтому к ней можно применить результаты про регулярный бимо-
дуль. Если мы рассмотрим стандартную вещественную форму на 𝒜 ⊗ 𝒜, то
получим, что форм нет: пространство форм имеет размерность 0. Следова-
тельно, имеет смысл рассматривать другую вещественную форму на 𝒜⊗𝒜.

На 𝒜 действует группа 𝐶2: образующая 𝐶2 переводит 𝑥 в −𝑥, 𝑦 в −𝑦.
Разложим 𝒜 в на изотипические компоненты относительно этого действия:
𝒜 = 𝒜𝐶2 ⊕𝑀 .

Алгебра 𝒜𝐶2 является деформацией алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶2. Элементы 𝑥2, −𝑦2,
𝑥𝑦 соответствуют стандартным образующим 𝑒, 𝑓, ℎ. Мы рассматривали анти-
линейную инволюцию 𝜏 : 𝑒 ↦→ −𝑓 , 𝑓 ↦→ −𝑒, ℎ ↦→ −ℎ на алгебре 𝒜𝐶2, и с ее
помощью получали антилинейную инволюцию на 𝒜𝐶2 ⊗𝒜𝐶2: 𝑒⊗ 1 ↦→ −1⊗ 𝑓 ,
аналогично с оставшимися образующими.

Введем на 𝒜 ⊗ 𝒜 антилинейную инволюцию такую, что ее сужение на
𝒜𝐶2⊗𝒜𝐶2 совпадает со стандартной антилинейной инволюцией: 𝑥⊗1 ↦→ 1⊗𝑦,
𝑦 ⊗ 1 ↦→ −1 ⊗ 𝑥, 1 ⊗ 𝑥 ↦→ −𝑦 ⊗ 1, 1 ⊗ 𝑦 ↦→ 𝑥 ⊗ 1. Сужение этой антилиней-
ной инволюции на 𝒜𝐶𝑛 для нечетных 𝑛 не будет совпадать со стандартной
антилинейной инволюцией.

Так как алгебре𝒜𝐶2 соответствует параметр 𝜆 = −1
2 , из теоремы 3.5 следу-

ет, что на 𝒜𝐶2 и 𝑀 можно ввести 𝒜𝐶2-инвариантное скалярное произведение.
Введем скалярное произведение на 𝒜 следующим образом: 𝒜𝐶2 и 𝑀 орто-
гональны, на 𝒜𝐶2 и 𝑀 введены 𝒜𝐶2-инвариантные скалярные произведения
таким образом, что (𝑥, 𝑥) = 1

2(1, 1).

Теорема 3.26. Получившееся скалярное произведение 𝒜-инвариантно.

Доказательство. Достаточно проверять два условия:

(𝑥𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣𝑦) (30)

(𝑢𝑥, 𝑣) = −(𝑢, 𝑦𝑣) (31)

Достаточно проверять равенства (30), (31) в случае, когда 𝑢 лежит в

неприводимом sl2-подмодуле 𝑈𝑘 старшего веса 𝑘. Из теории представлений

sl2 следует, что 𝑥𝑢 ∈ 𝑈𝑘−1 ⊕ 𝑈𝑘+1, поэтому достаточно проверять равенства

в случае, когда 𝑣 из 𝑈𝑘−1 или 𝑈𝑘+1. Мы видим, что один из элементов 𝑢, 𝑣

принадлежит 𝒜𝐶2.

Разберем два случая:
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1. Элемент 𝑢 принадлежит 𝒜𝐶2. Из 𝒜𝐶2-инвариатности получаем (𝑥𝑢, 𝑣) =

(𝑥, 𝜏(𝑢)𝑣), (𝑢, 𝑣𝑦) = (1, 𝜏(𝑢)𝑣𝑦). Таким образом, достаточно проверять (30)

для пары 𝑢 = 1, 𝑣 произвольный. Также из 𝒜𝐶2-инвариантности получа-

ем (𝑢𝑥, 𝑣) = (𝑥, 𝑣𝜏(𝑢), (𝑢, 𝑦𝑣) = (1, 𝑦𝑣𝜏(𝑢)). Таким образом, достаточно

проверять (31) для пары 𝑢 = 1, 𝑣 произвольный.

2. Элемент 𝑣 принадлежит 𝒜𝐶2. Из 𝒜𝐶2-инвариантности получаем (𝑥𝑢, 𝑣) =

(𝑥𝑢𝜏(𝑣), 1), (𝑢, 𝑣𝑦) = (𝑢𝜏(𝑣), 𝑦). Таким образом, достаточно проверять (30)

для пары 𝑢 произвольный, 𝑣 = 1. Аналогично достаточно проверять (31)

для пары 𝑢 произвольный, 𝑣 = 1.

Таким образом, мы можем считать, что 𝑢 = 1 или 𝑣 = 1. Также можно

считать, что оставшийся элемент лежит в 𝑈1.

Пусть 𝑢 = 1. Надо проверить равенства (𝑥, 𝑣) = (1, 𝑣𝑦), (𝑥, 𝑣) = −(1, 𝑦𝑣)

Достаточно проверить их для 𝑣 ∈ 𝑈1, то есть 𝑣 = 𝑥 или 𝑣 = 𝑦. Представление

𝑈2 имеет базис 𝑥
2, 𝑦2, 𝑥𝑦 + 𝑦𝑥. Следовательно, (1, 𝑥𝑦) = −(1, 𝑦𝑥) = 1

2(1, 𝑥𝑦 −
𝑦𝑥) = 1

2(1, 1). Случай 𝑣 = 𝑥 доказан. В случае 𝑣 = 𝑦 имеем (𝑥, 𝑦) = 0 = (1, 𝑦2).

Случай 𝑣 = 1 разбирается аналогично.

3.3.3 Представление Данкла

Пусть 𝑘 = (𝑘0, . . . , 𝑘𝑛−1) — набор комплексных чисел. В статье [5] построена
следующая конструкция некоммутативных деформаций C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛: в алгебре

𝒟(C ∖ 0) = C[𝑥, 1
𝑥 ,

𝜕
𝜕𝑥 ] следует взять элементы 𝑒 = 𝑥𝑛, 𝑓 = ( 𝜕

𝜕𝑥 − 𝑛𝑘𝑛−1𝑥
𝑥 )( 𝜕

𝜕𝑥 −
𝑛𝑘𝑛−2

𝑥 ) · · · ( 𝜕
𝜕𝑥 −

𝑛𝑘0
𝑥 ), ℎ = 𝑥 𝜕

𝜕𝑥 . Легко видеть, что [ℎ, 𝑒] = 𝑛𝑒, [ℎ, 𝑓 ] = −𝑛𝑓 .
Чтобы выразить 𝑒𝑓 через ℎ, подействуем 𝑒𝑓 на формальный символ 𝑥𝑎:

𝑒𝑓(𝑥𝑎) = 𝑥𝑛( 𝜕
𝜕𝑥 − 𝑛𝑘𝑛−1

𝑥 )( 𝜕
𝜕𝑥 − 𝑛𝑘𝑛−2

𝑥 ) · · · ( 𝜕
𝜕𝑥 − 𝑛𝑘0

𝑥 )(𝑥𝑎) = (𝑎 − 𝑛𝑘0)𝑥
𝑛( 𝜕

𝜕𝑥 −
𝑛𝑘𝑛−1

𝑥 ) · · · ( 𝜕
𝜕𝑥 −

𝑛𝑘1
𝑥 )𝑥𝑎−1 = (𝑎− 𝑛𝑘0)(𝑎− 𝑛𝑘1 − 1) . . . (𝑎− 𝑛𝑘𝑛−1 − 𝑛+ 1)𝑥𝑎.

Так как ℎ𝑥𝑎 = 𝑎𝑥𝑎, мы получаем, что 𝑒𝑓 = (ℎ−𝑛𝑘0) . . . (ℎ−𝑛𝑘𝑛−1−𝑛+1).
Аналогично имеем 𝑓𝑒 = (ℎ+ 𝑛− 𝑛𝑘0) . . . (ℎ+ 𝑛− 𝑛𝑘𝑛−1 − 𝑛+ 1).
Получаем, что подалгебра, порожденная элементами 𝑒, 𝑓, ℎ изоморфна

некоммутативной деформации 𝒜 алгебры C[𝑥, 𝑦]𝐶𝑛. И таким образом мож-
но получить любую некоммутативную деформацию.
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Если все числа 𝑘𝑖 целые неотрицательные, то 𝑒, 𝑓, ℎ действуют на свобод-
ный C[𝑥𝑛]-подмодуль модуля C[𝑥] с образующими 𝑥𝑛𝑘0, 𝑥𝑛𝑘1+1,. . . ,𝑥𝑛𝑘𝑛−1+𝑛−1.
Последний модуль называется модулем квази-инвариантов действия группы
𝐶𝑛 на C[𝑥]. В статье [4] доказано, что в этом случае 𝒜 изоморфно алгебре
инвариантных дифференциальных операторов 𝒟(𝑄𝑘)

𝐶𝑛.
Изотипические компонентия действия 𝐶𝑛 в 𝒟(𝑄𝑘) — это бимодули Хариш-

Чандры над 𝒜. Таким образом, мы получили явную реализацию некоторых
бимодулей, не изоморфных 𝒜.
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