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1 Ââåäåíèå1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà�û áåç ïåòåëü è êðàò-íûõ ð¼áåð. Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ.Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (G), à èõêîëè÷åñòâî � ÷åðåç v(G). Ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðà�àG ìû áóäåì îáîçíà÷àòü÷åðåç E(G).Ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðà�å G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç dG(x), àìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðà�à G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç δ(G).Îêðåñòíîñòü âåðøèíû x â ãðà�å G (òî åñòü, ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí,ñìåæíûõ ñ x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç NG(x).Äëÿ ìíîæåñòâà âåðøèí U ⊂ V (G) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G(U) èí-äóöèðîâàííûé ïîäãðà� ãðà�à G íà ìíîæåñòâå U . Íàçîâåì ìíîæåñòâî Uñâÿçíûì, åñëè ãðà� G(U) ñâÿçåí.Îïðåäåëåíèå 1. 1) Ïóñòü R ⊂ V (G). Çà G − R ìû îáîçíà÷èì ãðà�,ïîëó÷àåìûé èç G óäàëåíèåì âñåõ âåðøèí R è âñåõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõâåðøèíàì R. Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùèì, åñëè G−R íåñâÿ-çåí.2) �ðà� G íàçûâàåòñÿ k-ñâÿçíûì, åñëè v(G) > k è G íå ñîäåðæèòðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà ðàçìåðà ìåíüøå, ÷åì k.3) Ïóñòü G � òðåõñâÿçíûé ãðà�. Ìíîæåñòâî R ⊂ V (G) íàçîâåì ñòÿ-ãèâàåìûì, åñëè G(R) ñâÿçåí è G−R äâóñâÿçåí.4) Ñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâî R íàçîâåì íåðàñøèðÿåìûì, åñëè îíî íåñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ñòÿãèâàåìîì ìíîæåñòâå ðàçìåðà |R|+ 1.5) Åñëè F � äâóñâÿçíûé ïîäãðà� G, òî ÷åðåç hG(F ) ìû áóäåì îáî-çíà÷àòü ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ äâóñâÿçíûé ïîäãðà� G, ñîäåðæà-ùèé F .6) Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà u ∈ V (G) ñìåæíà ñ ìíîæåñòâîì
W ⊂ V (G), åñëè u /∈ W è ìíîæåñòâî W ñîäåðæèò âåðøèíó, ñìåæíóþñ u. Ïðî äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà U,W ⊂ V (G) áóäåì ãîâîðèòü,÷òî îíè ñìåæíû, åñëè ñóùåñòâóþò ñìåæíûå âåðøèíû u ∈ U è w ∈ W .1.2 Èñòîðèÿ âîïðîñà è îñíîâíûå ðåçóëüòàòûÂ 1994 ã. áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.�èïîòåçà (W. MCuaig, K. Ota, 1994). Ïóñòü m ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåòòàêîå n, ÷òî ëþáîé òð¼õñâÿçíûé ãðà� G ñ íå ìåíåå ÷åì n âåðøèíàìèèìååò ñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâî èç m âåðøèí.2



Äëÿ m = 1 óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû î÷åâèäíî, äëÿ m = 2 òàêæå äî-ñòàòî÷íî íåñëîæíî è øèðîêî èçâåñòíî. Ñëó÷àé m = 3 äîêàçàí àâòîðàìèãèïîòåçû [3℄, ñëó÷àé m = 4 äîêàçàë â 2000 ãîäó Ì.Êðèñåëë [1℄ (è ýòîäîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òåõíè÷åñêè ñëîæíûì). Íè äëÿ êàêîãî
m > 5 íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ãèïîòåçà íè äîêàçàíà, íè îïðîâåðãíóòà.Â ðàáîòå Ä. Êàðïîâà [10℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Ïóñòü m > 4 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à G � òð¼õñâÿçíûéãðà� ñ v(G) > 2m + 1. Òîãäà G èìååò ñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâî W 
m 6 |W | 6 2m− 3.Òåì ñàìûì, äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé òðåõñâÿçíûé ãðà� íà õîòÿ áû 11âåðøèíàõ ñîäåðæèò ñòÿãèâàåìîå ïîäìíîæåñòâî íà 5 èëè 6 âåðøèíàõ.Â ðàáîòå [2℄ Ì.Êðèñåëë èññëåäîâàë ñòÿãèâàåìûå ïÿòåðêè ñ ìàëåíüêîéñðåäíåé ñòåïåíüþ è äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 2. Ëþáîé òð¼õñâÿçíûé ãðà� íà õîòÿ áû 13 âåðøèíàõ è ñðåäíåéñòåïåíüþ ìåíüøå, ÷åì 3 + 1/132, ñîäåðæèò ñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâîíà ïÿòè âåðøèíàõ.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � òðåõñâÿçíûé ãðà� ñ v(G) > 11 è δ(G) > 4.Òîãäà â G íàéäåòñÿ ñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâî íà 5 âåðøèíàõ.1.3 Âñïîìîãàòåëüíûå èíñòðóìåíòûÍàì ïîòðåáóåòñÿ ñòðóêòóðà ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî ãðà�à 2-âåðøèííûìèðàçäåëÿþùèìè ìíîæåñòâàìè. Äëÿ íàøèõ öåëåé óäîáíåå áóäåò îïðåäå-ëèòü íå ñòðóêòóðó èç êíèãè Ó. Òàòòà [4℄, à â öåëîì àíàëîãè÷íóþ ñòðóê-òóðó � äåðåâî áëîêîâ èç ðàáîòû [8℄. Íà÷í¼ì ñ ïîíÿòèÿ ðàçáèåíèÿ ãðà�àíàáîðîì ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííîãî â [6℄.1.3.1 �àçáèåíèå ãðà�à íàáîðîì ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâÎòìåòèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì íå ñîâñåì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîìïî-íåíòû ñâÿçíîñòè � äëÿ óäîáñòâà â íàøåé ðàáîòå ýòî íå ìàêñèìàëüíûéïî âêëþ÷åíèþ ñâÿçíûé ïîäãðà�, à ìíîæåñòâî åãî âåðøèí.Â ýòîì ðàçäåëå k > 2, à G � k-ñâÿçíûé ãðà�. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rk(G)ìíîæåñòâî èç âñåõ k-âåðøèííûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ G.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü S ⊂ Rk(G).3



1) Ìíîæåñòâî A ⊂ V (G) íàçîâåì ÷àñòüþ ðàçáèåíèÿ ãðà�àG íàáîðîì
S, åñëè íèêàêèå äâå âåðøèíû èç A íåëüçÿ ðàçäåëèòü íèêàêèì ìíîæå-ñòâîì èç S, íî ëþáàÿ äðóãàÿ âåðøèíà ãðà�à G îòäåëåíà îò ìíîæåñòâà Aõîòÿ áû îäíèì èç ìíîæåñòâ íàáîðà S.Ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ãðà�à G íàáîðîì S ìû áóäåì îáî-çíà÷àòü ÷åðåç Part(G;S).2) Âåðøèíû ÷àñòè A ∈ Part(G;S) íàçîâåì âíóòðåííèìè, åñëè îíèíå âõîäÿò íè â îäíî èç ìíîæåñòâ íàáîðà S. Ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèííàçîâåì âíóòðåííîñòüþ ÷àñòè A è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Int(A).Âåðøèíû ÷àñòè A, âõîäÿùèå â êàêèå-ëèáî ìíîæåñòâà íàáîðà S, ìûáóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûìè, à âñå èõ ìíîæåñòâî � ãðàíèöåé è îáîçíà-÷àòü ÷åðåç Bound(A).Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè äâå ÷àñòè Part(G;S) èìåþò íåïóñòîå ïå-ðåñå÷åíèå, òî èõ ïåðåñå÷åíèå � ïîäìíîæåñòâî îäíîãî èç ìíîæåñòâ íàáî-ðà S.Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî äîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [7℄), ÷òî äëÿ A ∈
Part(G;S) ãðàíèöà Bound(A) ñîòîèò èç âñåõ âåðøèí ÷àñòè A, èìåþùèõñìåæíûå âíå A. Åñëè Int(A) 6= ∅, òî Bound(A) îòäåëÿåò Int(A) îò îñòàëü-íûõ âåðøèí ãðà�à.�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé è ñàìûé íóæíûé íàì ïðèìåð � ðàçáèåíèåäâóñâÿçíîãî ãðà�à G îäíèì ìíîæåñòâîì S ∈ R2(G). Ïóñòü Part(G;S) =
{A1, . . . , Ak}. Òîãäà Int(A1), . . . , Int(Ak) � âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðà-�à G−S, à êàæäàÿ âåðøèíà x ∈ S ñìåæíà ñî âñåìè ýòèìè êîìïîíåíòàìè(åñëè x íå ñìåæíà ñ Int(Ai), òî ýòà êîìïîíåíòà âûäåëÿåòñÿ è îäíîâåðøèí-íûì ìíîæåñòâîì S \ {x}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äâóñâÿçíîñòè ãðà�à G).Îïðåäåëåíèå 3. Äâà ìíîæåñòâà S, T ∈ Rk(G) íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìû-ìè, åñëè S íå ðàçäåëÿåò T è T íå ðàçäåëÿåò S. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìûáóäåì íàçûâàòü ýòè ìíîæåñòâà çàâèñèìûìè.Â ðàáîòå [5℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ k-ñâÿçíîãî ãðà�à G è ìíîæåñòâ S, T ∈
Rk(G) âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: ëèáî S è T íåçàâèñèìû, ëèáî êàæäîå èçíèõ ðàçäåëÿåò äðóãîå. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà � î÷åíü ïðîñòîå.1.3.2 �àçáèåíèå äâóñâÿçíîãî ãðà�à è åãî ñâîéñòâàÂ ýòîì ðàçäåëå ãðà� G � äâóñâÿçíûé.Îïðåäåëåíèå 4. 1) Ìíîæåñòâî S ∈ R2(G) íàçûâàåòñÿ îäèíî÷íûì, åñëè
S íåçàâèñèìî ñî âñåìè îñòàëüíûìè ìíîæåñòâàìè èç R2(G). Îáîçíà÷èì÷åðåç O(G) íàáîð èç âñåõ îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ ãðà�à G.4



2) Âìåñòî Part(G;O(G)) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî Part(G), à ÷àñòèýòîãî ðàçáèåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ÷àñòÿìè ãðà�à G.Îïðåäåëåíèå 5. Äåðåâî ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî ãðà�à G � ýòîãðà� BT(G), âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò îäèíî÷íûì ìíîæåñòâàìè ÷àñòÿì ãðà�à G. Âåðøèíû S ∈ O(G) è A ∈ Part(G) ñìåæíû â BT(G),åñëè è òîëüêî åñëè S ⊂ A. Äðóãèõ ð¼áåð â BT(G) íåò.Ñëåäóþùàÿ ëåììà � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1 èç ñòàòüè [8℄.Ëåììà 1. Äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðà�à G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-æäåíèÿ.
1) BT(G) � ýòî äåðåâî, âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà BT(G) ñîîòâåò-ñòâóþò ÷àñòÿì Part(G).
2) Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà S ∈ O(G) âûïîëíÿåòñÿ dBT(G)(S) =

|Part(G;S)|. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé ÷àñòè A ∈ Part(G;S) ñóùåñòâóåòðîâíî îäíà òàêàÿ ÷àñòü B ∈ Part(G), ÷òî B ⊂ A è B ñìåæíà ñ S â
BT(G).

3) Ìíîæåñòâî S ∈ O(G) ðàçäåëÿåò â ãðà�å G ÷àñòè B,B′ ∈ Part(G),åñëè è òîëüêî åñëè S ðàçäåëÿåò B è B′ â BT(G).Îïðåäåëåíèå 6. ×àñòü A ∈ Part(G) íàçîâåì êðàéíåé, åñëè îíà ñîîòâåò-ñòâóåò âèñÿ÷åé âåðøèíå äåðåâà ðàçáèåíèÿ BT(G).Çàìå÷àíèå 2. 1) Åñëè A ∈ Part(G) � êðàéíÿÿ ÷àñòü, òî Bound(A) �îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî ãðà�à G.2) Âíóòðåííîñòè äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé Part(G) íå ïåðåñåêàþòñÿ.Îïðåäåëåíèå 7. 1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç G′ ãðà�, ïîëó÷åííûé èç äâóñâÿç-íîãî ãðà�à G äîáàâëåíèåì âñåõ îòñóòñòâóþùèõ â G ð¼áåð ìíîæåñòâà
{xy : {x, y} ∈ O(G)}.2) Íàçîâ¼ì ÷àñòü A öèêëîì, åñëè ãðà� G′(A) � ïðîñòîé öèêë è
3-áëîêîì, åñëè ãðà� G′(A) òð¼õñâÿçåí. Åñëè ÷àñòü A � öèêë, òî ìû áóäåìíàçûâàòü |A| äëèíîé öèêëà A.Ëåììà 2. [9, Ëåììà 2℄ Äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðà�à G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-ùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Êàæäàÿ ÷àñòü èç Part(G) � ëèáî öèêë, ëèáî 3-áëîê.
2) Åñëè ÷àñòü A ∈ Part(G) � öèêë, òî âñå âåðøèíû èç Int(A) èìåþòñòåïåíü 2 â ãðà�å G. Ïðè δ(G) > 3 âñå êðàéíèå ÷àñòè Part(G) � 3-áëîêè.
3) Ïóñòü A ∈ Part(G) � öèêë äëèíû õîòÿ áû 4. Òîãäà ëþáàÿ ïàðàåãî íåñîñåäíèõ âåðøèí îáðàçóåò íåîäèíî÷íîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâîãðà�à G è äðóãèõ íåîäèíî÷íûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â ãðà�å G íåò.5



1.3.3 Ñòÿãèâàåìûå ìíîæåñòâà â òðåõñâÿçíîì ãðà�åÂ ýòîì ðàçäåëå ãðà�G� òðåõñâÿçíûé. Ìû ïðîöèòèðóåì ðÿä äîêàçàííûõðàíåå ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ, ïîñëå ÷åãî äîêàæåì äâåíîâûå ëåììû.Ëåììà 3. [10, Ëåììà 4℄ Ïóñòü G � òðåõñâÿçíûé ãðà�, è H ⊂ V (G) �íåðàñøèðÿåìîå ñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâî, òàêîå ÷òî ãðà� G−H íå ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì. Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.1) Ìíîæåñòâî H ñìåæíî ñî âñåìè âíóòðåííèìè âåðøèíàìè÷àñòåé-öèêëîâ G−H.2) Åñòü õîòÿ áû äâå êðàéíèå ÷àñòè Part(G − H), âñå ýòè êðàéíèå÷àñòè � öèêëû äëèíû õîòÿ áû 4. �ðàíèöà êàæäîé êðàéíåé ÷àñòè �îäèíî÷íîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî G−H.3) Ïóñòü A ∈ Part(G − H) � êðàéíÿÿ ÷àñòü. Òîãäà ãðà� G − H −
Int(A) � äâóõñâÿçíûé.Çàìå÷àíèå 3. Èç çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè A1 è A2 � äâå ÷àñòè
Part(G−H), òî èõ âíóòðåííîñòè íåñìåæíû äðóã ñ äðóãîì.Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì èç ïðåäûäóùèõ ëåìì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿëåììà, äîêàçàííàÿ â [1℄.Ëåììà 4. Ïóñòü G � òðåõñâÿçíûé ãðà�, è H ⊂ V (G) � íåðàñøèðÿåìîåñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâî è ãðà� G −H íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì.Ïóñòü A1, A2 ∈ Part(G−H) � äâå êðàéíèå ÷àñòè G−H, Wi = Int(Ai).Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) G(W1) è G(W2) � ïðîñòûå ïóòè.2) |W1| > 2, |W2| > 2.3) NG(W1) ∩W2 = ∅, NG(W2) ∩W1 = ∅.Ëåììà 5. [1, Ëåììà 5℄ Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 4 ïóñòü H1 =
V (hG−W2

(G − H − W2)) ∩ H, H2 = V (hG−W1
(G−H −W1)) ∩H, H⋆

1 =
H1 \H2, H⋆

2 = H2 \H1.Òîãäà1) NG(G−H −W2) ∩H ⊂ H1 è NG(G−H −W1) ∩H ⊂ H2.2) H = H1 ∪ H2. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè G(H⋆

1 ) è G(H⋆

2 )èìååò ðîâíî îäíîãî ñîñåäà â H2 è H1, ñîîòâåòñòâåííî.3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W � ïîäïóòü G(W1) òàêîé, ÷òî NG(H
⋆

1) ∩
W1 ⊂ V (W ). Òîãäà ìíîæåñòâî H⋆

1 ∪ V (W ) ñòÿãèâàåìî.4) Åñëè |H⋆

1 | = 0, òî ìíîæåñòâî âåðøèí ëþáîãî ïîäïóòè G(W1)ñòÿãèâàåìî.5) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G íå ñîäåðæèò ñòÿãèâàåìîãî ïîäãðà�à íà
|H|+ 1 âåðøèíå. Åñëè |H⋆

1 | = 1, òî âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:6



(1) |W1| 6 |H| − 1.(2) |W1| = |H| + 1, îáå êîíå÷íûå âåðøèíû G(W1) ñìåæíû ñ H⋆

1 è ìíî-æåñòâî âåðøèí ëþáîãî ïîäïóòè G(W1) ñòÿãèâàåìî.Ëåììà 6. Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 4 ïóñòü {p, q} = Bound(Ai), x ∈ H.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìíîæåñòâå Wi∪H íàøëàñü ñòÿãèâàåìàÿ ÷åò-âåðêà H ′, è ãðà� G−H ′ íå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì. Äëÿ ãðà�à G−H ′ òàêæåâûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 3. Ïóñòü A � êðàéíÿÿ ÷àñòü ãðà�à G − H ′,
W = Int(A). Òîãäà1) âåðøèíû p è x íå ìîãóò áûòü ñîñåäíèìè â G(W ).2) Åñëè NG(H

′) ⊂ {p, q} ∪ H, òî {p, q} � âíóòðåííîñòü îäíîé èçêðàéíèõ ÷àñòåé ãðà�à G−H ′. Â ÷àñòíîñòè, pq ∈ E(G).Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ìíîæåñòâî {p, q} � îäèíî÷íîå â G − H , ïîýòîìó
dG−H(p) > 3. Ìàêñèìóì îäèí ñîñåä p ìîæåò ëåæàòü â H ′ ∩ V (G −H) �ýòî ñîñåä p â Wi. Çíà÷èò, åñëè x /∈ H ′ è px ∈ E(G), òî dG−H′(p) > 3, ÷òîíåâîçìîæíî, åñëè p � âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ÷àñòè-öèêëà èç Part(G−H ′).2) Ïî ïóíêòó 1) âíóòðåííîñòü ëþáîé ÷àñòè G − H ′ íå ìîæåò ñîäåð-æàòü îäíîâðåìåííî âåðøèíó ìíîæåñòâà {p, q} è âåðøèíó ìíîæåñòâà H .Çíà÷èò, åñëè {p, q} íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòüþ îäíîé èç ÷àñòåé, òî âíóò-ðåííîñòè âñåõ êðàéíèõ ÷àñòåé G−H ′ ëåæàò âH . Íî âíóòðåííîñòè ðàçíûõ÷àñòåé íåñìåæíû äðóã ñ äðóãîì, ïîýòîìó, G(H) íåñâÿçåí. Ïðîòèâîðå÷èå.2 �ðà� G−H � ïðîñòîé öèêëÏóñòü â òðåõñâÿçíîì ãðà�å G õîòÿ áû 11 âåðøèí è ìîæíî âûáðàòü ñòÿ-ãèâàåìîå ïîäìíîæåñòâî H íà 4 âåðøèíàõ òàê, ÷òî G − H � ïðîñòîéöèêë. Äîêàæåì òîãäà, ÷òî â G íàéäåòñÿ ñòÿãèâàåìîå ïîäìíîæåñòâî íà 5âåðøèíàõ.Çàìå÷àíèå 4. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå δ(G) > 4 íå ïîòðåáóåòñÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G íåò ñòÿãèâàåìîãî ïîäìíîæåñòâà íà 5 âåðøè-íàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ãðà� G−H . �àçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.2.1 Â G(H) ìîæíî âûáðàòü ïóòü xzty äëèíû 3Âûáåðåì â C ïóòü äëèíû 5. Ïóñòü W � ìíîæåñòâî âåðøèí ýòîãî ïó-òè. Ìíîæåñòâî W íåñòÿãèâàåìî, òîãäà ëèáî NG(x) ∩ V (C) ⊂ W , ëèáî
NG(y) ∩ V (C) ⊂ W . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàëèçîâàí7



ïåðâûé âàðèàíò. Î÷åâèäíî, ÷òîW ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûâåðøèíà x áûëà ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíèì èç êîíöîâ ïóòè G(W ). Îáîçíà-÷èì âåðøèíû öèêëà ïîñëåäîâàòåëüíî u1, . . . , uk, ãäå W = {u1, . . . , u5} èâåðøèíà x ñìåæíà ñ u1. Ìíîæåñòâî W ′ = {u2, u3, . . . , u6} òàêæå íåñòÿãè-âàåìî, ïîýòîìó NG(y) ⊂ W ′.Òàê êàê v(G) > 11, öèêë C ñîäåðæèò õîòÿ áû 7 âåðøèí. �àññìîò-ðèì ìíîæåñòâî W ′′ = {u3, u4, . . . , u7}, îíî îïÿòü æå íåñòÿãèâàåìî, çíà÷èò
NG(y) ∩ V (C) ⊂ W ′ ∩W ′′.Òàê êàê ïÿòåðêà {u3, u4, u5, u6, y} íåñòÿãèâàåìà, ïðè åå óäàëåíèè îñòà-åòñÿ íåäâóñâÿçíûé ãðà�. Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî êîãäà NG(t) ∩ V (C) ⊂
W ′ ∩ W ′′. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ âåðøèíàìè u7, . . . , uk ìîæåò áûòü ñìåæíàòîëüêî z.

(a) (b) ()�èñ. 1: ñòÿãèâàåìûå ïÿòåðêè â ðàçäåëå 2.1.Åñëè íè t, íè y íå ñìåæíû ñ u6, òî ïÿòåðêà {u3, u4, u5, y, t} ñòÿãèâàåìà(ñì. �èñ 1(a)), u2 ñìåæíà ñ x èëè z, òàê êàê íåñìåæíà íè ñ y, íè ñ t).Åñëè y ñìåæíà ñ u6, òî ëèáî x ñìåæíà ñ u5, è ïÿòåðêà {uk, u1, u2, u3, u4}ñòÿãèâàåìà (ñì. �èñ 1(b)), ëèáî x íåñìåæíà ñ u5 è òîãäà ïÿòåðêà
{x, u1, u2, u3, u4} ñòÿãèâàåìà.Åñëè, íàêîíåö, y íåñìåæíà ñ u6, à t ñìåæíà, òî ìîæíî ñòÿíóòü ïÿòåðêó
{u2, u3, u4, u5, y} (ñì. �èñ 1()).2.2 Â G(H) íåò ïóòè äëèíû 3Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû H ìîæíî îáîçíà÷èòü òàê, ÷òî x, y, z ñìåæíûâ G(H) ñ t è òîëüêî ñ íåé. Î÷åâèäíî òîãäà, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà x, y, zèìååò õîòÿ áû äâóõ ñîñåäåé â C. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû öèêëà è âûáå-ðåì ïóòü W = {u1, u2, u3, u4, u5}, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå (òî åñòü òàê,÷òîáû NG(x) ∩ V (C) ⊂ W è x ñìåæíà ñ u1).

8



2.2.1 Âåðøèíû x è u5 íåñìåæíûÏîïðîáóåì òîãäà óäàëèòü ïîäãðà� G({x, u1, u2, u3, u4}). Îñòàâøèéñÿãðà� ìîæåò áûòü íåäâóñâÿçíûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû ó îä-íîé èç âåðøèí y, z âñå ñîñåäè â C ëåæàò â ìíîæåñòâåW ′ = {u1, u2, u3, u4}.Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó y. Åñëè z ñìåæíà õîòÿ áû ñîäíîé âåðøèíîé â C − W , òî ïÿòåðêà {y, u2, u3, u4, u5} ñòÿãèâàåìà (ñì.�èñ 2(a), ïðè i > 6 âåðøèíà ui ñìåæíà ñ z èëè t).
(a) (b) ()�èñ. 2: ñòÿãèâàåìûå ïÿòåðêè â ðàçäåëå 2.2.1Çíà÷èò, ñ C − W ñìåæíà òîëüêî t. Ïðè k > 9 ïÿòåðêà

W ′′ = {u1, uk, uk−1, uk−2, uk−3} áóäåò ñòÿãèâàåìà, òàê êàê u2 è uk−4 ñìåæ-íû ñ H è êàæäàÿ èç âåðøèí x, y, z èìååò õîòÿ áû ïî îäíîìó ñîñåäó â
C −W ′′.Ïðè k = 8 ïÿòåðêà W ′′ íåñòÿãèâàåìà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà zñìåæíà â C ñ u1, u5 è òîëüêî ñ íèìè, òàê êàê x è y èìåþò õîòÿ áû ïîîäíîìó ñîñåäó â ìíîæåñòâå {u2, u3, u4}. Íî òîãäà ïÿòåðêà {x, y, u2, u3, u4}ñòÿãèâàåìà, òàê êàê t ñìåæíà ñ u6.Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé k = 7. Âåðøèíà t îáÿçàòåëüíî ñìåæ-íà ñ u7, u6. Òàêæå z íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ u1, èíà÷å ïÿòåðêà
{y, u2, u3, u4, u5} áóäåò ñòÿãèâàåìà. Ïîëó÷àåì, ÷òî z ñìåæíà õîòÿ áû ñîäíîé èç âåðøèí u2, u3, u4. Åñëè ïðè ýòîì t ñìåæíà ñ u5, òî ïÿòåðêà
{y, z, u2, u3, u4} ñòÿãèâàåìà (ñì. �èñ 2(b)), ïîýòîìó ñ u5 ñìåæíà òîëüêî z(ñì. �èñ 2()). Äàëåå çàìåòèì, ÷òî y íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ u1, èíà÷åïÿòåðêà {u2, u3, u4, u5, z} ñòÿãèâàåìà, è y íåñìåæíà ñ u2, èíà÷å ïÿòåðêà
{u3, u4, u5, u6, z} ñòÿãèâàåìà. Íàêîíåö, y íåñìåæíà ñ u3, òàê êàê èíà÷åñòÿãèâàåìà ïÿòåðêà {z, u4, u5, u6, u7}. Íî òîãäà y ñìåæíà â C òîëüêî ñ u4è èìååò ñòåïåíü 2 â G � ïðîòèâîðå÷èå.
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2.2.2 Âåðøèíà x ñìåæíà ñ u1 è u5Ìíîæåñòâî {u2, u3, . . . , u6} íåñòÿãèâàåìî, ïîýòîìó, íå óìàëÿÿ îáùíîñòèó âåðøèíû y âñå ñîñåäè â C ëåæàò â ýòîì ìíîæåñòâå. Åñëè z ñìåæíà ñ
u6, òî ïÿòåðêà {y, u2, u3, u4, u5} ñòÿãèâàåìà, òàê êàê y èìååò õîòÿ áû äâàñîñåäà â C (ñì. �èñ 3(a)).Åñëè t ñìåæíà ñ u6, òî ïÿòåðêà {y, u2, u3, u4, u5} íå ñòÿãèâàåìà òîëüêîâ òîì ñëó÷àå, åñëè âñå ñîñåäè z èç C ëåæàò â ìíîæåñòâå {u2, u3, u4, u5},íî òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, ïÿòåðêà {y, z, u2, u3, u4} ñòÿãèâàåìà (ñì.�èñ 3(b)).Çíà÷èò, y ñìåæíà ñ u6. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ðàçäåëà 2.2.1 äëÿ âåð-øèíû y è ïÿòåðêè {u6, u5, u4, u3, u2}, ïîëó÷àåì, ÷òî y òàêæå ñìåæíà è ñ u2(ñì. �èñ 3()). Åñëè z ñìåæíà ñ õîòÿ áû îäíîé âåðøèíîé èç u2, u3, u4, u5,òî ïÿòåðêà {z, u2, u3, u4, u5} ñòÿãèâàåìà. Òàêæå âûøå äîêàçàíî, ÷òî zíåñìåæíà ñ u6 è ïî ñèììåòðè÷íûì ïðè÷èíàì ñ u1. Îòêóäà íåìåäëåí-íî ñëåäóåò, ÷òî k > 8 è ïÿòåðêà {u4, u3, u2, u1, uk} ñòÿãèâàåìà, òàê òàê âñåâåðøèíû x, y, z èìåþò ñîñåäåé â C âíå ýòîé ïÿòåðêè.

(a) (b) ()�èñ. 3: ñòÿãèâàåìûå ïÿòåðêè â ðàçäåëå 2.2.23 Äëÿ ëþáîé ñòÿãèâàåìîé ÷åòâåðêè Hãðà� G−H íå ÿâëÿåòñÿ öèêëîìÏî ëåììå 3 â ãðà�å G −H åñòü õîòÿ áû äâå êðàéíèå ÷àñòè. Îáîçíà÷èìýòè ÷àñòè A1 è A2.Ïóñòü âåçäå äàëåå Wi = Int(Ai), G(W1) = u1 . . . uk, G(W2) = w1 . . . wℓ,âåðøèíà u1 ñìåæíà â G−H −W1 −W2 ñ p, u2 � ñ q, w1 � ñ r, wℓ � ñ s.�àçáåðåì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
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3.1 |H⋆

i
| = 1Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H⋆

1 = {x}. Òîãäà H2 = H − {x} = {y, z, t}.Ïî ïóíêòó 5) ëåììû 5 |W1| 6 3 èëè |W1| = 5.3.1.1 |W1| = 2Ïî ïóíêòó 2) ëåììû 5 âåðøèíà x èìååò ðîâíî îäíîãî ñîñåäà â H2 (íåóìàëÿÿ îáùíîñòè, y), à â G − H îíà ñìåæíà òîëüêî ñ âåðøèíàìè W1.Ñëåäîâàòåëüíî, dG(x) = 3. Ïðîòèâîðå÷èå.3.1.2 |W1| = 3×åòâåðêà W1 ∪ {x} ñòÿãèâàåìà ïî ïóíêòó 3) ëåììû 5 è íåðàñøèðÿåìà,ïîýòîìó â åå îêðåñòíîñòè äîëæíû áûòü äâà ïóòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ ëåììû 4 (ñì. �èñ. 4).
�èñ. 4: ÷åòâåðêà W1 ∪ {x} è åå îêðåñòíîñòüÏî ëåììå 6 ðåáðî pq ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïóòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, âåð-øèíû p è q èìåþò ñòåïåíü 2 â G−W1 − x. Íî òîãäà dG(p) = dG(q) = 3,òàê êàê x íåñìåæíà ñ p è q. Ïðîòèâîðå÷èå.3.1.3 |W1| = 5Åñëè u5 ñìåæíà ñ H2, òî ïÿòåðêà W1 \ {u5} ∪ {x} ñòÿãèâàåìà. Íî èíà÷å

dG(u5) 6 3. Ïðîòèâîðå÷èå.3.2 |H⋆

i
| = 3Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |H⋆

1 | = 3. Òîãäà ñ âåðøèíàìè W2 ìîæåò áûòü ñìåæíàòîëüêî îäíà âåðøèíà H (òà, êîòîðàÿ íå âõîäèò â H⋆

1 ). Ñëåäîâàòåëüíî,ñòåïåíè âñåõ âåðøèí W2 íå ïðåâîñõîäÿò 3. Ïðîòèâîðå÷èå.11



3.3 |H⋆

i
| = 2Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |H⋆

1 | = 2.Îáîçíà÷èì âåðøèíû H òàê, ÷òî x, y ∈ H⋆

1 , z, t ∈ H2.Ïî ïóíêòó 5) ëåììû 5 êàæäàÿ èç âåðøèí x, y ìîæåò áûòü ñìåæ-íà òîëüêî ñ îäíîé èç âåðøèí z, t. Ïðè÷åì, åñëè x è y ñìåæíû, òî îíèìîãóò áûòü ñìåæíû òîëüêî ñ îäíîé è òîé æå âåðøèíîé èç {z, t}. Â ëþ-áîì ñëó÷àå, ÷òîáû ãðà� G(H) áûë ñâÿçåí, íåîáõîäèìî, ÷òîáû z è t áûëèñìåæíû.Òàê êàê dG(x) > 4, dG(y) > 4, à â H âåðøèíû x è y èìåþò ìàêñèìóìäâóõ ñîñåäåé, êàæäàÿ èç âåðøèí x, y ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìèìíîæåñòâà W1.Êàæäàÿ èç âåðøèí W2 èìååò õîòÿ áû äâóõ ñîñåäåé â H , ïðè÷åì W2íåñìåæíî ñ H⋆
1 . Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç âåðøèí z è t ñìåæíà ñî âñåìèâåðøèíàìè W2.Ìíîæåñòâî {x, y} ñìåæíî ñ ìíîæåñòâîì {z, t}. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,

y ñìåæíà ñ z.Åñëè |W2| = 2, òî ñòÿãèâàåìà ïÿòåðêà W2 ∪ {y, z, t}.Åñëè |W2| = 3, òî ñòÿãèâàåìà ïÿòåðêà W2 ∪ {z, t}.Åñëè |W2| > 4, òî ëèáî x ñìåæíà ñ ìíîæåñòâîì {y, z}, è ñòÿãèâàåìàïÿòåðêà {x, y, z, w2, w3} (ñì. �èñ 5(a)), ëèáî x ñìåæíà ñ t, è ñòÿãèâàåìà
{y, z, w2, w3, w4} (ñì. �èñ 5(b)).

(a) (b)�èñ. 5: ñòÿãèâàåìûå ïÿòåðêè ïðè |W2| > 4Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîãäà H⋆

1 = H⋆

2 = ∅. Òîãäàïî ëåììå 5 ëþáûå ïîäïóòè â G(W1) è G(W2) ñòÿãèâàåìû, à çíà÷èò,
|W1|, |W2| ∈ {2, 3, 4}.3.4 |W1| = 4×åòâåðêà W1 ñòÿãèâàåìà, ïîýòîìó â G−W1 åñòü äâà ïóòè, óäîâëåòâîðÿ-þùèå óñëîâèÿì ëåììû 4. 12



Ïî ëåììå 6 ðåáðî pq ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïóòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíè
p è q â ãðà�å G−W1 ðàâíû 2. Íî òîãäà dG(p) = dG(q) = 3. Ïðîòèâîðå÷èå.3.5 |W1| = 3Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè |W1| = 3, òî â G(H) åñòü äâà íåçàâèñèìûõðåáðà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà ìîæíî îáîçíà÷èòü âåðøèíû
H òàê, ÷òî âåðøèíà x ñìåæíà ñ âåðøèíàìè y, z, t è íèêàêèõ äðóãèõðåáåð â H íåò. Òàê êàê H = H1 = H2, êàæäàÿ èç âåðøèí y, z, t ñìåæíàõîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé è â G−H −W1, è â G−H −W2.Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìíîæåñòâî {x, y} ñìåæíî ñ W1. Ïÿòåðêà
W1 ∪ {x, y} íåñòÿãèâàåìà òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà èç âåðøèí z, t èìååòíå áîëåå îäíîãî ñîñåäà â G − H − W1 (ñì. �èñ. 6), ïóñòü ýòî áóäåò z.Çíà÷èò, z ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè W1. Ïÿòåðêà W1 ∪ {x, z}íåñòÿãèâàåìà, òîëüêî åñëè îäíà èç âåðøèí y, t èìååò íå áîëåå îäíîãî ñî-ñåäà â G−H −W1, ïóñòü ýòî áóäåò y. Çíà÷èò, y ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿâåðøèíàìè W1.

�èñ. 6: ïÿòåðêà W1 ∪ {x, y}Êàæäàÿ âåðøèíà W2 ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè H , à èçìíîæåñòâà {y, z} âåäåò íå áîëåå äâóõ ðåáåð â W2. Ñëåäîâàòåëüíî, W2ñìåæíî ñ {x, t}. Ìíîæåñòâà W2 ∪ {x, t} è W2 ∪ {z, x, t} ñòÿãèâàåìû, òàêêàê y è z ñìåæíû õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìèW1. Îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâñîäåðæèò 5 âåðøèí. Ïðîòèâîðå÷èå.Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî â H åñòü äâà íåçàâèñèìûõ ðåáðà. Ïóñòüýòî ðåáðà xy è zt.Êàæäàÿ âåðøèíà W1 ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè H , ñëåäî-âàòåëüíî, â H íàéäåòñÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè
W1. Ïóñòü ýòà âåðøèíà � y. 13



3.5.1 |W2| = 3Ïÿòåðêà W2 ∪{z, t} íåñòÿãèâàåìà, òîëüêî åñëè x íåñìåæíà ñ G−H −W2èëè ìíîæåñòâî {z, t} íåñìåæíî ñ W2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî {z, t} íåñìåæíî ñ W2. Òîãäà êàæäàÿâåðøèíà W2 ñìåæíà ñ x è y. Ïÿòåðêà W2 ∪ {x, y} íåñòÿãèâàåìà, òîëüêîåñëè ãðà� G−W2−{x, y} íå äâóñâÿçåí. Âåðøèíû z è t ñìåæíû è èìåþòõîòÿ áû ïî îäíîìó ñîñåäó â G−H −W2. Ñëåäîâàòåëüíî, â G−H −W2âåðøèíû z è t ñìåæíû ñ îäíîé è òîé æå âåðøèíîé f . Êðîìå òîãî, êàæäàÿèç âåðøèí z, t äîëæíà èìåòü ñòåïåíü õîòÿ áû 4 â G, ïîýòîìó ñìåæíà ñ
x è y. Íî òîãäà ïÿòåðêà W2 ∪ {x, z} ñòÿãèâàåìà (ñì. �èñ. 7), òàê êàê y è
t ñìåæíû, y èìååò õîòÿ áû äâóõ ñîñåäåé â W1, à t èìååò õîòÿ áû îäíîãîñîñåäà â G−H −W2.

�èñ. 7: ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà W2 ∪ {x, z}Çíà÷èò, x íåñìåæíà ñ G− H −W2. Íî dG(x) > 4, ïîýòîìó x ñìåæíàñ W2.Âñïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà W1 ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøè-íàìè H . Òî åñòü êàæäàÿ âåðøèíà W1 ñìåæíà ñ z èëè t, à ñëåäîâàòåëüíî,îäíà èç âåðøèí z, t (íàïðèìåð, z), ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè
W1.Åñëè t ñìåæíà ñ G−H −W2, òî ïÿòåðêà W2 ∪ {x, y} ñòÿãèâàåìà (ñì.�èñ. 8). Åñëè t ñìåæíà ñ W2, òî ïÿòåðêà W2 ∪ {x, t} ñòÿãèâàåìà (ñì.�èñ. 9). À èíà÷å, t íåñìåæíà ñ G − H è èìååò ñòåïåíü íå áîëåå 3 â G.Ïðîòèâîðå÷èå.3.5.2 |W2| = 2ÏÿòåðêàW2∪{x, z, t} íåñòÿãèâàåìà, òîëüêî åñëè îíà íåñâÿçíà. Ïðè ýòîì zè t ñìåæíû, è W2 ñìåæíî õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà {x, z, t}.Òî åñòü x íåñìåæíà ñ z è t, è ëèáî x íåñìåæíà ñ W2, ëèáî ìíîæåñòâî
{z, t} íåñìåæíî ñ W2. 14



�èñ. 8: ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà
W2 ∪ {x, y}

�èñ. 9: ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà
W2 ∪ {x, t}Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x íåñìåæíà ñ W2, z è t. Òîãäà x ñìåæíà õîòÿ áû ñòðåìÿ âåðøèíàìè G−H−W2. Â ñèëó ñâÿçíîñòè G(H) âåðøèíà y ñìåæíàñ ìíîæåñòâîì {z, t}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïÿòåðêà W2 ∪ {y, z, t} ñòÿãèâàåìà(ñì. �èñ. 10).Çíà÷èò, ìíîæåñòâî {z, t} íåñìåæíî ñ x è W2. Òîãäà êàæäàÿ âåðøè-íà W2 ñìåæíà ñ x è y, êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà {z, t} ñìåæíà õîòÿáû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè G − H − W2, à y ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåð-øèíîé ìíîæåñòâà {z, t}, ïóñòü y ñìåæíà ñ z. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïÿòåðêà

W2 ∪ {y, z, x} ñòÿãèâàåìà (ñì. �èñ. 11).
�èñ. 10: ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà
W2 ∪ {y, z, t}

�èñ. 11: ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà
W2 ∪ {y, z, x}3.6 |W1| = |W2| = 2Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè êàêàÿ-òî âåðøèíà H ñìåæíà ñ îáåèìè âåðøè-íàìè îäíîãî èç ïóòåé W1 è W2 èëè ñ âåðøèíîé êàêîãî-ëèáî ïóòè èâåðøèíîé G − H − W1 − W2, òî â ãðà�å G íàéäåòñÿ ñòÿãèâàåìàÿ ïÿ-òåðêà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, x ñìåæíà ñ u1 è åùå îäíîé âåðøè-íîé G−H −W2. 15



Åñëè ãðà� G(W2 ∪ {y, z, t}) � ñâÿçíûé, òî ïÿòåðêà W2 ∪ {y, z, t} ñòÿ-ãèâàåìà. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðà� G(W2 ∪ {y, z, t}) íåñâÿçåí. �àñ-ñìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.Ñëó÷àé 1. Äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà {y, z, t} â îáúåäèíåíèè ñ W2 îáðà-çóþò ñâÿçíûé ïîäãðà�.Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, {z, t}. Òîãäà y ìîæåò áûòü ñìåæíà â H òîëüêîñ x è äîëæíà èìåòü õîòÿ áû òðåõ ñîñåäåé â G− H −W2. Òàê êàê G(H)ñâÿçåí, âåðøèíà x ñìåæíà ñ z èëè t. Ñëåäîâàòåëüíî, ïÿòåðêàW2∪{x, z, t}ñòÿãèâàåìà (ñì. �èñ. 12).
�èñ. 12: ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà
W2 ∪ {x, z, t}

�èñ. 13: ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà
W1 ∪ {x, y, z}Ñëó÷àé 2. Òîëüêî îäíà âåðøèíà ìíîæåñòâà {y, z, t} îáðàçóåò ñâÿçíûéïîäãðà� ñ W2.Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè t. Òîãäà t ìîæåò áûòü ñìåæíà â H òîëüêî ñ x.Ìíîæåñòâî W2 íåñìåæíî ñ {y, z}, íî dG(w1) > 4, dG(w2) > 4, ñëåäîâà-òåëüíî, âåðøèíû w1 è w2 ñìåæíû ñ x è t. Ïÿòåðêà W1 ∪ {x, y, z} ñâÿçíà,òàê êàê G(H) ñâÿçåí, à t â íåì � âèñÿ÷àÿ âåðøèíà, à, ñëåäîâàòåëüíî, îíàñòÿãèâàåìà (ñì. �èñ. 13).Ñëó÷àé 3. Íè îäíà èç âåðøèí {y, z, t} íå ñìåæíà ñ W2.Òîãäà ñ W2 ñìåæíà òîëüêî x. Çíà÷èò, îáå âåðøèíû W2 èìåþò ñòåïåíü3 â G, ïðîòèâîðå÷èå.Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå íè îäíà âåðøèíà H íå ñìåæíà ñ äâóìÿâåðøèíàìè îäíîãî èç ïóòåé èëè ñ âåðøèíîé Wi è âåðøèíîé

G−H −W1 −W2.Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà W1 äîëæíà áûòü ñìåæíà õîòÿ áû ñäâóìÿ âåðøèíàìè H . À êàæäàÿ âåðøèíà H ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé16



âåðøèíîé W1. Ïîýòîìó ñ u1 ñìåæíû ðîâíî äâå âåðøèíû H , à ñ u2 � äâåäðóãèå âåðøèíû H . È àíàëîãè÷íî ñ W2.Êàæäàÿ âåðøèíàH ñìåæíà ñ âåðøèíàìè ïóòåé, ïîýòîìóH íå ñìåæíîñ G−H −W1 −W2. Êðîìå òîãî, òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà H ñìåæíàðîâíî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç G−H , è δ(G) > 4, òî δ(G(H)) > 2. Òî åñòü,â G(H) åñòü öèêë äëèíû 4, ïóñòü ýòî öèêë xyzt.
�èñ. 14: ñòÿãèâàåìàÿ ÷åòâåðêà {y, z, t, w2}Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà x ñìåæíà ñ u1 è w1. ×åòâåðêà H ′ =

{y, z, t, w2} ñòÿãèâàåìà è íåðàñøèðÿåìà (ñì. �èñ. 14). Åå îêðåñòíîñòü ñî-äåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå {x, u1, u2, w1, s}. Âåðøèíà u1 íå ìîæåò âõîäèòü âïóòü, óäîâëåòâîðÿþùèé ëåììå 4 äëÿ ÷åòâåðêè H ′, òàê êàê èìååò ñòåïåíü3 â G−H ′. Ïîñêîëüêó âåðøèíû èç ðàçíûõ ïóòåé íå ìîãóò áûòü ñìåæíû,à xw1 ∈ E(G), ïóòÿìè äîëæíû áûòü xw1 è u2s. Òî åñòü s = q è ïî ëåììå 4ãðà� G−H ′ − {u2, s} = G− {y, z, t, w2, u2, s} äâóñâÿçåí.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç âåðøèí y, t ñìåæíà ñ u1 èëè w1.Ïóñòü y. Òîãäà ãðà� G − {z, t, w2, u2, s} äâóñâÿçåí. Êðîìå òîãî, ãðà�
G({z, t, w2, u2, s}) ñâÿçåí, òàê êàê w2 ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè H è íèîäíà èç íèõ íå x, à u2 ñìåæíà ñ s. Ñëåäîâàòåëüíî, ïÿòåðêà {z, t, w2, u2, s}ñòÿãèâàåìà.Çíà÷èò, âåðøèíû y è t ñìåæíû ñ u2 è w2. Ïðîäåëûâàÿ ðàññóæäåíèÿ,àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì âûøå, äëÿ ÷åòâåðêè H ′′ = {x, z, t, w1} ïîëó÷àåì,÷òî ëèáî â G åñòü ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà, ëèáî p = r.Íî ñëó÷àé {p, q} = {r, s} íåâîçìîæåí, òàê êàê òîãäà ëèáî V (G) =
{x, y, z, t, u1, u2, w1, w2, p, q}, òî åñòü v(G) < 11, ëèáî Part(G−H ; {p, q}) >
3. Íî òîãäà ïî ëåììå 1 íàéäåòñÿ åùå îäíà êðàéíÿÿ ÷àñòü â Part(G −
H). Íàïîìíèì, ÷òî âñå ðåáðà èç H â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûõîäÿòê W1 è W2. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüÿ êðàéíÿÿ ÷àñòü íåñìåæíà ñ H , ÷òîïðîòèâîðå÷èò òðåõñâÿçíîñòè ãðà�à G.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè â òðåõñâÿçíîì ãðà�å Gõîòÿ áû 11 âåðøèí è ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû õîòÿ áû 4, òî â Gåñòü ñòÿãèâàåìàÿ ïÿòåðêà. 17



4 Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë èññëåäîâàí âîïðîñ î íàõîæäåíèè ñòÿãèâàåìîãî5-âåðøèííîãî ìíîæåñòâà â òðåõñâÿçíîì ãðà�å. Äîêàçàíî, ÷òî â òðåõ-ñâÿçíîì ãðà�å íà õîòÿ áû 11 âåðøèíàõ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèíõîòÿ áû 4 íàéäåòñÿ ñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâî íà 5 âåðøèíàõ �àçðàáîòàíûìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå èññëåäîâàòü âîïðîñ î íàõîæäåíèè 5-âåðøèííûõñòÿãèâàåìûõ ìíîæåñòâ è â ãðà�àõ áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ìèíèìàëüíóþñòåïåíü âåðøèí, à òàêæå íàõîæäåíèè ñòÿãèâàåìûõ ìíîæåñòâ áîëüøèõðàçìåðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé, êîãäà ïðè óäàëåíèè ñòÿãèâàåìîãî ÷åòû-ðåõâåðøèííîãî ìíîæåñòâà, îñòàåòñÿ ïðîñòîé öèêë, ðàçîáðàí â ðàáîòå áåçïðåäïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åíèè íà ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèí.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ M. Kriesell. Contratible Subgraphs in 3-Conneted GraphsJ.Comb.Theory Ser.B, Vol.80, 2000, p.32-48.[2℄ M. Kriesell.On Small Contratible Subgraphs in 3-onneted Graphs ofSmall Avarage DegreeMathematishes Seminar der Universitat Hamburg,Bundesstrabe 55, D-20146 Hamburg.[3℄ W. MCuaig, K. Ota. Contratible triples in 3-onneted graphs.J.Comb.Theory Ser.B, Vol.60, 1994, p.308-314.[4℄ W.T.Tutte. Connetivity in graphs. Toronto, Univ. Toronto Press,1966.[5℄ Ä.Â.Êàðïîâ, À.Â.Ïàñòîð. Î ñòðóêòóðå k-ñâÿçíîãî ãðà�à. Çàïèñ-êè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ, 266, 2000, ñòð. 76-106.[6℄ Ä.Â.Êàðïîâ. Áëîêè â k-ñâÿçíûõ ãðà�àõ. Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíà-ðîâ ÏÎÌÈ, 293, 2002, ñòð. 59-93.[7℄ Ä.Â.Êàðïîâ.�àçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà â k-ñâÿçíîì ãðà�å. Çàïèñêèíàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ, 340, 2006, ñòð. 33-60.[8℄ Ä.Â.Êàðïîâ. Äåðåâî ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî ãðà�à. Çàïèñêè íàó÷-íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ, 417, 2013, p. 86-105.[9℄ Ä.Â.Êàðïîâ. Ìèíèìàëüíûå äâóñâÿçíûå ãðà�û. Çàïèñêè íàó÷íûõñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ, 417, 2013, p. 106-127.18
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