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Введение

Многие математические модели в естественных науках, инженерии и эконо-
мике описываются с помощью дифференциальных уравнений. Обыкновен-
ные дифференциальные уравнения подразумевают зависимость скорости
от текущего состояния объекта и, быть может, момента времени. Одна-
ко скорость некоторых процессов зависит не только от текущего, но и от
некоторого предыдущего состояния.

Например, известно [2], что обыкновенное дифференциальное уравне-
ние П. Ф. Ферхюльста хорошо описывает динамику популяции простейших
микроорганизмов, но не подходит для моделирования численности боль-
шинства млекопитающих. Этот процесс описывается уже дифференциаль-
но-разностным уравнением, которое предложил Г. Хатчинсон [14], запазды-
вание в нем учитывает тот факт, что особь полноценно вступает во внут-
ривидовую конкуренцию при достижении репродуктивного возраста.

Для таких математических моделей исследуют устойчивость по Ля-
пунову [8] положений равновесия. Для этого анализируют, как изменяется
траектория движения при малых изменениях начальных данных от поло-
жения равновесия. Это позволяет анализировать и прогнозировать есте-
ственные процессы, проектировать надежные системы, строить стабилизи-
рующие управления объектами и решать другие задачи.

Часто математическая модель задана системой дифференциальных
уравнений, которые затруднительно проинтегрировать аналитически. В та-
ком случае рассматривают некоторое приближение системы в окрестности
положения равновесия. Доказано [8], что при выполнении определенных
условий свойства устойчивости совпадают для исходной и приближенной
систем, поэтому разумно исследовать свойства аппроксимирующих систем.

Наиболее изученным классом таких систем являются линейные си-
стемы дифференциальных уравнений. Для них известны способы построе-
ния решений и критерии устойчивости. Однако возможна ситуация, когда
первое в широком смысле приближение не содержит линейных членов, в
этом случае появляются однородные уравнения порядка выше 1.

Для анализа устойчивости в работе используется прямой метод Ля-
пунова. Рассматриваются два способа обобщения этого метода на диф-

3



ференциально-разностные системы: подход Н. Н. Красовского [7] и подход
Б. С. Разумихина [10]. Красовский предложил рассматривать функциона-
лы, зависящие от участка траектории. Этот подход позволяет получить
критерий устойчивости и является более общим, но функционалы исследо-
вать сложнее, чем функции. Разумихин же предложил исследовать функ-
ции, но рассматривать их производные вдоль непрерывных функций, удо-
влетворяющих специальному условию. Этот подход позволяет получить
лишь достаточные условия, но для некоторых классов систем осуществля-
ется намного проще. В работе используются оба подхода.

Задержки в моделируемых процессах имеют разную природу, поэто-
му в дифференциально-разностных уравнениях используются различные
запаздывания. Широко распространено постоянное запаздывание, напри-
мер, оно используется в уже упомянутой модели Хатчинсона. Кроме того,
запаздывание может линейно возрастать с течением времени, например,
при моделировании перемешивания содержимого смесительного бака [5],
движения по кольцевой дороге [17] или работы информационного серве-
ра [4].

В работе исследуется устойчивость одного класса однородных диф-
ференциально-разностных систем с линейно возрастающим запаздывани-
ем. Работа имеет следующую структуру. После введения идут постановка
задачи и обзор литературы по данной теме. Далее следует основная часть,
состоящая из двух глав. Первая глава посвящена подходу Красовского. В
ней построен функционал Ляпунова-Красовского для одного однородного
уравнения с линейно возрастающим запаздыванием, и на его основе получе-
ны достаточные условия устойчивости нулевого решения этого уравнения.
Во второй главе рассматривается подход Разумихина, и на его основе полу-
чены достаточные условия асимптотической устойчивости нулевого реше-
ния одной однородной системы с линейно возрастающим запаздыванием.
Кроме того, во второй главе исследуются робастная устойчивость и систе-
ма со смешанным запаздыванием. В конце работы представлены выводы и
заключение.
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Постановка задачи

Рассмотрим систему дифференциально-разностных уравнений с одним за-
паздыванием

ẋ = f(t, x(t), x(t− τ(t))) (1)

с начальными условиями

x(t) = ψ(t), t ∈ Et0, (2)

где x ∈ Rn, f ∈ C0(R × Rn × Rn), τ > 0, ψ(t) — векторная кусочно-
непрерывная функция, Et0 = {t0} ∪ {t − τ(t) < t0 | t > t0} — начальное
множество. Пусть (1) является системой в отклонениях от положения рав-
новесия, т. е. у системы (1) есть нулевое решение: f(t,0,0) ≡ 0. Для такой
системы исследуют поведение решений при ненулевом начальном условии.

Определение 1. Нулевое решение уравнения (1) устойчиво по Ля-
пунову, если для любого числа ε > 0 и любого начального момента време-
ни t0 > 0 возможно указать такое число δ(ε, t0), что для любой начальной
функции ψ(t), удовлетворяющей условию ‖ψ(t)‖ < δ при t ∈ Et0, для реше-
ния уравнения (1) с начальными условиями (2) x = x(t, t0, ψ) справедливо
соотношение ‖x(t, t0, ψ)‖ < ε при всех значениях t > t0.

Определение 2. Нулевое решение уравнения (1) асимптотически
устойчиво по Ляпунову, если оно устойчиво по Ляпунову в смысле опреде-
ления 1, и для всякого t0 > 0 можно указать такое число δ1 > 0, что для
любой начальной функции ψ(t), удовлетворяющей условию ‖ψ(t)‖ < δ1

при t ∈ Et0, для решения уравнения (1) с начальными условиями (2)
x = x(t, t0, ψ) справедливо предельное соотношение ‖x(t, t0, ψ)‖ −−−→

t→∞
0.

Будем использовать следующее обозначение для поэлементного воз-
ведения вектора в степень

xµ =


xµ1
xµ2
...
xµn

 , x =


x1

x2
...
xn

 ∈ Rn, µ ∈ R.

Рассмотрим систему однородных дифференциально-разностных урав-
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нений с запаздыванием пропорциональным времени, т. е. τ(t) = (1 − α)t,

0 < α < 1,

ẋ = −Axµ(t) +Bxµ(αt), t > t0 > 0 (3)

с начальными условиями

x(t) = ϕ(t), t ∈ [αt0, t0], t0 > 0,

где x ∈ Rn, A = diag{λ1, · · · , λn}, λi > 0, i = 1, n, B ∈ Rn×n, ϕ(t) —
кусочно-непрерывная функция, µ > 1 — рациональное число с нечетными
числителем и знаменателем.

Задачей данной работы является исследование устойчивости нулево-
го решения системы (3) с помощью прямого метода Ляпунова.
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Обзор литературы

В [8] опубликована диссертация А. М. Ляпунова, где не только введены
определения различных видов устойчивости, но и предложены два основ-
ных метода ее исследования, которые применяются до сих пор. Первый,
который также называют обратным, метод заключается непосредственном
анализе поведения решений. Во втором или прямом методе для анализа
используются специальные функции Ляпунова. Также в этой работе до-
казаны теоремы об устойчивости по линейному приближению, которые
позволяют в некоторых случаях для исследования устойчивости сводить
нелинейную систему к линейной.

В [1] подробно излагается теория линейных дифференциально-раз-
ностных уравнений и систем как с постоянными, так и с переменными ко-
эффициентами. Уделено внимание асимптотическому поведению и устой-
чивости решений. Также показаны результаты о расположении корней ква-
зиполиномов, которые встречаются при анализе устойчивости линейных
систем.

В [13] помимо всего прочего описывается метод шагов, который поз-
воляет последовательно получать решение за счет рассмотрения обыкно-
венного дифференциального уравнения на конечном отрезке. Этот метод и
сейчас используется для численного интегрирования систем с запаздыва-
нием. Также в [13] исследуются периодические решения дифференциально-
разностных уравнений.

В [6] исследуется устойчивость инвариантных множеств динамиче-
ский системы в метрическом пространстве. Эти системы являются обоб-
щением других классов моделей, например, к ним можно свести систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений или системы разностных
уравнений. На основе этой общей теории получены результаты для устой-
чивости решений обыкновенных дифференциальных уравнений.

В [7] описывается прямой метод Ляпунова, некоторые обобщения и
приложения. Важным в контексте данной работы является обобщение функ-
ций Ляпунова для дифференциально-разностных систем. Н.Н.Красовский
предложил рассматривать вместо функций функционал Ляпунова, кото-
рый учитывает поведение решения не в одной точке, а на некотором сег-
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менте кривой.
В [10] описывается другой подход к обобщению прямого метода Ля-

пунова на дифференциальные системы с запаздыванием. Б.С. Разумихин
предложил рассматривать производную только на функциях, удовлетво-
ряющих специальному условию, это упростило анализ знакоопределенно-
сти производной. Такой подход позволяет получить достаточные условия
устойчивости решений.

В [15, 11, 12] доказаны критерии устойчивости дифференциальных
линейных систем с постоянным запаздыванием и предложены конструк-
тивные алгоритмы построения квадратичных функционалов полного типа
Ляпунова-Красовского для линейных систем с постоянным запаздывани-
ем. Позже в [16] эти результаты обобщены для уравнений нейтрального
типа, для уравнений с распределенным запаздыванием, предложен способ
построения матрицы Ляпунова. Кроме того, в [9] построен функционал
полного типа для линейных систем уже с линейно возрастающим запазды-
ванием.

С помощью метода Разумихина в работе [4] исследуется устойчивость
и неустойчивость однородного дифференциального уравнения с
линейно возрастающим запаздыванием и получено достаточное условие
асимптотической устойчивости и неустойчивости в зависимости от коэф-
фициентов.

В [5] предложен гибридный метод анализа устойчивости и получе-
ны достаточные критерии асимптотической устойчивости и неустойчиво-
сти линейной системы с линейно возрастающим запаздыванием.

В [3] линейное дифференциальное уравнение с линейно возрастаю-
щим запаздыванием сведено к линейному нестационарному уравнению с
постоянным запаздыванием. С помощью преобразования Лапласа получе-
но достаточное условие неустойчивости.
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Глава 1. Метод Ляпунова-Красовского

1.1 Описание метода

В этой главе будем рассматривать уравнение

ẏ(τ) = t0e
τ (−ayµ(τ) + byµ(τ − h)) , τ > τ0 = 0, (4)

которое получено из (3) при n = 1 после замены времени τ = ln t
t0

и пере-
менных y(τ) = x(t0e

τ). Заметим, что в этом случае запаздывание постоянно
и связано с исходным запаздыванием следующим соотношением α = e−h.

Как уже было сказано, в подходе Красовского функционал v(t, ϕ) за-
висит от участка траектории ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0]. Для начала введем понятие
положительно-определенного функционала.

Определение 3. Функционал v(t, ϕ) называется положительно-оп-
ределенным, если существует H > 0 такое, что:

1. v(t, ϕ) определен для t ≥ 0, ϕ ∈ PC([−h, 0], Rn), ‖ϕ‖h ≤ H,

2. v(t, 0h) = 0, t ≥ 0

3. Существует положительно определенная функция v1(x) такая, что
v1(ϕ(0)) ≤ v(t, ϕ), t ≥ 0, ϕ ∈ PC([−h, 0], Rn), ‖ϕ‖h ≤ H,

4. Для любого t0 ≥ 0 функционал v(t0, ϕ) непрерывен в точке 0h.

В [16] доказан критерий устойчивости тривиального решения (4).
Теорема 1. Нулевое решение (4) устойчиво тогда и только тогда,

когда существует положительно-определенный функционал v(t, ϕ) такой,
что значение v(t, xt) не возрастает как функция времени t.

Также для оценки производной функционала нам понадобится обоб-
щенное неравенство Коши-Буняковского.

Теорема 2. Пусть yi > 0, i = 1, n,
n∑
j=1

wj = 1, wj > 0, j = 1, n, тогда

n∏
j=1

yj 6
n∑
j=1

wjy
1
wj

j
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1.2 Достаточные условия устойчивости

Для (4) построим функционал

v(τ, ϕ) = ϕk(0) + kt0γ

0∫
−h

eτ+θ+hϕk−1+µ(θ)dθ,

где k — натуральное, четное число. Этот функционал является положи-
тельно определенным.

Рассмотрим значение v(τ, yτ):

v(τ, yτ) = yk(τ) + kt0γ

0∫
−h

eτ+θ+hyk−1+µ(τ + θ)dθ =

= yk(τ) + kt0γ

τ∫
τ−h

et+hyk−1+µ(t)dt.

Из обобщенного неравенства Коши-Буняковского следует следующая
оценка

|byk−1(τ)yµ(τ − h)| 6

6 |b|
(

k − 1

k − 1 + µ
β
k−1+µ
k−1 yk−1+µ(τ) +

µ

k − 1 + µ
β−

k−1+µ
µ yk−1+µ(τ − h)

)
,

где β > 0 — некоторый параметр.
Тогда

dv(τ, yτ)

dτ
6

6 kt0e
τ

[(
γeh − a+ |b| k − 1

k − 1 + µ
β
k−1+µ
k−1

)
yk−1+µ(τ) +

+

(
µ

k − 1 + µ
|b|β−

k−1+µ
µ − γ

)
yk−1+µ(τ − h)

]
Для того, чтобы значение v(τ, yτ) не возрастало достаточно dv(τ,yτ )

dτ 6 0.
Таким образом, имеем систему неравенств

γeh − a+ |b| k − 1

k − 1 + µ
β
k−1+µ
k−1 6 0,
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µ

k − 1 + µ
|b|β−

k−1+µ
µ − γ 6 0.

Возьмем γ = µ
k−1+µ|b|β

−k−1+µ
µ , тогда второе неравенство обратится в равен-

ство, а первое перепишем в виде

µ

k − 1 + µ
|b|ehβ−

k−1+µ
µ + |b| k − 1

k − 1 + µ
β
k−1+µ
k−1 6 a.

Минимизируя левую часть по β > 0, получим

(
eh
) µ
k−1+µ |b| 6 a. (5)

Таким образом, доказана
Лемма 1. Если |b| 6 aα

µ
k−1+µ , то нулевое решение (4) устойчиво по

Ляпунову.
Заметим, что k может быть сколь угодно большим. При a > |b| пере-

пишем (5) в виде

logα
|b|
a
>

µ

k − 1 + µ
.

Получим, что при a > |b|, можно взять любое четное k, удовлетворяющее
условию

k > 1− µ+
µ

logα
|b|
a

,

тогда по лемме 1 нулевое решение (4) устойчиво по Ляпунову. Таким обра-
зом, справедлива следующая

Теорема 3. Если |b| < a, то нулевое решение (4) устойчиво по Ля-
пунову.

Замечание 1. Метод, использованный в доказательстве теоремы,
может быть применен для анализа устойчивости нулевого решения урав-
нения (4) с непостоянными параметрами и с неопределенными коэффици-
ентами.
Пример. Рассмотрим уравнение

ẋ(t) = −x(t) + 0.5x(0.7t). (6)

На рис. 1 изображены графики решений для различных начальных функ-
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ций:
ϕ(t) = ±R

ϕ(t) = R sin(kt), k = 1, 10

ϕ(t) = ±R t− αt0
t0 − αt0

где t ∈ [0.7, 1], max
t∈[0.7,1]

|ϕ(t)| = R = 25. Видно, что для таких начальных

функций решение по модулю убывает с ростом t.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−30

−20

−10

0

10

20

30

t

x
(t

)

Рис. 1: Графики решений (6) с разными начальными функциями ϕ(t)
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Глава 2. Метод Ляпунова-Разумихина

В этой главе будем рассматривать систему (3). Пусть v(x) : Rn → R —
положительно-определенная функция.

Как уже упоминалось, отличие подхода Разумихина в том, что в нем
рассматривается производная функции Ляпунова вдоль системы уравне-
ний на непрерывных функциях, удовлетворяющих специальному условию.

Условием Разумихина в точке t называется

v(x(τ)) 6 bv(x(t)), где τ ∈ [αt, t], b > 1. (7)

Тогда справедливы следующие достаточные условия асимптотической устой-
чивости нулевого решения.

Теорема 4. [10] Если дифференциальные уравнения с последействи-
ем (3) таковы, что возможно указать функцию v(x), положительно-опре-
деленную в области ||x|| < H, t > t0, допускающую бесконечно малый
высший предел, такую, что её производная в силу системы (3) являет-
ся отрицательно-определенным функционалом на непрерывных функци-
ях, удовлетворяющих условию Разумихина, то решение x = 0 системы (3)
асимптотически устойчиво.

2.1 Вспомогательные утверждения

Докажем две вспомогательные леммы о том, как преобразуется норма век-
тора при поэлементном возведении в степень.

Лемма 2. Пусть x ∈ Rn, β ∈ R, β > 1, тогда

min
‖x‖2=γ

∥∥xβ∥∥2 =
γβ

nβ−1
, max

‖x‖2=γ

∥∥xβ∥∥2 = γβ.

Доказательство. Для доказательства рассмотрим задачу оптимизацииmin
∥∥xβ∥∥2 ,

‖x‖2 = γ.
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По методу множителей Лагранжа имеем

n∑
i=1

x2βi + λ

(
γ −

n∑
i=1

x2i

)
→ min,


xi

(
βx2β−2i − λ

)
= 0,

n∑
i=1

x2i = γ.

Отсюда следует, что у точек экстремума компоненты вектора x должны
быть равны за исключением быть может некоторых нулевых.

Пусть у вектора x, у которого ‖x‖2 = γ, k равных ненулевых компо-
нента, тогда ∥∥xβ∥∥2 =

n∑
i=1

x2βi =
k∑
i=1

(√
γ
√
k

)2β

=
γβ

kβ−1
.

Видно, что чем больше k, тем меньше значение нормы. Отсюда следует
утверждение леммы. �

Лемма 3. Если ‖x‖2 6 c‖y‖2, x, y ∈ Rn, c > 1, β > 1, то

‖xβ‖2 6 cβnβ−1‖yβ‖2.

Доказательство. С учетом обозначений

‖x‖2 = ξ, ‖y‖2 = ζ,

имеем
ξ 6 cζ. (8)

По лемме 2 имеем

‖yβ‖2 > ζβ

nβ−1
или ζβ 6 nβ−1‖yβ‖2 (9)

‖xβ‖2 6 ξβ (10)

14



В итоге получаем

‖xβ‖2
(10)

6 ξβ
(8)

6 cβζβ
(9)

6 cβnβ−1‖yβ‖2,

что и требовалось доказать. �

2.2 Достаточные условия асимптотической устойчиво-
сти

Рассмотрим вспомогательную систему без запаздывания

ẏ(t) = −Ayµ(t) (11)

и функционал
v(x) = V xµ+1, (12)

где V = diag{a1, a2, . . . , an}, ai > 0, i = 1, n. Тогда производная (12) вдоль
решений системы (11) равна

dv(y)

dt

∣∣∣∣
(11)

= −(µ+ 1) (yµ(t))T V Ayµ(t) = (µ+ 1) (yµ(t))T Dyµ(t),

где D = −V A — отрицательно-определенная матрица. Теперь вернемся к
системе (3) и рассмотрим производную (12) вдоль решений этой системы

dv(x)

dt

∣∣∣∣
(3)

= −(µ+ 1) (xµ(t))T V Axµ(t) + (µ+ 1) (xµ(t))T V Bxµ(αt) =

=
µ+ 1

2
(xµ(t))T Dxµ(t)+

+
µ+ 1

2

(
xµ(t) +D−1V Bxµ(αt)

)T
D
(
xµ(t) +D−1V Bxµ(αt)

)
−

− µ+ 1

2

(
A−1Bxµ(αt)

)T
D
(
A−1Bxµ(αt)

)
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Пусть V = A−1 ⇒ D = −V A = −E, где E — единичная матрица. Тогда

dv(x)

dt

∣∣∣∣
(3)

=
µ+ 1

2

(
−‖xµ(t)‖2 −

∥∥xµ(t) +D−1V Bxµ(αt)
∥∥2 +

+
∥∥A−1Bxµ(αt)

∥∥2) 6
6
µ+ 1

2

(
−‖xµ(t)‖2 +

∥∥A−1B∥∥2 ‖xµ(αt)‖2
)
.

Теперь мы получим условия на коэффициенты системы, при которых про-
изводная функционала на решениях, удовлетворяющих условию Разуми-
хина, будет отрицательно-определенной.

Рассмотрим условие (7) для функционала (12)

n∑
i=1

aix
µ+1
i (αt) 6 b

n∑
i=1

aix
µ+1
i (t),

выразим ai через λi

n∑
i=1

1

λi
xµ+1
i (αt) 6 b

n∑
i=1

1

λi
xµ+1
i (t).

Введем обозначение λmax = max
i=1,n

λi, λmin = min
i=1,n

λi. Получим

1

λmax

n∑
i=1

xµ+1
i (αt) 6

n∑
i=1

1

λi
xµ+1
i (αt) 6 b

n∑
i=1

1

λi
xµ+1
i (t) 6 b

1

λmin

n∑
i=1

xµ+1
i (t).

Тогда ∥∥∥xµ+1
2 (αt)

∥∥∥2 6 λmax
λmin

b
∥∥∥xµ+1

2 (t)
∥∥∥2 . (13)

Мы получили условие для
∥∥∥xµ+1

2

∥∥∥2, а для оценки производной функ-

ционала (12) вдоль решений (3) нам нужно условие для ‖xµ‖2 .
Из (13) и леммы 3 при β = 2µ

µ+1 следует, что на решениях системы,
удовлетворяющих условию Разумихина выполняется

‖xµ(αt)‖2 6
(
λmax
λmin

b

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1 ‖xµ(t)‖2 .
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Тогда

dv(x)

dt

∣∣∣∣
(3)

6
µ+ 1

2

(
−‖xµ(t)‖2 +

∥∥A−1B∥∥2 ‖xµ(αt)‖2
)
6

6 −µ+ 1

2
‖xµ(t)‖2

(
1−

∥∥A−1B∥∥2(λmax
λmin

b

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1

)

Отсюда для отрицательной определенности dv(x)
dt

∣∣∣
(3)

достаточно

∥∥A−1B∥∥2(λmax
λmin

b

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1 < 1.

Из условий на b

1 < b <
λmin
λmax

1(
‖A−1B‖2 n

µ−1
µ+1

)µ+1
2µ

следует условие на коэффициенты системы

∥∥A−1B∥∥2 < (λmin
λmax

) 2µ
µ+1 1

n
µ−1
µ+1

.

Таким образом, доказана
Теорема 5. Если матрицы A и B таковы, что выполняется условие

∥∥A−1B∥∥2 < (λmin
λmax

) 2µ
µ+1 1

n
µ−1
µ+1

.

то нулевое решение системы (3) асимптотически устойчиво.
Пример. Рассмотрим систему уравнений

ẋ(t) =

(
−2 0

0 −2.5

)
x(t) +

(
0.2 0.3

0.1 0.4

)
x(0.7t), t > 1,

x(t) =

(
25 t−αt0

t0−αt0
−25 t−αt0

t0−αt0

)
, t ∈ [0.7, 1].

(14)

На рис. 2 изображен график ее решения. Видно, что решение по модулю
убывает с ростом t.
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Рис. 2: Графики решений (14)

2.3 Исследование робастности

В этом параграфе будем рассматривать систему, отличающуюся от (3)
неизвестными небольшими по норме матрицами ∆1 и ∆2
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ẋ = (−A+ ∆1)x
µ(t) + (B + ∆2)x

µ(αt), t > t0 > 0 (15)

с начальными условиями

x(t) = ϕ(t), t ∈ [αt0, t0], t0 > 0,

где x ∈ Rn, A = diag{λ1, · · · , λn}, λi > 0, i = 1, n, ∆1,∆2, B ∈ Rn×n, ϕ(t) —
кусочно-непрерывная функция, ‖∆1‖ = δ1, ‖∆1‖ = δ2.

Предположим, что выполнены условия теоремы 6 и нулевое реше-
ние (15) асимптотически устойчиво. Будем исследовать насколько больши-
ми могут быть δ1 и δ2, чтобы нулевое решение системы (15) было также
асимптотически устойчивым.

Для этого рассмотрим функцию Ляпунова-Разумихина из предыду-
щего параграфа

v(x) = A−1xµ+1.

Тогда

dv(x)

dt

∣∣∣∣
(3)

6 −µ+ 1

2
‖xµ(t)‖2

(
1−

∥∥A−1B∥∥2(λmax
λmin

b

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1

)
+ (µ+ 1)

(
‖A−1∆1‖ ‖xµ(t)‖2 + ‖A−1∆2‖ ‖xµ(t)‖ ‖xµ(αt)‖

)
.

Мы рассматриваем x(t), для которых выполняется условие Разумихина,
тогда

‖xµ(αt)‖ 6
(
λmax
λmin

b

) µ
µ+1

n
µ−1

2(µ+1) ‖xµ(t)‖ .

Таким образом,

dv(x)

dt

∣∣∣∣
(3)

6 −µ+ 1

2
‖xµ(t)‖2

(
1−

(
λmax
λmin

b

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1

∥∥A−1B∥∥2−
− 2δ1‖A−1‖ − 2δ2

(
λmax
λmin

b

) µ
µ+1

n
µ−1

2(µ+1)‖A−1‖

)
.

Таким образом значения δ1 и δ2 должны удовлетворять условиям из
следующей теоремы.
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Теорема 6. Если матрицы A, B, ∆1 и ∆2 таковы, что выполняется
условие

(
λmax
λmin

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1

∥∥A−1B∥∥2 + 2δ1‖A−1‖+ 2δ2

(
λmax
λmin

) µ
µ+1

n
µ−1

2(µ+1)‖A−1‖ < 1,

то нулевое решение системы (3) асимптотически устойчиво.

2.4 Случай смешанного запаздывания

В этом параграфе будем рассматривать систему с двумя запаздываниями:
постоянным и линейно возрастающим

ẋ = −A1x
µ(t)− A2x

µ(t− h) +Bxµ(αt), t > t0 > 0 (16)

с начальными условиями

x(t) = ϕ(t), t ∈ [min(αt0, t0 − h), t0], t0 > 0,

где x ∈ Rn, A = A1 + A2 = diag{λ1, · · · , λn}, λi > 0, i = 1, n, B ∈ Rn×n,
ϕ(t) — кусочно-непрерывная функция.

Аналогично предыдущему параграфу рассмотрим вспомогательную
систему без запаздывания

ẏ(t) = −(A1 + A2)y
µ(t) (17)

и функционал
v(x) = A−1xµ+1,

где A = A1 + A2. Тогда

dv(y)

dt

∣∣∣∣
(17)

= −(µ+ 1) ‖yµ(t)‖2 .

Теперь вернемся к системе (16), с учетом вывода в предыдущем параграфе
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имеем

dv(x)

dt

∣∣∣∣
(16)

= (µ+ 1) (xµ(t))T A−1
[
(A2x

µ(t)− A2x
µ(t− h)) +

+ (−A1x
µ(t)− A2x

µ(t) +Bxµ(αt))

]
6

6 −µ+ 1

2
‖xµ(t)‖2

(
1−

∥∥A−1B∥∥2(λmax
λmin

b

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1

)
+

+ (µ+ 1) (xµ(t))T A−1A2 (xµ(t)− xµ(t− h)) .

Оценим второе слагаемое по формуле конечных приращений Лагранжа:

(µ+ 1) (xµ(t))T A−1A2 (xµ(t)− xµ(t− h)) 6

6 hµ(µ+ 1) ‖xµ(t)‖
∥∥A−1A2

∥∥∥∥xµ−1(t+ θ)
∥∥ ‖ẋ(t+ θ)‖ ,

где θ ∈ (−h, 0). Заметим, что если выполнено условие Разумихина, то

‖ẋ(t+ θ)‖ = ‖−A1x
µ(t+ θ)− A2x

µ(t+ θ − h) +Bxµ(α(t+ θ))‖ 6

6 (‖A1‖+ ‖A2‖+ ‖B‖)
(
λmax
λmin

b

) µ
µ+1

n
µ−1

2(µ+1) ‖xµ(t)‖

и ∥∥xµ−1(t+ θ)
∥∥ 6 (λmax

λmin
b

) (µ−1)
µ+1

n
µ−3

2(µ+1)

∥∥xµ−1(t)∥∥ .
Тогда

(µ+ 1) (xµ(t))T A−1A2 (xµ(t)− xµ(t− h)) 6 hµ(µ+ 1)
∥∥A−1A2

∥∥×
× (‖A1‖+ ‖A2‖+ ‖B‖)

(
λmax
λmin

b

) 2µ−1
µ+1

n
2µ−4
2(µ+1) ‖xµ(t)‖2

∥∥xµ−1(t)∥∥ .
Пусть c1 = 2hµ

∥∥A−1A2

∥∥ (‖A1‖+ ‖A2‖+ ‖B‖) , тогда

dv(x)

dt

∣∣∣∣
(16)

6 −µ+ 1

2
‖xµ(t)‖2

(
1−

∥∥A−1B∥∥2(λmax
λmin

b

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1−

− c1
(
λmax
λmin

b

) 2µ−1
µ+1

n
2µ−4
2(µ+1)

∥∥xµ−1(t)∥∥).
21



Кроме того, по лемме 2 из условия ‖x(t)‖ < H следует, что ‖xµ−1(t)‖ <
Hµ−1. Таким образом, достаточным условием является соотношение

∥∥A−1B∥∥2(λmax
λmin

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1 + c1

(
λmax
λmin

) 2µ−1
µ+1

n
2µ−4
2(µ+1)Hµ−1 < 1.

Теорема 7. Если существует H > 0 и матрицы A1, A2 и B, постоян-
ное запаздывание h таковы, что выполняется условие

2hµ
∥∥(A1 + A2)

−1A2

∥∥ (‖A1‖+ ‖A2‖+ ‖B‖)
(
λmax
λmin

) 2µ−1
µ+1

n
2µ−4
2(µ+1)Hµ−1+

+
∥∥(A1 + A2)

−1B
∥∥2(λmax

λmin

) 2µ
µ+1

n
µ−1
µ+1 < 1,

то нулевое решение (16) асимптотически устойчиво.
Замечание 2. Если предположить, что рассматриваемые системы

возникают в задаче стабилизации и стабилизирующее управление осуществ-
ляется с запаздыванием, то в системе (3) для выполнения достаточного
условия мы можем лишь уменьшать по норме матрицу при линейно воз-
растающем запаздывании B, а в системе (16) — можем, кроме того, уве-
личивать по норме матрицу A2, уменьшать постоянное запаздывание h и
границу области устойчивости H.

Замечание 3. Для выполнения условий теоремы 7 при неизменных
матрицах системы (16) можно заметить некоторый компромисс между по-
стоянным запаздыванием h и границей области устойчивости H. Если хо-
тим увеличить допустимое запаздыванием, то нужно уменьшить границу
области устойчивости, и наоборот.
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Выводы

В работе применены два метода анализа устойчивости нулевого решения
дифференциально-разностных уравнений для изучения одного класса од-
нородных систем.

Полученные достаточные условия устойчивости и асимптотической
устойчивости согласуются с уже известными результатами и расширяют
их. Так для устойчивости уравнения были известны достаточные условия
на параметры, но построенный функционал позволяет проводить дальней-
шие исследования устойчивости этого уравнения. Для исследованных в
данной работе систем нет опубликованных достаточных условий асимп-
тотической устойчивости.

Кроме того, в работе проведен анализ робастности для этого класса
систем. Также было введено дополнительно постоянное запаздывание и
рассмотрен этот случай.

Заключение

В результате работы получены достаточные условия устойчивости и асимп-
тотической устойчивости для некоторых классов систем однородных диф-
ференциальных уравнений с линейно возрастающим запаздыванием.

Также построен функционал, с помощью которого можно анализи-
ровать устойчивость нулевого решения одного класса однородных диффе-
ренциальных уравнений с линейно возрастающим запаздыванием.
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