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Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ìàò-

ðèöû Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàþ-

ùèì àðãóìåíòîì. Ñ ïîìîùüþ ñèñòåì óðàâíåíèé äàííîãî âèäà îïèñûâàþòñÿ

ìíîãèå õèìè÷åñêèå, ôèçè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå

â ìèðå. Áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, ìû èìååì

âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íóþ èíôîðìàöèþ î ïðîöåññàõ è ïðåäñêà-

çûâàòü ïîâåäåíèå îáúåêòîâ è ñèñòåì â áóäóùåì. Íåîáõîäèìîñòü èñïîëü-

çîâàíèÿ çàïàçäûâàíèé ïðîäèêòîâàíà òåì, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ â ñè-

ñòåìàõ çàâèñèò íå òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ â íàñòîÿùèé ìîìåíò âðåìåíè, íî

è îò ïðîèñõîäèâøåãî â óæå ïðîøåäøèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïðè ðåøå-

íèè íåêîòîðûõ çàäà÷ çàïàçäûâàíèåì ïðåíåáðåãàþò, è â õîä èä¼ò òåîðèÿ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî íóæíî ïîíèìàòü,

ïðè íåó÷èòûâàíèè çàïàçäûâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, íèêîèì îá-

ðàçîì íå ñîîòâåòñòâóþùèé ðåàëüíîñòè. Ïîýòîìó, ïðè äåòàëüíîì èçó÷åíèè

ïðîöåññîâ, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-

ìåíòîì.

Ïîíÿòèå ìàòðèöû Ëÿïóíîâà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè äèôôåðåí-

öèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, òàê êàê ïîèñê ðåøåíèé óðàâíåíèé äàííîãî

òèïà - òðóäî¼ìêàÿ çàäà÷à, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ñèñòåìå

áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âñå èõ íå íàéòè, à çíà÷èò, ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ëåæàò â ëå-

âîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè íåïðîñòî. Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ

ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî ïîëíîãî

òèïà è ìàòðèöà Ëÿïóíîâà, ÿâëÿþùàÿñÿ èõ îñíîâíûì ýëåìåíòîì. Â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ ìàòðèöà Ëÿïóíîâà ïðèìåíèìà ê òàêèì çàäà÷àì, êàê èññëåäîâà-

íèå ñèñòåì íà óñòîé÷èâîñòü, âû÷èñëåíèå H2 íîðìû ïðèäàòî÷íîé ìàòðèöû.

À ñàìè ôóíêöèîíàëû ïîëíîãî òèïà Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè, ïîñòðîåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ

îöåíîê è ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé, âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèîíà-

ëîâ êà÷åñòâà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äëÿ äðóãèõ çàäà÷.

Òåì íå ìåíåå, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò îáùåãî ìåòîäà ïî-

ñòðîåíèÿ ìàòðèö Ëÿïóíîâà. Â ñëó÷àå îäíîãî çàïàçäûâàíèÿ è íåñêîëüêèõ

êðàòíûõ çàïàçäûâàíèé çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ
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ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ëèíåéíûìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ íåêðàòíûõ çàïàçäûâàíèé ïðèìåíèìû ýâðèñòè÷åñêèå

÷èñëåííûå ìåòîäû áåç îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Òàêæå ñóùåñòâóþò

ìåòîäû ñ îöåíêîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûõ

ñèñòåì.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìåòîäà ïðèáëè-

æ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé ñ íåêðàòíûìè çàïàçäûâàíèÿìè, à òàêæå â ïîëó÷åíèè îöåíêè

òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíî-

âà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà. Äëÿ ðåøåíèÿ ïî-

ñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Àíñåëîíå.

Âòîðàÿ çàäà÷à êàñàåòñÿ ïðèìåíåíèÿ ìàòðèö Ëÿïóíîâà äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ

ïðèìåíÿåòñÿ íåäàâíî ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà, äàþùàÿ íåîáõîäèìîå è äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, âûðàæåííîå â òåð-

ìèíàõ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàïèñàíèè ïðîãðàì-

ìû ñ àêöåíòîì íà óìåíüøåíèè âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ.

Îáçîð ëèòåðàòóðû

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ âñ¼ áîëüøå ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ òåîðèè

è ïðèëîæåíèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåí-

òîì, ñðåäè íèõ ðàáîòà [1] çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî. Â ýòîé êíèãå ìîæíî íàéòè

õîðîøèé îáçîð ïî òåîðèè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèÿìè. Áîëåå íîâûå ðåçóëü-

òàòû, êàñàþùèåñÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè è ñâÿçàííûõ ñ íåþ õàðàê-

òåðèñòèê äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ìîæíî íàéòè â [10],[2],[11]. Â êíèãå

Õàðèòîíîâà Â.Ë. [10] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìàòðèöû Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ

çàïàçäûâàíèÿìè è îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ

ýòîé ìàòðèöû. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà Ëÿïóíîâà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ôóíê-

öèîíàë Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî ïîëíîãî òèïà, à ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà

èññëåäîâàòü ðîáàñòíóþ óñòîé÷èâîñòü, ñòðîèòü ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè

ðåøåíèé, âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèòåðèåâ êà÷åñòâà. Â ñòàòüå

[2] ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ

ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèÿìè, âûðàæåííîå â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìàò-

ðèöû Ëÿïóíîâà. Â ñëó÷àå êðàòíûõ çàïàçäûâàíèé çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàò-
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ðèöû Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ëèíåéíûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè [5], [10]. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèì.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâóåò ðÿä ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ [6], [8], [9],

[4] òî åñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áåç îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Òàêèå

ìåòîäû îñíîâàíû íà ïîèñêå ðåøåíèÿ â âèäå ïîëèíîìèàëüíîé èëè êóñî÷íî-

ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ

ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâ

èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà.

Êðîìå òîãî, íåäàâíî áûë ïðåäñòàâëåí ìåòîä [3], ïîçâîëÿþùèé ïîñòðî-

èòü ïðèáëèæåíèå ìàòðèöû Ëÿïóíîâà ñ îöåíêîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Íî

ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà

ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà. Ñëåäîâàòåëüíî, îí íå ïðèìåíèì â ñëó÷àå, êî-

ãäà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà ìû ïûòàåìñÿ èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü.

Â âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòå [16] áûëî ïîêàçàíî êàê çà-

äà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíîìó

óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà II ðîäà. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ðåøàëîñü ÷èñëåííî

ìåòîäîì êâàäðàòóð. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîïûòîê îöåíèòü òî÷íîñòü ïðè-

áëèæåíèÿ íå ïðåäïðèíèìàëîñü.
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Ãëàâà 1. Ìàòðèöà Ëÿïóíîâà. Ïðèáëèæ¼ííîå âû-

÷èñëåíèå è îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ñâåä¼ì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà ñèñòå-

ìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåêðàòíûìè çàïàçäûâàíè-

ÿìè ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà II ðîäà. Ïî-

êàæåì, êàê óñòðàíèòü íåêîòîðûå ðàçðûâû ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è

âû÷èñëèì ïðèáëèæ¼ííî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Òàêæå âûÿñíèì, âîç-

ìîæíî ëè íà ïðàêòèêå ïîñòðîèòü îöåíêó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ, èñïîëüçóÿ

îöåíêó ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ìåòîäîì Àíñåëîíå [15].

1.1. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx(t)

dt
=

m∑
j=0

Ajx(t− hj), t > 0, (1)

ãäå Aj, j = 0, 1, . . . ,m, - âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè

n×n, 0 = h0 < h1 < . . . < hm = H - íåêðàòíûå çàïàçäûâàíèÿ, íå çàâèñÿùèå

îò âðåìåíè.

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ : [−H, 0]→ Rn ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé PC([−H, 0], Rn). Òîãäà x(t, ϕ)

ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(θ, ϕ) = ϕ(θ),

θ ∈ [−H, 0].

Îïðåäåëåíèå 1 [1]. Ìàòðèöà K(t) ðàçìåðíîñòè n × n íàçûâàåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó

óðàâíåíèþ:

d

dt
K(t) =

m∑
j=0

K(t− hj)Aj, t > 0, (2)

ãäå K(t) = 0n×n äëÿ t < 0, K(0) = I.
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Òåîðåìà 1 [1]. Ðàâåíñòâî âèäà

x(t, ϕ) = K(t)ϕ(0) +
m∑
j=1

0∫
−hj

K(t− θ − hj)Ajϕ(θ)dθ, t > 0, (3)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ ∈ PC([−H, 0], Rn), íàçûâàåòñÿ

ôîðìóëîé Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1).

1.2. Ìàòðèöà Ëÿïóíîâà êàê ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2 [10]. Ìàòðèöà U(τ) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà ñè-

ñòåìû (1), àññîöèèðîâàííîé ñ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåéW , åñëè îíà íåïðå-

ðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òð¼ì ñâîéñòâàì:

1. äèíàìè÷åñêîå ñâîéñòâî:

dU(τ)

dτ
=

m∑
j=0

U(τ − hj)Aj, τ > 0, (4)

2. ñâîéñòâî ñèììåòðèè:

U(−τ) = UT (τ), τ > 0, (5)

3. àëãåáðàè÷åñêîå ñâîéñòâî:

m∑
j=0

[
U(−hj)Aj + AT

j U(hj)
]

= −W, τ > 0. (6)

Îïðåäåëåíèå 3 [10]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëÿïóíîâà, åñëè ñïåêòð ñèñòåìû:

Λ =

{
s | det

(
sI −

m∑
j=0

e−shjAj

)
= 0

}
, (7)

íå ñîäåðæèò â ñåáå òî÷êè s0 òàêèå, ÷òî −s0 òàêæå ïðèíàäëåæàò ñïåêòðó.
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Òåîðåìà 2 (Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ìàòðèöû Ëÿïó-

íîâà)[10]. Ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ ìàòðèöó Ëÿïóíîâà, àññî-

öèèðîâàííóþ ñ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé W òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà.

Ñ ïîìîùüþ òð¼õ ñâîéñòâ (4)-(6) â âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðà-

áîòå [16] áûëà âûâåäåíà ôîðìóëà, ñîãëàñíî êîòîðîé çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàò-

ðèöû Ëÿïóíîâà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

II ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 4 [13]. Ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûì

ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ âèäà:

u(τ) = g(τ) + λ

H∫
0

f(τ, η)u(η)d(η), τ ∈ [0, H] (8)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà II ðîäà. Çäåñü u(τ)−
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f(τ, η)− ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, g(τ)− íåêî-

òîðàÿ èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, λ− ïà-

ðàìåòð èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü λ = 1.

Ïðèâåä¼ì îáùóþ ñõåìó âûâîäà ôîðìóëû.

Äëÿ ξ ∈ (0, t), èñïîëüçóÿ äèíàìè÷åñêîå ñâîéñòâî (4), âû÷èñëèì

∂ [U(ξ)K(t− ξ)]
∂ξ

=
m∑
j=0

U(ξ − hj)AjK(t− ξ)− U(ξ)
m∑
j=0

K(t− ξ − hj)Aj =

= U(ξ)A0K(t− ξ) +
m∑
j=1

U(ξ − hj)AjK(t− ξ)− U(ξ)A0K(t− ξ)−

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî ξ íà [0, t] . Ïîñëå èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, çàìåíû ïåðåìåííûõ è óïðîùåíèÿ, ïîëó÷èì:

U(t) = U(0)K(t) +
m∑
j=1

0∫
−hj

U(θ)AjK(t− θ − hj)dθ, ãäå θ = ξ − hj.
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Ïðèìåíèì ê ýòîìó ðàâåíñòâó ñâîéñòâî ñèììåòðèè (5), ïîëó÷èì:

U(t) = U(0)K(t) +
m∑
j=1

hj∫
0

UT (η)AjK(t+ η − hj)dη, t > 0, η = −θ. (9)

Îïðåäåëåíèå 5 [7]. Êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèöAm×n, Br×s

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê áëî÷íûå ìàòðèöû âèäà:

A⊗B =


b11A b21A . . . br1A

b12A b22A . . . br2A
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b1sA b2s . . . brsA

 ,

A
T
⊗B =



a11b
T
1 a12b

T
1 . . . a1nb

T
1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1b
T
1 am2b

T
1 . . . anmb

T
1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a11b
T
r a12b

T
r

.

.

. a1nb
T
r

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1br
T am2b

T
r . . . amnb

T
r


.

Îïðåäåëåíèå 6 [10]. vec(Q) = q íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé âåêòîðèçàöèè

ìàòðèöû Q, åñëè q ∈ Rn2 ïîëó÷àåòñÿ èç Q ∈ Rn×n ïóò¼ì ðàçìåùåíèÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ñòîëáöîâ ìàòðèöû Q îäèí ïîä äðóãèì. Äàííàÿ îïåðàöèÿ

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì:

vec(AQB) = (A⊗B)q,

vec(AQTB) = A
T
⊗B.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ñâîéñòâà (6), âåêòîðèçóåì åãî è ðà-

âåíñòâî (9). Òîãäà ðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä:
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ũ(t) = (I ⊗K(t))ũ(0) +
m∑
j=1

hj∫
0

(I
T
⊗ AjK(t+ η − hj))ũ(η)dη, t > 0 (10)

Çäåñü è äàëåå ũ = vec(U). Câîéñòâî (6) áóäåò ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

m∑
j=0

[
(I

T
⊗ Aj)ũ(hj) + (AT

j ⊗ I)ũ(hj)

]
= −ω̃. (11)

Â óðàâíåíèé (11) ũ(hj), ũ(0)− íåèçâåñòíûå. Ïî ôîðìóëå (10) ìîæíî

âû÷èñëèòü ũ(hj). Äàëåå èç ñâîéñòâà (11) ìîæíî âûðàçèòü ũ(0) è ïîäñòàâèòü

â (10). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåä-

ãîëüìà II ðîäà:

ũ(τ) = G(τ) +

H∫
0

F (τ, η)ũ(η)dη, τ ∈ [0, H] .

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêàëÿðíûé ñëó÷àé. Íà ïðèìåðå ñêàëÿð-

íîãî óðàâíåíèÿ ìû ñìîæåì îòðàáîòàòü âñå ñëîæíîñòè, êîòîðûå ìîãóò âîç-

íèêíóòü ïðè ïðèáëèæ¼ííîì âû÷èñëåíèè ìàòðèöû Ëÿïóíîâà è ïðîâåðèòü

ïðàêòè÷åñêóþ ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà Àíñåëîíå äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè âû÷èñ-

ëåíèÿ.

u(τ) = g(τ) +

H∫
0

f(τ, η)u(η)dη, τ ∈ [0, H] , (12)

ãäå

g(τ) = − k(τ)ω/2

a0 +
m∑
i=1

aik(hi)
, (13)

f(τ, η) =
m∑
j=1

aj

k(τ + η − hj)−

m∑
i=1

aik(τ)k(hi + η − hj)

a0 +
m∑
i=1

aik(hi)

×
× χ(hj − η).

(14)

Çäåñü è äàëåå χ(t)− ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà:
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χ(t) =

1, t > 0

0, t < 0
.

1.3. Óñòðàíåíèå äèàãîíàëüíûõ ðàçðûâîâ ÿäðà óðàâíå-

íèÿ

ßäðî (14) èìååò ðàçðûâû, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ áëàãîäàðÿ ÷ëåíàì

k(τ + η − hj), k(hi + η − hj) è ôóíêöèè Õåâèñàéäà χ(hj − η), à â ÷àñò-

íîñòè, àðãóìåíòàì äàííûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ ïðè îïðåäåë¼ííûõ τ, η

íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Çäåñü âîçìîæíû ðàçðûâû äâóõ âèäîâ:

1. ãîðèçîíòàëüíûå ðàçðûâû:

• îò ôóíêöèè χ(hj − η) : hj − η = 0⇒ η = hj

• îò ôóíêöèè k(hi + η − hj) : hi + η − hj = 0⇒ η = hj − hi

2. äèàãîíàëüíûå ðàçðûâû:

• îò ôóíêöèè k(τ + η − hj) : τ + η − hj = 0⇒ η = hj − τ.

Ðèñ. 1: ðàçðûâû íà ïëîñêîñòè Oτη

Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ãîðèçîíòàëüíûõ è äèàãîíàëü-

íûõ ðàçðûâîâ íà ïëîñêîñòè Oτη. Òàêèå ðàçðûâû óñëîæíÿþò ïðîöåññ ïî-

ñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ïî-

ïðîáóåì èõ óñòðàíèòü. Äëÿ ýòîãî êàæäîå ñëàãàåìîå óðàâíåíèÿ (12) óìíî-

æèì íà ôóíêöèþ f(t, τ) :
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u(τ)f(t, τ) = g(τ)f(t, τ) + f(t, τ)

H∫
0

f(τ, η)u(η)dη.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ îò 0 äî H :

H∫
0

u(τ)f(t, τ)dτ =

H∫
0

g(τ)f(t, τ)dτ +

H∫
0

 H∫
0

f(t, τ)f(τ, η)dτ

u(η)dη.

Îáîçíà÷èì:

g(t) = g(t) +

H∫
0

g(τ)f(t, τ)dτ, f(t, η) =

H∫
0

f(t, τ)f(τ, η)dτ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íîâîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

u(t) = g(t) +

H∫
0

f(t, η)u(η)dη. (15)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå íîâîå ÿäðî f(t, η) íå èìååò äèàãîíàëüíûõ ðàçðûâîâ, à

ãîðèçîíòàëüíûå ðàçðûâû îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò

ïðèìåíåíèå ìåòîäà Àíñåëîíå îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Íàì âñ¼ ðàâíî ïðèä¼ò-

ñÿ íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü äàííûé ìåòîä, íî ìîäèôèêàöèÿ áóäåò íåáîëü-

øîé.

1.4. Ìåòîä êâàäðàòóð äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî

ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîñòðîèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

II ðîäà (15) ìåòîäîì êâàäðàòóð [14]. Íà îòðåçêå [0, H] âîçüì¼ì ñåòêó ñ

óçëàìè t1, t2, . . . tn. Òîãäà óðàâíåíèå (15) â óçëàõ ñåòêè áóäåò âûãëÿäåòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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u(tk) = g(tk) +

H∫
0

f(tk, η)u(η)dη, k = 1, 2, . . . , n.

Àïïðîêñèìèðóåì ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû êîíå÷íûìè ñóììàìè ñ ïîìîùüþ

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû:

un(tk) = gk +
n∑
l=1

Alfklun(tl), k = 1, 2, . . . , n.

Çäåñü gk = g(tk), fkl = f(tk, tl), un - ïðèáëèæåíèå ê èñêîìîé ôóíêöèè

u, Al− âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íàéä¼ì ïðè-

áëèæ¼ííûå çíà÷åíèÿ â óçëàõ ñåòêè. Òàê ïîñòðîèì ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå

íà âñ¼ì îòðåçêå [0,H].

Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû òðàïåöèé.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé çàïèøåòñÿ â âèäå:

un(tk) = gk +
n∑
l=1

ωlfklun(tl), k = 1, 2, . . . , n,

ãäå ωl = d/2, l = 1, n, ωl = d, l = 2, (n− 1), d− øàã ðàâíîìåðíîé ñåòêè.

1.5. Îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäîì Àíñåëîíå.

Íàéä¼ì îöåíêó ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîãî ìåòîäà. Âîñïîëüçóåìñÿ

ìåòîäîì Àíñåëîíå [15]. Îäíàêî ìåòîä â [15] îïèñàí äëÿ ÿäåð èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà II ðîäà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöè-

ÿìè. Ïîýòîìó ïðîèçâåä¼ì ðÿä èçìåíåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèé ñ ðàçðûâàìè.

Ââåä¼ì äâà îïåðàòîðà:

Ku(t) =

H∫
0

f(t, η)u(η)dη, (16)
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Knu(t) =
n∑
l=1

ωlf(t, tl)un(tl). (17)

Òîãäà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (15) áóäåò èìåòü âèä:

u(t) = g(t) +Ku(t).

À ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå â îïåðàòîðíîì âèäå çàïèøåòñÿ êàê:

un(t) = g +Knu(t).

Òåîðåìà 3 (Àíñåëîíå)[15]. Ïóñòü (I −Kn)
−1 - îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû,

Γn = ‖I −Kn‖−1‖ (Kn −K)K‖ < 1 ïðè íåêîòîðîì n, òîãäà èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå u = Ku+ g èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì g è âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

‖un−u‖ 6 (1−Γn)
−1 [‖(I −Kn)

−1‖‖Kng −Kg‖+ Γn‖(I −Kn)
−1g‖

]
. (18)

Çäåñü áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíóþ íîðìó:

‖F‖∞ = sup
x∈[a,b]

‖F (x)‖.

Ïîñòðîèì îöåíêó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ íà îñíîâàíèè òåîðåìû Àí-

ñåëîíå. Äëÿ ýòîãî äåòàëüíî ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (18). Âûðàæåíèå â

ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà - ýòî åñòü èñêîìàÿ îöåíêà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî

âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ÷åòûð¼õ íîðì: ‖(I −Kn)
−1‖, ‖(Kn −K)K‖, ‖(Kn −

K)g‖, ‖(I −Kn)
−1g‖, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà.

1. ‖(I −Kn)
−1‖ = σn,

ãäå (I−Kn)− ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîñëåäíÿÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷åíà â ðåçóëü-

òàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êâàäðàòóð. Çíà÷åíèå ‖(I −Kn)
−1‖ âû÷èñëèì êàê

íàèáîëüøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σn.

2. ‖(I −Kn)
−1g‖ = ‖un‖ = sup

t∈[0,H]

‖un(t)‖,

ãäå un− ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Äî òîãî, êàê ïîêàæåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ íîðì, ïðè-

âåä¼ì ëåììó è åù¼ îäíó òåîðåìó èç [15].

Ëåììà 1 [15]. Ïóñòü Qn ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó òðàïåöèé. Åñëè F óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|F (x)− F (x′)| 6 M̃ |x− x′|, x, x′ ∈ [a, b], (19a)

òî

|Qn(F )−Q(F )| 6 M̃(b− a)2/4n, (19b)

ãäå Q(F ) =
b∫
a

F (x)dx, Qn(F ) =
n∑
l=1

ωlF (xl).

Äàííàÿ ëåììà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Åñëè ôóíê-

öèÿ F (x) èìååò p− ðàçðûâîâ, òîãäà íåðàâåíñòâà (19a), (19b) áóäóò èìåòü

âèä:

|F (x)− F (x′)| 6 M̃i|x− x′|, x, x′ ∈ [ãi−1, ãi], i = 1, p, (20a)

|Qn(F )−Q(F )| 6
p∑
i=1

M̃i(ãi − ãi−1)2

4ni
. (20b)

Òåîðåìà 4 [15]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè g, f óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ Ëèïøèöà:

|g(t)− g(t′)| 6M |t− t′|, t, t′ ∈ [0, H],

|f(t, η)− f(t′, η′)| 6 N(|t− t′|+ |η − η′|), t, t′, η, η′ ∈ [0, H].

Åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî òðàïåöèé, òî îòêëîíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

un îò ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (15) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (18), ãäå

‖(Kn −K)g‖ 6 (M‖f‖+N‖g‖)/4n, (21a)

‖(Kn −K)Kn‖ 6 N‖f‖/2n, (21b)

ãäå M, N− êîíñòàíòû Ëèïøèöà.

Àíàëîãè÷íî ëåììå 1 òåîðåìà 4 ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ñëó÷àÿ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé g è f. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü îöåíêè â
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ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (21a), (21b), ó÷èòûâÿ ðàçðûâû ôóíêöèè f .

3. ‖(Kn −K)g‖ = sup
t∈[0,H]

∣∣∣∣∣∣
H∫
0

f(t, η)g(η)dη −
n∑
l=1

ωlf(t, tl)g(tl)

∣∣∣∣∣∣ =

= sup
t∈[0,H]

∣∣∣∣∣∣∣
p∑
i=1

 t̃i∫
t̃i−1

f(t, η)g(η)dη

− p−1∑
i=1

(
ni∑
l=1

ωlf(t, tl)g(tl)

)∣∣∣∣∣∣∣ 6

6 sup
t∈[0,H]

∣∣∣∣∣∣∣
t̃1∫
t̃0

f(t, η)g(η)dη −
n1∑
l=1

ωlf(t, tl)g(tl)

∣∣∣∣∣∣∣+

+ sup
t∈[0,H]

∣∣∣∣∣∣∣
t̃2∫
t̃1

f(t, η)g(η)dη −
n2∑
l=1

ωlf(t, tl)g(tl)

∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

+ sup
t∈[0,H]

∣∣∣∣∣∣∣
t̃p∫

t̃p−1

f(t, η)g(η)dη −
np∑
l=1

ωlf(t, tl)g(tl)

∣∣∣∣∣∣∣ 6

6
p∑
i=1

(
M‖f‖+Ni‖g‖

4ni
(t̃i − t̃i−1)2

)
.

Çäåñü p− êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ ðàçðûâîâ ôóíêöèè f(t, η), 0 = t̃0 <

< t̃1 < . . . < t̃p = H, t̃i− òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(t, η) òåðïèò ðàçðûâû,

ni− êîëè÷åñòâî óçëîâ â ñåòêå íà [t̃i−1, t̃i], i = 1, p.

4. Ïóñòü f2(t, s) =
H∫
0

f(t, η)f(η, s)dη = Q(ft, f
s),

f2n(t, s) =
n∑
l=1

ωlf(t, tl)f(tl, s) = Qn(ft, f
s).
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‖(Kn −K)Kn‖ 6 sup
t∈[0,H]

H∫
0

|f2(t, s)− f2n(t, s)| ds =

= sup
t∈[0,H]

 p∑
i=1

 t̃i∫
t̃i−1

|f2(t, s)− f2n(t, s)| ds


 =

= sup
t∈[0,H]

 p∑
i=1

 t̃i∫
t̃i−1

|Q(ft, f
s)−Qn(ft, f

s)| ds


 6 〈ïî ëåììå 1〉 6

6 sup
t∈[0,H]

 p∑
i=1

 t̃i∫
t̃i−1

Li
4ni

(t̃i − t̃i−1)2ds


 =

=

p∑
i=1

Li
4ni

(t̃i − t̃i−1)3.

Òåïåðü ïîêàæåì âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû Ëèïøèöà L1.

Ïóñòü η, η′ ∈ [0, t̃1], òîãäà:

|f(t, η)f(η, s)− f(t, η′)f(η′, s)| 6 |f(t, η)||f(η, s)− f(η′, s)|+

+|f(η′, s)||f(t, η)− f(t, η′)| 6 sup
t∈[0,H],η∈[0,t̃1]

|f(t, η)| sup
s∈[0,H],η∈[0,t̃1]

∣∣∣∣∂f(η, s)

∂η

∣∣∣∣×

×|η − η′|+ sup
s∈[0,H],η∈[0,t̃1]

|f(η, s)| sup
t∈[0,H],η∈[0,t̃1]

∣∣∣∣∂f(t, η)

∂η

∣∣∣∣ |η − η′|.
Êîíñòàíòû Li, i = 2, p âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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1.6. Ðåàëèçàöèÿ â ñèñòåìå Matlab.

Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà:

ẋ(t) = −x(t)− 2x(t− 1)− 3x(t−
√

2).

Ðèñ. 2: Ìåòîä êâàäðàòóð

Ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé, îïèñàííîé â ïàðàãðà-

ôå 1.4, ïîñòðîèì ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12) â

Matlab. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû ãðàôèêè òð¼õ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé, âû-

÷èñëåííûõ â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà óçëîâ ti â ñåòêå íà îòðåçêå [0, H] è

äëèíû øàãà d. Ãðàôèê k1 èìååò 142 óçëà, ãðàôèê k2 - 203 óçëà è k3 èìååò

708 óçëîâ â ñåòêå íà [0, H]. Ãðàôèêè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé óêàçûâàþò

íà äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèè îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ âîçíèêëè òðóäíîñòè,

ñâÿçàííûå ñ âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà â Matlab. Èç-çà áîëüøèõ çíà-
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÷åíèé êîíñòàíò Ëèïøèöà êîëè÷åñòâî óçëîâ, â êîòîðûõ íóæíî ïîñ÷èòàòü

çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, ñèëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ. Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà, ãäå

ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ε è êîëè÷å-

ñòâà óçëîâ n ñåòêè íà îòðåçêå [0, H].

ε n

0.1 13 267 100

0.01 110 349 526

0.001 1 097 500 000

Òàáëèöà 1:

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ìåòîä Àíñåëîíå íå äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâåí

íà ïðàêòèêå. Äîñòèæåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè òðóäíîâûïîëíèìî, òàê êàê

ðàçìåðíîñòü ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ ïðè èñïîëü-

çîâàíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñëèøêîì âåëèêà.

Ìû ïðîâåðèëè ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà Àíñåëîíå äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè

ïðèáëèæåíèÿ â îäíîì êîíêðåòíîì ïðèìåðå, îäíàêî äëÿ óðàâíåíèé ñ ìåíü-

øèìè êîýôôèöèåíòàìè èëè ñ ìåíüøåé âåëè÷èíîé çàïàçäûâàíèé çíà÷åíèÿ

n, íåîáõîäèìûå äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, ìîãóò áûòü ñóùåñòâåí-

íî ìåíüøå. Îöåíêà ïîëó÷èëàñü ñòîëü êîíñåðâàòèâíîé èç-çà áîëüøîé âå-

ëè÷èíû êîíñòàíòû Ëèïøèöà äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÷òî ìû

ñâÿçûâàåì ñ ïðîèçâåä¼ííîé îïåðàöèåé ïî óñòðàíåíèþ ðàçðûâîâ â ÿäðå. Â

áóäóùåì åñòü ñìûñë ïîïûòàòüñÿ ìîäèôèöèðîâàòü ìåòîä Àíñåëîíå òàê, ÷òî-

áû îí íå òðåáîâàë óñòðàíåíèÿ äèàãîíàëüíûõ ðàçðûâîâ.
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Ãëàâà 2. Ïðèìåíåíèå ìàòðèö Ëÿïóíîâà äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ çàïàçäûâà-

íèåì

Â òåêóùåé ãëàâå ïðèâåä¼ì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà

äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì. À òî÷íåå,

èññëåäóåì ñèñòåìó íà óñòîé÷èâîñòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî êðèòåðèÿ óñòîé-

÷èâîñòè èç [2].

2.1. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âèä ñèñòåìû (1), ñëó÷àé ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì:

dx(t)

dt
= A0x(t) + A1x(t− h), t > 0, (22)

Îïðåäåëåíèå 7 [2]. Ñèñòåìà (22) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷è-

âîé, åñëè ∃ γ > 1, σ > 0 : ∀ x(t, ϕ) :

‖ x(t, ϕ) ‖6 γe−σt ‖ ϕ ‖h, t > 0, (23)

ãäå ‖ ϕ ‖h= sup
θ∈[−h,0]

‖ ϕ(θ) ‖ .

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû (22):

Òåîðåìà 5 [2]. Âîçüì¼ì α1 ∈ (0, α∗1), α = α2/α1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (22) áûëà ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû :

1. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Ëÿïóíîâà (7),

2. ìàòðèöà Kr − α1Ar áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà,

ãäå r = 1 +
⌈
heL1h(M1 + L1)

(
α +

√
α(α + 1)

)
− hL1

⌉
.

Çäåñü Kr =
[
U
(
j−i
r−1h

)]r
i,j=1

> 0, Ar =
[
KT (τi)K(τj)

]r
i,j=1

, ãäå U− ìàòðèöà

Ëÿïóíîâà, K− ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ ñèñòåìû (22).

Âû÷èñëåíèå r

1. L1 : ‖ K ′
(t) ‖6 L1, t ∈ (0, h).
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Ïîñòðîèì ìàòðèöó K
′
(t) íà (0, h) ìåòîäîì øàãîâ, îïèðàÿñü ïðè ýòîì íà

îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû (2). Ïðè t ∈ [0, h) ìàòðèöà K(t−
h) = 0 ïî îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâèâ K(t − h) â ðàâåíñòâî (2), ïîëó÷èì

ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: K
′
(t) = A0K(t).

Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:K(t) = eA0tC. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C = 1, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

K(0) = I. Çíà÷èò, K
′
(t) = A0e

A0t. Íîðìó ìàòðèöû âû÷èñëèì êàê íàèáîëü-

øåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû.

2. M1 =‖ A0 ‖ + ‖ A1 ‖ .

3. α2 íàéä¼ì ñ ïîìîùüþ îöåíêè ôóíêöèîíàëà |v1(ϕ)| 6 α2 ‖ ϕ ‖2h [2].

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé óïðîù¼ííîãî ôóíêöèîíàëà è ñâîéñòâîì ìîäóëÿ :

|v1(ϕ)| 6
∣∣ϕT (0)U(0)ϕ(0)

∣∣+

∣∣∣∣2ϕT (0)

∫ 0

−h
U(−s− h)A1ϕ(s)ds

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∫ 0

−h

∫ 0

−h
ϕT (s1)A

T
1U(s1 − s2)A1ϕ(s2)ds2ds1

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∫ 0

−h
ϕT (s)Wϕ(s)ds

∣∣∣∣ 6
6 α2 ‖ ϕ ‖2h .

Ïîä çíàêàìè èíòåãðàëîâ â íåðàâåíñòâå âûøå îñòàíóòñÿ òîëüêî ìàò-

ðèöû Ëÿïóíîâà. Íà÷àëüíûå âåêòîð-ôóíêöèè è ïîñòîÿííûå ìàòðèöû âûíå-

ñóòñÿ çà çíàê. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò èíòåãðàëîâ îêîí÷àòåëüíî, îáðàòèìñÿ ê

íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû:

‖ U(0) ‖= max
t∈[−h,h]

‖ U(t) ‖ .

Òåïåðü ìîæåì âû÷èñëèòü α2. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

α2 = ‖ U(0) ‖ (1 + 2 ‖ A1 ‖ h+ ‖ A1 ‖2 h2)+ ‖ W ‖ h,
ãäå W−àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà, ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

4. α∗1 = β/2,

ãäå β > 0 : ìàòðèöà P (β) ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà.

P (β) =

W 0

0 W

+ β

A
T
0 + A0 A1

AT
1 0

 .
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Âû÷èñëèì âñå çíà÷åíèÿ β èç óðàâíåíèÿ :

det (P (β)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

W 0

0 W

+ β

A
T
0 + A0 A1

AT
1 0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âûáåðåì èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå.

5. r = 1 +
⌈
heL1h(M1 + L1)

(
α +

√
α(α + 1)

)
− hL1

⌉
.

2.2. Ðåàëèçàöèÿ â ñèñòåìå Matlab

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ñèñòåìû èç ðàáîòû [12] è èññëåäóåì å¼ íà óñòîé÷è-

âîñòü ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ, îïèñàííîãî â ïàðàãðàôå 2.1.

Ïðèìåð 2

dx(t)

dt
=

0 0.5

0 0

x(t) +

 0 0

−b −a

x(t− h),

ãäå à è b ïðèíèìàëè çíà÷åíèÿ îò -0.5 äî 2 ñ øàãîì 0.1, òàêæå çàïàçäûâàíèå

h=1, à ñâÿçàííàÿ ñ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà

W =

1 0

0 1

 .

Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìîé ñèñòåìû.
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Ðèñ. 3: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

Îäíàêî, ðåàëèçîâàâ äàííûé àëãîðèòì ïðîâåðêè íà óñòîé÷èâîñòü ñè-

ñòåìû (22),ìû ñòîëêíóëèñü ñ òàêîé ïðîáëåìîé, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðî-

ãðàììû èç-çà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r, â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ áîëüøå 1000. Â

ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè íåêîòîðûõ áëîêîâ ïðîãðàììû ïîëó÷èëîñü óìåíü-

øèòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ áîëåå ÷åì â 4 ðàçà. Îïèøåì äåòàëüíî:

1. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Kr òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

ìàòðèöó Ëÿïóíîâà â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Èçíà÷àëüíî äëÿ ýòîãî èñïîëüçî-

âàëñÿ öèêë for, â êîòîðîì âû÷èñëÿëàñü êàæäàÿ òî÷êà è, ñîîòâåòñòâåííî,

ìàòðèöà Ëÿïóíîâà â êàæäîé òî÷êå âû÷èñëÿëàñü ìíîãîêðàòíî, ÷òî íå ñî-

âñåì îïòèìàëüíî. Òîãäà ìû ñòàëè çàïîëíÿòü ìàòðèöó Kr ïî äèàãîíàëÿì,

íà êîòîðûõ ñòîÿò îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà. Â ìàòðèöå Kr

ñ ïîìîùüþ öèêëà çàïîëíèëè âñ¼, ÷òî âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè è, òàê êàê

ìàòðèöà Kr ñèììåòðè÷íà îòíîñèëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, íèæíþþ ÷àñòü

áûëà çàïîëíåíà êàê Kr = Kr + KT
r . Â êîíöå áûëà îòäåëüíûì öèêëîì çà-

ïîëíåíà ãëàâíàÿ äèàãîíàëü. Äàííûå ìàíèïóëÿöèè çíà÷èòåëüíî óìåíüøèëè

âðåìÿ âûïîëíåíèÿ áëîêà ïðîãðàììû.

2. Ìàòðèöà Ar ñîñòîèò èç áëîêîâ ïðîèçâåäåíèé ôóíäàìåíòàëüíîé

ìàòðèöû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ îò 0 äî h. Â ïåðâûå ïîïûòêè ðåàëèçàöèè

íà ÏÊ äàííîé ïîäçàäà÷è áûë ïîñòðîåí öèêë, êàê è â ñëó÷àå ìàòðèöû Kr.
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Íî, ïîñìîòðåâ âíèìàòåëüíåå íà ìàòðèöó, âñïîìíèëè, ÷òî Ar ýòî åñòü íå ÷òî

èíîå, êàê ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

Ar =



KT (0)

KT ( 1
r−1h)

KT ( 2
r−1h)

...

KT (h)



(
K(0) K( 1

r−1h) K( 2
r−1h) . . . K(h)

)
.

Â èòîãå â öèêëå áûëà ïîñ÷èòàíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà â êàæäîé

òî÷êå, à ìàòðèöà Ar çàïîëíåíà êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

3. Åù¼ îäíà òðóäíîñòü âîçíèêëà ïðè ïðîâåðêå ïîëîæèòåëüíîé îïðå-

äåë¼ííîñòè èòîãîâîé ìàòðèöû Kr − α1Ar. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðåàëèçàöèè

àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàëîñü äâà ïóòè ïðîâåðêè. Ýòî êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà

è âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ÷òî î÷åíü ñèëüíî óâåëè÷èâàëî âðåìÿ âû-

ïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Â êîíå÷íîì èòîãå áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä Õîëåöêîãî,

êîòîðûé â ñèñòåìå Matlab åñòü êàê âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî ãî-

âîðèòü î ñåêóíäíîì âûïîëíåíèè ýòîé ïîäïðîãðàììû.

4. Âûÿñíèâ, ÷òî ÷èñëî r äîñòàòî÷íî âåëèêî, ñ öåëüþ óñêîðåíèÿ ðàáîòû

ïðîãðàììû ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû, à èìåííî, îðãàíèçîâàëè ïðîâåðêó íà ïîëîæèòåëü-

íóþ îïðåäåë¼ííîñòü ìàòðèöû K2 , äî âû÷èñëåíèÿ r, ÷òî ïîçâîëèëî îòñå÷ü

íåêîòîðûå íåóñòîé÷èâûå ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ïðîâåðêà äàííîãî óñëîâèÿ

ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ‖ U(0) ‖= max
t∈[−h,h]

‖ U(t) ‖, êîòîðîå èñ-

ïîëüçóåòñÿ íàìè ïðè âû÷èñëåíèè α2. Íèæå ïðåäñòàâëåí âèä ìàòðèöû K2 :

K2 =

 U(0) U(τ)

UT (τ) U(0)

 , τ ∈ (0, h].
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Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå äîñòèãíóòû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Áûë ïîñòðîåí ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåêðàòíûìè çàïàçäû-

âàíèÿìè. Òàêæå ïîëó÷èëè îöåíêó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðàÿ

áûëà ïîñòðîåíà ìåòîäîì Àíñåëîíå. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ìåòîäå

áûëè ïðîèçâåäåíû íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, áûëè âûÿâëåíû íåäîñòàòêè ýòîãî ìåòîäà ïðè

ïðèìåíåíèè íà ïðàêòèêå.

2. Ìû ðàññìîòðåëè ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèö Ëÿïóíîâà äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Â ÷àñòíî-

ñòè, áûëà ïðèìåíåíà íåäàâíî ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà, äàþùàÿ íåîáõî-

äèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.

Íà îñíîâàíèè äàííîé òåîðåìû áûë ðåàëèçîâàí íà ïðàêòèêå àëãîðèòì,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-

íûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Òàêæå áûëè âû÷èñëåíû âîçìîæíûå çíà-

÷åíèÿ r äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, êîòîðûå îêàçàëèñü äîñòàòî÷íî âåëè-

êè, ÷òî íå ëó÷øèì îáðàçîì âëèÿåò íà âðåìÿ âûïîëíåíèå ïðîãðàììû.

Ïîñëå îïòèìèçàöèè íåêîòîðûõ áëîêîâ ïðîãðàììû ñ öåëüþ óìåíüøå-

íèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ïðîâåðÿòü êðèòåðèé

äàæå ïðè áîëüøèõ r.
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Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåí ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ìàò-

ðèöû Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàþ-

ùèì àðãóìåíòîì, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèÿìè, è áûëà ïîñòðîåíà îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëè-

æåíèÿ äàííîãî ýâðèñòè÷åñêîãî ìåòîäà. Ïðè ýòîì, íå íàêëàäûâàëîñü óñëî-

âèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

ñèñòåì ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì.

Èññëåäîâàíà íåäàâíî ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà î ïîñòðîåíèè îáëàñòè óñòîé-

÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Íà ïðàêòèêå áûë

ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà äàííîé òåîðåìå, è ïîëó÷åíû êîíêðåò-

íûå çíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ìîæíî óëó÷øèòü â

äàëüíåéøåì â äàííîé çàäà÷å. Íàïðèìåð, óìåíüøèòü çíà÷åíèÿ ðàçìåðíî-

ñòè ìàòðèöû, ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé òðåáóåò äàííûé àëãîðèòì ïðîâåðêè íà

óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèÿìè. ×òî ïîçâîëèò çàòðà÷èâàòü çíà-

÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè íà âûïîëíåíèå ïðîãðàììû.

27



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Áåëëìàí Ð., Êóê Ê. Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ. Ì.:

Ìèð, 1967.

2. Egorov A.V., A Finite Necessary and Su�cient Stability Condition for

Linear Retarded Type Systems // Òðóäû êîíôåðåíöèè "IEEE 55th

Conference on Decision and Control (CDC)", Ëàñ Âåãàñ, ÑØÀ. 2016.

ñ. 3155-3160.

3. Egorov A.V., Kharitonov V.L. Approximation of delay Lyapunov matrices

// International Journal of Control, 2018. Vol. c. 2588-2596.

4. Åãîðîâ À.Â., Âû÷èñëåíèå ìàòðèö Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíè-

åì // XII Âñåðîññèéñêîå ñîâåùàíèå ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ, Ìîñêâà.

16-19 èþíÿ 2014. c. 1292-1303.

5. Garcia-Lozano H., Kharitonov V.L. Lyapunov matrices for time delay

system with commensurate delays // 2nd Symposium on System, Structure

and Control, Oaxaca, 2004. c. 102-106.

6. Garcia-Lozano H., Kharitonov V.L. Numerical computation of time delay

Lyapunov matrices // Department of Automatic Control, Mexico. 2006.

7. Graham A. Kronecker Products and Matrix Calculus with Applications.

Ellis Horwood, Chichester, UK, 1981. 21-30 p.

8. Huesca E. , Mondie S. , Santos O. (2009). Polynomial approximations

of the Lyapunov matrix of a class of time delay systems // In E. Petre

(Ed.), Proceedings of the 8th IFAC workshop on time delay systems, Sinaia,

Romania, 1�3 September 2009. c. 261�266. IFAC.

28



9. Jarlebring E., Vanbiervliet J., Michiels W. (2011). Characterizing and

computing the H2 norm of time-delay systems by solving the delay

Lyapunov equation // IEEE Transactions on Automatic Control, 56 (4).

10. Kharitonov V.L. Time-delay systems: Lyapunov functionals and matrices.

Birkhauser, Basel, 2013.

11. Kharitonov V.L., Zhabko A.P. Lyapunov-Krasovskii approach to the robust

stability analysis of time-delay systems // Automatica 39, 2003. c. 15-20.

12. Mondie S., Egorov A.V. Some necessary conditions for the exponential

stability of one delay systems// Òðóäû êîíôåðåíöèè "8th International

Conference on Electrical Engineering", 2011. c. 106.

13. Ìàíæèðîâ À.Â., Ïîëÿíèí À.Ä. Ñïðàâî÷íèê ïî èíòåãðàëüíûì óðàâíå-

íèÿì. Ì.: Ôàêòîðèàë Ïðåññ, 2000.

14. Îëåìñêîé È.Â., ×èñëåííûå ìåòîäû. ×àñòü II. Ó÷åáíîå ïîñîáèå. ÑÏá,

2012.

15. Õàòñîí Â., Ïèì Äæ. Ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè

îïåðàòîðîâ. Ì.: Ìèð, 1983. 215-224 c.

16. ×åðíûøåâà Ë. Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà. Ìàòðèöà Ëÿïó-

íîâà êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà. ÑÏá, 2016. 10-16 ñ.

29


